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Equazione del moto in dinamica: 
 
[M]{ü(t)} + [B]{ů(t)} + [K]{u(t)} = {p(t)}    (A.1) 

Forze di Inerzia Forze Viscose Forze Elastiche Forze Esterne 

Forze Interne 

[M]{ü(t)} + [B]{ů(t)} + [K]{u(t)} = {0}  vibrazioni libere  

[M]{ü(t)} + [K]{u(t)} = {0}    vibrazioni libere 
       non smorzate 

A)  Fondamenti di Dinamica 



{u(t)} = Cejωt = Asenωt + Bcosωt  soluzione dell’equazione 
      in assenza di smorzamento	



Con  ωn =	

 mk ed  f = ωn/2π	

 Frequenze naturali o proprie del Σ 
rappresentano il No di onde di tipo 
sinusoidali o cosinusoidali nel tempo  

Nel caso più generale rappresentato dalle vibrazioni libere smorzate 
si definisce smorzamento critico bcr=2        il valore dello smorzamento 
in corrispondenza del quale l’ampiezza del moto va subito a zero senza 
alcuna oscillazione; in particolare per b>bcr il sistema si comporta come  
sopra, mentre per b<bcr il moto si smorza dopo un certo N. di oscillazioni 

km

Nota: Più in generale, nel caso di sistemi a più GDL, ω è un vettore con  
[K] ed [M] matrici di Rigidezza e Massa rispettivamente. 



Dal momento che ωd = ωn                       ed essendo b<<bcr (0,01 < b < 0,1) 
risulta come le frequenze naturali e quelle smorzate siano molto simili 
tra loro; questo è il motivo per cui normalmente si affronta il problema 
della risoluzione del moto non smorzato, inserendo lo smorzamento solo 
in una fase successiva nella forma di smorzamento modale o proporzionale. 
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Sicché anche nel caso più generale di vibrazioni forzate andremo a  
risolvere l’equazione: 

[M]{ü(t)} + [K]{u(t)} = {p(t)}     (A.2) 

con {u(t)} = Asenωt + Bcosωt + “soluzione particolare”	



La soluzione particolare dipende dal rapporto tra frequenza di eccitazione 
del sistema e quella naturale o propria dello stesso; quando la frequenza di  
eccitazione si approssima a quella naturale si verifica la condizione nota 
come risonanza del sistema, caratterizzata in assenza di smorzamento da 
spostamenti tendenti all’infinito. 



Nota: Un problema classico in Dinamica è rappresentato dalle unità di 
misura di alcune grandezze dovute alla coerenza dimensionale; vediamo 
infatti come dalla scelta di utilizzare le unità di misura del S.I. a meno  
delle lunghezze che continuiamo ad esprimere in mm, consegua di avere  
le Masse espresse in tonnellate. 
Prendiamo ad esempio l’equazione della Dinamica nella forma:  

[M]{ü(t)} + [K]{u(t)} = {p(t)} 

Dal momento che per definizione 1N = 1Kg*1m/s2 = 103Kg*mm/s2 risulta: 
Ns2/mm = 103Kg = 1Ton 
E’ dunque per coerenza dimensionale che bisogna esprimere in Tonnellate 
la Massa e quindi in Ton/mm3 le densità; per questo motivo densità come 
quella dell’acciaio che è di 7,85 Kg/dm3 viene espressa in coerenza con le  
altre unità di misura in 7,85E-9 (Ton/mm3). 

N mm N/mm mm/s2 Ns2/mm 



A1)  Note ed Osservazioni: Matrice di Massa 

Approssimando la matrice di massa con una matrice di tipo diagonale si  
consegue una notevole rapidità del calcolo ma si ha come difetto quello di 
non considerare le forze di inerzia che nascono tra i nodi. Ciò equivale 
a dire che la massa dell’intera Struttura viene concentrata nei nodi e non 
distribuita sugli elementi, come per la rigidezza. 
Con una matrice di massa piena invece si distribuisce la massa come 
avviene per la rigidezza. 
 
 



A2)  Note ed Osservazioni: Smorzamento 

Lo smorzamento è una approssimazione matematica usata per rappresentare 
la dissipazione di Energia presente all’interno di tutte le Strutture. 
A causa dei valori tipici piuttosto bassi dello smorzamento sono solitamente 
ammesse semplici approssimazioni nella schematizzazione dello stesso: 
 
Fv = bů   smorzamento viscoso 
Fs = iGKu  smorzamento strutturale 
 
 
Nota: Lo smorzamento può essere trascurato in tutti quei fenomeni di breve 
durata (ad esempio nei Crash Test), mentre risulta essenziale per tutti quei  
fenomeni di lunga durata nei quali è notevole il trasferimento di Energia alla 
Struttura.  



B)  Analisi reale agli autovalori 

[M]{ü(t)} + [K]{u(t)} = {0}   equazione del moto in assenza  
     di smorzamento 

Il primo step di un’analisi dinamica è rappresentato dal calcolo delle 
frequenze naturali o caratteristiche e delle associate forme modali, 
in assenza di smorzamento, dal momento che queste caratterizzano  
il comportamento dinamico di ciascuna struttura.  

Si assume come soluzione dell’equazione una funzione armonica del tipo: 

{u(t)} = {Φ}senωt 

Autovettore o Forma modale 
Autovalore o Frequenza naturale 

Nota: Il fatto di assumere una soluzione armonica ha un significato fisico 
preciso; in un moto armonico tutti i GDL della Struttura si muovono in fase. 



Sostituendo la soluzione nell’equazione del moto si ottiene: 

([K] - ω2[M]) {Φ } = {0}      (B.1) 

Questa equazione ammette una soluzione “banale” ed una “non banale”: 
 
- {Φ } = {0}  con  det([K] - ω2[M]) ≠ 0   modi rigidi di corpo libero	


- {Φ } ≠ {0}  con  det([K] - ω2[M]) = 0   modi di corpo deformabile	



([K] - ω2[M]) = 0	


L’equazione: 

assume il nome di equazione caratteristica 

Essa ci consente, note [K] ed [M], di ricavare ω e quindi i valori di Φ; 
ciascun autovalore ed autovettore così calcolati definiscono un modo di 
vibrare non smorzato della struttura; la generica deformata strutturale 
è il risultato della combinazione lineare di tutti i modi propri di vibrare. 

∑
i

iξ{u} = {Φ i} 



I Metodi di RICERCA procedono iterativamente alla ricerca della soluzione, 
per cui il tempo di calcolo dipende fortemente dal No di autovalori richiesto 
(vanno bene per l’estrazione di pochi autovalori su sistemi con molti GDL). 
I Metodi di TRASFORMAZIONE agiscono, invece, sulle matrici di Massa e  
di Rigidezza diagonalizzandole (in questo modo risultano particolarmente 
efficaci per l’estrazione di molti autovalori su sistemi con pochi GDL). 
 
Un Metodo che coglie al meglio le opportunità offerte dai due illustrati è il 
Metodo di LANCZOS, che quindi può essere generalmente utilizzato; esso  
ricorre alla “Sparse Decomposition” che sostanzialmente aumenta la velocità 
di calcolo riducendo, nel contempo, l’utilizzo di spazio-disco. 

Quindi in definitiva tutto si riduce alla ricerca degli autovalori che annullano  
il determinante dell’equazione caratteristica. Due sono i possibili metodi di  
soluzione: Metodi di RICERCA e Metodi di TRASFORMAZIONE.	





B1)  Note ed Osservazioni: Normalizzazione 

Gli autovettori possono essere normalizzati rispetto alla Massa o rispetto 
allo Spostamento. 
 
La Normalizzazione rispetto alla Massa sfrutta la proprietà di ortogonalità 
delle Matrici di Massa e Rigidezza; tale proprietà, valida solo per le Matrici 
di Massa e Rigidezza, si traduce fisicamente nel fatto che ciascuna forma 
modale è unica, ovvero che nessun modo proprio può essere ottenuto come 
combinazione di altri modi propri. 
Sfruttando questa proprietà ed utilizzando come smorzamento quello 
modale o proporzionale, si riescono a disaccoppiare completamente le 
equazioni del moto ovvero a scrivere un sistema di equazioni linearmente 
indipendenti che consentono una rapida soluzione del problema agli 
autovalori/autovettori. 
La Normalizzazione rispetto al massimo spostamento posto uguale ad 1, è 
particolarmente utile nella determinazione della partecipazione di diversi 
componenti a ciascun modo proprio di vibrare della struttura. 



C)  Rigid Body Modes 
I Modi di Corpo Rigido si manifestano in strutture non vincolate; per una  
Struttura 3-D non vincolata esistono 6 Modi di Corpo Rigido, 3 
traslazioni e 3 rotazioni. Un Meccanismo si manifesta quando è solo una 
porzione di Struttura a muoversi come Corpo Rigido per effetto di 
cerniere interne.  
La presenza di un Modo di Corpo Rigido o di un Meccanismo è segnalata 
da un autovalore e da un autovettore nullo. 

Essendo {ω} = {0} (autovettori nulli) ed essendo {ω} =                risulta: 
 
[Kr] = 0 e [Mr] > 0, ovvero: 
 
[Φr]T [Kr] [Φr] = 0   Energia di deformazione nulla 
 
[Φr]T [Mr] [Φr] > 0 
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D)  Classificazione dei Carichi 

Deterministici Random 

Periodici Transitori 

Frequency Response  
Analysis 

Transient Response  
Analysis 

Stazionari Non Stazionari 

Rappresentazione discreta 
nel dominio della frequenza 

Rappresentazione continua 
nel dominio della frequenza 



E)  Frequency Response Analysis 
La Frequency Response Analysis si utilizza quando il fenomeno dinamico 
che vogliamo studiare è il risultato di una eccitazione “a regime”, ovvero 
in tutti quei fenomeni in cui il transitorio o è trascurabile (perché veloce 
o semplicemente perché tale da non produrre un’apprezzabile eccitazione 
nella Struttura) oppure, se non lo è, non è di interesse il comportamento  
durante il transitorio stesso.  
 
La Frequency Response Analysis è interamente eseguita nel dominio della 
frequenza; ciò significa che le forze esterne agenti sulla Struttura sono 
espresse nel dominio della frequenza così come la risposta dinamica della 
Struttura stessa. Quest’ultima è un valore complesso caratterizzato da  
un’ampiezza e da un valore di fase (espressa rispetto alle forze esterne e 
dovuta alla presenza dello smorzamento). 
 



Mentre il Metodo Diretto tenderebbe a risolvere direttamente 
l’equazione del moto in presenza di smorzamento (sistema di 
equazioni accoppiato) per effetto di una eccitazione definita 
nel dominio della frequenza, il Metodo Modale utilizza i modi 
propri della Struttura per disaccoppiare il sistema di 
equazioni del moto; 
 
Nota: Utilizziamo sempre il Metodo Modale dal momento che 
esso presenta  due grossi vantaggi rispetto al Metodo Diretto: 
risolvendo prima l’equazione del moto libero non smorzato e 
tenendo in conto dello smorzamento e delle forze esterne solo 
successivamente, si riesce a disaccoppiare completamente le 
equazioni (si risolve un sistema di equazioni linearmente 
indipendenti) e quindi a ridurre sensibilmente i tempi di calcolo; 
inoltre il Metodo Modale utilizzando le coordinate modali in 
luogo di quelle fisiche riduce drasticamente i GDL del problema 
e quindi il N. di equazioni  linearmente indipendenti da risolvere. 



E1)  Modal Frequency Response Analysis 

{u} = [Φ] {q}     (E.1) 

Coordinate Fisiche Coordinate Modali 
Matrice dei Modi 

La trasformazione che consente di passare dalle coordinate fisiche alle 
coordinate modali è la seguente: 

Tale trasformazione consente di ridurre sensibilmente il N. di equazioni 
da risolvere; infatti mentre le incognite {u} sono tante quanti sono i GDL 
della Struttura (N. di nodi * 6), le incognite {q} sono in numero pari al  
N. di Autovalori/Autovettori Reali. 
 
Nota: Operare tale trasformazione equivale dunque a risolvere un sistema  
di N equazioni, con N << GDL della Struttura.	



Nota: In generale le coordinate modali non hanno un preciso significato 
fisico, tranne per alcuni sistemi semplici (es. Trave libera o incastrata) 

∑
i

iξ= {Φ i} 



Operando la trasformazione all’interno dell’equazione che governa le 
vibrazioni in assenza di smorzamento si ottiene: 

[M]{ü(t)} + [K]{u(t)} = {p(t)}  equazione del moto non smorzato 

-ω2[M][Φ]{ζ(ω)} + [K][Φ ]{ζ(ω)} = {P(ω)} 

-ω2[Φ]T[M][Φ]{ζ(ω)} + [Φ]T[K][Φ ]{ζ(ω)} = [Φ]T{P(ω)}  (E.2) 

Ovvero moltiplicando ambo i membri per la Matrice dei Modi trasposta: 

Dove risulta: 
[Φ]T[M][Φ] = Matrice Diagonale per l’ortogonalità dei Modi Propri 

[Φ]T[K][Φ] = Matrice Diagonale per l’ortogonalità dei Modi Propri 



Sicché nella forma espressa dalla (E.2) le equazioni del moto risultano 
completamente disaccoppiate; la soluzione del problema matriciale si 
riconduce alla risoluzione di un sistema di N equazioni linearmente  
indipendenti nelle N incognite rappresentate dalle coordinate modali: 

-ω2miζi(ω) + kiζi(ω) = pi(ω) 	

 	

con i = 1…N   (E.3)	



Se consideriamo lo smorzamento, invece, in generale non è più possibile 
pervenire ad un sistema di equazioni linearmente indipendente come la 
(E.3) dal momento che la proprietà di ortogonalità dei Modi Propri non vale 
per la Matrice di Smorzamento; pertanto in presenza di smorzamento il 
Metodo Modale si ridurrebbe al Metodo Diretto, con la sola differenza 
(comunque non trascurabile) rappresentata dal fatto che esso ragiona in  
termini di coordinate modali anziché fisiche e dunque con un numero di  
incognite decisamente inferiore. 

[Φ]T[B][Φ] ≠ Matrice Diagonale 



Nota: Il più importante vantaggio dell’approccio modale è proprio 
quello di ridurre i GDL che consentono di descrivere il 
comportamento dinamico di un generico sistema vibrante al N. di 
radici del sistema caratteristico, pur mantenendo una elevata 
precisione della soluzione. Da questa affermazione scaturisce il 
concetto di “Base Modale”: 

Base Modale:  No di modi necessario per approssimare all’interno di un  
  dato range di frequenza la risposta del sistema vibrante 

Ma quanto deve essere estesa la Base Modale ?  
Valgono le seguenti considerazioni: 
•  il contributo del generico modo di vibrare varia con la frequenza 
•  all’aumentare della frequenza la componente statica del generico 

modo diminuisce; ciò ne determina un minor contributo alla 
risposta totale 

Di qui si conclude, come regola generale, che definito il range di 
interesse, la trasformazione modale può essere effettuata 
considerando “solamente” tutti i “q” modi propri la cui frequenza

 ωi < 2 Ωmax 
 



Una possibilità per tenere comunque disaccoppiate le equazioni del moto 
in presenza di smorzamento (e dunque di sfruttare entrambi i vantaggi 
offerti dal Metodo Modale) è quella di “applicare” lo smorzamento ad ogni 
Modo o frequenza attraverso il ricorso al cosiddetto smorzamento modale 
o proporzionale. 
Le equazioni del moto (E.3) diventano: 

-ω2miζi(ω) + iωbiζi(ω) + kiζi(ω) = pi(ω) 	

 	

con i = 1…N	



Con bi = 2miωiζi    smorzamento modale o proporzionale 

Nota: lo smorzamento modale viene misurato sperimentalmente per ciascun 
Modo e pertanto non è definibile analiticamente. Fisicamente rappresenta 
il rapporto tra altezza ed ampiezza della campana della risonanza del Modo. 



E2)  Definizione dei Carichi in frequenza 

Nella Frequency Response Analysis i carichi sono assegnati in funzione 
della frequenza.  
Vi sono due aspetti da tener presenti nella definizione di carichi dinamici: 
il primo riguarda, come per la Statica, la distribuzione dei carichi stessi, 
il secondo la loro variazione in frequenza, che per l’appunto li differenzia  
dai carichi statici. 
 
 



F)  Transient Response Analysis 
La Transient Response Analysis rappresenta il modo più generale per il 
calcolo della risposta Dinamica di una Struttura. La Transient Response  
Analysis è interamente eseguita nel dominio del Tempo; le forze esterne 
applicate sono esse stesse funzioni note del Tempo. 
 
I metodi di soluzione utilizzati nella Transient Response Analysis sono  
esattamente gli stessi di quelli già analizzati nella Frequency Response  
Analysis, per cui laddove non vi sono sostanziali differenze tra le due 
Analisi si farà un semplice cenno al metodo (Direct Transient Response 
Analysis o Modal Transient Response Analysis). 



G) “Cenni” al caso dei Carichi Random 
Prima di occuparci dei Carichi Random, definiamo cosa si intende per 
Funzione di Trasferimento: 
 

  Uj(ω) = Hja(ω) x Fa(ω)   (G.1)	



Funzione di Trasferimento	



Nota: Per avere in output la Funzione di Trasferimento basta fornire 
in input Forze unitarie nel dominio di frequenze di interesse (Rumore  
Bianco); risulta:  Uj(ω) = Hja(ω) 
A seconda che Uj(ω) rappresenta una grandezza dinamica (spostamento, 
velocità o accelerazione) oppure acustica (disturbo di pressione), la FdT 
sarà di tipo dinamico (es. Inertanza) o acustico (es. FdT acustica).  



Si possono studiare solo i segnali Random che presentano la caratteristica  
di essere Ergodici e Stazionari.  
Un carico Random si definisce Ergodico se ogni segnale che lo caratterizza 
presenta lo stesso valore Medio degli altri; si definisce Stazionario quando  
è la media di tutti i segnali ad essere la stessa ad ogni istante di tempo. In 
altre parole, definiti X1(t), X2(t), … Xn(t)  n segnali caratterizzanti il carico  
Random si hanno fenomeni Ergodici o Stazionari a seconda che: 
 
Ergodico  X1m = X2m = X3m = … = Xnm 
 
Stazionario  X1(t1) + X2(t1) + … + Xn(t1) = X1(t2) + X2(t2) + … + Xn(t2)  
 
 
Definiamo ora cosa sono ed a cosa servono le Funzioni di Correlazione: le 
Funzioni di Correlazione servono a stabilire se esiste qualche legame tra 
diversi fenomeni Random in un dato istante di Tempo. Esse si dicono di  
AUTO-CORRELAZIONE o di CROSS-CORRELAZIONE a seconda che il  
fenomeno in questione si correli con se stesso o con altri fenomeni. 



Nota: Se il fenomeno è Deterministico è possibile fare la correlazione ad 
ogni istante di Tempo mentre per fenomeni Random la correlazione fatta 
ad un dato istante temporale vale esclusivamente a quell’istante di tempo, 
prima e dopo regna il CAOS ! 
 
Nota: Le funzioni di AUTO-CORRELAZIONE raggiungono il loro valore max 
all’istante t=0 (essendo il fenomeno il medesimo), mentre per le funzioni di 
CROSS-CORRELAZIONE il max si può verificare ad ogni istante di Tempo,  
dato che esse rappresentano un legame tra diversi fenomeni. 
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IPOTESI DI LINEARITA’ 
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