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Vettori

Definizione: una grandezza vettoriale contiene informazioni sia
sulla intensita o modulo della grandezza che sulla sua direzione
e verso di azione.

Es. Se sto viaggiando tra le citta A € B e so che la loro distanza
¢ di 100 km ho dato una informazione che non mi dice se sto
procedendo da A verso B o da B verso A: occorre quindi
precisare direzione e verso per dare la informazione completa.
Per fare questo occorre assegnare anche un sistema di
riferimento.

S1 presenta poi 1l problema di assegnare le regole per sommare,
sottrarre, moltiplicare o dividere tra loro grandezze vettoriali: si
tratta di comporre non solo moduli ma anche direzioni e versi.

Ci sono anche diverse modalita di rappresentazione dei vettort,
in funzione del sistema di riferimento che s1 assume per la
determinazione dei moduli delle direzioni e dei versi.

NB: Non ¢ complicato come puo sembrare a prima vista!



Vettori
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GRANDEZZE~

Scalari: sono completamente definite
quando se ne conosce la

sola misura (es. tempo, massa,
temperatura, volume...)

Vettoriali: richiedono un maggior
contenuto informativo (es.
velocita, accelerazione, forza...)

/ 1. Distanzada A: d=1m
‘ME/ 2. Direzione individuata dalla retta R

/P 3. Verso: Nord — Est

VETTORE SPOSTAMENTO
(modulo, direzione, verso)




2/~ Ab <4— Si chiama modulo

Un vettore puo essere rappresentato graficamente da un segmento

orientato.
.
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Segmenti orientati paralleli Segmenti orientati rappresentativi
concordi (a) ed opposti (b). d1 uno stesso vettore.

Definizione: Un vettore nel piano o nello spazio ¢ definito come
I’insieme di tutti 1 segmenti orientati aventi la medesima direzione,
verso € lunghezza (modulo).




Definizione: .a somma di due vettori a ¢

i b 7 b eun vettore ¢ = a + b la cui direzione e

verso si ottengono nel modo seguente: si
‘ fissa 1l vettore a e,a partire dal suo punto
4 estremo,si traccia 1l vettore b. Il vettore

che unisce 'origine di a con l'estremo di b

fornisce la somma c¢ =a + b.




L M.
Regola del parallelogramma
La somma di due vettor1i non collineari ¢ data dal vettore
rappresentato dalla diagonale del parallelogramma costruito
usando 1 segmenti orientati rappresentativi de1 due vettori e

disposti in modo da avere 1’origine in comune.




o[ pFEReNzADIVETTORT ]

* Definizione: Il vettore opposto ad a = AB ¢é—a=BA.

 Per definizione, 1 moduli di a e — a sono posti uguali,
la direzione si intende la medesima e 1 versi vanno
considerati opposti.

Definizione: La differenza a — b di due vettori ¢ la somma del vettore
a con I’opposto del vettore b, ossia: 4 _p = q + (—b)

Va notato che se, sullabasediaedi b
disposti con la medesima origine O, si
costruisce un parallelogramma, allora
la lunghezza della diagonale uscente da
O esprime la lunghezza di a + b mentre
la lunghezza dell'altra diagonale ¢ pari
alla lunghezza del vettore a — b.
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e Definizione: La moltiplicazione a.a (o aa) di un vettore a
con 1l numero reale o € un vettore b = aa., collineare ad a,
di modulo| a | - | a | e verso coincidente con quello d1 a se
o > 0, opposto a quello di1 a se a<0.

e Nel casochesiaoa=00a=0.1l vettore b =0.

Proprieta:

1. a(Ba) = (ap)a

2. (o +PB)a=oa+Pa
3.o(a+b)=aca+oab




« Definizione: Si dice versore, un vettore u tale che | u | = 1.Dato un
qualsiasi vettore a, ¢ immediato costruire un versore u che abbia la
medesima direzione di a € con verso concorde con a. Ponendo

Un sistema cartesiano ortogonale si1 ritiene assegnato quando, fissati due
ass1 ortogonali, su questi si1 stabiliscono un’origine, un verso positivo ed
una unita di misura. In alternativa si possono scegliere due versori
ortogonalii e j. E si ottiene la rappresentazione dic=c,i+c,

Tramite le componenti secondo gli assi cartesiani individuati dai versori

iej

Segue
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(¢, » C,) = componenti cartesiane di ¢

a } —p vettorr componenti di ¢

_>
Proprieta: Le componenti di un vettore qualsiasi OC si ottengono

dalla differenza delle corrispondenti coordinate dell'estremo C con
quelle del punto iniziale O, ossia:

0C = (X =X) 1+ (Yo - ¥o) ] |0C|—\/(x —x,)° +(v, —y,)’ = Cﬁ“’i
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Analogamente in tre dimensioni:a =a, t a,ta,=a, i+a jta,Kk

Le operazioni finora introdotte possono
essere scritte in una nuova forma:
a+b=(a, +b)i+ (a,+b)j+(a+b)k

a-b= (ax B bx)i + (ay - by)j + (az _bz)k

oa = oa,l + oa,j + oak

2
a|=/a,

A

2
y

A

2

z



" [ cOMPONENTI CARTESIANE DI UN VETTORE/3

Scegliendo un opportuno sistema di riferimento, risulta
evidente che ¢ sempre possibile esprimere le componenti

cartesiane di un vettore ¢ come: c, = | ¢|cosa

¢, =|¢|sena

= (ol




>
&,
=

D

1

La forma polare di un vettore in coordinate polari sara data dal raggio
vettore p e dall’anomalia © misurata a partire da un asse di origine delle
anomalie ( angol1) contate positivamente in senso antiorario.



L“M. Vettori:Somma—> Riferimento Cartesiano

Vector addition 4 A A = Aeid A =12 gt 200 T
— —+ —> F-

- A+B=R i /’Er' .B=25at60" e
Vil & SRR EE R S S AR SWINnEE

size of A detemined ‘f B A! ) 'IE 006 E[]U ] _”3

B, = %c0s60° = 125
BF= 258n60° =217

e
Ry= Ay + By,=11.3 +12.5 =23.8
4.1 + 21.7 =258
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=), Vettori: Somma-> Riferimento Cartesiano

R = HE+ H;‘:

R=+238 + 258 =35.05

'B = tEI'I-‘ EE = tﬂl‘l-‘ 1.084
Ry

6=478 [T

calculation




Vettor1: Somma di pil‘l vettori

Vector addition g
R Bieom

v, HIZI4 R P P

A+ B, +Cy= R, Aﬁﬁy +C?+Dv: R,
A, + B, +C,=R, AH+BH+C H+DH: HI



15 Vettor1: Prodotto scalare

[l prodotto scalare tra due vettori € uno scalare che € uguale al
prodotto de1 moduli dei vettori fattor1 moltiplicato 1l coseno

pJ : — >
dell’angolo tra essi compreso. A+ B=A B cos 0

—>

_>
Se A e’unaforzae B

uno spostamento 1l prodotto scalare
rappresenta il lavoro della forza in
direzione dello spostamento. A cos 0
rappresenta la componente della

forza in direzione dello spostamento
Caso particolare: a | b. In questo

Proprieta: caso:aeb=ab cos 90°=0.
aeb=Dbea Vale anche 1l viceversa: se 1l prodotto
a(aeb)=(cca)eb=ase(ab) gcalare di due vettori & nullo, allora ci
(a+tb)ec=aectbec sono due possibilita: uno dei due
(a+b)e(ctd)= vettori coincide con il vettore nullo
aectaed+bectbed oppure i due vettori sono |




LM, Rappresentazione cartesiana del prodotto scalare:
%

A:sz+Ay]+A k

B = B z+By]+B k

X

AoB:(Ax i+ A, j+ A, kjo(Bx i+B, j+B, k)

e =jej=kef=] l 7-;—7#{ ko; 0

~ pd

= A B, +4,B,+ 4B,



1\ Vettori: Prodotto vettoriale
Il plrodlotto vettoriale di due vettori a e b ¢ un vettore ¢ . Si indica con
la notazione: ¢ =a x b e s1 legge ‘a vettor b’.A questo punto occorre
definire qual ¢ 1l modulo del vettore ¢ e qual ¢ 1a sua direzione ed 1l
VErso.
|c|=|a||b|sinc
L’angolo o tra 1 vettori a ¢ b ¢ I’angolo minore di 180° compreso tra i
due vettori. Questa condizione ¢ necessaria perché il prodotto
vettoriale non gode della proprieta commutativa:
c=axb#c=bxa—>c=-C
La direzione ed 1l verso di ¢ sono individuate dalla direzione
perpendicolare al piano individuato dai due vettori a ¢ b mentre il
verso ¢ determinato dal verso 1n cui si vede avvenire la rotazione di a

verso b . Vediamo di capire >

Segue




Area Ar del parallelogramma costruito sui vettorrae b
Ar= |b| |a] sin a
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Vettori: Prodotto vettoriale/cont

I x =k
Jxk =i
kxi=]
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Memento:

” e e e T

a=a, z+a ]+a k ixi=jxj=kxk=0
b b z+b ]+b k 1

axb (a, z+a ]+a k)x(b z+b ]+b k)
ik i
a, a, a, (ab—ab)z+(ab—abz)]+(ab—ab)k
b. b, b

X



L M. ESERCIZI

1. Disegnare 1l vettore di componenti (4, -1).
2. Dati 1 due punti dello spazio A(3,5,-4) e B(4,-9,1), trovare
le tre componenti cartesiane del vettore da essi individuato.
3. Quanto vale la somma di due vettori di componenti (-2,1) e
(5,2)?
4. Tre vettort hanno moduli uguali e formano fra loro angoli
di 120°. Rappresentarli su un foglio e trovarne la risultante.
5. Dimostrare che 1 vettor1 u(6,-4,2), v(2,-6,10) ¢ w(4,2,-8)
formano un triangolo rettangolo.
6. Determinare 1l vettore forza F risultante dal prodotto vettoriale
qv(2,-3,4) x B(1,4,-2). g=2.(Forza F su un elettrone di carica q ¢
velocita v in un campo magnetico B



L M. ESERCIZI
Soluzione

1. Disegnare il vettore di componenti (4, -1).

Il vettore V ha component1 V, =+4 e V = -1 quind:

V=4i-j




L M. Esercizi

2. Dati 1 due punti dello spazio A(3,5,-4) e B(4,-9,1),
trovare le tre componenti cartesiane del vettore da
essi individuato.

Xa=3 Xg=4
. uindi le componenti
Osserviamo che: = = - Q .
YA =3 yp = -9 cartesiane del vettore
_>
Zy=-4 zg=1 AB

XAp= Xg-Xp =4-3= +1
Saranno date da: VAR :yB_yA:_g_ 5=-13
Zap = Zp-Z =1-(-4)=*+5

AB =i-13j+5k



I Esercizi

3. Quanto vale la somma di due vettori di componenti (-2,1)
e (5,2)?
I due vettor1 sono : v,=-2i+j e v,=5i+2j la loro somma S
e:S=v,+v,=(-2+5) i+ (1+2)j=3i+3

4. Tre vettorlt hanno moduli uguali € formano fra loro angoli
di 120°.Rappresentarli su un foglio e trovarne la risultante.

Risultante

-




1= . Esercizi
5. Dimostrare che 1 vettor1 u(6,-4,2), v(2,-6,10) ¢ w(4,2,-8)
formano un triangolo rettangolo.

» Prima di tutto vediamo se i tre vettori formano un triangolo.Usiamo il
prodotto scalare tra 1 vettori u, v e w per determinare gli angoli tra essi .

> - — — — —

— —
uev=u i+u, jtu k|® v i+v j+v k

- > — — — — — —
uew=\u i+u, j+u k(o w i+w, j+w_k

- > — — — — — —
wev=lw i+w, j+w k|elv i+v j+v k
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uey = (uxvx +u,v, +uzv2)=\ ul|lv|cosa, =
— 6 x 2+ (-4) X (-6) + 2 X 10 = 12424420 = 56

- - - -
wow=(u,w, +uw, +uw,)=ulw|cosa,, =

—6xX4+(-4)x2+2x(-8)=24-8-16 =0

- > - >
% 0w=(vxwx +V,w, +vZWZ):\ vi]wl|cosa, K =

=2 x4+ (-6)x 2+ 10 x (-8) = 8-12-80 = -84



L M.
(uxvx tu,v, +quZ)
COSO(W — 2 2 2 2 2 2 —
J”x +u, +u; va +v, +V;
- 56 56 56
J364+16+4+/4+36+100 +/56+/140 88.5438

cosa,, =0.6325 = «a,, = 50.8°

Procedendo in modo analogo per gli altr1 angoli s1 trova che:
a. ~50.8°
— O
a. ~90° =—>ao,ta,ta, = 180

30 9o Inoltre u € w sono tra loro perpendicolari
&, ~ "~ Essendo nullo il prodotto scalare dei due
vettori
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