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Questa dispensa raccoglie, sotto forma di appunti sintetici, il materiale didattico per i
corsi di Automatica da 5 crediti didattici tenuti dall’autore al Politecnico di Milano,
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presente forma, un testo organico! sull’ Automatica, a quale s raccomanda di fare
riferimento per un apprendimento piu consapevol e della materia.
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Lezione 1

| ntroduzione



L’automatica

Con il termine automatica si fa riferimento ad una disciplina che studia tutti gli aspetti
metodologici e concettuali che stanno alla base dell’ automazione, ossia del trasferimento alle
macchine di operazioni di governo e controllo di dispositivi, process e sistemi di svariata
natura. Si parla di automazione ogniqualvolta un’ operazione viene eseguita da una macchina
senza, o con ridotto, intervento dell’ uomo.

| comparti applicativi in cui Si presenta |’ automazione sono i piu svariati e toccano da vicino
la vita quotidiana: si pens agli elettrodomestici (frigoriferi, lavatrici, condizionatori), ai
sistemi di frenatura e sterzo servoassititi, alle sospensioni attive o a controllo della velocita
di crociera nelle automobili, al pilota automatico negli aerei, ai process manifatturieri
automatizzati (fabbrica automatica), a controllo di motori eettrici, a controllo degli impianti
per lagenerazione di energia, e cosi via.

Unatale vastita di applicazioni in cui I’automazione riveste un ruolo rilevante puo far nascere
il legittimo dubbio che I’automatica s riduca ad una rassegna o tutt'al piu ad una
classificazione delle applicazioni piu significative.

In effetti iniziamente (al principio del ventesimo secolo) non vi era alcuna consapevolezza
del carattere comune delle applicazioni di controllo. Le applicazioni, che pur esistevano
(controllo di livello in serbatoi, controllo di velocita delle macchine a vapore, controllo del
moto delle pale di mulini a vento), evolvevano in modo pionieristico e del tutto indipendente
traloro.

E stato solo con il formarsi, e quindi con il consolidarsi, di una teoria matematica che
I’automatica ha cominciato a prendere le forme di una disciplina scientifica. Tale teoria
matematica va sotto il nome di teoria dei sistemi. Il suo indubbio pregio risiede nel fornire gli
strumenti per lo studio delle caratteristiche del sistema, oggetto di automazione, in modo
sostanzialmente indipendente dal contesto applicativo. Grazie alla teoria dei sistemi, tutti i
sistemi di automazione elencati sommariamente in precedenza possono essere studiati con la
stessa metodol ogia matematica.

Lo studio dei fondamenti dellateoria dei sistemi, che occupera la prima parte di questo corso,
consentira da un lato di dotarsi di strumenti molto efficaci per I’analisi di sistemi (non solo
tecnologici, ma anche economici, ecologici o biologici) in cui &€ importante formalizzare
I’ evoluzione nel tempo delle variabili, dall’ atro preparera la strada alo studio dei sistemi di
controllo automatico, che occupera la seconda parte del corso. L’ obiettivo primario dello
studio sara la valutazione oggettiva delle prestazioni dei sistemi di controllo, per mezzo di
parametri che formalizzano concetti intuitivi, quali la stabilita, la velocita di risposta, la
precisione del sistema di controllo. Saranno forniti anche elementi per la progettazione del
dispositivo che esegueil controllo automatico e per la suarealizzazione in tecnologia digitale.
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|| problema del controllo

Un problema di controllo nasce nel momento in cui si vuole imporre ad un “oggetto” (la cui
natura va di volta in volta precisata) un comportamento desiderato, per mezzo di opportune
azioni esercitate sull’ oggetto stesso. Operiamo la seguente distinzione:

Controllo automatico: I’azione di controllo viene esercitata da dispositivi che operano in
modo autonomo senza, o con ridotto, intervento umano;

Controllo manuale: I’ azione di controllo viene esercitata dall’ operatore umano.

Quali sono gli elementi di un problemadi controllo?
A) |l sistema sotto controllo

E il sistema oggetto dell’azione di controllo. Su di agiscono delle variabili
manipolabili, o di controllo (u), e dei disturbi (d) (variabili indipendenti ed incerte),
mentre le sue uscite (y) costituiscono le variabili controllate (di cui interessa cioé
controllare I’ andamento nel tempo).

B) L’andamento desiderato dellevariabili controllate

Sono le variabili (y°) che esprimono I’ andamento che le variabili controllate dovrebbero
assumere per garantire un corretto funzionamento del sistema controllato. Verranno anche
chiamate riferimenti o setpoint.

—>  —> S |
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Fig. 1 : Elementi di un problema di controllo

Problema di controllo: determinare, ad ogni istante, il valore delle variabili di controllo uin
modo tale che le variabili controllate y assumano un andamento
guanto piu possibile simile all’andamento desiderato y°, qualunque
siano, tra quelli ritenuti ragionevali, gli andamenti dei riferimenti y°

ede disturbi d.
Controllore: oggetto che determina ed esercital’ azione di controllo.
Leggedi controllo: criterio secondo il quale agisce il controllore.
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Un esempio: il frigorifero

termometro
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Fig. 2: Unfrigorifero

Obiettivo del controllo: Mantenere approssimativamente costante la temperatura
al’interno del frigo.
Riferimento: 0° vaore desiderato per la temperatura al’interno del frigo (lo
S imposta con una manopol a).
Variabiledi controllo: u posizione dell’interruttore di alimentazione del motore del
compressore.
Disturbi: Vq1 temperatura dell’ ambiente esterno;

Vg2 temperaturadegli oggetti inseriti.

Variabile controllata: O temperatura al’interno del frigorifero (puo essere misurata
0 no).

STRATEGIA DI CONTROLLO 1

Si calcola la quantita di calore che deve essere estratta per mantenere una certa temperatura
desiderata¥°. Servendosi di un timer, si accende e spegne il motore ad intervalli regolari.
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Fig. 3: Strategia di controllo 1

Tipico andamento temporale della variabile di controllo u:

Ua

\ 4

Fig. 4 : Posizione dell’interruttore

Osservazioni
e Laleggedi controllo si basa esclusivamente sul modello (bilancio termico)
e Non érichiesto |’uso di un termometro

e Gli eventuali disturbi (porta del frigo lasciata a lungo aperta, oggetti inseriti
particolarmente caldi, ecc.) compromettono |’ efficacia della regol azione della temperatura.

STRATEGIA DI CONTROLLO 2

Si utilizzalamisura 9™ dellatemperatura 9, fornita da un termometro.
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Fig. 5: Strategia di controllo 2

Si dimenta il motore quando la differenza 9™0° supera una certa soglia e lo si spegne
guando tale differenza scende a di sotto di un’altra soglia (controllo arelé).
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Fig. 6: Controllorearelé

Osservazioni
e Laleggedi controllo non si basa sul modello
e E' richiesto I’uso di un termometro

e Inpresenzadi eventuali disturbi latemperatura viene comungue regolata efficacemente.
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Controlloin anello aperto ed in anello chiuso

Controllo in anello aperto (feedforward control)

Non viene eseguita alcuna misura sulle variabili del sistema, oppure le eventuali variabili
misurate, ed utilizzate nellalegge di controllo, non dipendono dai valori assunti dalla variabile
di controllo u (strategia 1 nell’ esempio precedente).

d
1 L
y° u y y° u y
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@ (b)

Fig. 7 : Schemi di controllo in anello aperto

Lo schema di Fig. 7b prende il nome di compensazione del disturbo: se il disturbo é
misurabile, si esercitaun’azione di controllo dipende dalla misura del disturbo stesso

Controllo in anello chiuso (feedback control)

L’azione di controllo viene esercitata sulla base di misure di grandezze il cui valore dipende
anche dal valore assunto dalla variabile u (strategia 2 nell’esempio precedente). In questo
modo si viene a chiudere un anello nel rapporto di causa ed effetto trale variabili (la variabile
y dipende da u che, asuavolta, dipendeday ...).
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Fig. 8: Schemi di controllo in anello chiuso

Anelloaperto Andllo chiuso

Misuradi y No Si
Modello matematico accurato Si No
Sensibilita ai disturbi Elevata Bassa
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Strumentazione

La strumentazione € costituita dai dispositivi (trasduttore e attuatore) che interfacciano il
processo sotto controllo con il controllore.

Trasduttori: misurano una grandezza fisica del sistema sotto controllo (tipicamente la
variabile controllata) e ne inviano la misura a controllore in una forma
compatibile con la suatecnologia.

Attuatori: traducono |'azione di controllo determinata dal controllore in un’azione
efficace sul sistema, operando sulle sue variabili manipolabili (tipicamente
con stadi intermedi di amplificazione e conversione di potenza).

PR A

T

Fig. 9: Schema di controllo completo di strumentazione

Si osservi che nello schema s € operata la distinzione tra la variabile di controllo u e la
variabile manipolabile m e tralavariabile controllatay e la sua misurac.
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Sistemi dinamicl
nel dominio del tempo



Un esempio: il nastro trasportator et

\“. sabbia /

Fig. 1: Un nastro trasportatore di sabbia

u: portatadi sabbiaal’inizio del nastro
y: portata di sabbia allafine del nastro
p: perdite di sabbialungo il nastro

v: velocita (costante) del nastro

I: lunghezza del nastro

Problema di controllo

Fare in modo che la portata y in uscita a nastro sia quanto piu possibile simile ad un valore
costante prefissato y°, nonostante le perdite p, agendo sulla portata u di sabbia all’ingresso del
nastro.

e

P
y® u l y
S

Fig. 2: Il problema di controllo

M odello matematico

Il modello matematico traduce in un’equazione il fatto che, ad ogni istante di tempo t, la
portata in uscita uguaglia, a meno delle perdite, la portata manifestatasi in ingresso, t istanti
prima, dove T éil tempo di percorrenza del nastro:

y()=ult-1)-plt), Tu=I/v

1pa“Modellisticae Controllo”, S. Bittanti, N. Schiavoni, CLUP, 1979.
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Si suppone inoltre che le perdite siano calcolabili come la somma di un valore medio costante
noto p edi uno scostamento impredicibile Ap:

p(t) = p+ Ap(t).

Strategia di controllo in anello aperto

La piu ovvia strategia di controllo in anello aperto consiste nell’imporre un valore di portata
in ingresso costante, uguale alla somma del valore desiderato in uscita e del valore medio
delle perdite:

u(t) = y°+p.
Risulta pero:
y(t) = y+p—(p+Ap(t)) = y>-Ap(t),
ossia
= Ap(t).

Pertanto il sistema di controllo € completamente “indifeso” rispetto al disturbo Ap (tutto il
disturbo s traducein errore).

Strategia di controllo in anello chiuso

Se la portata in uscita € misurabile, s somma ala precedente azione di controllo in anello
aperto un termine correttivo, proporzionale all’ errore tra valore desiderato ed effettivo di y:

u(t) = y>+p+u(y-y(t)),

dove u € un parametro di progetto.

yol
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Fig. 3: Srategia di controllo in anello chiuso

Risultaallora:

y(t) = yo+ p+u(y>—y(t—1) - (p+Ap(D) = (1+p) y—py(t — 1) — Ap(t).

Studiamo anzitutto il comportamento a regime (analisi statica), supponendo costanti le
perdite (Ap(t) = Ap). Tuttele variabili risulteranno allora costanti, ed in particolare si avra:

y(t)=y(t—-1)=Y.
Facendo i conti s ottiene:
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yo AP

Sembra quindi che pur di scegliere il parametro u positivo sufficientemente grande, Si possa
ridurre arbitrariamente I’ errore.

Il problema é risolto? Non proprio...

Studiamo un transitorio, ossia il passaggio da una condizione di regime ad un’altra (analisi
dinamica). In particolare, ipotizziamo che |’andamento nel tempo delle perdite sia
rappresentato dal grafico di Fig. 4.

p/\

\4

T

Fig. 4 : Andamento temporale delle perdite di sabbia

Facendo i conti, si trova che il parametro pu influenza pesantemente I’ andamento temporale
della portatain uscitay, come mostrano i seguenti grafici:

A

Y+

v —

T 2T RI 47

Fig. 5: Andamento temporale della portata in uscita: u<1
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Fig. 6 : Andamento temporale della portata in uscita: u=1
A y u> 1
Y+ —
Y —
| | t
T 27 31 47

Fig. 7 : Andamento temporale della portata in uscita: u>1

Tipo di transitorio

u<l Oscillazioni convergenti (*)
pu=1 Oscillazioni permanenti

u>1 Oscillazioni divergenti

(*) Si pud dimostrare che le oscillazioni convergono al valore y° + |T)/ (1+u), coerente con
I’analisi statica, tenendo conto che nel nuovo punto di equilibrio Ap=-p.
Conclusioni

e L’andis statica non e sufficiente per lo studio delle prestazioni dei sistemi di controllo. A
volte (vedi i casi u=1 eu>1) puo dare risultati addirittura errati.

e E’ alloraindispensabile un’analisi dinamicadel sistemadi controllo.

e Un modello matematico che descrive I’evoluzione nel tempo delle variabili del sistema
prende il nome di modello dinamico.

e Lo strumento matematico che useremo per formulare i modelli matematici sara quello delle
equazioni differenziali.
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Induttore

iIv

Condensatore

D

i \Y;

Massa

>

Modédlli dinamici di sistemi elementari

R: resistenza
i: corrente

V: tensione

L: induttanza
i: corrente

V: tensione

C: capacita
i: corrente

V: tensione

M: massa

F  p: posizione

v: velocita
a: accelerazione

F: forza

P. Rocco - Dispense di Automatica
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alt)==4~

F(t) = Ma(t)
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Oscillator e meccanico

LT y F  K: costanteelastica b= dt
In .. . .
ILD | D: coefficiente di attrito alt) = dv(t)
0 p: posizione dt
7 D N
v: velocita F(t) = Kp(t) + Dv(t) + Ma(t)
a: accelerazione
F: forza
Pendolo

I lunghezza dell’ asta (priva di massa)

Mm: massa concentrata alt) = do(t)
g: accelerazione di gravita dt
¥: posizione angolare alt) = do;t)

w: velocita angolare

o accelerazione angolare t(t) = mi%o(t) + mgl sin((t))

T. coppia

Serbatoio cilindrico

q; Ag area sezione serbatoio
| h: livello liquido
h gi: portatadi liquido entrante dh(t)
A G(t)= A=~
S

Serbatoio cilindrico con valvola d’ efflusso
q

i
l A, areadi efflusso dellavalvola
h AV k: coefficiente caratteristico
dellavalvola dh(t)
%s O g (1) = As =+ KAR(D
, h:livelloliquido

gi: portatadi liquido entrante

Ag, area sezione serbatoio
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Sistemi dinamici

Un sistema dinamico s interfaccia con il “resto del mondo” per mezzo di una serie di
variabili, che definiremo di ingresso, ed altre che definiremo di uscita

Definiamo di ingresso le variabili che influenzano il comportamento del sistema, di uscita
guelle che caratterizzano il sistema e sulle quali soffermiamo il nostro interesse (tipicamente
perché costituiscono I’ obiettivo del controllo).

u y

— S I

variabili variabili
di ingresso di uscita

Fig. 8 : Ingress e uscite di un sistema

Larelazione che sussiste tra variabili di ingresso e di uscita e di causa-effetto e non hanullaa
che vedere con relazioni di afflusso ed efflusso di materia o energia (la portata di uscitain un
serbatoio pud essere variabile di ingresso per il sistema, se per esempio € comandata da una
pompa).

E sufficiente descrivere il comportamento dinamico di un sistema mediante relazioni
algebriche trai suoi ingressi e le sue uscite? Quas sempre no (nei nostri esempi, solo per il
resistore), per due motivi: occorre conoscere i valori assunti dalle variabili di ingresso a
partire dall’istante iniziale ed occorre conoscere una o piu condizioni iniziali.

Consideriamo a titolo di esempio il condensatore, in cui I'ingresso é costituito dalla corrente
(u(t) =i(t)), I'uscitadallatensione (y(t) = v(t)). Avremo quindi:

t

) 1
Cy(t)=u(t) = y(t):y(t0)+EJu(r)dr.
to
Occorre quindi conoscere il valore iniziadle della tensione e |I’andamento della corrente
dall’istante iniziale. 1| numero minimo di condizioni iniziali che occorre assegnare per
determinare tutte le uscite del sistema, noti gli andamenti degli ingressi a partire dall’istante

iniziale, prende il nome di ordine del sistema: lo indicheremo con n.

Per descrivere I’ evoluzione dinamica del sistema € quindi sufficiente assegnare, istante per
istante, n valori, ovvero dare I’ andamento nel tempo di n variabili: indicheremo con Xy, Xs, ... ,
Xn queste variabili e le definiremo variabili di stato.

Note le variabili di stato ad un dato istante e I’andamento degli ingressi da quell’ istante in poi,
sara quindi possibile determinare I’andamento di tutte le uscite dall’istante considerato. La
formalizzazione matematica del sistema dinamico passa allora per 1a scrittura delle equazioni
differenziali di cui le variabili di stato sono le soluzioni, noti gli ingressi esterni, e del legame
trale variabili di uscita e quelle di stato e di ingresso.

Siamil numero delle variabili di ingresso e p il numero di variabili di uscita:
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equazioni di stato

trasfor mazioni di uscita

Yo(t)= Gp(a(t). %o (1), X (1), Uy (t). U (1), -, (1)
Queste sono le equazioni di un sistema dinamico.

Introduciamo i vettori:

xy(t) uy(t) ya(t)
X(t) _ XZ'(t) 1 U(t) _ UZE(t) ’ y(t): yZS(t)
Xy (1) Um(t) Yp(t)

elefunzioni vettoriali:

_gp(xl(t),xz(t) ..... xn(t‘),ul(t),uz(t) ..... um(t))_

Possiamo riscrivere le equazioni del sistema dinamico in forma compatta vettoriale:

x(t)= F(x(t)u(v)

y(t) = g(x(t),u(t))

Si osservi che il sistema é tempo invariante ossia le equazioni del sistema non si modificano
nel tempo: cio comporta che la scelta dell’ asse dei tempi € del tutto convenzionale, ossia che
come istante iniziale sara sempre possibile scegliere I’ istante t=0.

Definiremo poi come sistemi SSO (Single Input Single Output) i sistemi per cui m=p=1,
MIMO (Multiple Input Multiple Output) gli altri.

Infine si dira strettamente proprio un sistemain cui lafunzione g non dipende dall’ingresso u,
genericamente proprio un sistemain cui cio non accade.
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Torniamo ai nostri esempi:

Resistore

I nduttore

]

Condensatore

]

M assa

iNgresso: u=v
uscitae y =1
variabili di stato: nessuna

INgresso: u=v
uscitaa y =1
variabili di stato: x; =i

INQresso: U =i
uscitaa y =v
variabili di stato: x; =v

ingresso: u = F

F uscitay=p

variabili di stato: x; =p, X =V

P. Rocco - Dispense di Automatica
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y(t) = Eu(t)
()= Tult)
y(t) = xq(t)
&mzém)
y(t) = x(t)

iolt)=<-ult)
y(t) = xq(t)
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Oscillator e meccanico

7 K ingresso: u=F Xq(t) = Xo(t)
N 1
“000 -y, | P, usitay=p % (1) = —(=Kxq(t) = Dxo(t) + ult))
L variabili di stato: X, = p, X, =V M
0 y(t) = x(t)
7
Pendolo
iNgresso: U=1 %(£) = %,(t)
uscitaa y =0
; g . 1
variabili di stato: x; =9, X2 = @ Xo(t) = —l—sm(xl(t))+mu(t)
y(t) = xq(1)
Serbatoio cilindrico
INQresso: U = g
q; _ 1
uscita:y = h % (t) =—u(t)
variabili di stato: x; = h As
h 5 y(t) = xq(t)

Serbatoio cilindrico con valvola d’ efflusso

INQresso: U = g

q, . 1
l uscitaa y=h
v variabili di stato: X; = h
h y(t) = xq(t)
A
S qu
—>

Gli esempi evidenziano che, di norma, le variabili di stato sono associate a fenomeni di
accumulo (di energia elettrica, di energia potenziale, di energiacinetica, di massa...).
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Sistemi dinamici lineari

Nei sistemi dinamici lineari le equazioni di stato e le trasformazioni di uscita sono lineari
nelle variabili di stato e nelle variabili di ingresso:

¥q(t) = @Xq(t) + X () 8, X0 (8) + BrqUy (1) + Broty () +. oy (1)

%y(t) = 81%4(t) + B Xa (L} -+ Xn (1) + Dasth () + a0l (t) . +Dmthn(t) equazioni di stato

%o (1) : A% (t) + 8npXo (. +ann X (t) + 0ty (1) + B (E)+.. Ao (1)
Ya(t) = CraXq(t) + CroXo ()4 4Cin Xy (t) + dyqUy (t) + Ay Uy () +.. Gy lig (1)
S t

t) = Coi X (1) + CooXo (t )+.. +Co X (£) + doq Uy () + Doy (T )+.. 4ds U
Y2():C21 1(t) + X ConXn (1) + doquy () + dop U (1) 2mUm(t) tr asfor mazioni di uscita

Yp(t) = CpaXq(t) + CpaXo () ACpnXn (1) +d gty (1) +d Uy () A0y (1)

Introduciamo le matrici:

(81 & o ay] by b - by
P e T L
(81 @2 8pn [Py b o by
[Cn G o G [dyy  dp e Oy
O N L
Cp1 Cp2 Cpn | [dpr dp2 o dpy

Il sistema dinamico lineare potra allora essere riscritto in forma compatta vettoriale come
segue:

Tutti i precedenti esempi sono descritti da sistemi dinamici lineari, tranne il pendolo (a causa
della funzione trigonometrica) ed il serbatoio con valvola di efflusso (per via della radice
quadrata).
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M ovimento

In un sistema dinamico il movimento (0 moto) dello stato e definito come I’ evoluzione nel
tempo del vettore delle variabili di stato, a partire daun istante inizialein cui siadato il valore
dello stato stesso, e noti gli andamenti degli ingressi da quell’istante in poi. Anaoga
definizione s da per il movimento dell’uscita. Di fatto quindi il movimento dello stato
costituisce la soluzione del sistemadi equazioni differenziali che formail sistema dinamico.

Per un sistema dinamico lineare, il movimento dello stato e quello d’ uscita sono scomponibili
in due termini: moto libero e moto forzato. Il moto libero dipende solo dalla condizione
iniziale sullo stato del sistema (e non dagli ingressi), il moto forzato dipende solo dagli
ingressi (e non dalla condizione iniziae):

X(t) = (t) +x¢ (1)

y(t) = yi(O)+ys (1)

Considerando per semplicita un sistemadel primo ordine (n = 1), con un ingresso ed un’ uscita
(m=p=1):

X(t) = ax(t) + bu(t)

X(0) = Xxg

y(t) = cx(t) + du(t)

(in cui tutte le variabili sono quindi scalari) e facile verificare che il moto libero ed il moto
forzato assumono e seguenti espressioni:

Moto libero
X (1) =e%'xg
yi (1) =ce™x,

M oto for zato
t

X¢ (1) = jea“—ﬂ bu(t)de
0
t

X (t) = Jcea(t‘r)bu(r)dr +du(t)
0

Le formule possono essere generalizzate (“formuladi Lagrange”’) asistemi di ordine superiore
e con piu ingressi €/o uscite, introducendo il concetto di esponenziale di matrice.
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Sovrapposizione degli effetti

Si consideri un sistema dinamico lineare.

Si eseguano sul sistematre esperimenti:

1.

Lo stato iniziale valga x(, e s assegni I'ingresso u’(t), per t>0.
Siano x’(t) e y’(t) i corrispondenti movimenti di stato e uscita.
Lo stato iniziale valga x§ e si assegni I’ingresso u”(t), per t>0.
Siano x”(t) e y”(t) i corrispondenti movimenti di stato e uscita.

Lo stato iniziale valga x§'= axj + x5 e s assegni I'ingresso u™(t) = ow’(t) +Bu”(t), per
t>0, essendo o e 3 due arbitrari numeri reali.

Siano x™(t) e y”(t) i corrispondenti movimenti di stato e uscita.

Il principio di sovrapposizione degli effetti, valido solo per sistemi lineari, afferma che:
X (t) = ox’(t) +Bx"(t) ,
y”(t) = ay'(t) + By"(t) .

E' quindi possibile studiare separatamente I’ effetto sul moto delle cause (stato iniziale e
differenti ingressi) che lo generano, e quindi sovrapporre (combinare linearmente) gli effetti.

P. Rocco - Dispense di Automatica Lez.2-13



Equilibrio

Si supponga che I'ingresso (o gli ingressi) del sistema dinamico (lineare 0 no) siano costanti.
Un punto di equilibrio e caratterizzato dal fatto che tutte le variabili di stato (e quindi anche la
variabile di uscita) del sistema rimangono costanti nel tempo.

Consideriamo I’ equazione di stato (vettoriale):

X(t) = f(x(t),u(t),

ed assumiamo I’ ingresso costante: u(t)=U .

Seil sistemasi trovaal’equilibrio, x(t) = X, eladerivatadi x & nulla. Pertanto:
f(x,u)=0.

Questa equazione, nell’incognita X, consente di trovare il punto di equilibrio del sistema. La
corrispondente uscita di equilibrio sara data da:

y=g(x.u) .
Non é detto che lo stato di equilibrio esista e, se esiste, non e detto che sia unico.

Esempio

Si consideri il sistema, non lineare, del secondo ordine:
% =X +U

@=M+é

Y= X Xo + Ju

Si vogliono individuare eventuali punti di equilibrio in corrispondenza dell’ingresso costante
ut)=u=1.

Annullando le derivate si ottiene:

%2 +1=0

% +%5 =0

Dalla prima egquazione s ricava, come unica soluzione reale, X; =—1, che, sostituita nella
seconda, comportale due soluzioni: X, =-1e X, =1.

Pertanto il sistema soggetto all’ingresso costante assegnato ammette due punti di equilibrio:
(a=-L%=-1), (4 =-L%=1).

In corrispondenzadel primo punto di equilibrio I’ uscitadi equilibrio vale:

Y= XX, +:/0=2

mentre in corrispondenza del secondo:

Y= XX, ++/T =0.
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Linearizzazione

Considerando piccoli scostamenti delle variabili attorno a valori di equilibrio, € possibile
approssimare il comportamento di un sistema dinamico non lineare con quello di un sistema
dinamico lineare.

Consideriamo un generico sistemanon lineare in formavettoriae:

X(t)= f(x(t).u(t)

y(t) = g(x(t),u(t))

soggetto al’ingresso costante u(t)=u. Supponiamo che esista il punto di equilibrio

(eventualmente non unico) caratterizzato dal valore X delle variabili di stato e dal valore y
dell’ uscitadi equilibrio.

Per definizione di equilibrio sara quindi:
f(x,u)=0.
y=9(X.0) .

Si supponga ora che lo stato iniziale (al’istante t=0) sia costituito dal valore di equilibrio X
Cui St somma un piccol o scostamento:

Xg =X +0Xg,

e che, a partire dall’istante iniziale, I’ingresso S possa esprimere come la somma del valore
all’equilibrio e di un piccolo scostamento:

u(t)=u+du(t), t=0.

E' senz’altro lecito esprimere anche i movimenti di stato e uscita che ne conseguono come
sommadei valori di equilibrio e di scostamenti:

X(t) = X + 0x(t)
y(t) = y+3y(t).

Essendo le espressioni precedenti movimenti del sistema devono soddisfarne le equazioni. Si
ottiene quindi:

SX(t) = f (X +8x(t), T +8u(t))
Ox(0) = dxg
y+38y(t) = g(X +x(t),T +du(t))

Il sistema linearizzato s ottiene sviluppando in serie di Taylor intorno a punto di equilibrio
le equazioni di stato e le trasformazioni di uscita del sistema originario ed arrestando 1o
sviluppo ai termini di primo grado. Nello sviluppo compariranno le derivate parziai delle
funzioni vettoriali f e g rispetto agli argomenti vettoriai x e u (matrici Jacobiane), val utate nel
punto di equilibrio:

P. Rocco - Dispense di Automatica Lez.2-15



X g g dUlg g

Ox(0) = dxg
_ _ . 09 g
+oy(t) =g(X,u)+—= ox(t)+—= ou(t
y+3y(t) = g(X,U) x| x(t) 2ul g u(t)
Ponendo ora:
Al gldf|

Xl g dUlg g

dag Jg
c==—=2 , D=2 |,

OX g dUlg

ericordando lerelazioni valide trale variabili che caratterizzano |’ equilibrio, otteniamo:

OX(t) = Adx(t) + Bdu(t)
Ox(0) = dxg

dy(t) = Céx(t)+ Ddu(t),
che eun sistemalineare.

Per il sistema linearizzato valgono quindi le proprieta dei sistemi lineari (non valide per il
sistema non lineare di partenza), limitatamente a piccole variazioni intorno alla condizione di
equilibrio.

Esempio

Si consideri nuovamente il sistema del secondo ordine:
% =X +U

@:M+é

y= XX +/U

Si vogliono determinare le espressioni dei sistemi linearizzati intorno ai due punti di
equilibrio corrispondenti al’ingresso costante u(t) = U = 1.

Abbiamo gia calcolato i due punti di equilibrio:

(%4 =-1%=-1), (4 =-1%=1).

Le equazioni del sistema linearizzato sono le seguenti:
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8% = 3X28% +8U
8X2 = 8Xl + 2)_(26X2

_ _ 11
Oy = Xo0%q + 10X, + WG du

In particolare, il sistema linearizzato intorno al primo punto di equilibrio risulta:
8X1 = 38X1 + 8U
8X2 = 8Xl - 28X2 ,

1
Oy = —0% — Xy + ESu

mentre quello linearizzato intorno a secondo punto:
OX; = 3%, +6u
Xy = OXq + 20X,

1
dy = O%; — OXo +§8u
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Esercizi

Esercizio 2.1

Scrivere le equazioni che descrivono (nel dominio del tempo) il comportamento dinamico
dellarete elettrica di figura:

Esercizio 2.2

Scrivere le equazioni che descrivono (nel dominio del tempo) il comportamento dinamico
dellarete elettricadi figura:

R=1 L=1

AN T ——

C=1—"—" NL

doveil blocco NL impone larelazione v=i2 tralacorrentei che lo percorre e latensione v ai
Suoi capi.

Esercizio 2.3

Senza scriverne le equazioni, si dica di che ordine € il sistema dinamico che descrive la rete
elettricadi figura

R L R L R L

00 00 00
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Esercizio 2.4

Senza scriverne le equazioni, si dica di che ordine € il sistema dinamico che descrive il
sistema meccanico di figura:

7

Esercizio 2.5
Con riferimento al sistema dinamico:

%(t) = =XC(t) + %o(t) + u(t)
¥o(t) = X4 (t)

y(t) = % (t)%(t)
s calcoli il punto di equilibrio corrispondente all’ingresso costante u=0 =2, e s scrivano le
equazioni del sistema linearizzato intorno atale punto di equilibrio.

Esercizio 2.6
Con riferimento al sistema dinamico:

oy X(1)-1
="
Y0 = x()

si calcali il punto di equilibrio corrispondente all’ingresso costante u=t =1, e s scrivano le
equazioni del sistema linearizzato intorno atale punto di equilibrio.
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Traccia delle soluzioni

Esercizio 2.1
Dette x; latensione sul condensatore e X, la corrente nell’ induttore:

si scrivono leleggi delle tensioni alle due maglie:
X1 = L% + RX,
U=+ R(X +Cxq)
dacui s ricavano le equazioni del sistema dinamico:

. 1 1 1
%= Rc X R

. 1 R
X2 :le—tXZ

y=Rx

Esercizio 2.2

Dette x; latensione sul condensatore e X, la corrente nell’ induttore:
1 1

X1 - i
X2

si scrivono leleggi delle tensioni alle due maglie:
U= X+ (X + %)

dacui s ricavano le equazioni del sistema dinamico:
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)'(2=X1—X§

y=X

Esercizio 2.3

Poiché sono presenti 6 elementi di accumulo di energia (condensatori ed induttori), il sistema

edi ordine 6.

Esercizio 2.4

Poiché sono presenti 2 masse (ciascuna delle quali costituisce un sistema del secondo ordine)

il sistemaéedi ordine 4.

Esercizio 2.5

Annullando le derivate e ponendo u=0 =2, S ottiene:

X =0 X,=-2,
da cui seguono le equazioni del sistemal linearizzato:
8%, (t) = 8%, () +du(t)
¥o(t) = 8x(t)
By(t) = —25x(t)

Esercizio 2.6

Annullando laderivatae ponendo u=U =1, s ottiene:

x=1,
da cui seguono le equazioni del sistema linearizzato:
X(t) = &x(t)

ay(t) = ox(t)
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Lezione 3

Funzione di trasferimento



Calcolo dellarisposta di un sistema dinamico lineare

Per il calcolo della risposta (uscita) di un sistema dinamico lineare soggetto ad ingressi
assegnati, si possono seguire due strade.

Calcolo nel “dominio del tempo”

Con i metodi dell’analisi matematica, s integra il sistema di equazioni differenziali
(equazioni di stato) forzato dalle funzioni del tempo assegnate (gli ingressi). Dalla
trasformazione di uscitasi ricava quindi |’ espressione dell’ uscita.

Calcolo ndl “dominio delle trasformate’

Allafunzione del tempo u(t) si associa, con i metodi matematici che vedremo, una funzione U
che prende il nome di trasformata del segnael di ingresso. Dalle equazioni del sistema
dinamico € poi possibile ricavare facilmente il legame tra la trasformata U e la trasformata Y
del segnale di uscita. Ricavata quindi latrasformata Y, le si associa la funzione del tempo y(t),
che ne costituisce I’ antitrasfor mata, e che rappresentalarisposta del sistema cercata.

u(t) trasformata u(s)
gdifferenziaji _ eg. algebriche
antitrasformata
y(t) < Y(s)

Fig. 1: Calcolo dellarisposta di un sistema dinamico lineare

Qual eil vantaggio del metodo di calcolo nel dominio delle trasformate ?

Il vantaggio, notevolissimo, e che il legame tra la trasformata dell’ingresso e la trasformata
dell’uscita e di natura algebrica e non differenziale, come accade invece tra le rispettive
funzioni del tempo.

1Conil termine “segnale” intendiamo una variabile, scalare, funzione del tempo.
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Trasformata di Laplace

Si consideri unafunzione reale f(t) dellavariabile reale t, definita per t > 0.

Lafunzione dellavariabile complessa s:

oo

F(9) = f(t)eSdt
0

s dice trasformata di Laplace di f(t) e s indica con ¢[f(t)]. La trasformata esiste, in
generale, solo per uninsiemedi valori di s.

Esempio
Si consideri lafunzione scalino:
0 t=0

f(t)zsca(t):{l t>0

A Sca(t)

\4

Fig. 2: Lafunzione scalino

elscalt)] = [eat :{ﬁ}w e
0 0

S

Si noti che I’ ultima eguaglianza é vera quando s & un numero complesso a parte reale positiva
(cioé nel semipiano destro del piano complesso).

Esempio
Si consideri lafunzione impulso:
f(t)=imp(t)=0, Vt#0

Ttwdt=1

Tale funzione puo essere vistacome il limite, per e—0, della seguente funzione:

{]/e O<t<e

f.(t) =
¢ 0 t>e
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f 0

1/¢e

€

Fig. 3: Lafunzionedi cui I'impulso costituisce il limite

oo oo i 1
e[imp(t)] = Jimp(t)e Sdt = lim | f,(t)e Sdt = lim | = Sdt =
0 e=00 e—00€

e F e E
=lim—|——]| =lim =lim——=1
e—>0€| —S 0 e—>0 SE e>0 S

Proprieta notevoli della trasformata

e Linearita

efoy F4(t) + 0y Fo ()] = @[ £1(0)] + 0] F(1)].
e Traslazione nel dominio dellavariabile complessa
Se [ ()] = F(9),

dlorae[e® f(1)] = F(s-a).

e Traslazione nel dominio del tempo

Se ¢[f(t)]=F(9),

alora ¢[ f (t—1)] = € SF(s), per 1=0.

e Derivazione nel dominio del tempo

Se e[ f(t)] = F(9),

adlora 9[%(:)] =sF(s)- f(O*).

e Derivazione nel dominio della variabile complessa
Se e[ f(t)] = F(9),

dF(s)
ds °

allora o[tf (t)] = -
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Trasformate notevoli

f(t),t>0  F(9

imp(t) 1
sca(t) s
ram(t) 1/s°
par(t) 1/s’
! 1/(s-a)

sin(ot)  o/(S+od)
cos(mt)  S(S+w?)

dove:
t t>0 t?/2 t=0
0-{y g PO {O >0
Poli e zeri

| poli di unatrasformata F(s) sonoi valori di s per cui [F(S)| = .
Gli zeri di unatrasformata F(s) sono i valori di s per cui F(s) =0.
Se F(s) érazionale, ossia esprimibile come rapporto di due polinomi in s,

N(s)

F(S)=%,

i poli sono leradici del denominatore D(s), gli zeri le radici del numeratore N(s).
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Antitrasformata di L aplace

Data unafunzione F(s) di variabile complessa, si vuole determinare la funzione f(t) di cui F(s)
costituisce latrasformata.

| seguenti due teoremi forniscono informazioni parziali su f(t).

Teorema del valoreiniziale
Se e[ f(t)] = F(9),

dlora f(O*): lim[sF(s)].

S—300

Se, ad esempio,

F(S)=ﬁ,
25> +35°+4

34
+\_ i S tS+s 1
alora f(O )_Sll_rllm_z .

Teorema del valorefinale

Se ¢[f(t)] = F(s), e F(s) & razionale e ha poli tutti a parte reale negativa oppure nell’ origine
del piano complesso, allora

lim f (t) = lim[sF(s)].
t—eo s—0

Se, ad esempio,

P 4+s+1

T 2843 4s
F(s) hapoli in 0, -1/2 e -1, per cui il teorema € applicabile, erisulta

. . +s+1
limf(t)=lim——=
t—s00 s>028% +3s+1

F(s)

Metodo di Heaviside per funzioni razionali

Consente di ricavare I’ espressione analitica dell’ antitrasformata quando la trasformata & una
funzione razionale, ossia un rapporto di polinomi in s:

N(s) s +bys"+-+h,

D(s) " +as" - +a,

F(s) =

Il metodo viene qui presentato solo per alcuni casi particolari.
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1) Poli reali semplici
Il denominatore é fattorizzabile come:
D(s)=(s+ py)(s+ Py)(S+py), PeR, p= p; -

Ne consegue:

F(s)= % , % .4 %n
S+p S+P, S+ Py,

Si ricavano i coefficienti oy, ..., o, mediante confronto tra questa espressione e |’ espressione
originariadi F(s). Infine si antitrasformano i singoli termini:

f(t)=oue ™ +o,e P+ ro e P, 20,

2) Poli reali semplici e un polo reale multiplo

Il denominatore e fattorizzabile come:

D(s)=(s+ p_L)k(s+ P ) (S+Pm) PeR, p#p;, m=n-(k-1).

Ne consegue:

o
E(s O kY L O

% 1 +L+...+ ®m
(s+p)  (s+py) StP StP S+ Pm

Si ricavano i coefficienti oy, ..., 011 02 ..., 0 Mediante confronto tra questa espressione e
I’ espressione originaria di F(s). Infine si antitrasformano i singoli termini:

t k-1 pit t k=2 pit pit pot Pt
f(t)=oy ——e ™ +0 ———€ Tt € T+ oe o e M, 120

3) Pali reali semplici e due poli complessi e coniugati semplici

Il denominatore é fattorizzabile come:
D(s)=(s+ py)(s+ Py)(S+ P2)-*(S+ Pm) R eR([22), p= pj, m=n-1.

Ne consegue (posto p1 = ¢ + jw):

o o o o S+ o o
Fl)=—2+—1 +—2 +.4—0 = b YZ 5t — 2 — =
StPh StpP St S+Pn S +20S+0°+0° S+p; S+ Pm
S+0 —Bo+y ® 0y O
= 2. 2 2. 2" toot
(s+0)° +m ® (s+0)°+0° S+p, S+ Py

con B e y parametri reali opportuni. Si ricavano i coefficienti B, vy, op, ..., o, mediante
confronto tra questa espressione e |’ espressione originaria di F(s). Infine s antitrasformano i
singoli termini:

f(t)=pe ™ cos(oat)+Me‘Gt sin(mt)+ o, P2+ o e P, 120
®
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Funzione di trasferimento

Consideriamo un sistemadinamico lineare in forma vettoria e
X(t)= Ax(t)+ Bul(t)
y(t) = Cx(t)+ Du(t)’

Introduciamo i vettori X(s), U(s), Y(s) che contengono le trasformate di Laplace delle
componenti del vettori x(t), u(t), y(t), rispettivamente.

Osservando cherisulta:

e[x®]] [ X(s)-x(0)

xeR"ueR", yeRP

()] = £[X:2(t)] _ sXZ(s):—xz(O) _ X(9)-x(0)
e[xaO]] [8%(9)=%,(0)
e[ Xq(t) + X (t)+... 483, Xn (1)] a1 Xq(S) + ap X5 (S)+... 483, X, ()
[ AX(D)] = f[aﬂxl(t)+a22x:2(t)+...+a2nxn(t)] _ a21X1(s)+a22X2'(s)+...+a2an(s) _ AX(9)

©[anxa (1) + 8 XD+ +anXa(D] | |80 Xa(8)+ Bup Xa(S)+.. +80n X (9)
e analogamente per le altre trasformate di prodotti matrice-vettore, si ottiene, sfruttando la
linearita della trasformata:

sX(s)—x(0) = AX(s)+ BU(s)
Y(s) = CX(s)+ DU(s)

Si e quindi ottenuto un sistema algebrico nelle trasformate delle variabili. Per tutti i valori di
sdivers dagli autovalori dellamatrice A, risulta:

X(8) = (Sl — A) TBU(S) +(sl, — A)x(0)

e quindi:

Y(s) = [C(sl LA B+ D]u(s) +C(sly— A)x(0).

Di particolare interesse e lasituazione in cui o stato iniziale € nullo (x(0) = 0). Risulta:
Y(s)=G(s)U(s),

dove lamatrice (di dimensioni pxm):

G(s)=[C(sly - A) "B+ D]

prende il nome di funzione di trasferimento del sistema.

Nel caso SISO (m=p=1), la funzione di trasferimento diventa uno scalare e s puo scrivere,

sempre a stato iniziale nullo:
Y(s)
G(s = 0
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Lafunzione di trasferimento puod essere calcolata con la formula precedente (ricavando quindi
le matrici A, B, C, D e invertendo una matrice nxn) oppure trasformando |le singole equazioni
membro a membro (a stato iniziale nullo), e ricavando il legame tra Y(s) e U(s) mediante

eliminazione delle X(s).

Riprendiamo gli esempi di sistemi dinamici elementari trattati in precedenza, limitandoci

naturalmente a quelli lineari:

Resistore

1 Y(s) 1
y(t)=ﬁu(t) = G(S):@:E
Induttore
(1) = u
1 —EUI)
(t) = x(t) Gg= Y _ 1
A N TTE T
Condensatore
()= Zult)
O=xt) = og=—_1
A=xlt = B9=4(9 " s
M assa
Xl(t)zxz(t)
solt)=-ult)

_ 9 _ 1
Y(t)—Xl(t) = G(g= 9~ 2

Oscillator e meccanico
X(t) = %5(1)
X,(t) = ﬁ(—le(t) — Dxy(t) +u(t))

Y(s) 1

yit)=x(t) = G(S):u(s)zl\/|sz+Ds+K

Serbatoio cilindrico

xl(t):iu(t)
Y(s) 1
y(it)=x(t) = G )_@:Es
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Struttura dédlafunzionedi trasferimento

Si consideri un sistema SISO, per cui lafunzione di trasferimento € uno scalare:
G(s) = [C(sl n—A) B+ D] :

Osserviamo che:

kia(s)  kio(s) -+ Kyn(9)
1 k21.(5) kzg(s) k2n.(5)

(- = det(si,, — A)

kn(S)  Kna(S) -+ k()

dove i polinomi ki(s) sono i complementi algebrici della matrice (sl,—A) ed hanno, per
costruzione, grado non superiore a n-1 (mentre il determinante a denominatore ha
ovviamente grado n).

Nel formare lo scalare C(sl , - A)_lB s combinano linearmente i polinomi k;;, ottenendo un

polinomio che non puo avere grado maggiore dei singoli polinomi. A questa espressione va
poi sommato D, seil sistema non é strettamente proprio.

Concludiamo quindi che lafunzione di trasferimento e razionale (rapporto di polinomi):

cheil denominatore D(s) hagrado n, mentre per il numeratore:

N(s)= polinomio di grado <(n-1), seil sistema é strett. proprio (D = 0)
B polinomio di grado =n, seil sistemanon é strett. proprio (D # 0)

Si osservi quindi cheil grado del numeratore non pud mai eccedere quello del denominatore.

Si ricorda inoltre che un polinomio di grado n a coefficienti reali ammette nel piano
complesso n radici, reali o a coppie complesse e coniugate (teorema fondamentale
dell’ algebra).

Gli zeri della funzione di trasferimento sono le radici del numeratore N(s) (e quindi sono in
numero minore o uguale an).

| poli della funzione di trasferimento sono le radici del denominatore D(s) (e quindi sono in
numero uguale an). | poli, in quanto radici del determinante della matrice (sl ,—A), coincidono
con gli autovalori dellamatrice A.

Queste conclusioni non contemplano esplicitamente il caso in cui numeratore e denominatore
abbiano una o piu radici comuni. Nel formare I’ espressione dellafunzione di trasferimento tali
radici s semplificano, per cui il denominatore avra grado minore di n (e il numeratore grado
minore 0 uguale a quello del denominatore). In questo caso i poli della funzione di
trasferimento formano un sottoinsieme degli autovalori dellamatrice A.
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Nel piano complesso, i poli vengono di norma rappresentati con una crocetta, gli zeri con un
pallino. Lafunzione di trasferimento:

___ Sl

432 +2s ]

presenta due zeri, ins=—j es=j, etrepoli,ins=0, s= -1 es= -2, rappresentati come in
figura

G(9)

)\Im
j O
Re
X X X >
2 -1 0
-1 0

Fig. 4 : Disposizione di poli e zeri.
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Parametri caratteristici della funzione di trasferimento

Si e visto che la funzione di trasferimento di un sistema dinamico €& una funzione razionale
dellavariabile complessass, ossiaeil rapporto di due polinomi:

N(s) Bgs"+ Bis" 4B,

D(s) S"+y Sy,

G(s) =

Alternativamente si puo utilizzare la seguente espressione equivalente;

o Lli(s+2)
G( )_p—Hi(S+F>|) :

dove le produttorie corrono su tutti gli zeri e su tutti i poli, rispettivamente, mentre:

p: costante di trasferimento

—Z: zexi

—pi: poli

S osservi che | parametri z e p; possono anche essere complessi. Per ottenere una
rappresentazione con solo numeri reali e sufficiente accorpare i termini complessi e coniugati
(a numeratore e a denominatore), nei polinomi di secondo grado a radici complesse. Questi
polinomi, a loro volta sono espressi per mezzo di due parametri particolarmente significativi,
indicati con £ e wy:

s? +2Lw s+ 3

dove wy, € un numero positivo.

Per comprendere il significato dei due parametri, osserviamo che le radici del polinomio sono:

S2= _Cwn x jwn Vl_z;z )

e risultano effettivamente complesse e coniugate se [{| < 1.

Il significato dei parametri { e wy, € aloraillustrato dalla seguente figura:

x T im
"o

—Co @ Re
| t=cos(@
.

Fig. 5: Sgnificato dei parametri { e w,

on, pulsazione naturale: eil modulo delle due radici, ossialaloro distanza dall’ origine.

{, smorzamento: € il coseno dell’angolo o formato dalla congiungente I’ origine con le
radici, rispetto al semiassse reale negativo
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Poiché laparte readle del poli vale —{mn € m, € un numero positivo, si ha:
{>0: dueradici nel semipiano sinistro

{=0: dueradici sull’ asse immaginario

£<0: dueradici nel semipiano destro

Possiamo a questo punto esprimere la funzione di trasferimento per mezzo di soli parametri
reali nella seguente forma:

[1G6+2)1 (S + 2 j0nas+ iy )
P [LG+r)]] (32 + 20 0 S+ OFy )

CON Wy O >0, [} [G | <1

G(s) =

Un'’ ulteriore espressione della funzione di trasferimento € la seguente:

zini (1+st;)
s9 Hi (1+sT,)

dove le produttorie corrono su tutti gli zeri e su tutti i poli diversi da zero, rispettivamente,
mentre:

G(s)

u: guadagno

g: tipo

Ti: costanti di tempo degli zeri
Ti: costanti di tempo dei poli

Si osservi cheil rapporto delle due produttorie valutato in s= 0 € pari a 1. Per ottenere questo
risultato i sono raggruppati gli eventuali poli o zeri in s = 0 nel termine a denominatore <.
Pertanto g € un numero intero, uguale, se positivo, a numero di poli in s=0, se negativo, a
numero di zeri in s=0 (se € nullo non vi sono né poli né zeri in s=0).

Se g=0, risultainoltre:
n=limG(s)=G(0)=-CA'B+D,
s—0
espressione che prende il nome di guadagno statico, in quanto corrisponde al rapporto tra
ingresso e uscita all’ equilibrio.2
Pitin generale:

u = lim[s%G(s)|.

s—0

Anche questa forma della funzione di trasferimento puo essere espressa in termini solo di
parametri reali:

2 All’equilibrio risulta 0 = AX + BU, Yy = CX + DU, per cui, eiminando X , si ottieneil risultato.
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CON M5 , (ani >0, |CZ| |,|C pi| <1.
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Calcolo delle risposte tempor ali

Dato un sistema dinamico lineare ed un ingresso trasformabile secondo Laplace, e possibile
ricavare |’espressione analitica dell’uscita del sistema dinamico forzata da tale ingresso.
Occorre:

1. Ricavare, se non e giadata, lafunzione di trasferimento G(s) del sistema
2. Ricavare latrasformata U(s) dell’ingresso

3. Cacolare latrasformata dell’ uscita Y(s) = G(s)U(s)

4. Antitrasformare

Siaad esempio:

2s+1
Gl =——, ult)= t).
9 s? +55+4 (t) = scalt)
Sappiamo allorache:

U(S)—E Y(S)_G(S)U(S)— 2s+1 B 2s+1
s ) - ?+5s+4) sst+1(s+4)

Applichiamo il metodo di Heaviside per |’ antitrasformazione di Y(S):

Loy 0y oy og(stl)(s+4)+oos(st4)+ass(s+l)  2s+1
Y(s)= s s+l s+4 s(s+1)(s+4) s+ i)(s+ 4)

Imponendo I’ uguaglianza dei due numeratori, in particolare nei punti s=0,s=-1,s=-4, g
ottiene:

dog =1 | [ =14
—3(12:—1L = J o,=1/3

2(13:—7 (13:—7/12
Pertanto:
1 1 11 7
== el e tet o — > 0.
Y=g scat)+oe — et = +ze  —per, 120
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Stabilita

Siadato un sistemalineare, al’equilibrio all’istante t=0.

S applichi quindi, al’istante t=0, un impulso al’ingresso del sistema (ossia una
perturbazione di ampiezza molto elevata e di durata brevissma).

Si possono presentare tre tipologie di comportamenti per I’ andamento temporale dell’ uscitary,
riportate in figura:

n
A\

Fig. 6 : Differenti comportamenti della risposta all’impulso

(@) I’ uscita converge a valore iniziae (supposto nullo);
(b) I'uscitanon converge a valore iniziale, ma non diverge;
(c) I'uscitadiverge.

Questi comportamenti corrispondono, rispettivamente, a un sistema:
(a) asintoticamente stabile;

(b) semplicemente stabile (o stabile, ma non asintoticamente);

(c) instabile.

Per i sistemi dinamici lineari, di cui ci stiamo occupando, la stabilita non € legata a
particolare punto di equilibrio in cui si trovail sistema nel momento in cui si dal’impulso in
ingresso (tutti i punti di equilibrio sono equivaenti tradi loro). Cio non é evidentemente vero
per un sistemanon lineare (s pensi ad un pendolo e ai suoi differenti punti di equilibrio).

Ne consegue che per un sistema lineare la proprieta di stabilita deve essere deducibile
dall’ espressione matematica del sistema dinamico, ed in particolare dalla sua funzione di
trasferimento.

Limitiamoci, per brevita, a caso di sistemi con poli semplici (ossia radici non multiple del
denominatore). Ricordando che latrasformata dell’impulso vale 1, s ottiene:
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Hi(s+zi)_2 o

:pHi(s+p,)_ is+p

Antitrasformando, si ricaval’ espressione analitica dellarisposta all’ impul so:
y(t)= Y oe™, t20.

Se p; € complesso, ossiap; = o + |3, risulta:

e Pt = e % (cos(Bit)— jsin(Bit)).

Naturalmente sara presente anche il termine coniugato e i contributi immaginari allo sviluppo
s elideranno.

Ora, setutti i poli sono reali negativi (pi>0) o compless a parte reale negativa (0;>0), tutti gli
esponenziali convergono a zero e, in base ala definizione, il sistema é asintoticamente
stabile; se tutti i poli sono negativi, a meno di uno che & nullo (pi=0) o di una coppia che
immaginaria (0;=0) , |’esponenziale con esponente nullo da luogo ad un termine costante
mentre quelli con esponente immaginario danno luogo a termini sinusoidali, e quindi la
risposta non converge a zero, ma non diverge: il sistema e pertanto semplicemente stabile; se,
infine, almeno un polo e reale positivo (pi<0) o complesso con parte reale positiva (o;<0),
I"esponenziale relativo a tale polo diverge, facendo divergere la risposta al’impulso: il
sistema e quindi instabile.

Estendendo, con ragionamenti analoghi, le conclusioni a caso di poli multipli, si pud
formulare il seguente teorema:

Unsistemaé:
asintoticamente stabile: se e solo se tutti i poli della sua funzione di trasferimento hanno
parte reale negativa;

semplicemente stabile:  se e solo se tutti i poli della sua funzione di trasferimento hanno
parte reale negativa o nulla, almeno uno ha parte reale nulla, e tutti
| poli aparte reale nulla sono semplici;

instabile: se e solo se ameno un polo della sua funzione di trasferimento ha
parte reale positiva oppure ha parte reale nullaed € multiplo.

L'analisi di stabilita si riduce quindi al’analis della posizione dei poli della funzione di
trasferimento. Esistono criteri per valutare se un polinomio (in questo caso il denominatore
della funzione di trasferimento) ha tutte le radici a parte reale negativa, cioé nel semipiano
sinistro del piano complesso. Ci limitiamo a dare una condizione necessaria (che, come tale,
ha interesse solo quando viene violata).

Condizione necessaria perchéil polinomio:
D(s) = " + 738" 48" 2y,

abbiatutte le radici a parte reale negativa e chei coefficienti y1, vz, ..., Yo Siano tutti positivi.
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Per esempio:

S+2 i :
G(s)=—3——>——— non éasintoticamente stabile
S°+s"+s-1
S+2 i :
=35 = non é asintoticamente stabile;
s°+s°+1
S+2 o . :
G(s)=—35——>——— nonsi puo concludere nulla dalla condizione necessaria.
S°+s"+s+1

A completamento delle note sulla stabilita osserviamo che:

1. seil sistema e dato in forma di equazioni di stato, la discussione sulla stabilita pud anche
essere condotta sugli autovalori della matrice A. Infaiti i poli della funzione di
trasferimento coincidono con tali autovalori, in assenza di cancellazioni di radici nel
formare la funzione di trasferimento. In presenza invece di cancellazioni, se quindi i poli
Sono un sottoinsieme degli autovalori di A, la definizione di stabilita qui introdotta induce
a ritenere inessenzidi a fini della valutazione della stabilita la posizione nel piano
complesso degli autovalori cancellati (contano solo i poli). In realta una definizione piu
generae di stabilita (stabilita alla Lyapunov), che fa riferimento a sistema espresso in
termini di equazioni di stato, conduce alla conclusione che il sistema e asintoticamente
stabile alla Lyapunov se e solo se tutti gli autovalori di A sono a parte reale negativa.
Potremo alora dire che se tutti i poli della funzione di trasferimento sono a parte reale
negativa ma vi sono autovalori cancellati a parte reale non negativa, il sistema e
asintoticamente stabil e esternamente ma € presente una non asintotica stabilita interna.

2. In questo corso non si danno definizioni di stabilita di stati di equilibrio per sistemi non
lineari, né strumenti per valutarla. E' tuttavia evidente che lo studio della stabilita del
sistema linearizzato nell’intorno dello stato di equilibrio fornisce chiare indicazioni del
comportamento del sistema non lineare perturbato rispetto alla condizione di equilibrio.
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Esercizi

Esercizio 3.1

S cacoli la funzione di trasferimento dall’ingresso u al’uscita y per la rete eettrica
dell’esercizio 2.1, incui s ponga R=1, L=1, C=1.

Esercizio 3.2

Si calcoli la funzione di trasferimento dall’ingresso u al’uscita y per il seguente sistema
dinamico:

X (t) = Xt

X (t) = X(t

X3(t) = = (t) =X (t) = 2xa(t) + u(t)
y(t)=x(t)

Esercizio 3.3

)
)

_X2
:X3

Si determinino tipo, guadagno, costanti di tempo degli zeri e dei poli per la seguente funzione
di trasferimento:

25— &2
G(s)=
S (s+ 1)(32 + 65+ 8)
Esercizio 3.4

Si discutala stabilita dei sistemi descritti dalle seguenti funzioni di trasferimento:

1 3
Gi(9) s+5 2(9) P+s-1
5 8s-1
(9 432 +2s+1 (%) P +s+1
Esercizio 3.5

Si scrivano le equazioni (nel dominio del tempo) di un sistema dinamico che ammette la
seguente funzione di trasferimento:

3
G(s)=——
(€) s+4
Esercizio 3.6

Si calcoli I'espressione andlitica della risposta al’impulso della seguente funzione di
trasferimento:

4s+1
G(g)= 2
(5) s +55+6
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Traccia delle soluzioni

Esercizio 3.1

Trasformando secondo Laplace entrambi i membri delle equazioni, si ottiene:

SX;=—X;— X, +U
X, = X — X,

Y =X,
dacui, eliminando X; e X;, S ottiene:

Y(s) 1
U(s) +25+2

Esercizio 3.2

Trasformando secondo Laplace entrambi i membri delle equazioni, si ottiene:

sXp= X3
sXp = X3
SX3=—X;— Xy —2X5+U
Y=X,
dacui, eliminando X; , X; e X3, S ottiene:

Y(s) 1
U(s) s*+2s%+s+1

Esercizio 3.3
Riscrivendo la funzione di trasferimento nellaforma:

_u (1+sT,)
Gls)= s9 (1+ sTpl)(l+ STpa )(1+ STys)
S ottiene:

Gl S (1-059)
¥ = 4 (1+ 9(1+0259)(1+ 05s) °

dacui s deduce:

Tipo: g=-1

Guadagno: u = 1/4

Costante di tempo dello zero: T =-0.5

Costanti di tempo dei poli: Tpy =1, Ty = 0.25, Tz = 0.5.
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Esercizio3.4

G: e G4 sono asintoticamente stabili (hanno i poli nel semipiano sinistro), G, e Gz non lo
sono, in quanto non soddisfano la condizione necessaria (per la precisione, sono instabili).

Esercizio 3.5
Una possibile (non unica) soluzione e la seguente:
X(t) = —4x(t)+3u(t)

y(t)=X(t)
Esercizio 3.6

Poiché la trasformata di Laplace dell’ingresso (impulso) vale 1, la trasformata di Laplace
dell’uscita coincide con la funzione di trasferimento G(s). Si applica il metodo di
antitrasformazione di Heaviside:

_ _ Astl oy oy oy(s+3)+op(s+2)
Y(s)=G(s)= (s+2)(s+3) s+2 13 (s+2)(s+3)

Confrontando i numeratori, unavoltain s= -2 eunavoltain s=-3, s ottiene:
061 = _7, az =11 )
dacui:

y(t)=-7e? +11e®  t>0.
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Lezione 4

Risposte canoniche del sistem
del primo e del secondo ordine



Parametri caratteristici dellarisposta allo scalino

Per risposte canoniche si intendono le risposte dei sistemi dinamici ai segnali cosiddetti
canonici (impulso, scalino, rampa), ovvero quel segnali utilizzabili come test per evidenziare
le proprieta dinamiche del sistema. Ci concentreremo sui sistemi del primo e secondo ordine
in quanto rappresentativi dei modelli di prima approssimazione di larga parte dei sistemi
fisici.

Sul tracciato di una generica risposta allo scalino potremo definire alcuni parametri
caratteristici:

y(®) *
S | 2%
VI=re S e, ————
oo | NS
o1y [ Toe t
.

Fig. 1: Parametri caratteristici della risposta allo scalino

e Tempo di salita Ts € il tempo impiegato dalla risposta a passare dal 10% a 90% del
valore di regime.

o Tempo di assestamento al (100-)% T € il tempo impiegato dalla risposta ad entrare
definitivamente in una fascia compresatra+¢% del valore di regime.

o Sovraelongazione percentuale massima Sg: € I'escursione massima della risposta
rispetto al valore di regime, rapportata in percentuale al valore di regime stesso:
t)—
5 =S 100 MDOIZYe
y°° yOO

00.
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Sistemi del primo ordine

L’ espressione piu generale della funzione di trasferimento per un sistema del primo ordine
(ossiacon un solo polo) € la seguente:

p 1+st

S)= .
s9 1+sT

Sistemi strettamente propri

Sono i sistemi in cui il grado del denominatore € maggiore del grado del numeratore. Sistemi
del primo ordine strettamente propri non possono quindi presentare zeri:

M
, 0g=0
Gl =t (14T ’
sY 1+sT u
-, g:1
S
M
Gl9 =1, 4

Studiamo larisposta allo scalino (u(t) =sca(t) = U(s)=1/s):

i _mlyp L_H(E L ]
Y(S)—G(S)U(S)—1+STS_ s 1+sT ‘s s+1/T/

Antitrasformando:
yt)=p(1-eT), t>0.

A seconda del segno di T I’andamento di y risulta molto diverso?:
Yy T>0 y T<O0

Fig. 2 : Risposta allo scalino per T>0eT<0

1Qui e nel seguito si assumerd, senza alcuna perdita di generalitd, il parametro p positivo.
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Quando T>0, larispostay s assesta su un valore finito, mentre quando T<O la risposta diverge
al’infinito. Si osservi che il sistema di funzione di trasferimento G(s) presenta un polo per
s=1/T. Pertanto il sistema risulta asintoticamente stabile per T>0, instabile per T<O.

Im Im
Re Re

-UT -UT
T>0 T<0

Fig. 3: Posizione del polo per T>0eT<0

Considerando solo il caso asintoticamente stabile (T>0), si puo calcolare il vaore limite (per
t—oo) dellarispostaalo scalino con il teoremadel valore finale:

im y(t) = lim[sY(9)] = Iim[s E]:M_
s—0 S

I

t—oo s»>d 1+sT
Pertanto larisposta alo scalino tende al guadagno u del sistema: in altre parole il rapporto tra
il valore limite dell’ uscitaed il valore limite dell’ingresso (che in questo caso vale 1, essendo
I"ingresso uno scalino), e pari al guadagno del sistema Ci0 costituisce una circostanza
generale.

La forma del transitorio dipende invece solo dalla costante di tempo T. All’istante iniziale
(t=0) laderivatadi y vale u/T: pertanto inizialmente la curva é tangente alla retta che passa per
I’origine e che intercetta la retta orizzontale di ordinata p (ossia la retta a cui tende la
risposta), in corrispondenza dell’istante t=T (fig. 1). Ne consegue che il transitorio e tanto piu
veloce quanto piu piccolo € il valore della costante di tempo T. Si puo verificare che la
risposta y raggiunge praticamente (al 98+99%) il valore di regime dopo un tempo pari a 4+5
volte la costante di tempo T. Si osservi che da queste considerazioni emerge anche con molta
evidenza un metodo grafico per tracciare I’ andamento approssimato dellarisposta allo scalino.

Studiamo anche larisposta all’impulso (u(t) =imp(t) = U(sg)=1):

1+sT Ts+1/T°

Antitrasformando:

Y(s)=G(9U(s)

y(t) =%e‘t/T, t>0.

Si noti che larisposta all’impulso risulta uguale alla derivata rispetto al tempo della risposta
allo scalino (circostanza generale).

A secondadel segno di T si ottiene:
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T<0

Fig. 4 : Risposta all’impulso per T>0 e T<0

Coerentemente con la definizione di stabilitad, per T>0 (sistema asintoticamente stabile), la
risposta converge a zero, per T<0 (sistemainstabile) larisposta diverge.

G(s) =

wlEe

Il sistema haun polo in s=0: & pertanto semplicemente stabile.
Studiamo larisposta allo scalino (u(t) =sca(t) = U(9)=1/s):

_ _pul op
Y(s)=G(9)U(9) = ss- 2
Antitrasformando:

y(t) =pram(t) .
y
n

Fig. 5 : Risposta allo scalino

Per quanto riguardalarisposta all’impul so:
Y(s)=G(9U(s) =—.
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e quindi:

y(t) = uscalt) .

Fig. 6 : Risposta all’impulso

In entrambi i casi I’ uscita equivale all’integrale dell’ ingresso, moltiplicato per il fattore .

Sistemi propri non strettamente

Sono i sistemi in cui il grado del denominatore e uguale a grado del numeratore. Sistemi del
primo ordine propri non strettamente presentano quindi uno zero:

1+st _0
. “%+ST’ 9=
_mkst [ AEST _
G(S)_591+ST_ H s g=1
S
=-1
Mirer 9
1+st
Glo=ni o
Studiando larisposta allo scalino si perviene alla seguente espressione:

y(t) = u[1+(%—1}e‘” } t>0.

Al variare del valore relativo di T e T (e quindi della posizione relativa del polo e dello zero)
larisposta allo scalino cambia sensibilmente (si considera solo il caso asintoticamente stabile,
T>0):
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y
0<t<T | M |
Re 1
-1t -UT 1
T t
Fig. 7 : Risposta allo scalino per 0<1<T
ut/Th
0<T<r~t Im u
Re
-UT -1/t
T t
Fig. 8: Risposta allo scalino per 0<T<t
u
T<0<T Im
t
Re
-UT -1/t
ut/T

Fig. 9: Risposta allo scalino per t<0<T

Uno zero nel semipiano sinistro “anticipa’ la risposta rispetto al caso di sistema privo di zero,
nel senso che larisposta stessa s porta inizialmente ad un valore diverso da zero, dello stesso
segno del valore di regime.

Uno zero nel semipiano destro “ritarda’ la risposta rispetto a caso di sistema privo di zero,
nel senso che la risposta stessa si porta inizialmente ad un valore diverso da zero, di segno
opposto a valore di regime (risposta inversa). Questo tipo di comportamento € tipico dei

P. Rocco - Dispense di Automatica Lez.4-6



sistemi con zeri nel semipiano destro, che per ragioni che saranno chiare piu avanti nel corso,
prendono anche il nome di sistemi a fase non minima.

1+st
G(s) =
(9=n S
y
>0 Im
Re j
-1t
1 t
Fig. 10 : Risposta allo scalino per >0
y
<0 Im .
Re
-1/t
Fig. 11 : Risposta allo scalino per 7<0
g=-1
S
G(s) =
(=11 et
y
wT
Im
Re
-UT
t

Fig. 12 : Risposta allo scalino (zeroin s=0)
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Sistemi del secondo ordine

Per i sistemi del secondo ordine (che presentano cioe due poli) ci limiteremo ad esaminare
alcuni casi particolari, rinunciando alla casistica completa.

Sistemi con poli reali e nessuno zero

_ u
~(1+sT)(1+sT,)

Assumiamo T; e T, positivi, ossiail sistema asintoticamente stabile (i suoi poli, in s =-1/Ty,
s=-1/T,, SOno nel semipiano Sinistro).

Latrasformata di Laplace dellarispostaallo scalino e data da:

u
Y(s) = .
(5 1+ sT;)(1+sT,)
In base al teorema del valore iniziale, otteniamo:
: ln
0= Y(s)| = li 0
¥ sLnl[S () s|—>r?o(1+sT1)(1+ST2)
us
0= _I Y(s _I Y(9)|=li
y(0) |m[s£ )| |m[s(s (0))] |m[s2 ] s|—>n<1(1+sT1)(1+sT2) 0
2
2 us U
y(O)—SII_TO[sf ]_SILTO[S(SY Y )]_SILTO[SaY ]_s“—>nl(1+sT1)(1+sT2) R
mentre in base a teoremadel valorefinae:
: s
oo) = | Y(9)| = li =U.
e == Iy asry) "

La risposta parte quindi da zero, con tangente orizzontale e concavita rivolta verso I'ato.
Tende poi al valore .

L’ antitrasformata si puo ottenere con il metodo di Heaviside:

p{l— L ety 2 T2 —t/TZ} t>0.
Tl_TZ Tl_TZ

L’ andamento tipico e aformadi “S’:
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Fig. 13: Risposta allo scalino

Ladurata del transitorio puo essere facilmente legata alle due costanti di tempo T, e T, solo se
i due valori sono molto diversi traloro: intal caso, infatti, contasolo il valore della costante di
tempo piu grande.

Se, ad esempio T, >> Ty, dlora
y(t) =p[1-e1], t>0.

transitorio veloce
dowtoa T 2

ITl

Fig. 14 : Risposta allo scalinocon T; >> T,

Sistemi con poli reali e uno zero
1+st
1+ST;)(1+sT,)

G(S):H(

Assumiamo T, e T, positivi, ossiail sistema asintoticamente stabile.
Latrasformata di Laplace dellarispostaallo scalino e data da:
Y(s)

B 1+st
—H q1+sT;)(1+sT,)

In base al teorema del valore iniziale, otteniamo:
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0) = lim|sY(s)| = lim
y() s—m[ ()] S—> u(1+sT1 1+sT2

[ 1+st ]
)J=°

y(0) = Ilm[sQ )| = lim[dsY(9)- y(0)] = | [32Y )| = Im:{ps

S—>o0

mentre in base a teoremadel valorefinae;

, 1+ st 1
Mee) = Q—TJ[SY 9= n M(1+ sT)(1+ sTZ)J:

ut

(1+s1)(1+ STZ)J

T

La risposta parte quindi da zero, con tangente rivolta verso I’ alto per >0, verso il basso per

1<0. Larispostatende poi a valore .

Qualitativamente, gli andamenti della risposta allo scalino saranno:

y

T1< T2< T

T1< 1< T2 oppure

0<’C<T1<T2

Fig. 15 : Risposta allo scalino con 7>0

Fig. 16 : Risposta allo scalino con <0

Si osservi il tratto di rispostainversanel caso di zero nel semipiano destro (t < 0).
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Sistemi con poli complessi e coniugati e nessuno zero
In questo caso & comodo riscrivere |’ espressione della funzione di trasferimento nella forma
equivalente:

on

= “ ,
s + 20,5+ w3

dove {, smor zamento, e oy, pulsazione naturale, sono stati definiti nella precedente lezione.

Si ricordacheil significato dei parametri { e w, eillustrato dalla seguente figura:

X Im
o

Lo 6\ Re
- { = cos(a)

Fig. 17 : Sgnificato del parametri { e

Si osservi inoltre che:

{>0: due poli nel semipiano sinistro = sistema asintoticamente stabile
{=0: due poli sull’ asse immaginario = sistema semplicemente stabile
£<0: due poli nel semipiano destro = sistemainstabile

Studiamo larisposta allo scalino:

2
u Wn

= 2 .
S &%+ 2{m, S+ 7

In base al teorema del valore iniziale, otteniamo:

2
T L o ~
1= S“—>n3°[SY( 9= SI|_>rTO P+ 20w S+ 0
(0= tim]se(y)] = lim[4sv(9-(0)] = lim[¥()] = lim 12— _
y B S—3o0 y - S—oo y B S—3o0 - S00 SZ +2C(1)ns+ (Dﬁ =
Morcs

¥(0)= lim[se(5)] = lim[dY(9- 0)] = lim{s¥(s)] = lim 57— = = o} >0

mentre, per {>0, in base al teoremadel valore finale:

Ho
o) = lim[sY(s)| = lim =
Ae) s—>0[ (s 550 8% + 2{m, S+ 07

L’ espressione analitica della risposta allo scalino, ottenibile per antitrasformazione, e la
seguente:
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[ 1 1
y(t):utl— T e‘C"’“tsin(a)n 1—§2t+oc)J,

dove { = cos(ov).
Per (=0, s ha:

(1) = 1~ cog oyt

0ssia una cosinusoide di pulsazione wy:

Ml oAN A

Fig. 18 : Risposta allo scalino per {=0

Per (#0, la risposta ha I'andamento di una sinusoide inviluppata da due esponenziali
(convergenti nel caso asintoticamente stabile, {>0, divergenti nel caso instabile, {<0).

y
2u Lot
Cwl+e ")
y | T=2n/a
M <. .....n .
wl -\ ._“__:::""""'ﬁjj‘,jjii .................
ul-e ")

Fig. 19 : Risposta allo scalino per >0 (@, = w,y1-¢? )

S puo dimostrare che, nel caso asintoticamente stabile, la sovraelongazione percentuale
massima, ossia il rapporto percentuale tra |’ escursione del primo picco della risposta rispetto
al vaore di regime ed il valore di regime stesso, dipende esclusivamente dal fattore di

smorzamento {:
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S = 100% —100e V¥’

100
S

S N
80F A\~ -t
TOF -\
BOF - - \G -
BOF - - - N\C -
AOF - - - N ettt e
/] AR N
00 N
7 A U U U

Fig. 19 : Sovraelongazione percentuale massima rispetto al fattore di smorzamento

Per fare in modo che la sovraelongazione percentuale massima sia inferiore ad un valore
assegnato, occorrera quindi chei poli del sistema appartengano ad un determinato settore del
semipiano sinistro del piano complesso (come quello tratteggiato in figura):

A
Im

Re

A\

Fig. 20 : Settore del piano complesso per limitare la sovraelongazione

Il tempo di assestamento puod invece essere determinato con buona approssimazione (per
eccesso) facendo riferimento anziché alla risposta ad uno dei suoi inviluppi. Volendo quindi
calcolare ad esempio il tempo di assestamento al 99% (Ta,) , S imporra

u(l— e‘@’nTal) =099 = e =001 = {o,Ty=In100

e quindi:
In100 46
Tal = = .
Co, Coy

Il tempo di assestamento risulta quindi inversamente proporzionale a modulo della parte
reale dei poli. Per limitare il tempo di assestamento occorrera quindi che i poli del sistema
siano caratterizzati da un prodotto oy, sufficientemente grande, ossia che appartengano ad un
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semipiano incluso nel semipiano sinistro del piano complesso sufficientemente lontano
dall’ asse immaginario (come quello tratteggiato in figura):

7

A
Im

Re

\4

Fig. 21 : Semipiano del piano complesso per limitareil tempo di assestamento

Volendo contenere sia la sovraglongazione sia il tempo di assestamento, i poli della funzione
di trasferimento dovranno trovarsi in una regione del piano complesso intersezione delle due
regioni tratteggiate nelle precedenti figure.
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Esercizi

Esercizio 4.1

Si tracci I’andamento qualitativo della risposta allo scalino del
seguente funzione di trasferimento:

4
G(s)=——

( ) S+ 2
Esercizio 4.2

Si tracci I’andamento qualitativo della risposta allo scalino del
seguente funzione di trasferimento:

1-05s
G(S) - 1+s

Esercizio 4.3

Si tracci I’andamento qualitativo della risposta allo scalino del
seguente funzione di trasferimento:

G(S) — 1—0
(1+s)(1+0.1s)

Esercizio4.4

S tracci I’andamento qualitativo della risposta alo scalino del
seguente funzione di trasferimento:

6= szlf 9
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Traccia delle soluzioni

Esercizio4.1
G(s) edellaforma:

o
Gl9="1"q

conu =2, T= 0.5. Pertanto:

25

15

0.5

Esercizio 4.2
G(s) édellaforma:

1+st
Cl=n g

conu=1,T=1,1t=-0.5. Pertanto:

15

1

0.5

P. Rocco - Dispense di Automatica

Lez. 4-16



Esercizio 4.3
G(s) édellaforma:

mn
(14 sT;)(1+sT)

con u=10, T; = 1, T, = 0.1. Pertanto la risposta alo scalino & dominata dalla costante di
tempo Ti:

12

o— — -4 — — — — — ——

Esercizio4.4

G(s) édellaforma:

on

M
§% + 20w, S+ 0P

G(s) =

conu =2, my =3, {=0. Pertanto:

5

45 e
41— J— J— J— S
35
3
y 25
2
15
1

0.5

0

0 2 4 6 8 10
(9

Il periodo T dell’ oscillazione permanente vale:

2
1= _2004s
Q)

P. Rocco - Dispense di Automatica Lez. 4-17



Lezione 5

Schemi a blocchi



Elementi costitutivi di uno schema a blocchi

Gli schemi a blocchi costituiscono un formalismo per rappresentare graficamente le
interazioni tra sistemi dinamici.

Vediamone gli elementi costitutivi:

Il blocco

Il blocco non é altro che un simbolo indicante la presenza di un sistema dinamico, avente la
funzione di trasferimento riportata nel ssmbolo del blocco, e I'ingresso e I’ uscita riportati
rispettivamente sulla freccia entrante e sulla freccia uscente dal blocco:

U Y

— G(s) |

Fig. 1 : Un blocco

Il nodo sommatore

L’uscita del nodo € data dalla somma algebrica dei segnali che entrano nel nodo, ciascuno
preso con il proprio segno (se non € indicato il segno, si assume per convenzione il segno
positivo).

X

\ W= X+Y-Z
Y +ut W

S50 >

Fig. 2 : Un nodo sommatore

Il punto di diramazione
Tutti i segnali uscenti da un punto di diramazione sono uguali a segnale entrante nel punto.

Y
X Y=X
oW W= X
/=
Z

Fig. 3: Un punto di diramazione
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Schemi di inter connessione

Sistemi in cascata (0 serie)
Due sistemi si dicono in cascata (0 in serie) sel’uscitadi uno € 1’ingresso dell’ atro.
Graficamente si hala seguente situazione:

U= Ul Y]_: U2

— 5 G

Y=Y

GJfs) | = >

Fig. 4 : Blocchi in cascata
Lafunzione di trasferimento dall’ingresso del primo sistema all’ uscita del secondo si ottiene
come segue:
Y(8) = Ya(8) = Gy(9)U,(8) = G,(9)Yy(8) = G,(5)G; (U (5) = G,(5) G, (U (8)
Pertanto:

Y(s)

U(s ~ G(9G,(9)

Lafunzione di trasferimento del sistema costituito dalla cascata di due sottosistemi e quindi
data dal prodotto delle due funzioni di trasferimento parziali.

Sistemi in parallelo

Due sistemi s dicono in paralelo se hanno lo stesso ingresso, mentre le loro uscite s
sommano (algebricamente) per determinare |’ uscita del sistemarisultante.

Graficamente si hala seguente situazione:

Y
G, (9
U Y
—> e
+
Yo
Gy9)

Fig. 5: Blocchi in parallelo

La funzione di trasferimento dall’ingresso comune ai due sistemi all’uscita si ottiene come
segue:

Y(9) = Y(9)+ Y5(9) = Gy(9U(9) + Go(9)U(8) = [Gy(9) + Go(9)]U ()
Pertanto:

P. Rocco - Dispense di Automatica Lez.5-2



Y(s)
U(s)
La funzione di trasferimento del sistema costituito dal parallelo di due sottosistemi e quindi

data dalla somma algebrica delle due funzioni di trasferimento parziali, ciascuna presa con il
segno con cui la sua uscita entra nel nodo sommatore.

=Gy(9+Gy(9

Sistemi in retroazione

Due sistemi s dicono connessi in retroazione quando I'uscita del primo e I'ingresso del
secondo, mentre I'uscita del secondo s somma o S sottrae ad un ingresso esterno per
determinare |’ ingresso del primo sistema.

Si hanno quindi due possibili schemi di connessione:

U+ _ U Y, Y
—_)I_g?—l> G, (s)  le >
Y, U,

G,(s)

Fig. 6 : Blocchi in retroazione positiva

U+_ U

>0 G() | o >

Y, U,

G,(s)

Fig. 7 : Blocchi in retroazione negativa

In entrambi i casi:
G;: funzione di trasferimento dellalinea di andata
G,: funzione di trasferimento dellalinea di retr oazione

Consideriamo il caso di retroazione positiva e calcoliamo la funzione di trasferimento
dall’ingresso U all’uscita Y:

Y(9) =Yy(8) = G(IU4(8) = G(I[U(5) + Ya(5)] = Gy(9)[U(9) + Gy(9)U,(9)] =
=G,(9[U(9+G,(9Y(9)] = Gy(IU(9) + G, (5)G,(9Y(9)
P. Rocco - Dispense di Automatica Lez.5-3



Pertanto:

Y  G(9
U(s) 1-G(9G,(9)

Analogamente, nel caso di retroazione negativa:

Y(9) =Yy(s) = G(IU4(s) = G(I[U(5) = Ya(5)] = Gy(9)[U(9) — Gy(s)U,(9)] =
=G(9[U(9-Gy(9Y(9)] = Gy(IU(9) - G,(9G,(9Y(9)

e quindi:

Y G
U(s) 1+G(9G,(9)

La funzione di trasferimento G;(s)Gx(s) prende il nome di funzione di trasferimento
d’ anello.

La regola per trovare la funzione d trasferimento del sistema complessivo (sistema in anello
chiuso) e quindi la seguente :

Y(s) f.d.t. lineadi andata — ! retroazione positiva
U(s)  1¥Ff.d.t. danelo + : retroazione negativa

P. Rocco - Dispense di Automatica Lez.5-4



Stabilita degli schemi di inter connessione

Sistemi in cascata
Siano:

N9 Ny
Gy(s) = Dy(9) " G,(9) = D,(9)

le funzioni di trasferimento del due sistemi in cascata, espresse come rapporti di polinomi.

20

Lafunzione di trasferimento del sistema complessivo sara quindi:
_ Ny(s) Ny(s)

D,(s) D,(s)
Il denominatore di G(s) € dato dal prodotto dei denominatori delle funzioni di trasferimento

parziai: ne consegue che i poli del sistema complessivo sono la riunione dei poli dei due
sottosistemi in cascata. Pertanto:

G(s) =G;(9G,(9)

Un sistema costituito dalla cascata di due o piu sottosistemi e asintoticamente stabile se e
solo selo sono tutti i sottosistemi che compongono la cascata.

Il precedente ragionamento non prevede la possibilita che vi siano radici di N; uguali aradici
di D, oradici di N, uguali aradici di D;, ossia che intervengano cancellazioni tra poli di una
funzione di trasferimento e zeri dell’altra. Se viceversa tali cancellazioni avvengono, occorre
porre attenzione a fatto che i poli cancellati siano o meno a parte reale negativa (ossia nel
semipiano sinistro).

Se infatti tutti i poli cancellati sono nel semipiano sinistro, non hanno alcun ruolo nel
determinare |’ asintotica stabilita del sistema complessivo, che viene ovviamente a dipendere
dai poli non cancellati. Se invece almeno uno dei poli cancellati non é nel semipiano sinistro,
mentre tutti i poli non cancellati 10 sono, si sarebbe indotti a ritenere che il sistema risultante
sia asintoticamente stabile (il denominatore della funzione di trasferimento ottenuto a seguito
delle cancellazioni presenterebbe tutte radici nel semipiano sinistro). In realta una situazione
di questo tipo corrisponderebbe alla presenza di una instabilita (o, comungue, non asintotica
stabilitd) interna: a seguito di una sollecitazione impulsiva all’ ingresso, seppure la variabile di
uscita del sistema s riporta, esaurito il transitorio, al valore di riposo, atre variabili interne
possono crescere indefinitamente, 0 comungue non ritornare al valore di riposo.

Concludiamo quindi che la precedente affermazione sulla stabilita dei sistemi connessi in
cascata e in realta valida, facendo riferimento a concetto di stabilita interna, anche in
presenza di cancellazioni trapoli e zeri.
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Sistemi in parallelo
Siano:

_ Nl(S) _ Nz(s)
Gy(9) = Dy(9) " G,(9) = D,(9)

le funzioni di trasferimento dei due sistemi in paralelo. La funzione di trasferimento del
sistema complessivo sara quindi (i segni con cui avviene la somma sono irrilevanti ai fini
della stabilitd):
Ni(s)  Ny(s)  N;(s)Dy(5)+ N,(s)Dy(s)

G(9=Gy(9+Gy(8)=——~+ =

1 2 Dy(s)  D,(s) Dy(s)D,(s)
Anche in questo caso, il denominatore di G(s) € dato dal prodotto dei denominatori delle
funzioni di trasferimento parziali: ne consegue che i poli del sistema complessivo sono la
riunione dei poli dei due sottosistemi in cascata. Pertanto:

Un sistema costituito dal parallelo di due o piu sottosistemi € asintoticamente stabile se e solo
se lo sono tutti i sottosistemi che compongono il parallelo.

Un ragionamento analogo a quello sviluppato per i sistemi in cascata consente di concludere
che |’ affermazione e valida, con riferimento al concetto piu generale di stabilitainterna, anche
in presenza di poli comuni tra le due funzioni di trasferimento (ovvero radici comuni di D; e
D,, che comportano cancellazioni).

Sistemi in retroazione
Siano:

Nl( 9

_ Nz(s)
Gy(s) = Dy(9) " G,(9)

T Dy(9)

le funzioni di trasferimento dei due sistemi in retroazione. La funzione di trasferimento del
sistema complessivo sara quindi:

Nl(S)
G(s) = Gl(s) — Dl(s) _ Nl(S) Dz(s)

Dy(s) Dy(s)
con |’ opportuno segno a seconda che si tratti di retroazione positiva o negativa.
Pertanto i poli del sistemain anello chiuso sono le radici del denominatore:
Dy1(9)D,(s) F N1 ()N, ()

e non hanno nessuna relazione precisa con le radici dei polinomi D1 e D, ossiacon i poli dei
due sottosistemi interconnessi. Pertanto:

Per un sistema cogtituito dalla retroazione di due sottosistemi non si puo affermare nulla
sulla asintotica stabilita del sistema in anello chiuso a partire dalla asintotica stabilita o
meno del due sistemi interconnessi.
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Esercizi

Esercizio 5.1

Si calcoli lafunzione di trasferimento da u ay per il sistema descritto dal seguente schema a
blocchi:

G 1 (S) T G2 (S) 7*)§\—>

T

Si calcoli il legame, in termini di funzioni di trasferimento dagli ingressi u e w all’ uscitay per
il sistema descritto dal seguente schema a blocchi:

G,(s)

G,(s)

Esercizio 5.2

w
G (s)
G (s) 8
1
U
Lo
G,(s)
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Traccia delle soluzioni

Esercizio 5.1
Risolvendo lo schema a blocchi si ottiene:
Y(s) _ Gy(9) Gy(9)

u(s) ( )1+Gz(s) o )1+G4(s)

Esercizio 5.2
Risolvendo lo schema a blocchi si ottiene:

Gy(8)+Gy(9) U(s)+ Gs(s)

9509+ a5 TG0+ 65

P. Rocco - Dispense di Automatica

W(s)

Lez.5-8



Lezione 6

Risposta in frequenza



Risposta sinusoidale

Consideriamo un generico sistemadinamico lineare, di funzione di trasferimento G(s):

U Y

— G(g) |

Fig. 1: Un sistema dinamico lineare
ed imponiamo il seguente andamento sinusoidale all’ingresso u
A ampiezza
u(t) = Asin(@t+¢) ®: pulsazione
¢. fase (inizide)

N AN

< -

S -

<- - - - >

Fig. 2 : Ingresso sinusoidale

Teoremadellarispostain frequenza

Se il sistema e asintoticamente stabile, esaurito un transitorio iniziae, anche I'uscita
sinusoidale, con la stessa pulsazione della sinusoide in ingresso, e risultain particolare:

y(t) = Bsin(®t +)
con

{B:AGU@H |
v=0+2G(jo)

dovej éI'unitaimmaginaria.

Risposta in frequenza
Si definisce risposta in frequenza la seguente funzione complessa della variabile reale w:
G(jm), ®>0.
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A partire dall’espressione della funzione di trasferimento, I'espressione della risposta in
frequenza s ottiene semplicemente sostituendo a s il prodotto jw, e limitando il campo di
variabilitadi o a valori positivi.

Per |"applicazione del teorema della risposta in frequenza, per i sistemi asintoticamente
stabili, occorre poi valutare il numero complesso G(jw) (e quindi il suo modulo e la sua fase)
in corrispondenza ad un particolare valore di o (ossia in corrispondenza ala pulsazione della

sinusoide in ingresso). Coerentemente con il significato assunto nel teorema, la variabile o
prendeil nomedi pulsazione.

Si osservi che la definizione di risposta in frequenza s da per tutti i sistemi lineari,
indi pendentemente dalla stabilita.

Esempio

Sia
10

G(s) = u(t) = 2sin(5t +0.3)
1+ s’

Il sistema e asintoticamente stabile, per cui il teorema e applicabile. L’ espressione della
rispostain frequenza é la seguente:

: 10
G(jo) = o

Siamo interessati a valutare la risposta in frequenza in corrispondenza della pulsazione w=5,
ed in particolare il modulo e lafase del numero complesso risultante:

o(j5) - | 10 | 10
1+ j5 |1+154 \/1+25 TV26

. 10 .
£G(j5) = zer = £10— £(1+ j5) = 0—arctan(5) = —1373

=1961

In base a teorema dellarispostain frequenza, risultera quindi, atransitorio esaurito:

= 2|G( j5)|sin(5t + 03+ £G( j5)) = 3922sin(5t - 1073) .
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Rappresentazione grafica dellarisposta in frequenza

Come tutte le funzioni, la risposta in frequenza e suscettibile di rappresentazione grafica.
Occorre tuttavia considerare la risposta in frequenza e una funzione complessa della variabile

reale m. Sono allora utilizzabili varie forme di rappresentazione grafica, trale quali assumono
rilevanzale seguenti due:

Diagrammi polari

Per ogni valore di o s riporta il punto nel piano complesso G(jw). Congiungendo i punti si
ottiene unalinea che prende il nome di diagramma polare.

A
Im

o) g

G(jo,)

Re

N
>

Fig. 3: Diagramma polare

Diagrammi Cartesiani

Si tratta di una coppia di diagrammi, che rappresentano il modulo e la fase della risposta in
frequenza rispetto alla pulsazione o:

MG(w)

\/8

Ny,

arg G(jo)

\/8

Fig. 4 : Diagrammi Cartesiani
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Diagrammi di Bode

| diagrammi di Bode sono una coppia di diagrammi Cartesiani dellarispostain frequenza, in
cui le scale degli assi dell’ascissa e dell’ ordinata sono scelte secondo un opportuno criterio
chefacilitail tracciamento dei diagrammi.

Sia nel diagramma del modulo che nel diagramma della fase I’ asse delle ascisse (ossia I’ asse
delle pulsazioni) é in scala logaritmica. La distanza tra due generici punti che rappresentano
le pulsazioni w; e m, & proporzionale alla differenzatrai logaritmi di w; € w,. In atre parole,
date quattro pulsazioni my, oy, w3 € w4 tali che:

®2 _®4
o o3
la distanza sulla scala logaritmicatram; e m, € uguale alla distanzatra wz e wy:

Fig. 5: Scala logaritmica

In particolare la distanza tra due pulsazioni aventi rapporto pari a dieci prende il nome di
decade:

0.1 1 10 100 1000 ®

' decade
—
Fig. 6 : Decadi

Nel diagramma del modulo si rappresenta sull’ asse delle ordinate il modulo in decibel, ossia
il logaritmo in base 10 del modulo, moltiplicato per il fattore 20:

Gl jo)| , = 20l0g30/G( ja)

| valori del modulo in decibel vengono poi rappresentati su una scala lineare. Pertanto il
diagramma del modulo viene tracciato su una carta semilogaritmica:
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modulo in dB

ffffffffffffffffffffffffffff

pulsazione (rad/s)

Fig. 7 : Diagramma del modulo in carta semilogaritmica

Nel diagramma della fase s rappresenta sull’ asse delle ordinate la fase della risposta in

frequenza in gradi, su scala lineare. Anche questo diagramma va quindi tracciato su carta
semilogaritmica

fasein gradi

ffffffffffffffffffffffff

pulsazione (rad/s)

Fig. 8: Diagramma della fase in carta semilogaritmica
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Diagramma di Bode del modulo

Per una generica funzione di trasferimento:
_ i Hi (1+ ST )
$9 I, (1+st,)
il modulo dellarispostain frequenza assume I’ espressione:
w1, 1+ jor
lj? Hk|1+ jwrk|

Il modulo in decibel si scriveraquindi come:

G(9)

G(jw)|=

, . 1
|G( J(‘))|dB = 20|0910|G( 103)| = 20log ||+ 20I0g10w

1
+Zi 20Ioglo|1+ jor; | + Zk 20log; W
k

Vediamo come si tracciano i diagrammi dei singoli addendi di questa somma.

Guadagno
G(9=p = [Gljo)|,,=20logyly] T e
Si tratta di unaretta orizzontale. i -
Esempi: @ | L
M::LOO = |““|de40 qob - oo i
u=-10 = |H|ds=20 . R
=01 = |u=-20 o a9 ’
Fig 9: Diagr. del modulo del
guadagno
Zeri epoli nell’origine w©
G(s):i = |G(j(o)| =20log i:—209Iog ® 20 N
9 dB 1O|jm|g 10 ~ Ny S
Si tratta di una retta di pendenza —20g dB/decade, che taglia ®© S Z D N
I’asse a0 dB per m=1. W - e NG
Si dice anche che laretta ha pendenza—g. - LN
0.1 m(r%id/s) 10
Fig 10 : Diagr. del modulo di zeri/poli
ins=0
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30

Zeri e poli reali

p| L
G(9=(1+s)™ = L Gy e

10F - - = 5 T T T T T T T
6(jo)] , = +20l0gso[L+ jart| = +2010g3V 1+ wc? e B L
oI L
A L SNpendenza-1
-20 T T T B B B o R I

Per facilitare il tracciamento a mano s introducono i diagrammi
asintotici.

-30

20|Oglo 1: O (0] S ]/|T| ot v w(rlai/s) °

Gljo), = ‘111 Di -
| (J )|dB {i20|0910|60’5| o> 1N F|911.FI)Do||zia/gzgrid<:Iealrniodulod|

L’ errore massimo tra diagramma vero ed asintotico si ha per w=1/t|, e vale 20log, V2 =~ 3dB.

Il diagramma e del tutto indipendente dal segno di .

Se vi sono piu zeri (poli) reali coincidenti, i diagrammi si sommano.

Zeri e poli compless e coniugati

[ &
G(s) = [(1+ st)(1+ st)| :[1+ 2i S+ in =
o, o,

2 2

i _ o 2@

Gljo) 4 = 2010955 (1— o ]Z +4( o

| diagrammi asintotici S tracciano sostituendo a due zeri (poli) due zeri (poli) reali

coincidenti alla pulsazione oy, L’ approssimazione e buona solo per valori di [C| elevati (|| >
0.5). Il diagramma non dipende dal segno di C.

Zeri Poli
60 40
Im o LRG0
0 - - - - -
"{——Risonanza '
= 20 e e
o | G=cos(e) ‘R
\/ o Re a8
XK o= - ] B NG
o, B e I ] e
-40 -
01 o, 1 10 0.1 o, 1 10
o (rad/s) o (rad/s)

Fig.12 : Diagrammi del modulo di poli/zeri complessi e coniugati
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Esempio di tracciamento

_10_1-s
s (140192
(1) (2) (3) (4)

|G(jm)| = 20l0g,,[10+ 20l0g 1, 20l0g;0/1- ja+20l0g _
Sommando i singoli addendi s ottiene il diagramma asintotico di Bode del modulo della
rispostain frequenza:

40

20

dB

20 T TN NN T

‘ ‘ o (4) I
10-1 100 101 102 103
rad/s

Fig. 13: Diagramma di Bode del modulo
Per il tracciamento veloce del diagramma asintotico del modulo, ci s puo servire delle
seguenti regole pratiche:
1. A bassa frequenza (o — 0) il diagramma giace sulla retta di pendenza —g, passante per il
punto [ =1(Glgg =[5 |-

2. Ad ogni pulsazione corrispondente a p poli (zeri) reali, la pendenza diminuisce (aumenta)
di p unita

3. Ad ogni pulsazione corrispondente ala pulsazione naturale di p coppie di poli (zeri)
complessi e coniugati, la pendenza diminuisce (aumenta) di 2p unita.

4. Lapendenzafinale é pari a numero degli zeri meno il numero dei poli (regoladi verifica).
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Diagramma di Bode della fase

Per una generica funzione di trasferimento:

_ i Hi (1+ Sti)
$9 I, (1+st,)
lafase dellarispostain frequenza assume |’ espressione:

1 1
(jo)® 1+ joty

G(9)

£G(jo) = Zu+ £ + 2, A1+ jor )+ 2, £

Vediamo come si tracciano i diagrammi dei singoli addendi di questa somma.

Guadagno
G(s) £G(jo)=« 0 n=0 )
ST = LBUOIE AU 150 p<o °
Si tratta di unaretta orizzontale. T
o w(r;i/s) 0
Fig. 14 : Diagr. della fase del
guadagno
Zeri e poli nell’ origine B st
1 wop - - o ool ooty
Gle)=— = Lo
sd ,
£6(jo) = £—5=-4j0)’ =-g4(jo)=-g-9° S S
(J(D) o
S tratta di una retta orizzontale. Ad esempio un polo =9, i "
 (rad/s)

nell’origine (g=1), ossia un integratore, da un contributo di
fase costante pari a—90°.
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Zeri e poli reali

G(9=(1+s)! = @
) .+ .
2G(jo) = £(1+ jor) = +£(1+ jor) = arctan(wr) ;
Per facilitare il tracciamento a mano s introducono i “ o
diagrammi asintotici. . o

40 o o
4G(j03)“{ oYt e II‘IIIIII

+/(jot) o>/

-108.01 0.‘1 Y| ;. 16 100
Il diagramma dipende dal segno di 1. Infati: o
Fig. 16 : Diagr. della fase di
A( _ ) 90 >0 zeri/poli reali
9U=190r 1<0
Se vi sono piu zeri (poli) reai coincidenti, i diagrammi si sommano.
Zeri e poli compless e coniugati
2
[ = (2,
3 £l L. s oy o |
G(9) =[(1+st)(1+ 7)) _[1+2 S+ 2J = £G(jo)=+arct 5
©On ®n 1_(07
wnz J

| diagrammi asintotici s tracciano sostituendo a due zeri (poli) due zeri (poli) real
coincidenti alla pulsazione wy. L’ approssimazione & tanto migliore quanto pit piccoli sono i
valori di |C|. Il diagramma dipende dal segno di .

Zeri con > 0, Poli con { <0 Zeri con{ <0, Policon{>0

200

-50

2100k -t 4 vanme oo o o Lo S Lo
ool Gradi

-150

(= = L L -200 . . s
0.01 01 @ 1 10 100 0.01 0.1 o, 1 10 100
o (rad/s) o (rad/s)

Fig. 17 : Diagrammi della fase di zeri/poli complessi e coniugati
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Esempio di tracciamento

g 10 1-s
S (1+019)?
e
Z/G(jo) = 210+ . A1~ jo)+ Lm

Sommando i singoli addendi s ottiene il diagramma asintotico di Bode della fase della
rispostain frequenza:

90

: @
ef@ iy o L
3 S D 0 A SO
180l - L ‘::333(4)3
| L L L
-360 ‘

10-1 100 101 102 103

Fig. 18 : Diagramma di Bode della fase

Per il tracciamento veloce del diagramma asintotico della fase, ci s pud servire delle
seguenti regole pratiche:

1. A bassa frequenza (v — 0) il diagramma giace sulla retta orizzontale di ordinata
Zu—goce.

2. Ad ogni pulsazione corrispondente a p zeri reali nel semipiano sinistro o p poli reali nel
semipiano destro, il diagramma ha un salto positivo di p90°.

3. Ad ogni pulsazione corrispondente a p zeri reali nel semipiano destro o p poli reai nel
semipiano sinistro, il diagramma ha un salto negativo di p90°.

4. Ad ogni pulsazione corrispondente alla pulsazione naturale di p coppie di zeri complessi e
coniugati nel semipiano sinistro o p coppie di poli complessi e coniugati nel semipiano
destro, il diagramma ha un salto positivo di p180°.

5. Ad ogni pulsazione corrispondente alla pulsazione naturale di p coppie di zeri complessi e
coniugati nel semipiano destro o p coppie di poli complessi e coniugati nel semipiano
sinistro, il diagramma ha un salto negativo di p180°.
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Regolo dellefas

Per il calcolo preciso dellafase di unarispostain frequenza ad una determinata pulsazione ®,
assumendo la funzione di trasferimento dotata solo di poli o zeri reali (o di poli e zeri
complessi ad elevato smorzamento, approssimati con poli e zeri reali), occorrera calcolare la
seguente espressione:

£G(j®) = £u— g90°+Y., arctan(1+ jor; ) - X, arctan(1+ j@ry )
dove gli arcotangenti sono espressi in gradi.

Volendo evitare il calcolo delle funzioni arcotangenti si pud utilizzare uno strumento di
calcolo manuale, detto regolo delle fasi, costituito da un righello sul quale sono tabulati i
valori dellafunzione arcotangente.

| | il | |
89 /5 5040 15 1

45 decade

Fig. 19: Regolo dellefasi

L’ uso del regolo € molto semplice:

1. S verifica, anzitutto, che |I’ampiezza della decade riportata sul regolo sia congruente con
I"'ampiezza della decade della carta semilogaritmica sulla quale s sta tracciando il
diagramma di Bode;

2. S posiziona il regolo lungo I'asse delle pulsazioni, con la freccia (dei 45°) in
corrispondenza della pulsazione ®;

3. Per ciascun polo o zero di costante di tempo 1, si individua sull’asse delle pulsazioni il
valore 1/[t| e si leggeil valore riportato sul regolo in corrispondenzadi tale pulsazione;

4. Si sommano i contributi cosi ricavati, avendo cura di attribuire a ciascun contributo il
giusto segno (a seconda che si tratti di un polo 0 uno zero e che esso s trovi nel semipiano
destro o sinistro);

5. S sommail contributo £ — g90°.
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Azionefiltrante dal sistemi dinamici

Per i sistemi dinamici lineari asintoticamente stabili si e visto che la risposta in frequenza
consente di calcolare larisposta a transitorio esaurito aingressi sinusoidali. Questo risultato si
puo estendere a categorie di ingressi pit generali.

Ingressi periodici
Si consideri un ingresso periodico u(t):
uit+T)=u(t), Vt.

Sotto ipotesi molto generali, tra cui |’ assolutaintegrabilita nel periodo,

JT|u(t)|dt <o,
0
e noto cheil segnale é suscettibile di sviluppo in serie di sinusoidi (seriedi Fourier):
U(t):UO'i‘iU CO#n(Dot'i‘(P ), (O} :z—n.
n n T

n=1

| coefficienti Uy, e @, prendono il nome di coefficienti di Fourier di u ed il loro calcolo non é
qui riportato.

Risulta allora che, esaurito un transitorio, anche I’ uscita & periodica, con lo stesso periodo
dell’ingresso, e si puo scrivere:

y(t) =Y, + zYn cos(nwot + ),
n=1

con.
{Yn = |G(JI‘I(00)|Un .
Vn=®n +LG(]I’I(1)0)

In dtre parole il teorema della risposta in frequenza vale per tutte le sinusoidi in cui é
scomponibileil segnale di ingresso.

Ingressi aperiodici

Si consideri un ingresso aperiodico u(t):

AT:u(t+T)=u(t), Vt.

Sotto ipotesi molto generali, tra cui I’ assoluta integrabilita del segnale,

[ lu]t <o,

e noto cheil segnale é suscettibile di sviluppo inintegrale di sinusoidi (integrale di Fourier):

u(t) = [ U(w) cos(wt + g(w))do .
0
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Le funzioni U(w) e ¢(w) costituiscono la trasformata di Fourier di u ed il loro calcolo non e
qui riportato.

Risulta allora che, esaurito un transitorio, anche I’uscita € esprimibile con un integrale di
Fourier:

oo

y(t) = j Y(o) cog(ot + y())dw ,
0

con:
{Y(w) =[G(jo)U()
V(o) = ¢(w) + £G(0)

In atre parole il teorema vale per tutte le sinusoidi in cui € scomponibile il segnale di
ingresso.

La risposta in frequenza consente quindi di calcolare la risposta a qualsiasi ingresso, poiché
determina come s modificano le componenti armoniche dell’ingresso. In questo senso un
sistema dinamico asintoticamente stabile si pud vedere sempre come un filtro.

Particolare rilevanza assume una tipologia di filtro che prende il nome di filtro passabasso.
Si tratta di un sistema dinamico asintoticamene stabile, che per semplicita considereremo a
guadagno unitario, caratterizzato da un modulo della risposta in frequenza del tipo di quello
riportato in figura:

0 IG(®)|e

0, .

Fig. 20 : Diagramma del modulo di un filtro passabasso
Serisulta
G(j®) 5 <3 Yo,

ossia se il sistema non presenta risonanze, definiamo banda passante dd filtro I'insieme di
pulsazioni:

{0|6(jw) 5 > -3} =[0,0p],

con oy, estremo superiore della banda passante.

Un filtro passabasso, quindi, lascia passare le armoniche le cui pulsazioni sono interne ala
sua banda passante ed attenua le altre.
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Esercizi

Esercizio 6.1

S scriva |’espressione dell’andamento di regime dell’uscita y(t) del sistema dinamico
descritto dallafunzione di trasferimento:
1
G(s)=——
( ) S+2
soggetto all’ingresso u(t) = 3 sin(t).
Esercizio 6.2

Si dica se e possibile che, a transitorio esaurito, I’ uscita di un sistema asintoticamente stabile
soggetto all’ ingresso:

u(t) =sin(t)+sin(2t)
assumal’ espressione:
y(t)=Bsin(3t+p),

con B e 3 costanti opportune.

Esercizio 6.3

Si traccino i diagrammi di Bode asintotici del modulo e della fase per 1a seguente funzione di
trasferimento:

10
G(s)=————+—
(9 (1+01s)(1+5)
Esercizio 6.4

Si traccino i diagrammi di Bode asintotici del modulo e della fase per 1a seguente funzione di
trasferimento:

1+s
S)=
( ) 1-01s
Esercizio 6.5

Si traccino i diagrammi di Bode asintotici del modulo e della fase per 1a seguente funzione di
trasferimento:

10
G(s)=—— —
(s) 2 +02s+1
Esercizio 6.6

Si traccino i diagrammi di Bode asintotici del modulo e della fase per 1a seguente funzione di
trasferimento:
G(s) = 1000

(1+01s)(1- s)(1+10s)
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Traccia delle soluzioni

Esercizio 6.1
Utilizzando il teorema dellarispostain frequenza, si ottiene, a transitorio esaurito:

y(t)=3G(j) sinft +arg(G())]

Poiché:

) 1
G(j)=— ,
(i) 2]

s ha

G(j) = % arg(G(j)) = —arctan(0.5) = -0.464 |,
da cui:

y(t):%sin[t—o.464] .

Esercizio 6.2

Non e possibile, in quanto, in base a teorema della risposta in frequenza ed al principio di
sovrapposizione degli effetti, |'uscita sara una combinazione lineare di due sinusoidi di
pulsazioni 1 e 2 rad/s.

Esercizio6.31

Diagramma di Bode - Modulo
20 = .

-20+
dB

40+

I I
101 100 101 102
w (rad/s)
Diagrammadi Bode - Fase

50}

-100 -

gradi
-150+

-200 ! !
101 100 101 102
w (rad/s)

1 Nelle figure sono riportati, con linea tratteggiata, anche i diagrammi di Bode esatti.
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Esercizio 6.4

Esercizio 6.5

Esercizio 6.6

20

Diagramma di Bode - Modulo
T

15F

101
dB

200

100

w (rad/s)

Diagramma di Bode - Fase
T

101

150 -

100 -

gradi
50+

w (rad/s)

101

102

50

Diagramma di Bode - Modulo
T

100
w (rad/s)

Diagramma di Bode - Fase

102

100

w (rad/s)

Diagramma di Bode - Modulo
T

102

-100

‘
100

102 101 101
w (rad/s)
Diagrammadi Bode - Fase
0
-50+ < -7 4
gradi
-100 L L L
102 101 100 101
w (rad/s)
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Lezione 7

Requisiti di un
sistemadi controllo



Componenti di uno schemadi controllo

Esaurita |la trattazione dei sistemi dinamici, si torna ora al problema di controllo, che aveva
dato origine a tale studio. In figura € riportata la struttura tipica di un sistema di controllo in

retroazione:
i d, i d,
y’ u m y
— 1 C A S >
C
T
Fig. 1: Sstema di controllo completo di strumentazione
dove:

S sistema sotto controllo (o processo)
T: trasduttore

A: attuatore

C: controllore (o regolatore)

Sistema sotto controllo

E I'oggetto dello studio delle precedenti lezioni. Su di s interviene attraverso la
variabile manipolabile m ed il suo comportamento e influenzato dal disturbo d,. La sua uscita
e lavariabile controllatay. Se il sistema € lineare, le sue proprieta dinamiche possono essere
espresse per mezzo di due funzioni di trasferimento?:

¥(s) = P(s) m(s) + H(s) di(s).

Trasduttore

E lo strumento che misura una grandezza fisica del sistema sotto controllo (la variabile
controllata y) e ne invia la misura ¢ a controllore, in una forma compatibile con la sua
tecnologia. E' generalmente caratterizzabile con due proprieta, precisione e ripetibilita.

Si puo distinguere tra precisione statica (atransitorio esaurito il segnale che esprime lamisura
della grandezza € proporzionale a valore assunto dala grandezza stessa) e precisione
dinamica (velocita del transitorio con il quale lo strumento reagisce a variazioni nella

1 ndicheremo con lo stesso simbolo una variabile funzione del tempo e la sua trasformata di Laplace.
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grandezza misurata). La ripetibilita invece e la proprieta per cui il comportamento del
trasduttore, sia statico che dinamico, non varianel tempo.

Se il comportamento dinamico del trasduttore € approssimabile a quello di un sistema
dinamico lineare, la relazione che intercorre tra le trasformate della grandezza controllatay e
dellamisura c & esprimibile per mezzo di unafunzione di trasferimento e puo essere affetta da
un disturbo:

c(s) = T(S) y(s) +dr(s)

Seil trasduttore e ripetibile, T(s) non varia nel tempo. In tal caso & anche possibile individuare
un andamento desiderato della misura c°, elaborando con un sistema di funzione di
trasferimento T(s) |I’andamento desiderato y°:

c°(8) = T() Y*(9)-

Attuatore

L’ attuatore traduce |’ azione di controllo elaborata dal controllore, ed espressa dalla variabile
di controllo u, in un’ azione efficace sulla variabile manipolabile m. Ad esso e quindi di norma
associato uno stadio di amplificazione di potenza ed eventualmente di conversione di potenza
(s pensi ad un motore elettrico che converte potenza elettrica in potenza meccanica).

Anche per gli attuatori ipotizzeremo un comportamento dinamico lineare affetto da disturbo,
per cui:

m(s) = A(S) u(s) +da(s).

Controllore

Il controllore riceve in ingresso la misura c della variabile controllata ed il relativo segnale di
riferimento c°. Dovendo rendere questi due segnali quanto piu possibile simili, & naturale che
il controllore agisca sullaloro differenza, ossia sull’ errore e; = ¢® — c. Ipotizzeremo che anche
il controllore abbia un comportamento dinamico lineare, per cui s avra:

u(s) = R(s) &(s).

Alla luce delle precedenti considerazioni, siamo in grado di riformulare un problema di
controllo sullabase di uno schemaa blocchi di sistemi dinamici lineari:
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+A 4+ T(S)
d,

Fig. 2 : Sstema di controllo lineare

Ipotizzeremo le funzioni di trasferimento P(s), H(S), T(s) e A(s) date, insieme con |’ andamento
del segnale di riferimento y°. L’incognitadel problema saralafunzione di trasferimento R(s).
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Formalizzazione del problemadi controllo

Lo schemaablocchi di Fig. 2 puo essere semplificato osservando che |’ effetto dei due disturbi
d, e da in linea di andata equivale all’ effetto di un unico disturbo d riportato direttamente
sull’ uscita del processo:

d(s) = P(s) da(s) + H(s) du(s).
Inoltre osserviamo che:

dove:
n(s)=T(s) td(s).

Si ottiene quindi lo schema a blocchi riportato di seguito:

d
Yy 79 1 re 1 A | Hre | 27>
In

Fig. 3: Prima elaborazione del sistema di controllo

A questo punto, sfruttando la commutativita del prodotto tra funzioni di trasferimento, si puo
ulteriormente semplificare lo schema a blocchi:

d

Y4 R(S) ce| ¥t

M
A
+T +
n
Fig. 4 : Seconda elaborazione del sistema di controllo

con:
G(s) = T(s) P(s) A(s).
Infine, unaterza elaborazione porta a seguente schema:
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L(s) >

<

+T1
n

Fig.5: Terza elaborazione del sistema di controllo

dove:
L(s) = R(s) G(9).

Si osservi che L(s) elafunzionedi trasferimento d’anello del sistema.

L’ obiettivo ideale y = y° non é realizzabile, a causa dei limiti connessi alla dinamica del
sistema sotto controllo, dell’ attuatore e del trasduttore. Si definiscono allora una serie di
requisiti cheil progetto del controllore dovra soddisfare:

Stabilita:

Precisione statica:

Precisione dinamica:

Intensita dell’ azione di controllo:
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Il sistemain anello chiuso deve essere asintoticamente
stabile, atrimenti qualsiasi perturbazione agente in
gualsass punto dell’anello s amplificherebbe
indefinitamente.

A regime, a seguito di assegnate perturbazioni (a
scalino, a rampa ecc.) degli ingress, |'errore tra
riferimento e variabile controllata deve essere nullo,
oppure inferiore ad una soglia prefissata.

La variabile controllata deve inseguire le variazioni del
riferimento, e reagire a perturbazioni sui disturbi, con
sufficiente rapidita, e senza manifestare comportamenti
oscillatori.

A causa dei limiti di funzionamento lineare degli
attuatori, oltre che per non danneggiare gli attuatori
stessi, occorre evitare che la variabile di controllo
subisca brusche variazioni 0 assuma valori eccessivi.
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Lezione 8

Stabilita dal
sistemi di controllo



Poli di un sistema di controllo

Riprendiamo lo schema a blocchi di un sistemadi controllo in retroazione:

d

Y+ LS + +);

+T§-
n

Fig. 1: Sstema di controllo

Essendo la stabilita una proprieta del sistema, indipendente dagli ingressi, possiamo
considerare il sistemadi controllo privo dei disturbi:

y° y
3 L(9

A\

Fig. 2: Sstema di controllo privo di disturbi

Espressalafunzione di trasferimento d' anello come rapporto di polinomi:

N(s)
L(S)=m,
lafunzione di trasferimento day® ay assume |’ espressione:
N(Y
os) L D N
(s 1+L(9 1 N(s) ~ N(s)+D(s)
L
D(s)

Definiamo il denominatore di questa funzione di trasferimento polinomio caratteristico in
anello chiuso:

2(s)=N(s)+D(9).
Leradici di tale polinomio sono quindi i poli del sistemain anello chiuso.

Pertanto il sistema in anello chiuso € asintoticamente stabile se e solo setutteleradici del
polinomio caratteristico hanno partereale negativa.
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Esempio
Sia
L(S)=& _
S+ +5+1
Poiché il polinomio caratteristico in anello chiuso:
2= —5+1+ 5+ +5+1=5"+25°+2

non soddisfa la condizione necessaria perché le sue radici abbiano tutte parte reae negativa, il
sistemain anello chiuso non e asintoticamente stabile.

Se nel formare il prodotto L(s) tra R(s) e G(s) intervengono cancellazioni tra poli (o zeri) di
R(s) e zeri (0 poli) di G(s), i poli cancellati non compaiono pit come radici del polinomio
caratteristico. Ricordando tuttavia la discussione fatta nella Lezione 5 riguardo gli effetti delle
cancellazioni tra poli e zeri sulla stabilita dei sistemi interconnessi, osserviamo che, sei poli
cancellati non hanno parte reale negativa, il sistema nel suo complesso non puo dirsi
asintoticamente stabile, da momento che nasce una instabilita (o, comungue, una non
asintotica stabilita) interna.

Poiché zeri e poli della funzione di trasferimento G(s) sono da ritenersi assegnati, le
considerazioni precedenti conducono alle seguenti conclusioni:

a) Seil sistema sotto controllo G(s) ha un polo a parte reae positiva o nulla, tale polo non
puo essere cancellato da un corrispondente zero di R(S).

b) Seil sistema sotto controllo G(s) ha uno zero a parte reale positiva o nulla, tale zero non
puo essere cancellato da un corrispondente polo di R(S).
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Il criterio di Nyquist

I criterio di Nyquist € un criterio grafico di stabilita molto generale e di piu immediata utilita
del criterio del polinomio caratteristico ai fini dellasintesi del controllore.

In questo corso ci s limitera a dare I’enunciato del criterio, senza entrare in ulteriori
approfondimenti.

I criterio di Nyquist si basa sul tracciamento del cosiddetto diagramma di Nyquist associato
alla funzione di trasferimento d'anello L(s): s tratta del diagramma polare della risposta in
frequenza di L, orientato nel senso delle  crescenti, cui s aggiunge il simmetrico rispetto
all’asse reale del piano complesso. Occorre poi introdurre due quantita:

Pq: numero di poli a parte reale strettamente positivadi L(S)

N: numero di giri compiuti dal diagramma di Nyquist intorno a punto —1 dell’ asse reale,
contati positivamente in senso antiorario. Seil diagramma passa per il punto —1, N si dice
non definito.

Il criterio afferma cheil sistemain anello chiuso € asintoticamente stabileseesolose N e
ben definito erisulta:

N:Pd

Esempio
Sa
10
(1+9?
Il diagramma polare si traccia sulla base dei diagrammi di Bode asintotici (il modulo parte da

10 e decresce monotonicamente, la fase parte da O e decresce monotonicamente fino a —180°).
Dal diagramma polare € immediato tracciare il diagrammadi Nyquist:

Im

diagramma polare |

Fig. 3: Diagramma di Nyquist di L
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Si osservi che Py =0, e che il diagramma di Nyquist non compie giri intorno a punto -1, per
cui N = 0. Poiché N=Py il sistemain anello chiuso é asintoticamente stabile.

Per verifica, osserviamo che il polinomio caratteristico in anello chiuso éil seguente:
x(5) =10+ (1+ 9% = §? + 25+11,

ed ha entrambe le radici:

S =—1#j4/10

nel semipiano sinistro.

Seinvece:
10
(1+9°3 "’

il diagramma di Nyquist qualitativo si puo tracciare di huovo facilmente (si osservi che orala
fase dellarispostain frequenzaterminacon il valore —270°).

'punto -1

Im
o

diagramma polare

Re
Fig. 4 : Diagramma di Nyquist di L

Anche in questo caso P4=0, mentre per determinare il valore di N occorre stabilire dove s
trova il punto P in cui il diagramma attraversa |'asse reale. Tale punto pud essere
caratterizzato come quello in cui la parte immaginaria della rispostain frequenza si annulla o
come quello in cui la fase della risposta in frequenza vale —180°. Seguendo quest’ ultima
strada, e denominando , la pulsazione cui € associato il punto P, ricaviamo ay
dall’ equazione:

Z(jwp)=-180° = -3/(1+jo,)=-180° = actan(w,)=60° = 0,=3.
Poiché:
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iop)= ===t

:|1+jmp|3:( 1+m§,)3 8

il punto P s trova a sinistra del punto —1, attorno a quale il diagramma compie quindi due
giri in senso orario. Pertanto N = -2 # P4 ed il sistema in anello chiuso non € asintoticamente
stabile.

Per verifica, osserviamo cheil polinomio caratteristico in anello chiuso é il seguente:
v(9) =10+ (1+ 93 = ¥+ 35% + 3s+11,

ed hadue radici:

S, =007+ 186, s3=-315

nel semipiano destro.
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Il criterio di Bode

Si consideri nuovamenteil sistemain anello chiuso di Fig. 2.

Introduciamo le seguenti ipotesi sullafunzione di trasferimento d’ anello L(S):
1. L(s) non ha poli aparte reale positiva.

2. Il diagramma di Bode del modulo di L(jw) intersecal’ asse a0 dB una e una solavolta.

Diamo le seguenti definizioni:

Pulsazionecriticaw:: pulsazione ala quale il diagrammadi |L(jw)|ss taglial’asse a 0 dB,

ossia [L(jox)[=1;

Fasecritica ¢ : fase di L(jw) in corrispondenza della pulsazione critica, ossia
q)c:AL(jmc);

Marginedi fase ¢m: differenza tra 180° e la fase critica, presa in modulo, ossa
Om = 1800

Guadagno d’anello y, : guadagno (generalizzato) di L(s).

Il criterio di Bode afferma che il sistemain anello chiuso € asintoticamente stabile se e solo
seil guadagno d’'anello ed il margine di fase sono entrambi positivi:

{HL>O
dn>0
Esempio
Sa

10

(1+9?

Il diagramma di Bode asintotico del modulo di L é riportato in figura:
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30

1071 100 101
o (rad/s)

Fig. 5: Diagramma di Bode asintotico di |L|

La pulsazione critica vale m. = 3rad/s. La fase critica puo essere calcolata analiticamente o
con il regolo dellefasi. Risulta:

O =—2arctan(3) = —2x 72°=-144°,

Il margine di fase e quindi:

Om = 180°—0| = 36°> 0.

Poiché anche il guadagno danello (pari a 10) € positivo, il sistema in anello chiuso é
asintoticamente stabile, coerentemente con quanto determinato con il criterio di Nyquist.

Seinvece:
10
(1+9° "’

il diagramma asintotico del modulo di L é il seguente:
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101 100 101
o (rad/s)

Fig. 6 : Diagramma di Bode di |L|
Lapulsazione criticavale o, = 2 rad/ s. Lafase critica:
o =—3arctan(2) = —3x 64°=-192°.
Il margine di fase e quindi:
Om =180°-9|=—12°<0.

Pertanto il sistema in anello chiuso non e asintoticamente stabile, coerentemente con quanto
determinato con il criterio di Nyquist

P. Rocco - Dispense di Automatica Lez.8-8



Osservazioni sul criterio di Bode

1) Giustificazione
I criterio di Bode € un caso particolare del criterio di Nyquist: non € infatti difficile verificare
che nelle condizioni di applicabilita del criterio di Bode (che corrispondono a Py = 0), le

condizioni sul guadagno d’anello e sul margine di fase espresse dal criterio equivalgono a
garantire |’ assenza di giri del diagrammadi Nyquist intorno al punto —1 (N = 0).

Rispetto al criterio di Nyquigt, il criterio di Bode ha il vantaggio di richiedere il tracciamento
dei diagrammi di Bode, di norma piu agevole del tracciamento del diagrammadi Nyquist.

2) Uso del diagrammi asintotici

La pulsazione critica pud essere stimata con buona precisione utilizzando il diagramma di
Bode asintotico del modulo, a patto che non vi siano cambiamenti di pendenza nelle vicinanze
della pulsazione critica stessa. Occorre quindi tenere presente che piu vicini ala pulsazione
critica sono i cambiamenti di pendenza, piu inaccurata sarala stima della pulsazione critica.

Inoltre gli eventuali poli o zeri complessi e coniugati devono essere ad alto smorzamento,
altrimenti i diagrammi asintotici possono scostarsi sensibilmente da quelli reali.

3) Sistemi a fase minima

Un sistemadinamico s dice afase minima se ha guadagno positivo e tutte le singolarita (poli
e zeri) sono nel semipiano sinistro chiuso del piano complesso. Tale dizione deriva dal fatto
che, se s tracciano i diagrammi di Bode della fase di tutte le funzioni di trasferimento a
guadagno positivo e con poli nel semipiano sinistro chiuso, aventi 1o stesso diagramma del
modulo dellafunzione di trasferimento a fase minima, in quellaafase minimalafase s trova,
per ciascuna pulsazione, ad un valore di ordinata superiore (e quindi, se le fasi come spesso
avviene sono negative, lafase e piu piccolain modul o).

Per un sistema a fase minima, ad ogni polo corrisponde un decremento unitario della
pendenza del diagramma del modulo ed un decremento di 90° del valore della fase, e
viceversa per gli zeri. Ne consegue che il diagramma asintotico della fase s puo
immediatamente ottenere da quello del modulo, semplicemente moltiplicandone in ogni tratto
la pendenza per 90°.

Se dlorail diagramma asintotico del modulo, in corrispondenza a taglio dell’asse a0 dB ha
pendenza —1, e non vi sono cambiamenti di pendenza nelle immediate vicinanze della
pulsazione critica, allora lafase critica sara prossima al valore asintotico (—90°). Ne consegue
che il sistema in anello chiuso, essendo il margine di fase ampiamente positivo, sara
asintoticamente stabile.
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Diagramma di Bode - Modulo

o
¢

Diagramma di Bode - Fase

-100 |
100 101 102
o (rad/s)

Fig. 7 : Taglio dell’asse a 0 dB con pendenza —1 per un sistema a fase minima

4) Sistemi con ritardo

Un sistemain cui ad ogni istante I’ uscita hail valore assunto dall’ ingresso t istanti prima:
y(t) =u(t—1),

prende il nomedi ritardo (s ricordi |I’esempio del nastro trasportatore nellaLezione 2).
Trasformando secondo Laplace entrambi i membri dell’ equazione si ha

Y(s)=e5U(s) ,

per cui lafunzionedi trasferimento del ritardo e la seguente:

G(s) =€,

Larisposta in frequenza associata a questa funzione di trasferimento é quindi:

G(jm) = €19 = codwr) - j sin(wr).

Poiché risulta:

G(jo) =|e7e"| = Jeos(wr) +sinf(ar) =1,
£G(jo) = £&71°% = arctan(- sin(wt)/cod 1)) = —wt

il diagramma di Bode del modulo coincide con I'asse a 0 dB, mentre la fase decresce
linearmente con w (sullascalalogaritmica si ha una curva monotona decrescente).
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Diagramma di Bode - Modulo

0
o)
©
Diagramma di Bode - Fase
0 :
_-200| ]
g
(@]
-400 - i
1/t
-600 ‘
o (rad/s)

Fig. 8 : Diagrammi di Bode del ritardo

E’ poi molto comune il caso in cui lafunzione di trasferimento d’ anello sia il prodotto di una
funzione di trasferimento razionale L(s) e dellafunzione di trasferimento del ritardo:

L9 =L, (9.

Si dimostra che, seil criterio di Bode € applicabile per lafunzione di trasferimento L,(s) (cioé
se tale funzione di trasferimento ne rispetta le ipotesi), allora rimane applicabile anche per la
funzione di trasferimento L(S).

Osservando poi cherisulta:
L(jo) = |1 (jo)e | =L, (jo) e | = |, (oo
A(jo) = AL (jo)e ) = 2L, (jo) + 26719 = 2L, (jo)-or |

si conclude che la presenza del ritardo non altera il diagramma di Bode del modulo, per cui la
pulsazione critica si puo ricavare direttamente dall’analisi della funzione di trasferimento
privadi ritardo. Per quanto riguarda la fase critica, a termine dovuto alla parte razionale della
funzione di trasferimento occorrera sommare un termine pari a:

—OT—.
¢ n

Si osservi la conversione da radianti a gradi, necessaria per rendere questo termine sommabile
allefas espressein gradi.
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Esempio
Sa

L(s) = 10 st

(1+9(1+109 °
Il diagrammadi Bode del modulo é riportato in figura.

7>0.

20

-50 ‘ ‘
10-2 10-1 100 101
o (rad/s)
Fig. 9 : Diagramma di Bode asintotico del modulo di L
La pulsazione critica vale approssimativamente m. = 1 rad/s.

Lafase criticarisulta

= arctar(i) arctar(:—L) 180°_ 84°-45°-57°1 = -129°-57°
O = o1 10T - T= T.

Il margine di fase vale quindi:
O = 180°—| = 180°-|-129°-57°1| = 180°~(129°+57°1) = 51°-57°1 .

Pertanto se, per esempio, T = 0.1, il margine di fase é positivo ed il sistemain anello chiuso é
asintoticamente stabile; se T = 2, il margine di fase € negativo ed il sistema in anello chiuso
non é asi ntoticamente stabile.
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Mar gine di guadagno

Il margine di fase, oltre a dare un’indicazione binaria sull’ asintotica stabilita del sistema in
anello chiuso, quantifica anche larobustezza della stabilita, ossiail margine di sicurezza con
cui possiamo tollerare incertezze sul modello senza compromettere I’ asintotica stabilita. Piu
alto eil margine di fase, piu robusto eil sistema. Vi sono tuttavia casi in cui il margine di fase
non costituisce un indicatore attendibile, come riportato nell’ esempio in figura:

A
Im

1 Re

§

Fig. 10 : Diagramma polare di L ad alto margine di fase ma bassa robustezza

\4

Pur essendo il margine di fase elevato, il diagramma polare passa molto vicino a punto —1,
rendendo il sistema scarsamente robusto a fronte di incertezze di modello.

Un indicatore da usare in congiunzione con il margine di fase e il margine di guadagno.
Sempre nell’ipotesi P4=0, s supponga che il diagramma polare di L attravers il semiasse
reale negativo in uno e un solo punto:

Im

-1 /P Re

A

Fig. 11 : Diagramma polare di L con indicazione della distanza del punto P dall’ origine

Un indice di robustezza € la distanza del punto P di intersezione dal punto —1, ovvero la
vicinanza del punto P al’origine. Detta allora a |a distanza del punto dall’ origine, definiamo
mar gine di guadagno la quantit&

Kn=—=——+—, con ZL(jop)=-180°.

a ‘L(j‘”p)‘
Il sistemain anello chiuso é asintoticamente stabile se ky, > 1, ed € tanto piu robusto quanto
maggiore € kq,.
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Esercizi

Esercizio 8.1

|
—
—~~
2]
~—~—
v

Con riferimento a sistema retroazionato di figura, si dica per quali delle seguenti espressioni
della funzione di trasferimento d'anello L(s) € applicabile il criterio di Bode per I'andisi di
stabilitadel sistemain anello chiuso:

L ( ) —_ L L ( ) _ L
119 =1+ 9(1+ 019 2'9= 11" 9(1+ 019
01 (1+9
LS = gt 019 L(9=05 "0 157
__ 10 o _a1=9
()= i grons) (9 =10 g
Esercizio 8.2

Si valuti il margine di fase per i sistemi dell’esercizio 8.1 per i quali sia applicabile il criterio
di Bode.

Esercizio 8.3

Si discuta la stabilita in anello chiuso per i sistemi dell’esercizio 8.1 per i quali non sia
applicabileil criterio di Bode.

Esercizio 8.4

Con riferimento ad un sistema retroazionato in cui L(s) € la funzione di trasferimento di un
sistema dinamico descritto dalle seguenti equazioni differenziali:

¥q(t) =X (t)

Xo(t) = =Xy (t) = 2%5(t) + u(t - 1)

y(t) =10x(t)

s discutala stabilita del sistemain anello chiuso.
Esercizio 8.5

Si discuta la stabilita del sistema in anello chiuso quando la funzione di trasferimento L(S)
assume una delle seguenti espressioni:

10 10 10 10
(1+9)? L2(9)= 1- &2

Ll(S) =—
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Traccia delle soluzioni

Esercizio 8.1
| diagrammi di Bode del modulo per le 6 funzioni di trasferimento d anello sono riportati in
figura
L1 L2
50 ‘ ‘ 50
0 ] of ]
dB dB
-50 ‘ ‘ -50 : :
101 100 101 102 101 100 101 102
w (rad/s) w (rad/s)
L3 L4
0 20 ‘ ‘
50 | 1 0 ﬁ\
dB dB
-100 ‘ ‘ -20 : :
101 100 101 102 101 100 101 102
w (rad/s) w (rad/s)
L5 L6
50 50
0 B 7 0 x
dB dB
-50 : : -50 ‘ :
101 100 101 102 101 100 101 102
w (rad/s) w (rad/s)
L,: il criterio di Bode € applicabile
L,: il criterio di Bode non e applicabile (¢’ € un polo nel semipiano destro)
Ls: il criterio di Bode non e applicabile (il diagrammanon taglial’ asse a 0 dB)
L,: il criterio di Bode non e applicabile (il diagrammataglia due volte |’ asse a0 dB)
Ls: il criterio di Bode € applicabile
Le: il criterio di Bode non e applicabile (¢’ € un polo nel semipiano destro)
Esercizio 8.2
Li: 0 =10, ¢ =-84°-45°=-129°, ¢, =180 |="51".
Il sistemain anello chiuso é asintoticamente stabile.
180°
Ls: ¢ =10, ¢ = —84°—45°-10x 01x —— = -129°-57°= -186°, ¢, = 180°—|d¢| = —6°
T
Il sistemain anello chiuso é instabile.
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Esercizio 8.3
L,: il polinomio caratteristico in anello chiuso vale:

%(9) = 10+ (1- s)(1+01s) = -01s” — 09s+11
ed haradici nel semipiano destro. Pertanto il sistemain anello chiuso einstabile.

Ls: il polinomio caratteristico in anello chiuso vale:
x(s) = 01+ (1+5)(1+01s) = 01s* + 11s+11

ed ha tutte le radici nel semipiano sinistro. Pertanto il sistema in anello chiuso e
asintoticamente stabile.

L4: il polinomio caratteristico in anello chiuso vale:

%(S) = 05(1+ )+ (1+01s)” = 001 + 0.75+15

ed ha tutte le radici nel semipiano sinistro. Pertanto il sistema in anello chiuso é
asintoticamente stabile.

Le: lafunzione di trasferimento d’'anello presenta un polo nel semipiano destro cancellato da
uno zero. Pertanto siail sistemain anello aperto che quello in anello chiuso sono instabili.

Esercizio 8.4

Trasformando secondo Laplace le equazioni del sistemasi ottiene:
sXy(s) = X(s)

SXo(8) = = X4(8) = 2X5(s) +€7U(s)

dacui:

=10 :
U(s)  (1+9)
Tracciato il diagrammadi Bode del modulo di L (si veda lafigurarelativa al’ esercizio 8.5) si
ricava:
180°
Oc =3, ¢ =-2XT72°-3x1Ix——=-144°-172°=-316°, ¢, =180°|¢|=—-136°
T

Il sistemain anello chiuso e quindi instabile.

Esercizio 8.5

Tutte e quattro le funzioni di trasferimento hanno lo stesso diagramma di Bode del modulo,
uguale aquello riportato di seguito:
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L1 il sistemain anello chiuso € instabile (dal criterio di Bode, essendo il guadagno d anello
negativo)

L,: il sistema in anello chiuso € instabile (il criterio di Bode non € applicabile, ma si puo
studiare il polinomio caratteristico in anello chiuso)

Ls: il sistema in anello chiuso é asintoticamente stabile (dal criterio di Bode, essendo il
margine di fase positivo)

L, il sistema in anello chiuso € instabile (il criterio di Bode non € applicabile, ma si puo
studiare il polinomio caratteristico in anello chiuso).
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Lezione 9

Prestazionl dinamiche del
sistemi di controllo



Car atterizzazione delle prestazioni dinamiche

Le prestazioni dinamiche fanno riferimento al comportamento del sistemadi controllo durante
i transitori, ossia alla modalita con cui le variabili del sistema, ed in particolare la variabile
controllata, passano da una condizione di regime ad una nuova, a seguito di variazioni degli
ingressi.

Sono di particolare importanza, a questo riguardo:

e lavelocita di risposta, ovvero la rapidita con cui la variabile controllata segue brusche
variazioni (per esempio a scalino) del riferimento;

e |lo smorzamento de transitori, ovvero I'assenza o l'irrilevanza di oscillazioni nel
transitorio.

Con riferimento ai parametri con cui Si era caratterizzata la risposta allo scalino di un sistema
dinamico, potremo dire che la velocita di risposta corrisponde ad avere un tempo di salita
della risposta alo scalino ridotto mentre lo smorzamento dei transitori corrisponde a
sovrael ongazione massima e tempo di assestamento contenuti.

Rientrano inoltre nel novero delle prestazioni dinamiche anche lareiezione dei disturbi, siano
sulla linea di andata o su quella di retroazione, e la moderazione del controllo, ossia la
proprieta del sistemadi controllo per cui lavariabile di controllo non e sottoposta ad eccessive
sollecitazioni.
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Banda passante

Si consideri un sistema a costante di tempo:

H(s) = ,
(9 1+sT

E’ noto che larisposta allo scalino di questo sistema e tanto piu rapida quanto piu piccola e la
costante di tempo T. Detta oy = L/T la pulsazione del polo, possiamo equivaentemente dire
che larisposta e tanto piu veloce quanto piu in alta frequenza e la pulsazione del polo.

T>0.

5

0 H

081
-5-
061

-10r
fus]
©

04t
15}

02} 2l

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -25
t (sec)  (red/s)

Fig. 1 : Risposta allo scalino e diagramma di Bode del modulo

Pertanto la pulsazione del polo € un buon indice della velocita di rispostadel sistema.

Si consideri ora un sistema di controllo in anello chiuso, ed in particolare la funzione di
trasferimento dal riferimento y° alavariabile controllatay:

Y(s) _
Yo(s) =F(s) .

In virtu dell’imposizione dei requisiti statici, F(s) varra 1, 0 comunque un valore prossimo a
1, in bassa frequenza (cioé per s — 0). Inoltre il sistema di controllo sara progettato in modo
tale che la sua funzione di trasferimento rifletta la caratteristica, propria dei sistemi fisici, di
avere piu poli che zeri. Da queste considerazioni seguono le due caratteristiche fondamentali
del diagramma di Bode del modulo di F:

e parow—0, |Fjw)=0;
e perm— oo, [F(jm)|gs — —.
Andamenti plausibili del modulo di F potranno pertanto essere quelli riportati in figura:
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Fig. 2 : Tipici andamenti del diagramma di Bode del modulo di F

Seil diagramma di Bode del modulo di F non supera per nessuna pulsazione il valore 3 dB, si
definisce banda passante del sistema di controllo I’insieme delle pulsazioni [0, ], essendo
wp la pulsazione alla quale il modulo vale -3 dB.

Si osservi che la condizione espressa preliminarmente alla definizione di banda passante
esclude la presenza di rilevanti picchi o rigonfiamenti nel diagramma del modulo, e quindi le
situazioni rappresentate dal diagramma di destra in Fig. 2. In dtre parole il sistema di
controllo si comporta dafiltro passabasso.

Se la pendenza del diagramma di |F|ss dopo la pulsazione my, vale -1, il sistemadi controllo si
comporta in prima approssimazione come un sistema del primo ordine, con pulsazione del
polo pari a my,. Ne consegue chei transitori del sistema in anello chiuso saranno caratterizzati
da una costante di tempo approssimativamente pari a:

1
T=—".

Wy
Il sistema sara quindi tanto piu veloce quanto piu estesa € la sua banda passante, ossia
I’estremo superiore della banda passante € un buon indice della velocita di risposta del
sistemadi controllo.
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Velocita di risposta e pulsazione critica

Ci s pone oral’ obiettivo di individuare un indice di velocita di risposta legato alla funzione di
trasferimento d’anello L(s), piuttosto che allafunzione di trasferimento in anello chiuso F(s).

Ricordiamo che risulta:

y° y
3 L(9

A\

Fig. 3: Sstema di controllo privo di disturbi

L(s)
1+ L(9) "

Il legame trale risposte in frequenza e quindi:

F(s =

F(Jw)=%,
ed in particolare:
| L(jo)
|F<Jm)|zm.
Consideriamo ora la seguente appr ossimazione:
L) 1 Vor|L(jo) >>1
Flio)= |1+L(j(0)| <|L(j(o)| Vor|L(jo) <<1’

Tracciato il diagramma di |L|, I’ approssimazione consiste nell’ attribuire a |F| il valore 1 per
guelle pulsazioni per cui |L| e decisamente sopral’asse a0 dB, o il valore di |L| quando |L| e
decisamente sotto I’ asse a 0 dB.

Poniamoci oranelleipotes di applicabilita del criterio di Bode.

Considerando un tipico andamento di |L|, sl avralasituazione riportatain Fig. 4.
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Fig. 4 : Metodo grafico per il tracciamento del diagramma asintotico del modulo di F a partireda quello di L

L’ approssimazione consiste alora nel porre:
E( 1 Vo << o,
| (Jw)| - |L(j(o)| Vo >>o,
L’ approssimazione € evidentemente migliore a pulsazioni lontane dalla pul sazione critica ..

Possiamo quindi concludere che F si comporta da filtro passabasso a guadagno unitario, ma
non siamo ancora in grado di dire se presenta risonanza (ossia se il modulo di F presenta
rigonfiamenti). Di conseguenza non e ancora chiaro se sia piu opportuno approssimare F con
un sistemadel primo ordine o con uno del second’ ordine a poli complessi.
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Smorzamento e mar gine di fase

Il calcolo esatto del modulo di F per o=, conduce a seguente risultato:

F(joc) = Loo) _ 1 _ 1 -
T prL(ioc) p+el| +cospc+jsing
~ 1 3 1 3 1 B 1
\/1+c03(pC2+2003(pc+sin(pC2 \/2(1+COS(pC) \/2(1—c05(pm) zgn(‘Pm)
2

In particolare, per ¢, = 90°, risulta:

Fliod=75 = [Fliod|,,=-3.

per cui ; = wp, 0sSia la pulsazione critica coincide con I’ estremo superiore della banda
passante.

Peraltro per valori inferiori a 90° del margine di fase, ma comunque elevati, il modulo di F in
®c rimane prossimo al val ore precedentemente ottenuto: in particolare rimane inferiore a 1 per
valori di o, superiori a60°. Considerando che valori di margine di fase elevato sono di norma
associati ad attraversamenti dell’ asse delle pulsazioni con pendenza del modulo di L pari a—1,
possiamo concludere che in questo caso (p,,>60°) & adeguata un’approssimazione di F con
una funzione di trasferimento del primo ordine a costante di tempo, con costante di tempo
pari all’inverso della pulsazione critica:

1
F(s)= 1+so,

Il transitorio quindi si assesteraa 99% del valore di regime dopo un tempo pari acirca 4.6/o.
Per valori inferiori del margine di fase (¢p<60°) appare piu adeguata un’ approssimazione del
secondo ordine con poli complessi coniugati alla pulsazione @x:

g

s+ 2o 5+ m2

F(s)

Lo smorzamento si puo determinare confrontando il valore assunto in o, da modulo della
risposta in frequenza dell’ approssimante con il valore esatto determinato precedentemente:

. 1 1
|F(j(0c)|:—:—,
2C 2((Pm)
sin )
dacui:
ngn(@_m)z‘P_m
2 100’

dove I’ ultima approssimazione e valida se ¢, € espresso in gradi.
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Il transitorio quindi si assestera al 99% del valore di regime dopo un tempo pari a circa
4.6/(Cx).

Si osservi che il risultato trovato stabilisce un’importante relazione tra 1o smorzamento dei
transitori in anello chiuso ed il margine di fase, il quale, quindi, oltre a costituire un indice di
robustezza della stabilita, qualificaancheil “grado di stabilita’ del sistema.

Esempio
Sa

L(9 100

~ 41+000259)

S vuole tracciare |I'andamento qualitativo della risposta alo scalino della funzione di
trasferimento F(s).

Il diagrammadi Bode di |L(jw)| € riportato in figura:

40

301 N
0L I

dB

OF N

0T S N

-30 ‘
100 101

o (rad/s)
Fig. 5: Diagramma di Bode asintotico di|L|

La pulsazione critica é o = 100 rad/s, mentre il margine di fase risulta:

100
Om = 180°—|o¢| = 180°—‘—90°— arct 4701 = 180°—|-90°-14 = 76°.

E’ quindi possibile procedere all’ approssimazione:
11
S 1+001s’

1+ —
(DC

F(9) =
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Larisposta alo scalino approssimata di F(s) € riportata in Fig. 6, dove viene confrontata con
larisposta effettiva del sistemadi controllo:

0.8

0.6

04

0.2

\ approssimata

\vera

0 I I I I I I
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

t (sec)

Fig. 6 : Risposta allo scalino di F
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Reiezione dei disturbi

Disturbo in linea di andata
Consideriamo un disturbo d in linea di andata:

Y+ 9 + v+ Y

Fig. 7: Sstema di controllo con disturbo in linea di andata

Lafunzione di trasferimento dal disturbo d alavariabile controllatay é data da:

Y(s) 1
D(s) )= 1+ L(s)’

dove Sprende il nome di funzione di sensitivita.

Possiamo appr ossimar e il modulo della risposta in frequenza come fatto prima:

|( o) vo:|L(jo)>>1
L+ L(jo) L( )| 1 Vor|L(jo) <<1

S(jo)| =

e, nelleipotes di applicabilitadel criterio di Bode,

Vo << o,

(i) = (o) (Jw)l

|1+ L(J )| Vo >> o,

Tracciato il diagramma di |L|, quello di 1/|L| si ottiene per ribaltamento rispetto all’asse a 0
dB. L’ approssimazione consiste nell’ attribuire a |§ il valore 1 per quelle pulsazioni per cui |L|
e decisamente sotto I’asse a0 dB, o il valore di 1/|L| quando |L| € decisamente sopral’asse a0
dB. Considerando un tipico andamento di |L|, si avra la situazione riportata in figura (con le
stesse considerazioni fatte prima circala validita delle approssimazioni).
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Fig. 8: Costruzione grafica del diagramma asintotico di |§

Pertanto le componenti armoniche (sinusoidi) del disturbo a pulsazioni inferiori ala
pulsazione critica, e quindi interne alla banda passante, sono fortemente attenuate sulla
variabile controllata. L’ attenuazione e tanto maggiore quanto piu alto e il valore del modulo di
L sulla banda passante.

Si conclude quindi che per un’efficace reiezione dei disturbi in linea di andata la banda
passante deve essere sufficientemente ampia da contenere le armoniche significative del
disturbo.

Disturbo in linea di retroazione
Consideriamo un disturbo nin linea di retroazione;

Y + LS y

\ 4

%
+T+
n

Fig. 9: Sstema di controllo con disturbo in linea di retroazione

Lafunzione di trasferimento dal disturbo n allavariabile controllatay e data da:

CHNERTC
Ny T
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La funzione di trasferimento F(s), che prende il nome di funzione di sensitivita
complementare', & la stessa esistente tra riferimento e variabile controllata. Sappiamo quindi
gia come ottenerne il modulo a partire daquello di L (s vedalaFig. 4).

Possiamo concludere quindi che tutte le componenti armoniche del disturbo esterne alla banda
passante del sistema di controllo vengono attenuate, mentre quelle interne passano. Ne
consegue che per un’efficace reiezione dei disturbi in linea di retroazione (che tipicamente s
caratterizzano come rumore di alta frequenza), € bene che la banda passante non sia
eccessivamente ampia.

! Si osservi che F(s) = 1 - (9
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M oder azione ddl controllo

Consideriamo un sistemadi controllo in cui mettiamo in evidenza la variabile di controllo:

d

Y4 rRe | Jeg] ¥

(M
<
+T +
n
Fig. 10 : Sstema di controllo con in evidenza la variabile di controllo

Lafunzione di trasferimento dal riferimento y° alla variabile di controllo u € data da:

U _ g RO
vo(g - iy

dove Q prende il nome di funzione di sensitivita del controllo.

Si osservi che, ameno del segno, questa e anche la funzione di trasferimento dal disturbo d e
da disturbo n ala variabile di controllo. Poiché il riferimento e i due disturbi hanno
caratteristiche armoniche differenti, € bene che la funzione di trasferimento attenui (o non
amplifichi) su tutto I’ asse delle pulsazioni.

Possiamo approssimare il modulo dellarisposta in frequenza:

|RGo) VorlL(jo)>>1 (0 <<a,)
Ajo) (jo) '
=5 oy~ ||R(J(0)|| volL(jo)<<1 (05> 0)

Poiché fuori dalla banda passante (w>w.) il modulo di Q coincide con quello di R, € bene che
il regolatore sia progettato in modo che il suo modulo non assuma valori eccessivi in alta
frequenza.

Per quanto riguarda invece il comportamento in banda passante, dobbiamo ipotizzare una
tipologia di risposta in frequenza per G: ipotizziamo un comportamento di tipo filtro
passabasso, con un certo guadagno maggiore di 1 e pulsazione di taglio pari a wg. E’ alora
abbastanza evidente che se w; € molto maggiore di g, il diagramma di 1/|G|, cui Q| coincide
in banda, pud assumere valori molto elevati.
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o (rad/s)
Fig. 11 : Banda in anello aperto e in anello chiuso

Concludiamo allora che per garantire moderazione a controllo la banda passante non deve
esser e eccessivamente ampia rispetto alla banda che caratterizza la dinamica in anello
aperto.
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Esercizi

Esercizio 9.1

\ 4

L(s)

Per il sistemadi controllo di figurasi tracci I’andamento qualitativo dell’ uscita ¢ quando:

L(9 =10 1+10s
¥ =1 9(1+019)
e

(t) = scat) .

Esercizio 9.2

Conriferimento a sistemadi controllo dellafigura precedente, si dica per quale delle seguenti
scelte della funzione di trasferimento L(s) la risposta di ¢ alo scalino in ¢ ha tempo di
rispostainferiore:

L(s— 10
7 (14 9(1+ 0019
100
LZ(S) - 1+10s
Esercizio 9.3

Si dicaseil sistemadi controllo dellafigura precedentein cui:

0
" {1+0029)

eingrado di riprodurre correttamente in uscitail segnale di riferimento:

L(s)

c®(t)=aysin(t+ B;)+a, sin(5t + B, ) +ag sin(100t + 33)

dove ay, ay, as, B1, B2, B3 SONo parametri arbitrari.
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Traccia delle soluzioni

Esercizio 9.1

Dal diagramma di Bode del modulo di L, riportato di seguito, si deduce che il sistema in
anello chiuso e asintoticamente stabile (criterio di Bode). Nella stessa figura e anche riportato
il diagramma di Bode approssimato del modulo della funzione di trasferimento in anello
chiuso dal riferimento alla variabile controllata:

F(9=-—

T1+L(9)

20

10 +

0 i
-10 + \
-20 + 3
.30 . .

102 100 102 104
w (rad/s)

dB

Tae funzione di trasferimento pud essere approssimata da una funzione di trasferimento del
primo ordine a guadagno unitario e polo a pulsazione :

per cui, essendo w. uguale a 1000 rad/s, la risposta allo scalino approssimata ha |’ andamento
riportato in figura:

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
(9
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Esercizio 9.2

| diagrammi di Bode del modulo di L; e L, sono riportati in figura. Da ess si deduce che in
entrambi i casi il sistemain anello chiuso e asintoticamente stabile, e che la pulsazione critica
e la stessa in entrambi i casi. Si puo quindi concludere che i due sistemi in anello chiuso
avranno tempo di risposta sostanzia mente uguale.

20 L1

a8 20 r

60 |

-80 . . . .
10-2 10-1 100 101 102 103
w (rad/s)

Esercizio 9.3

Il diagramma di Bode del modulo di L e riportato in figura, insieme a diagramma
approssimato della funzione di trasferimento in anello chiuso F. Il sistemain anello chiuso &
asintoticamente stabile e la sua banda passante arriva fino alla pulsazione 10 rad/s. Poiché
pero il segnale di riferimento contiene un’armonica a pulsazione 100 rad/s (fuori banda), il
sistemanon e in grado di inseguire correttamente tale segnale di riferimento.

20

10 |

dB
210 L

=20 +

-30 .
100 10! 102
w (rad/s)
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Lezione 10

Prestazioni statiche del
sistemi di controllo



Erroreatransitorio esaurito

Le prestazioni statiche di un sistema di controllo fanno riferimento al suo comportamento a
transitorio esaurito, ossia ala situazione in cui il sistema, dopo un transitorio dovuto ala
variazione dei suoi ingressi, si € portato in una condizione di regime. In particolare saremo
interessati, in questa condizione, al’errore tra il segnae di riferimento e la variabile
controllata.

Prerequisito del sistema di controllo, necessario per poter parlare di prestazioni statiche, €
evidentemente I’ asintotica stabilita del sistemain anello chiuso.

Prenderemo in considerazione il seguente sistema di controllo, supposto asintoticamente
stabile:

d
Y+ LS + +);
A
e

Fig. 1: Sstema di controllo

Si osservi che con una rielaborazione formale dello schema a blocchi e possibile mettere
direttamente in evidenzal’ errore tray® ey:

n d

e _
Y+ €+ s vy

Fig. 2: Sstema di controllo conin evidenza l’errore
Per lo studio delle prestazioni statiche e sufficiente riferirsi ad un insieme dei segnali di
ingresso ristretto ai cosiddetti segnali canonici, come lo scalino, larampa, la parabola ecc.

Infatti, ai fini della valutazione dell’errore a regime, sono del tutto irrilevanti le eventuali
variazioni transitorie subite dal segnale di ingresso, del quale riveste interesse solo il
comportamento asintotico (t — o).
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Fig. 3: Equivalenza tra generici segnali e segnali canonici ai fini della valutazione delle prestazioni statiche

Essendo il sistema di controllo lineare, potremo valutare separatamente I’ effetto sull’ errore
dovuto al segnale di riferimento ed ai disturbi (principio di sovrapposizione degli effetti).
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Erroredovuto al segnale di riferimento

Lafunzione di trasferimento dal riferimento y° all’ errore e € la seguente:
E(sg 1
Yo(s) 1+L(s)

Scriviamo lafunzione di trasferimento d’ anello nella seguente forma:

u, IT(1+sT)
% [T, (1+sty)

e calcoliamo il vaore limite dell’ errore utilizzando il teorema del valore finale (applicabile
essendo il sistema asintoti camente stabile):

L(s) =

. . . . 1
e, = limet)=lim|sE(s)|=lim|s Ye(s)|=lim|s - Yo(s) |=
~ t—>o<>e() HO[ (©) s—>0|: 1+ L(s) ()] $—0 L I1+sT (®
1+ —
SgL ‘—[k 1+S'Ck
SgL+1
=lim|s Yo(s) [=lim 3 Y°(s)
s=0 14 ML =0 S7t +u
SgL
Sey°(t) = Asca(t), risulta:
[ A g <0
: L
r SgL+1 A] g. ] A
e, =lim —J_Iim A J— g =0
s»q s% +pu; S] s»q shap | |1ty
0, g 21
Sey°(t) = Aram(t), risulta:
[ o, gL SO
r SgL+1 A] o J A
e, =lim — |=lmMA——|=7—, g =1
s—>({sgt+u|_ SZJ s sgt+1+su|_J |ML
0, g, 22
Sey°(t) = Apar(t), risulta:
[, g <1
[ ot Al [ 0. -
e, =Ilim > A—Ii AS——— =2
s>q s% +p1, s3J_sa sgt+2+szu|_J_|uL’ 0=
gL 23

Pertanto, per valori negativi del tipo g. della funzione di trasferimento d’anello, I'errore é
sempre infinito, o, tutt’a piu, nel caso dell’ingresso a scalino, pari al’ampiezza stessa dello
scaino in ingresso: s tratta di situazioni di nessun interesse pratico. Per valori del tipo
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maggiori o uguali azero, s pud compilare la seguente tabella:

o Asca(t) Aram(t) Apar(t)
0 A
A
1 0 — o
ML
A
2 0 0 —
R

Si osservi che, quando I’ errore assume un valore finito e non nullo, e tanto piu piccolo
quanto maggiore eil valore del guadagno d’ anello .

Esempio

Sa

L(s):g 1+s .
s 1+10s

Il sistema in anello chiuso & asintoticamente stabile, come s ricava immediatamente
dall’analisi del polinomio caratteristico in anello chiuso.

Poiché il tipo di L vale g. = 1, s ha errore a transitorio esaurito nullo con riferimento a
scalino, infinito con riferimento a parabola, mentre con ingresso a rampa, |’ errore a regime e
pari all’ampiezza dellarampa diviso 10.
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Erroredovuto al disturboin linea di andata

Dallo schemadi Fig.2 s ottiene lafunzione di trasferimento dal disturbo d all’ errore e
E(s) 1

D(s) ~ 1+L(s

A parte il segno, s tratta della stessa funzione di trasferimento presente tra il riferimento e
I’ errore. Pertanto tutti i risultati della discussione precedente possono ancora essere utilizzati,
pur di tenere conto del cambiamento di segno.

Si possono tuttavia presentare dei casi in cui il disturbo non entra nello schema a blocchi del
sistema di controllo come raffigurato in Fig. 2, ossia direttamente in uscita ala funzione di
trasferimento del processo. Per poter utilizzare ancora la tabella delle prestazioni statiche,
occorre alora “riportare” il disturbo in uscita, considerando uno schema analogo a quello di
Fig.2, in cui il disturbo in uscita é tale da dare gli stess effetti a transitorio esaurito del
disturbo effettivo.

Si considerino i seguenti due casi:

a) |l disturbo entra nel sistema di controllo passando attraverso un sistema di funzione di
trasferimento H(s):

—> H(9 d,

y° € y y’ € y
+ 9 +x+Y + 9 +x+Y

Fig. 4 : Sstema di controllo con disturbo filtrato

Detti uy e gy guadagno e tipo di H(s), il disturbo riportato in uscita, dy, equivaente agli
effetti statici a disturbo effettivo d, avra trasformata:

DH(s)::‘THHD(s).

Si osservi infatti che gli eventuali poli o zeri di H non nell’origine non hanno alcun
effetto sul comportamento aregime (s — 0).

b) Il disturbo entra nel sistema di controllo a monte del processo, ossia del sistema di
funzione di trasferimento G(s) (disturbo di carico):
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+ |+
Y+ € RO 5O y Y+ € 2 + +L

—

\4

Fig. 5: Sstema di controllo con disturbo di carico

Detti uc e ge guadagno e tipo di G(s), il disturbo riportato in uscita, dg, equivaente agli
effetti statici a disturbo effettivo d, avra trasformata:

DG(S):;LTGGD(S).

Esempio
Conriferimento dlaFig. 4, sia

R(9 =5 G(9=2"3 " 4(1)= 3scalt).
sl+4s
Lafunzione di trasferimento d’anello risulta:
L(9 :£1+SS.
s 1+4s

Il polinomio caratteristico €

() = 30(1+ 3s) + 1+ 49) = 45® + 915+ 30 ,

ed ha le due radici a parte reale negativa, il che comporta che il sistema in anello chiuso é
asintoticamente stabile.

Il disturbo dg riportato in uscita ha trasformata:

Pertanto:
dg(t) =18ram(t).

Poiché il tipo della funzione di trasferimento d'anello vale g. = 1, ed il guadagno u_ = 30,
dallatabellas ottiene:
18

e, = —% =-06.
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Erroredovuto al disturboin linea di retr oazione

Dallo schemadi Fig.2 s ottiene lafunzione di trasferimento dal disturbo n all’ errore e

B9 _ LS _pg
N(s) 1+L(s)

Cacoliamo il valore limite dell’ errore utilizzando il teoremadel valore finae:

M
o= ety = Ipfil=tim s 1 - o 5w i S|
s

Sen(t) = Asca(t), risulta:

(A ML _
s-0 s™ +pu; S| so0l s%4p

Sen(t) = Aram(t), risulta:

, s A :
e =lim "= 2 - jiml At |-, vg_>0.

s> %+ §°| 50 shthips

Sen (t) = Apar(t), risulta:

e = lim| S Al jiml a— L

s>0[ %+ 87| o0 s%tap &

:|:°°, VgLZO

Si pud compilare la seguente tabella:

o Asca(t) Aram(t) Apar(t)
Uy
A—
O 1 + I,L L e o
1 A 0o oo
2 A 0o oo

Quindi I’errore s mantiene finito solo per disturbo a scalino dove pero € pari all’ ampiezza del
disturbo stesso per tipo maggiore o uguale a 1, e se ne scosta solo leggermente per tipo uguae
a zero (s ricorda che p_ deve essere un numero elevato per garantire errore piccolo sul
riferimento e sul disturbo in linea di andata).

E’ allora evidente che, in presenza di un trasduttore con errore statico, il sistemadi controllo
non puo garantire a regime una precisione migliore di quella del trasduttore.
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Esercizi

Esercizio 10.1

\ 4

L(s)

Con riferimento a sistema retroazionato di figura, si valuti I’errore e a transitorio esaurito
guando:

10 1
" s (1+9)°2
e c’(t) = sca(t).
Esercizio 10.2

Con riferimento a sistema retroazionato di figura, si valuti I’errore e a transitorio esaurito
guando:

e
a) c(t) = sca(t)

b) c°(t) = ram(t)

c) c(t) = sca(t) + par(t)

Esercizio 10.3
Si valuti I’ errore e atransitorio esaurito nel seguente schemadi controllo:

d
Y e, R Gs) )

Y

incui:

5
M
yo(t) = ram(t), d(t) = 10 sca(t).

, R(s)=2
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Esercizio 10.4
Con riferimento a seguente schemadi controllo:

d
— C
H(s)
VOTE R(s) > G(s) l Y
incui:
10 1-s
G(S):?S1 H(S)IZO@, R(S)Z].OO

s determini il parametro ¢ in modo tale che I’ errore e a transitorio esaurito prodotto da un
disturbo:

d(t) = sca(t)
sianullo.
Esercizio 10.5

Sapendo che la risposta allo scalino di un sistema di controllo assume |’ andamento riportato
di seguito:

0.8}

0.6

04r

0.2r

0 0.2 04 06 08 1
£

individuare I’ espressione corretta della funzione di trasferimento d anello L(s) tra quelle
riportate di seguito:
10 1 10 10
L= (=" Ly(9)= Lu(s) = |
1(5) §(1+001s) 2(9) §(1+01s) () (1+5)(1+001s) (9= 101
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Traccia delle soluzioni

Esercizio 10.1

Poiché il sistemain anello chiuso non e asintoticamente stabile, come si ricava facilmente dal
criterio di Bode, non ha senso parlare di errore atransitorio esaurito (I’ errore diverge).

Esercizio 10.2

Il sistema in anello chiuso € asintoticamente stabile (dal criterio di Bode). La funzione di
trasferimento d’ anello L(s) hatipo g = 1 e guadagno p = 10. Dalle tabelle si ricava

ae.=0

b) le..| = ﬁ - 01

C) e.. = o (prevale il contributo della parabola).
Esercizio 10.3

Lafunzione di trasferimento d’anello vae:
L(S) = R(9G(8) = ——2

T 1+

ed hatipo g = 1 e guadagno p = 10. Il sistema in anello chiuso e asintoticamente stabile (dal
criterio di Bode). Il disturbo d si pud riportare in uscita, e agli effetti statici equivale a

segnale:
dg(t)=50ram(t) .
Dalletabelle s ricava

Contributo d’ errore dovuto a y°: eyo = 1 =01
"

Contributo d’errore dovuto adg : €., = _0_ -5
1)
L’ errore complessivo atransitorio esaurito vale quindi:
e.=-49
Esercizio 10.4

Il sistema di funzione di trasferimento H(s) € asintoticamente stabile. La funzione di
trasferimento d' anello vale:

L(s) = R(s)G(s) = -2%°

" 1+s
per cui il sistemain anello chiuso € asintoticamente stabile (dal criterio di Bode).
Lafunzione di trasferimento dal disturbo d all’ errore e vale:
E(s)  H(s)+cG(s)

D(s)  1+L(
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Dal teorema del valore finale s deduce che per rendere nullo I’ errore a transitorio esaurito

deve essere soddisfatta la condizione:
H(0)+cG(0)=0
dacui:

H (O) __20_

G(O) 10

Esercizio 10.5

| diagrammi di Bode del modulo delle 4 funzioni di trasferimento sono riportati in figura:

L1

dB

-100

50

dB

-100

100 102
w (rad/s)

dB

-100 +

-150

50

L2

-50 t

40

-40

100 102
w (rad/s)

In tutti i casi il sistemain anello chiuso é asintoticamente stabile. La risposta allo scalino del
sistema in anello chiuso evidenzia una dinamica con costante di tempo pari a 0.1s. La
pulsazione critica dovra quindi essere pari a 10 rad/s, il che esclude la L, e la L4. Poiché la
risposta evidenzia anche errore a transitorio esaurito nullo, la funzione di trasferimento
d’'anello deve presentare un integratore, il che esclude anche la Ls. La funzione di

trasferimento correttae quindi laL;.
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Lezione 11

Progetto del controllore



Specifiche di progetto

Consideriamo nuovamente un sistema di controllo in retroazione:

R(s) G(s) —>

M
N
+T -
n
Fig. 1 : Sistema di controllo

Supporremo assegnata la funzione di trasferimento G(s), e ci porremo 1’obiettivo della sintesi
(o progetto) della funzione di trasferimento R(s) del controllore, sulla base di un certo
numero di specifiche.

Il metodo che seguiremo' sara basato sul criterio di Bode, e come tale prevedera il rispetto, da
parte della funzione di trasferimento d’anello L(s) = R(s)G(s), delle ipotesi necessarie per
I’applicabilita del criterio. Cid comporta, in particolare, che il metodo non sara applicabile se
G(s) ha poli a parte reale positiva. Infatti tali poli, che non possono essere cancellati da
corrispondenti zeri nella funzione di trasferimento R(s), si presentano anche in L(s), violando
una condizione del criterio.

Le specifiche con le quali tipicamente si imposta il progetto sono le seguenti:
1. Asintotica stabilita

In base al criterio di Bode questa specifica implica:

¢, >0|.
2. Grado di stabilita e robustezza

La stabilita deve essere garantita con un certo margine rispetto ad inesattezze nella
modellistica del sistema sotto controllo. Inoltre si vuole che il sistema di controllo, sollecitato
da ingressi canonici (scalino, impulso), esibisca risposte ben smorzate. Entrambe queste
condizioni sono approssimativamente soddisfatte se il margine di fase dell’anello ¢ superiore
di un valore limite, di volta in volta specificato:

(01> )
3. Velocita di risposta

Il sistema di controllo deve reagire prontamente a variazioni nel segnale di riferimento o sui
disturbi. Sappiamo che, se il margine di fase ¢ sufficientemente elevato, 1 transitori del
sistema in anello chiuso sono governati da una costante di tempo pari all’inverso della

' Per una trattazione analoga a quella qui presentata ma di maggiore respiro, si pud consultare il Capitolo 2 del

testo: “Esercizi di Controlli Automatici”, G.O. Guardabassi e P. Rocco, Pitagora Editrice.
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pulsazione critica ®.. Imporre un valore massimo alla durata dei transitori equivale quindi ad
imporre un valore minimo alla pulsazione critica:

e

4. Precisione statica

A seguito dell’imposizione di assegnati segnali canonici agli ingressi, ’errore tra riferimento e
variabile controllata deve essere, a transitorio esaurito, nullo o inferiore in modulo ad una
assegnata soglia:

e.|<e..

5. Specifiche addizionali

Talvolta possono essere date delle ulteriori specifiche, come 1’uso di un controllore dalla
struttura assegnata (cio€ con un dato numero di poli e zeri), limitazioni all’azione di controllo,
attenuazione di specifici disturbi (tipicamente sinusoidali).
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Impostazione del progetto

Il progetto viene di norma suddiviso in due fasi:
1. Progetto statico

E’ la fase in cui ci si preoccupa di soddisfare la specifica relativa alle prestazioni statiche
(errore a transitorio esaurito). Si affronta con I’ipotesi preliminare di essere in grado di
rendere il sistema in anello chiuso asintoticamente stabile nella successiva fase di progetto
dinamico.

Si fattorizza la funzione di trasferimento del regolatore come segue:
R(s) = R,(s)R,(s),
con:
[1,(1+57)
I k ( 1+s7, ) .

Dal momento che R,(0) = 1, le prestazioni statiche sono unicamente determinate dalle scelte
effettuate sui parametri di R;(s). Per non complicare la successiva fase di progetto, si sceglie:

_ Mg

Rl(s) - SgR

> RQ(S) =

- il valore minimo del tipo gr che consente di soddisfare la specifica statica;
- fissato g, il valore minimo del guadagno Lz che consente di soddisfare la specifica.

Puo succedere, a valle della scelta del tipo del regolatore, che il valore del guadagno risulti
indeterminato: in questo caso € possibile assegnare il guadagno in fase di progetto dinamico.

2. Progetto dinamico

Si determina R(s) (poli e zeri del controllore), in modo tale da soddisfare le specifiche
dinamiche su margine di fase e velocita di risposta. Si procede per mezzo di una serie,
ragionata, di tentativi di sintesi.
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Esempio introduttivo

Si consideri il sistema di controllo di figura:

d
2 H(s)
¥y e + vtV
R(s) G(s) —>
Fig. 2 : Sistema di controllo per ’esempio
dove:
50 5
G = H = .
9= romes=10° 9= 5001

Si vuole progettare il regolatore R(s) in modo tale che:
o |e.| <0025 per y°(r) = 10 sca(r), d(r) = % sca(r);
e o,.2lrad/s;

. ¢, >60°.

Progetto statico
Fattorizzata R(s) come:
R(s) = R|(s)Ry(s), Ry(0)=1

si deve progettare R,(s) = [, / s8® in modo da soddisfare la specifica sull’errore a transitorio
esaurito. Ipotizzando il sistema in anello chiuso asintoticamente stabile e facendo uso, in virtu
della linearita del sistema, del principio di sovrapposizione degli effetti, calcoliamo ’errore
dovuto al segnale di riferimento:

] |r 1
1 10
el = llm[sE ] = 11rn s Y°(s) |= lim| s —|=
50 1+ L(s) i NETE
1 s8R J )
10s8R L =0
=lim—————=( 1+50u, " **

Il risultato ¢ coerente con le tabelle della precisione statica della Lezione 10, pur di tenere
conto che il guadagno d’anello vale 50z e che lo scalino ha ampiezza 10.

Passando all’errore dovuto al disturbo, si ha:
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[ |
fimsE, (5] I.F—H(s)D(TII -5 [1j|
e, = lim|sE ;(s)| = lim| s im s——=— =
d s—0 d sﬁ(i 1+L(S) s%(l 1+ SOHR SJ
G8R
5
558R F— —0
—Flim————=(  1+50u, °R

Anche in questo caso il risultato ¢ coerente con le tabelle, tenendo conto che il disturbo va
riportato in uscita (e quindi, agli effetti statici, va moltiplicato per il guadagno di H(s)).

Appare evidente che per entrambi i segnali di ingresso (riferimento e disturbo), la specifica
sull’errore puo essere garantita con regolatore di tipo nullo (gz = 0). Adottando questo valore
ed assumendo il guadagno iz positivo, si ha:

10 N 5 15
1+50pp,  1+50u,  14+50up

‘ew‘ = ‘efo +e°od‘ < ‘ei‘+‘ewd‘ =

La specifica statica sara quindi senz’altro soddisfatta se:
15-0.025

<0025 >
= Mr=""175

1+50u,

Rispetto al valore limite calcolato dalla precedente diseguaglianza, conviene predisporre un
opportuno margine di sicurezza, inteso a cautelarsi verso le inevitabili incertezze sui parametri
del processo e sul valore dei disturbi. Un valore opportuno potrebbe allora essere [z = 20.

I progetto statico ¢ allora concluso con la scelta della funzione di trasferimento:

R,(s) =20.

Progetto dinamico

La funzione di trasferimento d’anello del sistema puo essere scritta come:
L(s) = Ri(s) Ry (s)G(s) = Ry (s) Ly(s) ,

con:

1000
(1+0.1s)(1+ s)(1+10s)

Li(s) = R,(s)G(s) =

I primo tentativo da eseguire per il progetto di R,(s) consiste nel porre banalmente Ry(s) = 1.
La funzione di trasferimento d’anello coincide, allora, con L;(s), ed il relativo diagramma di
Bode del modulo asintotico ¢ tracciato di seguito:
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o (rad/s)

Fig. 3 : Diagramma di Bode asintotico di |L,|

Mentre la pulsazione critica ¢ abbondantemente superiore al valore limite imposto dalla
specifica, il margine di fase risulta, come facilmente calcolabile, negativo, per cui il sistema in
anello chiuso risulterebbe addirittura instabile.

Per il progetto di Ry(s) si puo ricorrere all’osservazione fatta nella Lezione 8 a proposito del
criterio di Bode, riguardo ai sistemi a fase minima. Si ricorda che, per un sistema a fase
minima, il fatto che I’attraversamento dell’asse a 0 dB da parte del diagramma asintotico del
modulo della risposta in frequenza di L avvenga con pendenza —1 (—20 dB/decade) garantisce
di norma un margine di fase positivo, tanto piu prossimo ai 90°, quanto piu ampio ¢ il tratto di
pendenza —1.

Conviene allora procedere determinando preliminarmente un opportuno andamento per il
diagramma del modulo di L e, a posteriori, risalire all’espressione della funzione di
trasferimento del regolatore.

Il metodo di progetto, di natura grafica, consiste nell’individuare sull’asse a 0 dB un valore
di pulsazione, superiore al limite inferiore richiesto per la pulsazione critica, e per questo

punto tracciare un tratto di retta a pendenza —1, destinato ad essere un tratto del diagramma di
ILI.

In bassa frequenza si puo operare come segue:

e il diagramma di |L| deve avere la stessa pendenza di quello di |L;|, altrimenti si
modificherebbe il tipo del regolatore in sede di progetto dinamico;

e se il progetto statico si ¢ concluso con un vincolo sul valore del guadagno iz, il valore di
|L| deve essere maggiore o uguale (di fatto ¢ comodo sceglierlo uguale) a quello di |L].

In alta frequenza, invece:

e il diagramma di |L| deve avere pendenza maggiore o uguale in modulo (di fatto ¢ comodo
sceglierla uguale) a quella di |L|, altrimenti si perverrebbe al progetto di un regolatore non
realizzabile (con piu zeri che poli);

e il valore di || deve essere minore o uguale a quello di |L,|, per garantire la moderazione del
controllo.
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L’applicazione del metodo all’esempio porta, scegliendo come pulsazione critica il valore 2
rad/s, al grafico di || di figura 4.

80

60

40

20

0

-20

modulo [dB]

-40

-60

-80

w(rad/s)

Fig. 4 : Diagramma di Bode asintotico di |L|

Il margine di fase risulta:

®,, = 180°—|—arctan(2/0.002) — 2 arctan(2/1 0)| =180°—-90°-2 x11° = 68°.

Le specifiche dinamiche sono quindi soddisfatte, e risulta:
L(s) = 1000 1000

2= 2
(1+ s )(H_s) (1+500s)(1+0.15)
0.002 10

Ne consegue:

Ry(s) = L(s) _ 1000 (1+0.1s)(1+s)(1+10s) _ (1+5)(1+10s)
22T (s) T (145008)(140.15)> 1000 (14 5005)(1+ 0.15)

Infine:

(1+5)(1+10s)
(1+500s)(1+0.1s)

R(s) = R;(s)R,(s) =20

Si osservi che in alta frequenza il diagramma di |L| non si congiunge con il diagramma di |L;].
Sarebbe stato lecito congiungere i due diagrammi, ma in questo caso si sarebbe ottenuto,
come ¢ facile verificare, un controllore di ordine 3 (con 3 poli), piu problematico da
realizzare.
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Esempio di progetto per sistemi di tipo 1

Per il sistema di controllo di figura:

Y3 TR T

A\

Fig. 5 : Sistema di controllo per I’esempio

10
Cs(1+s)

si vuole progettare il regolatore R(s) in modo tale che:
o ¢_=0per y°(¢t) = sca(?);
e ®.22rad/s;

o ¢, 240°.

Progetto statico

Procedendo come nell’esempio precedente, si ha:

[ 1
lim[sE(5)) = I y( )1 0 R S | S PV
= l1m = 11mj 1m - =V, =
Ceo s—>OS s s> S1+L(S) s> Sl 10 ““R N s—>0SgR+1+10H Er
T s s8R J

In questo caso, anche con regolatore di tipo nullo (gz = 0) si ottiene errore statico nullo. Il tipo
della funzione di trasferimento d’anello ¢ infatti la somma del tipo del sistema sotto controllo
e del tipo del controllore:

8L =8¢t &r-
Poiché nel presente caso g = 1, ¢ sufficiente imporre gz = 0 per avere un anello di tipo 1.

Il progetto statico quindi non impone nessun vincolo al regolatore e potremo porre,
formalmente:

R(s)=1.

Progetto dinamico
Poiché:
L(s) = Ry(s) Ry(5)G(s) = R, (s5)Gls) ,
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conviene tracciare il diagramma del modulo di G per controllare se le specifiche sono gia

1:

soddisfatte con R,

-t

e e e

R B B

40

20~

-30

100
o (rad/s)

10-1

Fig. 6 : Diagramma di Bode asintotico di |G|

180°—|-90°— arctan(3)| = 180°—-90°~719 = 19°

frequenza si ¢ evitato di raccordare i diagrammi del modulo di L e G, in quanto il progetto

La soluzione grafica del progetto dinamico ¢ riportata in Fig. 7: si osservi che in bassa
statico non impone alcun vincolo sul guadagno del regolatore.

che non soddisfa la specifica.

Si ha , = 3, ma:

Om

=2,e:

Si ottiene .

—arctan(2/5)| = 180°--90°-22 = 68° .

-90°
_2

180°—

Tutte le specifiche sono soddisfatte e risulta:

Om

s14+02s

1+s
1+02s °

=02

1 s(s+1)
s1+02s 10

(
G(s)

:R2(S) =

R(s)

Lez. 11-9
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-t

e e e

R B B

20~
30

100
o (rad/s)

10-1

Fig. 7 : Diagrammi di Bode asintotici di |G| e |L|
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Esempio di progetto per sistemi con zeri a parte reale positiva

Per il sistema di controllo di figura:

Y3 TR T

A\

Fig. 8 : Sistema di controllo per I’esempio

dove:
1-2s
1+10s

si vuole progettare il regolatore R(s) in modo tale che:

G(s)=10

o ¢_=0per y°(¢) = sca(?);
e 0, 20lrad/s;

o ¢, 240°.

Il progetto statico impone la presenza di un integratore nel controllore, mentre non ne vincola
in alcun modo il guadagno. Possiamo allora porre:

Scritta la funzione di trasferimento d’anello come:
L(S) = Rz(S)Ll(S) >
con:

10 1-2s
s 1+10s°’

tracciamo il diagramma di Bode del modulo di L;:

Li(s) = R,(s)G(s) =

P. Rocco - Dispense di Automatica Lez. 11-11
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Fig. 9 : Diagramma di Bode asintotico di |L;|

Risulta m, =2, e:

—90°— arctan(2/0.1) —arctan(2/0.5)| = 180°—}-90°-87°~76° = ~73° .

0, = 180°—

Il sistema in anello chiuso sarebbe quindi instabile.

Si osservi che il contributo di fase dello zero alla pulsazione 0.5 rad/s ¢ negativo, essendo lo
zero a parte reale positiva. Il sistema non ¢ quindi “a fase minima”, ed il fatto che il
diagramma del modulo tagli ’asse a 0 dB con pendenza —1 non implica margine di fase

positivo. D’altra parte lo zero non pud essere cancellato da un corrispondente polo nel

questo caso ¢ fare in modo che la pulsazione critica risulti sensibilmente inferiore alla

regolatore, pena il manifestarsi di una instabilita interna. L’unico provvedimento utile in
pulsazione dello zero, in modo che il contributo negativo alla fase critica sia meno rilevante.

Si consideri ad esempio la soluzione riportata in figura:

Lez. 11-12
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Fig. 10 : Diagrammi di Bode asintotici di |Li| e |L|

0.2, e:

Risulta o,

~90°—arctan(0.2/0.5) —arctan( 0.2/5)| = 180°—-90°-22°-29 = 66° .

0, = 180°—

Anche in questo esempio, come nel precedente, i diagrammi non sono stati raccordati in bassa

frequenza, non essendoci un vincolo di guadagno dato dal progetto statico.

Risulta quindi:

02 1-2s

02 1-2s

s 1+02s”’

s 1+s/5

s 1+02s10 1-2s

02 1-2s s 1+10s

L(s)
Ll(S)

RQ(S):

1+02s

002 1+10s
N

Rl(S)Rz(S)

R(s)

Lez. 11-13
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Esempio di progetto per sistemi con ritardo

Per il sistema di controllo di figura:

R(s) G(s) >

Fig. 11 : Sistema di controllo per [’esempio

dove:

e—S

Gls) = +1090%3) °

si vuole progettare il regolatore R(s) in modo tale che:
. ‘ew‘ <0.15 per d(t) = £sca(?);

e 0. =203rad/s;

o ¢, 2 40°.

Progetto statico

Supposto il sistema di controllo asintoticamente stabile, il ritardo non gioca alcun ruolo nel
determinare le prestazioni statiche. Dalle tabelle della precisione statica otteniamo che per
funzione di trasferimento d’anello di tipo O risulta:

o] = —— .
R S2'Y)

Pertanto, scelto un regolatore di tipo 0, si dovra imporre:

<015 >5.67 .
1+ s = Mg

Possiamo cautelarci contro eventuali incertezze ponendo [z = 10, e quindi concludere che:
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Progetto dinamico

Scritta la funzione di trasferimento d’anello come:

Rz(S)Ll(S) 5

L(s)

con:

(1+10s)(1+3s) °

=10

Li(s) = R,(s)Gls)

tracciamo il diagramma di Bode del modulo di L;:

[

T VIR

-t

101

 (rad/s)

Fig. 12 : Diagramma di Bode asintotico di |L,|

=—6°.

180°—|—84°—45°—1x1x 57

180°
T

-1

(1)

—arctan(1/0.1) — arctan

Risulta . = 1, e:
~180°—

Om

A causa della presenza del ritardo il sistema risulterebbe instabile.

Per il progetto si puo considerare la soluzione di Fig. 13:

Lez. 11-15
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Fig. 13 : Diagrammi di Bode asintotici di |Li| e |L|

03, e:

Risulta o,

180°—|—-84°—6°—-0.3x 1x57% = 73° .

180°

—arctan(0.3/0.03) — arctan( 0.3/3) — o,

T

P, =180°—

Tutte le specifiche sono soddisfatte e risulta:

e
(1+33s)(1+033s) ’

)=10

(1+5/0.03)(1+5/3

L(s)=10

da cui:

(1+10s)(1+s)
(1+33s)(1+033s) °

R,(s)R,(s) =10

R(s)
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Esempio di progetto per sistemi con disturbo sinusoidale

Per il sistema di controllo di figura:

R(s) G(s) >

Fig. 14 : Sistema di controllo per ’esempio

dove:

_lo_1
s 1+10s

si vuole progettare il regolatore R(s) in modo tale che:

o ¢_=0per y(t)=sca(r),

e un disturbo d(¢) = sin(®¢), con ® < 0.03, sia attenuato a regime, sull’uscita y, di un fattore
almeno pari a 10;
e ®.201rad/s;

e (@, =50°

Progetto statico

Essendo il sistema sotto controllo di tipo 1, la specifica sull’errore a transitorio esaurito ¢
automaticamente soddisfatta. Poniamo formalmente R,(s) =1

Per quanto riguarda invece la specifica sull’attenuazione del disturbo, valida anch’essa a
transitorio esaurito, utilizzeremo il teorema della risposta in frequenza, nell’ipotesi di poter
rendere il sistema in anello chiuso asintoticamente stabile.

La funzione di trasferimento dal disturbo d all’uscita y risulta:

Y(s) 3 1
D(s) 1+ L(s)

Pertanto, quando d(¢) = sin(®¢), a transitorio esaurito si ha:

=S(s).

A1) =|S(jw)|sin(wr + £8( jw)).

La specifica sull’attenuazione del disturbo si traduce quindi nella seguente condizione:
1 _
s(jo) <5, v@<003.

Dr’altra parte sappiamo che:
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Essendo Ri(s) = 1, risulta L(s) = Ra(s) G(s). La Fig. 16 riporta i diagrammi di Bode del

essendo ® << ., VO < 0.03, ossia ‘L( jﬁ)‘ >>1 .
modulo di G e di L ottenuta secondo il solito criterio di progetto.

Pertanto dovremo semplicemente imporre:

L(j®)|>10, V®<003.
Progetto dinamico

-20
-60

10-1
o (rad/s)

10-2

10-3

|Gl elL]

Fig. 15 : Diagrammi di Bode asintotici di

0.3,e:

Si osservi che il vincolo sull’attenuazione del disturbo sinusoidale si traduce, graficamente,

nell’individuazione di una “zona proibita”, ossia di un’area nel piano del diagramma del

modulo in cui il diagramma di |L| non puo entrare.

Risulta o,

~90°— arctan(0.3/3)| = 180°—-90°—67 = 84° .

@,, ~180°

Tutte le specifiche sono soddisfatte e risulta:

1

s 14033s

0.3

)

S

(

L

da cui:

1+10s
1+033s

0.03

s(1+10s)
10

1
s 1+0.33s

_03

L(s)
G(s)

Lez. 11-18
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Compensazioni

Negli esempi precedenti non si ¢ mai supposto di poter misurare il disturbo. La reiezione degli
effetti del disturbo sulla variabile controllata era affidata esclusivamente all’anello di
controllo, il quale agisce sulla base del manifestarsi di un errore tra segnale di riferimento e
variabile controllata. Se tuttavia il disturbo ¢ effettivamente misurabile, ¢ possibile sfruttare
I’informazione data dalla misura e agire direttamente sulla variabile di controllo, anticipando
I’effetto del disturbo sull’uscita, senza attendere che questo si manifesti in errore.

Si parla di compensazione diretta del disturbo quando:
e il disturbo ¢ misurabile

e si esercita un’azione di controllo dipendente dalla sua misura.
Consideriamo dunque un sistema da controllare su cui agisce un disturbo:

ld

H(s)

U y
B + v+

Fig. 16 : Sistema sotto controllo

Uno schema di compensazione potrebbe allora essere il seguente:

d
C(s)
H(s)
u GGs) + v+ Y

Fig. 17 : Compensazione del disturbo

La funzione di trasferimento C(s) descrive il comportamento dinamico del compensatore ¢
comprende anche I’effetto dinamico del trasduttore del disturbo, qualora esso non risulti
trascurabile.

Per il progetto di C(s) si pud imporre che la funzione di trasferimento da d a y sia nulla:

Y(s)
D(s)

=H(s)+C(s)G(s)=0,
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Spesso il risultato di questa operazione ¢ una funzione di trasferimento non realizzabile o
instabile. In tal caso ci si limita a rendere le due funzioni di trasferimento uguali solo
approssimativamente. In particolare sono di interesse le seguenti approssimazioni:

e Siapprossima il solo guadagno:

H(0)
Cls)=pe = —W.

in questo modo si annulla a regime 1’effetto di un disturbo costante

e Siapprossima la risposta in frequenza solo ad una determinata pulsazione ® :
— H(jo

(o) =2

G(jo)

in questo modo, progettando C(s) asintoticamente stabile, si annulla a regime ’effetto di un
disturbo sinusoidale alla pulsazione ® .

Di norma uno schema di compensazione viene associato ad uno schema di retroazione per
rendere la reiezione del disturbo piu robusta rispetto ad incertezze di modello e per soddisfare
le altre specifiche. Si perviene allora allo schema di controllo di figura:

d
C(s)
H(s)
Yy o4+ € RG) y U GGs) + +J$

Fig. 18 : Controllo in retroazione con compensazione del disturbo

P. Rocco - Dispense di Automatica Lez. 11-20



Esercizi

Esercizio 11.1

Con riferimento al seguente sistema di controllo:

Y o e, Re) Gis)

A4

in cui:

_1-01s
al )_(m)“

si progetti il regolatore R(s) in modo tale che:

* le.|<0.2 per y° (t)=10scal(z),d(¢)=+scal(r)
o .21 rads

o 0, >40°

Esercizio 11.2

Con riferimento al seguente sistema di controllo:

y € R(s) G(s)

A4

in cui:

G(s) =~

B 1+s

)

si progetti il regolatore R(s) in modo tale che:

e., =0 per d(t)=sca(r)

o, = 0.5 rad/s

O = 45°
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Traccia delle soluzioni

Esercizio 11.1

Sia R(s)=R,(s)R,(s), con R,(s)= S“gf; .

Progetto statico

E’ sufficiente un regolatore di tipo gg = 0 . Dalle tabelle si ottiene (supponendo il sistema in
anello chiuso asintoticanente stabile)

0 10
e ecrrore dovutoay”: le , |=
=l I+ug
1
e errore dovuto a d: ‘ed =
" l+pg

(si osservi che, agli effetti statici, il disturbo d si pud riportare inalterato in uscita).

Considerando il caso piu sfavorevole si avra:

|e°°|: +‘ed°o‘: <02=Up =54 .

€

I+up
Scegliamo Hg = 100, ossia R;(s) = 100.

Progetto dinamico

Posto:
1-0.1s
(1+ s)4

L(s) = 100G(s) = 100

se ne traccia il diagramma di Bode del modulo. Senza ulteriori provvedimenti si otterrebbe
margine di fase negativo. Si progetta quindi L(s) in modo da tagliare a . = 1 e da raccordarsi
in bassa e alta frequenza con la L;.

Si ottiene un margine di fase pari a:

d,, = 180°—-90°-3x 12°—5° = 180°—131°=49°> 40° .

Si osservi che il contributo dello zero nel semipiano destro ¢ modesto in quanto lo zero stesso
si trova ad alta frequenza.

Si ricava I’espressione della L(s):

L(s)=100 1-0.1s =100 1-0.1s -
(Hs Hsj (1+100s)(1+0.225)
0.01 45

da cui:

~ _on L) _ (1+s)*
Rls)=Rils)Rals) =100 Ly(s) 100(1+1oos)(1+0.2zs)3 '
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Esercizio 11.2

Sia R(s) = R,(s)Ry(s), con R,(s)= f?R

Progetto statico

La specifica sull’errore a transitorio esaurito impone la presenza di un integratore nell’anello,
e quindi I’adozione di un regolatore di tipo 1: gz = 1. Il guadagno del regolatore ¢ arbitrario.
Sceglieremo quindi:

Progetto dinamico

Posto:

L(s) = R(s)Gis) =+

se ne traccia il diagramma di Bode del modulo. Senza ulteriori provvedimenti si otterrebbe, a
causa del ritardo presente nel processo, un sistema instabile in anello chiuso:
180°

¢, =-90°-45°-1x1x =-192°
T

Si progetta quindi L(s) in modo da tagliare con pendenza —1 a ®. = 0.5 e si raccorda il
diagramma in alta frequenza con quello di L;. Si osservi che non ¢ necessario raccordare i
diagrammi in bassa frequenza in quanto il progetto statico non impone vincoli sul guadagno
del regolatore.

Si ottiene un margine di fase pari a:

180°
T

=48°>45°

¢,, =180°--90°-13°-0.5x 1x

Si ricava I’espressione della L(s):
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_§1+s _S_% 1+s o
S 1+§ s 1+05s

L(s)

da cui:

R(s) = Ry(s)Ry () = % ]i((i)) - % 1 j--'(_)SSS '

20

L1

dB 20 |

30 -

a0 L

-50

101 100
w (rad/s)
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Lezione 12

Regolatori PID



L egge di controllo PID

Consideriamo un regolatore che esercita un’azione di controllo dipendente dall’errore
attraverso la seguente legge:

de(t
u(t) = Kpelt) + K Jelrydr+ Kp % .
0
Lalegge di controllo & quindi composta da:
e un’'azione Proporzionale all’ errore;
e un'azione I ntegrale sull’ errore;
e un'azione Derivativa sull’ errore.

Questo tipo di regolatori prende quindi il nome di PID. | tre guadagni che compaiono nella
legge di controllo vengono chiamati:

Kp : guadagno proporzionale;
K, : guadagno integrale;
Kp : guadagno derivativo.

Alternativamente, lalegge di controllo si puod scrivere come segue:

[ ]
u(t) = KpLe(t)+%Z dr)d+ Ty ? |

dove:

Kp ,
T = e : tempo integrale
|

K
Tp = K_D : tempo derivativo
P

Tra le ragioni del vastissimo utilizzo dei regolatori PID nella pratica dell’ automazione
industriale (i PID sono anche detti regolatori industriali), ricordiamo:

o semplicita di realizzazione in diverse tecnologie (elettronica, idraulica, pneumatica);
o efficacia per laregolazione di un’ampiagammadi process industriali;

e standardizzazione con i relativi vantaggi in termini di affidabilita e economicita;

e semplicita di taratura dei parametri;

e possibilitadi taratura automatica dei parametri, per mezzo di semplici esperimenti.

Dad caso generale della legge di controllo PID €& poi possibile derivare altre leggi di controllo,
annullando una o piu delle azioni di controllo. Sono in particolare di interesse le leggi di
controllo:
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P (proporzionale);
PD (proporzionale-derivativa);
Pl (proporzionale-integrale).

Essendo un sistema dinamico lineare e invariante, il regolatore PID puo essere rappresentato
daunafunzione di trasferimento:

e u
— R(S) >

Fig. 1: Funzionedi trasferimento del regolatore PID

Kp 1+sT, +5°T, Ty
T s '

K 1
R(s) =Kp +?'+ Kps= Kp[1+§+ ST ]:
Il numeratore di R(s) e di grado superiore a numeratore: pertanto, cosi come scritta, la
funzione di trasferimento non e fisicamente realizzabile. Cio corrisponde all’impossibilita di
ottenere dall’errore un segnale che ne costituisca in ogni istante la derivata. Per rendere
realizzabile I’ azione derivativa occorrera in effetti aggiungere un polo in alta frequenza, per
altro di normairrilevante ai fini della valutazione delle prestazioni del regolatore PID.

Dall’ ultima espressione scritta per R(s) s riconosce che a variare di Ty e Tp gli zeri del
regolatore possono essere reali 0 complessi e coniugati. Imponendo la presenza di due zeri
reali e distinti, naturalmente nel semipiano sinistro, il diagramma di Bode del modulo di R
assumera |’ andamento tipico riportato in figura:

50

40

30

20r

m
=]

10r

-10 : :
10-1 100 101 102
o (rad/s)
Fig. 2 : Tipico andamento del diagramma di |R]|
Il progetto del regolatore PID s riduce quindi alla scelta del guadagno e della posizione degli
zexi.

P. Rocco - Dispense di Automatica Lez.12-2



Taratura automatica dei regolatori PID

Uno dei vantaggi connessi all’ utilizzo dei regolatori PID consiste nella possibilita di effettuare
la taratura dei parametri sulla base di semplici prove sperimentali, prescindendo dalla
formulazione matematica, non sempre agevole, del sistema sotto controllo.

Tra i numerosi metodi empirici per la sintonizzazione dei regolatori PID, ci limitiamo ad
accennare ai due tradizionalmente piu noti.

Metodo di Ziegler e Nicholsin anello chiuso
Il metodo s articola nei seguenti passi:

1. Si chiude I'anello di controllo con il regolatore PID (i cui parametri devono essere
sintonizzati), imponendo nulle le azioni integrale e derivativa: K, =0, Kp = 0.

Y+ € y
PID S >

Fig.3: Sstema in anello chiuso con regolatore PID
2. Partendo da valori molto piccoli di Kp s effettua un semplice esperimento, consistente
nell’ applicare un piccolo gradino al segnale di riferimento.

3. S aumenta progressivamente Kp ripetendo di volta in volta I’ esperimento finché non si
instaura nell’ anello un’ oscillazione per manente.

t

Fig.4 : Oscillazione permanente

4. Detto Kp il valore del guadagno proporzionale corrispondente all’ oscillazione permanente
(guadagno critico) e T il periodo di tale oscillazione, si tarano i parametri di un regolatore
P, Pl o PID sullabase della seguente tabella:
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Ke T | To

P | 05Kp | - | -

Pl | 045Kp | T | -
12

PID | 06Kp | T | T

2 | 8

Il metodo non & sempre applicabile: ci sono infatti sistemi che non generano oscillazioni,
anche con guadagni proporzionali elevati. Altre volte puo essere pericoloso, 0 comungue
sconsigliabile, portareil sistemaal limite di stabilita.

Metodo di Ziegler e Nicholsin anello aperto
Il metodo s articola nei seguenti passi:

1. S applicaunavariazione a scalino all’ingresso del sistema sotto controllo.

u
BN v IR AN

Fig.5: Perturbazione a scalino

2. S traccialatangente alarisposta nel punto di flesso:

t

Fig.6 : Metodo della tangente nel punto di flesso

3. S individuano graficamente le intercette T e Y della tangente sugli assi t e v,
rispettivamente.

4. Si tarano i parametri di un regolatore P, Pl o PID sullabase della seguente tabella:
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Ke | T Tp
P 1 - -
Y
PI 09 | 3¢ —
Y
PID | 12 | 2t | 05t
Y

Il metodo non & ovviamente applicabile se la risposta alo scalino non presenta flesso o se la
risposta presenta oscillazioni. Inoltre non sempre € possibile operare sul processo in anello

aperto, o perturbare bruscamente il suo ingresso.
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Esercizi

Esercizio 12.1

Si scriva la legge di controllo nel dominio del tempo del regolatore PID descritto dalla
seguente funzione di trasferimento:

R(S) = i (1+sTy)(1+sT,)

S
con:
HZS,T1:2,T2:3.

Esercizio 12.2

Si supponga di dover sintonizzare un regolatore PID per il controllo di un processo descritto
dallafunzione di trasferimento (non nota):

1 .
(1+5)°

S determini a quale taratura dei parametri condurrebbero le regole di Ziegler e Nichols in
anello chiuso.

Successivamente, s tracci il diagramma di Bode della funzione di trasferimento d'anello
risultante dall’ applicazione del regolatore PID a processo.

Esercizio 12.3
A partire dallarisposta alo scalino in anello aperto di un processo, riportatain figura, si tarino
i parametri di un regolatore PID utilizzando le regole di Ziegler e Nicholsin anello aperto.

1

0.9
0.8
0.7¢
061
051
04r
0.3r
0.2
0.1r

0

0 5 iO 15

t(s)
Successivamente, sapendo che la funzione di trasferimento del processo e la stessa
dell’esercizio precedente, s tracci il diagramma di Bode della funzione di trasferimento
d’ anello risultante dall’ applicazione del regolatore PID a processo.
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Traccia delle soluzioni

Esercizio 12.1
Si ha
+ 25+ 30s

R(s)=5—F"——2=

(1+2s)(1+39) 5
s s

dacui K, =5, Kp =25, Kp = 30. Lalegge di controllo nel dominio del tempo é quindi data da:
t

u(t) = 256(t) + 5] e{x)dke + 30% .
0

Esercizio 12.2

Si trattadi individuareil valore Kp che rende nullo il margine di fase del sistemadi controllo
avente funzione di trasferimento d’anello L(s)=KpG(s). Il periodo dell’oscillazione si
ottiene poi come T =2n/w,, essendo o, la pulsazione critica in questa condizione
particolare.

Il problema si pud facilmente risolvere determinando, ad esempio con il regolo delle fag, il
valore della pulsazione critica tale che ciascuno dei tre poli di G (coincidenti alla pulsazione 1
rad/s) dia un contributo di fase di —60°, in modo che la fase critica valga —180°. Si ottiene
0. =17, equindi T =2r/®, =37s. Il guadagno proporzionale critico si ricava valutando di
quanto va traslato in alto il diagramma di Bode del modulo di G per farlo tagliare alla
pulsazione ®.. Si ottiene Kp =15dB, ossia Kp =56. Si osservi che il calcolo di Kp
equivale ala determinazione del margine di guadagno associato a G.

Dadletabelle s ricava:
Kp= 0.6KP =336, T, = 'T/Z: 185, Tp= 'T/8= 046.

La funzione di trasferimento del PID e quindi (trascurando il polo ad data frequenza del
derivatore):

_ o B W2
LT STTo _ ggr. 1+ ST/2+5°(T/2)T/8) o (L+(T/4))” Lo (1+09255)°

Il
[N
N

R(s)=K

ST, TP {T/2) T s s

Lafunzione d’'andlo risultante:

2
_ 180 (1+0.925s)

L(s) 1+ s)3

hail diagrammadi Bode riportato in figura.
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Esercizio 12.3

Occorre tracciare la tangente nel punto di flesso alla risposta allo scalino ed individuare le
intercette con gli assi. Graficamente si ottieneY = 0.21, 1 = 0.81. Dalle tabelle s ricava:

Kp=12/Y=571, T, =2t=162, T, =051=040

La funzione di trasferimento del PID e quindi (trascurando il polo ad alta frequenza del
derivatore):

2 202 2 2
R(s) = Kp 1+sT +8Tp _121+215+1%s" _06(1+19)° _ 353 (1+0819)"
ST Y 21s Y s
Lafunzione d anello risultante:
2
L(s)=353 LT 081"
S(1+59)

hail diagrammadi Bode riportato in figura.

05

dB

t(9) w (rad/s)
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Lezione 13

Elementi di controllo digitale



Realizzazione dei regolatori

Il progetto del regolatore come e stato impostato nelle precedenti lezioni si conclude con la
determinazione della funzione di trasferimento R(s) del regolatore stesso. Tuttavia la funzione
di trasferimento cogtituisce soltanto un formalismo matematico per descrivere il
comportamento dinamico di un sistema, a partire dal quale occorre realizzare un dispositivo
avente quel comportamento dinamico, ed atto alla regolazione del processo sotto controllo.

Il modo piu naturale di procedere sembra quello di realizzare, in una qualunque tecnologia
(elettronica, pneumatica, fluidica) un sistema che presenti la stessa funzione di trasferimento
ottenuta dal progetto, ed interfacciarlo con il trasduttore della misura della variabile
controllata, da un lato, e con I’ attuatore, dall’ altro. Questo e il principio che sta ala base dei
sistemi di controllo analogici.

Tuttavia, negli ultimi decenni, I’avvento ed il successivo impetuoso sviluppo delle tecnologie
digitali hanno indotto i progettisti dei sistemi di controllo ad un crescente interesse verso
I"utilizzo dei calcolatori, in particolare dei microprocessori, all’interno dell’anello di
controllo. | sistemi di controllo digitale, dopo leiniziali difficolta legate principamente ala,
giustificata, riluttanza del mondo industriadle ad abbandonare soluzioni tecnologicamente
assestate a favore di altre basate su tecnologie emergenti, hanno via via soppiantato i sistemi
di controllo analogici, che oggi sopravvivono soprattutto in applicazioni in cui le bande
richieste agli anelli di controllo renderebbero antieconomico il passaggio alla tecnologia
digitale (esempi si hanno nel campo del controllo dei motori elettrici).
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Inserimento del calcolatorein un anello di controllo

Un calcolatore opera, in istanti di tempo discreti, su variabili rappresentate da numeri con
precisione finita (dipendente da numero di bit), ossia su cosiddetti segnali digitali. Le
variabili di ingresso ed uscita del sistema sotto controllo sono invece funzioni del tempo
(continuo), sono cioe cosiddetti segnali analogici. Sono segnali analogici anche le misure
delle grandezze fornite dai trasduttori, come pure i segnali di comando degli attuatori.
L’ inserimento del calcolatore nell’anello di controllo comporta aloral’ adozione di dispositivi
per laconversione dei segnali analogici in segnali digitali e viceversa.

Tali dispositivi prendono il nome, rispettivamente, di:
convertitori A/D (analogico/digitale)
convertitori D/A (digitale/analogico).

Uno schema di massima di un sistema di controllo digitale sara quindi il seguente (dove uP
indicail microprocessore):

ld
y° C’+ € u m y
“l T sl AD uP DI/A A S

\4

Fig. 1: Sstema di controllo digitale
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Conversione A/D: il campionamento

Si consideri un generico segnale analogico V(t), t e R. Si fissi un’origine per |’ asse dei tempi
e, apartire datae istante (t=0), si considerino istanti di tempo distanti |I’uno dall’ altro per un
intervallo T¢. Si valuti quindi il segnale v(t) in corrispondenzadi tutti questi istanti:

oQ

T 2T 3T aT 5T
C t C C C

Fig. 2 : Campionamento

Si otterra una sequenza (o successione) di numeri che indichiamo con:

V(k)=v(KTg), k=012,...

Lasequenzadi numeri v (k) si chiama segnale campionato.

L’ operazione compiuta prende il nome di campionamento del segnale continuo v.
L’intervallo di tempo T¢ s dice periodo (o tempo, o intervallo) di campionamento.
L’'inverso del periodo di campionamento, f-=1T. s chiama frequenza di
campionamento.

La pulsazione corrispondente Q- = 2rnt/T- s chiama pulsazione di campionamento, mentre
lapulsazione Qy = Q¢ /2=mn/T: prendeil nome di pulsazione di Nyquist.

Nella conversione analogico/digitale € anche inevitabile una quantizzazione del segnale, cioé
la suddivisione dell’insieme dei valori che pud assumere il segnale in un numero finito di
intervalli, ciascuno associato ad un numero espresso in bit. Nel seguito non ci occuperemo
degli effetti della quantizzazione, ritenendo I’insieme in cui varia v* identico a quello in cui
prende valori v.

Si intuisce che al’operazione di campionamento € generalmente associata una perdita di
informazione, rispetto a segnale originario analogico. Non sembra infatti possibile compiere
I’ operazione inversa, ossiarisalire univocamente dal segnale campionato al segnale originario,
dal momento che diversi segnali analogici, anche molto differenti tra loro, possono dar luogo
allo stesso segnal e campionato:
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T 2T 3T 47 5T
C ¢ c c C

Fig. 3: Segnali analogici che danno luogo allo stesso segnale campionato

In particolare, campionando un segnale sinusoidale con determinati  periodi  di
campionamento, Si puo ottenere un segnale campionato che esibisce una oscillazione di lungo
periodo, del tutto assente nel segnale originario:

t
Fig. 4: Aliasing

Questo fenomeno, detto aliasing, impone che il periodo di campionamento sia adeguato alle
caratteristiche del segnale soggetto a campionamento. Il campionamento deve essere
sufficientemente fitto (e quindi il periodo di campionamento sufficientemente piccolo) da
cogliere anche le variazioni piu rapide del segnale.

E’ abbastanza evidente che per campionare correttamente un segnale sinusoidale occorrono
almeno due campioni per periodo. Detto T il periodo dellasinusoide si avra quindi:

T>2T. = 2n/T<n/T,

ossia, detta @ = 27/ T |a pulsazione della sinusoide:
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Se ora s ricorda che un generico segnale a tempo continuo s pud scomporre in serie 0
integrale (a seconda che sia periodico o aperiodico) di infinite sinusoidi (componenti
armoniche), si perviene al seguente risultato:

Teorema di Shannon (o del campionamento)

Se il segnale soggetto a campionamento v(t) non ha componenti armoniche a pulsazioni
superiori ala pulsazione di Nyquist Qn=m/T. (segnale a banda limitata), allora la conoscenza
del segnale campionato v (k), con periodo di campionamento Tc, consente di ricostruire
esattamente il segnale originario v(t), ossia segnale campionato e segnale soggetto al
campionamento sono informativamente equivalenti.

Se é rigpettata la condizione del teorema del campionamento, deve essere possibile ricostruire,
a partire dalla sequenza completa dei campioni del segnale campionato v (K), il segnale
originario v(t) ad ogni istante. Laformulacherisolveil problemae laformula di Shannon:

+oo [ i — 1
N

k=—oo

Scelto il periodo di campionamento del convertitore A/D, € anche possibile forzare il segnale
di ingresso al soddisfacimento della condizione del teorema del campionamento, filtrando il
segnal e stesso con un filtro passabasso. Tale filtro, che va sotto il nome di filtro antialiasing,
avra pulsazione di taglio inferiore ala pulsazione di Nyquist, in modo da tagliare le
componenti ad alta frequenza del segnale.

A

IFl 5

v(t) ve(K) O Qy O

Fig. 5: Filtro anti-aliasing

P. Rocco - Dispense di Automatica Lez.13-5



Conversione D/A

La conversione digitale/analogico consiste nel ricavare da una sequenza di valori v (k) cui &
associata una base dei tempi, un segnale a tempo continuo, che negli istanti associati ai valori
v (K), assumadgli stessi valori della sequenza data.

o]

Fig. 6: Conversione D/A

La formula di Shannon risolverebbe il problema generando un segnale a banda limitata:
tuttavia non é utilizzabile negli schemi di controllo digitale in quanto non causale. Il vaore di
v(t), aciascun istante di tempo, dipende infatti datutti i valori di v (k), in particolare anche da
quelli associati ad istanti successivi a t. Il calcolatore impiegato nel controllo digitale,
operando in tempo reale, non puo disporre che dei valori passati dellavariabile di controllo da
convertire. Per risolvere il problema si usano allora degli estrapolatori, ossia dei dispositivi
che sulla base di un certo numero di campioni (i piu recenti elaborati dal dispositivo di
controllo digitale), determinano il valore che dovra assumere I’ uscita del convertitore fino al
SUCCESSIVO campione.

In particolare la soluzione piu comunemente utilizzata consiste semplicemente nel mantenere
costante I’ ultimo campionein tutto I’ intervallo di campionamento:

o0—
I o0 o_o—
o— ‘ ‘
>
0 T 2T 3T 4T 5T
C C C C C

t

Fig. 7 : Mantenitore di ordine zero

Il dispositivo che realizza questa operazione si chiama Mantenitore di ordine zero 0 ZOH
(Zero Order Hold). Si osservi che |’ operazione introduce un certo ritardo del segnale a tempo
continuo ottenuto, rispetto a quello ottenibile via decampionatore di Shannon. Tale ritardo
quantificabilein circameta del periodo di campionamento.
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Scelta del periodo di campionamento

Per quanto detto finora, un sistemadi controllo digitale puo essere schematizzato come segue:

e

d
y° C+ € u m l y

T T AA AD up D/A A s |
(o
=

Fig. 8: Sstema di controllo digitale

Nello schema s € evidenziato che i convertitori A/D e D/A operano con o stesso passo di
campionamento e in modo sincrono (con la stessa origine dell’asse del tempi). Inoltre si e
messo in evidenza un eventual e filtro antialiasing (AA) da porre a monte del convertitore A/D.

Ci s pone ora il problema della scelta del periodo di campionamento. E' noto che in un
sistema di controllo le componenti armoniche significative dei segnali risiedono nella banda
passante del sistemadi controllo, il cui estremo superiore e di norma ben approssimato dalla
pulsazione critica w. . Per rispettare la condizione del teoremadi Shannon occorrera alora che
la pulsazione critica sia decisamente inferiore alla pulsazione di Nyquist:

W << Q.
Un buon criterio e che le due pulsazioni siano separate da una decade (Q /o, = 10).

In presenza di disturbi con componenti armoniche di alta frequenza o di componenti in alta
frequenza del segnale di riferimento (che non interessa riprodurre in uscita) € opportuno
anteporre a convertitore A/D un filtro antialiasing. La pulsazione di taglio del filtro dovra
essere superiore a . (per non tagliare componenti armoniche significative del segnale da
campionare) mainferiore a Qy (per rispettare la condizione del teorema del campionamento):

A
|

dB

N

(J)C (DF QN (0]
filtro

sistemadi
controllo

Fig. 9: Filtro antialiasing

Si osservi che in fase di progetto del regolatore R(s) occorrera prevedere un’eccedenza di
margine di fase necessaria a coprire 1o sfasamento indotto dall’ eventuale filtro antialiasing e
dal ritardo introdotto dall’ operazione di mantenimento (ZOH).
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Discretizzazione della legge di controllo

Il calcolatore nel sistema di controllo digitale riceve i campioni dell’ errore tra riferimento e
variabile controllata e deve produrre i campioni della variabile di controllo, da passare a
convertitore D/A (ZOH). Nel compiere questa operazione, il calcolatore deve fare in modo
che il legame dinamico esistente tra il segnale errore e la variabile di controllo sia quanto piu
possibile simile a quello determinato dalla funzione di trasferimento R(s) a tempo continuo
progettata per il regolatore:

&0, R(9 10, e SN AID i uP ul D/IA 10,

Fig. 10: Discretizzazione della legge di controllo

Si risolve il problema ricordando che la funzione di trasferimento non é atro che un
formalismo comodo per rappresentare un sistema di equazioni differenziali lineari:

[ X(t) = a1 (t) + 3 %o (t)+.. 43y, X, (1) + byelt)

J Xo(t) = 8p1 % (1) + Agp X (t)+.. A8y, X, (1) + bye(t)

[ X, (1) = a1 (1) + @ X (t)+.. 43, X, (1) + belt)
u(t) = cxq(t) + X% (t)+.. 4+, X, (1) + delt)

A questo punto, il sistema viene discretizzato con una delle formule note dal calcolo
numerico. Le equazioni risultanti sono immediatamante traducibili in un programma di
calcolo, codificabile in un qualungque linguaggio di programmazione. Si osservi la flessibilita
dell’ operazione: cambiamenti nei parametri del regolatore si traducono in cambiamenti di dati
del programma (inseribili anche da tastiera), mentre cambiamenti nella legge di controllo s
operano semplicemente modificando (e ricompilando) il programma.

Consideriamo per esempio un regolatore PI:
R(s)= Kp + L,
s
Unaredizzazione in variabili di stato del regolatore e la seguente:
X(t)=e(t)

u(t) = K, x(t)+ Kpe(t)

Adottando la formula di discretizzazione dei trapezi (nota come formula di Tustin
nell’ambito dei controlli automatici), otteniamo:

X (K) = x*(k_1)+T7C(e*(k)+e*(k_1))
u (k)= K, X (K)+Kpe (k)
dove e (K) = e(KT¢), u' (k) = u(kTc).

Le equazioni discretizzate sono traducibili nel seguente programma, da eseguire ad ogni
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istante di campionamento:

input yref, vy
e := yref-y

state := state + Tc/2* (e+eold)
u := KI*state + KP*e
eold := e
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