FORME BILINEARI E QUADRATICHE (PRIMA LEZIONE)

Dato uno spazio vettoriale V(K), si consideri urphgazione f: V— V.
Siricorda che:

f e lineare f & un omomorfismo , ovvero conserva le operazioni

DEFINIZIONE:
f:(v,w) eVxV — f(v,w) € K & una forma bilineare < 1.f e lineare rispetto al primo argomento:
(K e visto come uno spazio vettoriale su se stesso) O v,w,ueV,OheK siha:
f(v+w,u) = f(v,u) + f(w,u) e
f(hv,w) = h f(v,w)
2. f e lineare rispetto al secondo
argomento:
Ov,w,ueV,OheK siha:
f(v .w+u) = f(v.w) + f(v,u) e
f(v,hw) = h f(v,w)

Una forma bilineare puo essere :
1. simmetrica& Ov,we V , f(v,w) = f(w,v)

2. antisimmetrica o alternante o simpletticallv,w € V , f(v,w) = — f(w,v)

OSSERVAZIONE:
Una forma bilineare simmetrica si dice anche primdstalare.

ESEMPI
1. Forme bilineari simmetriche:

Ogni prodotto scalare, compreso il prodotto scadémadard, € una forma bilineare simmetrica:

a. |l prodotto scalare standardRRY' cosi definito:

(X10eeeX)” (Vareeeai¥) = ZL %y =XY



b. Il prodotto scalare standard nello spazio vetterddi vettori geometrici liberi
V={ AB } associato ad una unita di misura u, cosi d&fini
V-w =|v|-_|w|co8 doved e l'angolotravew
2. Siconsideri C° ([a,b]) ={f:[a,b}> R continua:a,lk R e a<b}.

Ovviamente C° ([a,b]) e uno spazio vettorialdrsuspetto alle operazioni di addizione tra

funzioni e di prodotto di una funzione per un nuonexale; infatti:
a. Of,geC° ([ab]) ,f+ g C° ([ab])
b. OheRh-fe C°([a,b])
c. +é associativa : f+g: «[a,b]— f(X)+g(x) e R
d. valgono tutte le proprieta richieste per uno spaeitoriale
Analogamente:
C! ([a,b]), insieme delle funzioni derivabili,
C? ([a,b]), insieme delle funzioni derivabili due t&|

C” ([a,b]),insieme delle funzioni derivabili infiitvolte, sono spazi vettoriali Ririspetto

alle stesse operazioni.
a
Si definisce quindi s: (f,g C° x C° — jb f(x)g(x) dx e R .

s e una forma bilineare simmetrica poiche:

0f,g,he C°,0a e R, per la linearita degli integrali, si ha:

s(f+g.h) =.[  LFC+a())h(x)] dx = .[ , [eN(x) +g(h(x)] dx =

a

=J. ,FOON0A)1dX + .[ [900h()] dx = s(f,h) + s(g.h)

e analogamente si verifica cheak@)= a s(f,g).

Inoltre s e definito positivo poiché:
a
s(f,f) = I (x) dx =0
b

Si ha quindi che s & un prodotto scalare euclideo.



NOTA:

Siricordi che s :VXV>R é definito positiva~ OveV, s(v,v)20es(v,v) =0<=>v=0

3. Forma bilineare alternante:

In R?, si consideri I'applicazione f: ((x,y),(¢)) e RXR — xy - XyeR..

f e bilineare (di seguito é verificata una soldalproprieta richieste:

DaeR, fax,y),(x,y)) = f((ax,ay),(x,y)) =axy’ -x'ay =a(xy' - xy) =a f((x,y),(x’,y)) .
Analogamente si verificano le altre ).

Inoltre f & alternante; infatti:

f((x"y).(xy)) = Xy = xy == (xy = xy) = =f((x.y).(X,y))

Si considerino, ora, lo spazig,(K), la forma bilineare f e il riferimento R=(e...,&)).

NOTA:

Si ricordi che:

Considerati Y(K) , R = (g,....... &) € una forma bilineare f: VxV¥-»R , la matrice di Gram
flene)........ f(e,e)

associata ad fin R & la matrice Gg f(€n&1)........ f(€n,&n) (fle.g)) , 1< i,j<n .

Inoltre se v,we V : Cr(v) = X eCr(w) =Y, flv,w) =X GY.

Si prova quindi la seguente

PROPOSIZIONE:

una matrice A K, & matrice di Gram di fin R> O v,we V,, f(v,w) = XAY ,
dove X = G(v) e Y = (W) .

Dimostrazione:

essendo gia noto che la matrice di Gram di f intRl&ched v,w e V, , f(v,w) = XAY , basta

dimostrare il viceversa .



( ........ ) ( flener)........ f(enen) )
Pertanto, siano A} 5 eG f(en,el)............ f(gn en) '

Poiché per ipotesi f(v,w) =RY , si ha:
A Levevnnnnrnrnnnnnns Adin 1
f(@]_,@]_):(l 0.... Q ......................... O a1
aﬂ_ ................... am 6.

fle,g) =(00...1..0

- .. j-esima posizior
i-esima posizior

Pertanto A =G..

Si prova inoltre che:

Considerati Y(K) , R = (g,....... &), una forma bilineare f: VxXV->R e G = (g(gg)), la

matrice di Gram difin R, siha: G e simmetrigaf € simmetrica.

Infatti:

presi_v,we V : Cr(v) = X eCr(w) =,

fluw) =X'GYeKys.

Poiché G & per ipotesi simmetrica, G & &percio:
X'GY=XGY)=Y'G'(X") = Y' G X = f(w,v) => f & simmetrica.
Viceversa,

se f & simmetrica, f(@) = f(g,6) 0 i,j =1,....,n<> G = G & G & simmetrica.



DEFINIZIONE:
Una matrice G=(g si dice antisimmetrica se risultd -G, cioé g = —g; .

Si ha allora che, fissato un riferimento R £ (e....,&), se f € una forma bilineare alternante ,
allora la matrice di Gram di f in R & antisimmedrita dimostrazione € analoga a quella fatta

per le forme simmetriche).

Inoltre vale la seguente PROPRIETA:
Sia K un campo infinito ( in realta e sufficientr & # 2 , dato che in questo caso £ ).

Se G e una matrice antisimmetrica => la diagopateipale di G é formata da 0 dovendo

essere g=-qg Ui.

Sia f: (v\w)e VXV — f(v,w) € K una forma bilineare e simmetrica;

si dice forma quadratica associata a f I'applicagicosi definita:

g:veV — q(v) :=f(vv)e K.
In particolare, in termini di componenti, se dm\h= R =(g....... ,&) € un riferimento,

q(v) = X'\GX dove G(v) = X e G & la matrice di Gram associata a fin R



