FORME BILINEARI (Quarta lezione)

Come e gia stato visto nella lezione precedente,

dati uno spazio vettoriale di dimensione finitgK), una forma bilineare f: ¥x V, — K e un
riferimento R = (g.....,&), la matrice di Gram di f in R € la matrice G=(&g).

Inoltre, se R= (€,,.....,€n) € un riferimento distinto da R e P € la matricpassaggio da'R R, la
matrice di Gram di fin R&¢ G = P G P, dove R GL(n,K).

Pertanto G e Gsono congruenti.

E stato anche osservato che data Gr#f)e in termini di componenti rispetto a R si lec
Ovw eV:Cr(V)=XeGWw) =Y=>flvw)=XGY.

Avendo inoltre dimostrato che matrici congruenti@ lo stesso rango, si € arrivati a definire il
rango di f come r(G). Questo e il primo invariad&dla forma nel senso che é indipendente dal
riferimento scelto.

Infine, data una forma bilineare simmetrica f if(IR) , & stata data la definizione di forma
guadratica associata a f :

g:ve Vp—f(v,v) e R.

Riduzione a forma canonica e secondo invariante della forma

Si considerino una forma bilineare simmetrica fXW, — R e un generico riferimento
R=(q,......8); la matrice di Gram di f in R & la matrice G.

In particolare, poiché f &€ simmetrica, la matriced@a simmetrica reale.

E gia noto che una matrice simmetrica reale & ortagnente diagonalizzabile,

ovvero,d D matrice diagonale, P matrice ortogonale : D’=G°P = PG P

(< I'endomorfismo k& : R" — R" & diagonalizzabilg> d un riferimento ortonormale’Rormato
da autovettori di G, e quindi MFg) € una matrice diagonale, e P € la matrice diguags da

questo riferimento Rad Rya).

NOTA:
Siricorda che:
1. Una matrice A K, si dice ortogonalmente diagonalizzabile se € sial una matrice

diagonale e la similitudine e realizzata mediama mnatrice ortogonale.



2. Un’applicazione f si dice diagonalizzabile se esigt riferimento R tale che i{f) e
diagonale, mentre si dice che f & ortogonalmergtgatializzabile se esiste un riferimento R
ortonormale tale che Mf) e diagonale; in entrambi i casi R é formatcadéovettori.

3. se G e ortogonalmente diagonalizzabile, una matrimgonale che la diagonalizza e la
matrice P di passaggio da un riferimento ortonoenfil diR" formato da autovettori di G
al riferimento naturale R (quindi le colonne di&he gli autovettori di E che formano un

riferimento ortonormale dR" ).

Detto ora Ril riferimento di \f, tale che P & matrice di passaggio da R,
la matrice di Gram di f in R la matrice G= P G P (= P*G P essendo P una matrice ortogonale) ,
maP*GP =D, percuiG=D, dove:

MO ., 0
D = O)\z 0
0 U At veennnn 0
O 0

e l'insieme{A1 A2 ,.....At: t<n} e lo spettro degli autovalori di G.

Presi allorav,we V : Cr (V) =X e Gz (W) =Y, in R la forma f avra espressione:

Tale forma puo essere detta forma canonica relgiet@hé dipendente dal riferimento R da cui si

partiti.

OSSERVAZIONE:

Considerato il riferimento R#R , la matrice di Gram di fin Ré la matrice G congruente a G.
Pertanto r(_G ) =r (G) ; tuttavia G e Gnon hanno gli stessi autovalori.

Quindi, detto s ,....,ust lo spettro degli autovalori di G, si ottiene

flv,w) =X  ta y1 +..ooon + X Hs Vi -
Considerati:
o A1, ,Ag : insieme degli autovalori positivi di G



(N NP 14/ ¢ come elementi della diagonale principale di Jedetime s righe e colonne ;
N/ =N giq geennnn ,1L/—L . come elementi della diagonale principale di Jedgliccessive t-s

righe e colonne ;

1 come elementi della diagonale principale di Jeddtime n—t righe e colonne.

J & invertibile e inoltre' ¥ J .
Si puo quindi considerare J come matrice di passatggun riferimento Ral riferimento R

R" sara il riferimento : R= (€'4,.....,6",) dove:
€1= 11, -€1
€2= 1k, - &

€'s= l/\/ks - €5

€= 1=k, - &

(Si noti che R non é un riferimento ortonormale in generale).

In termini di componenti rispetto d'R si ha:

OvweVy: Cri(v) =Xe Gr(w) =Y, siha: flvw)=X(Mr(f))Y

dove Mk-(f) & congruente a D (=Bmediante la matrice J =>Mf) = J D J.
Pertanto :

flww) =X (Mr:(f) ) Y=X'(IDJ) Y.

ma, per come e stata scelta J, si ha:



010 iiieeeeen., 0
i _ 0....... O 0
JbJ= 0....... 0-1........ 0
O, ~1...0
O, 0
Da cio:
fyw) =X (I DI Y=xyi+Xy + ..... + % Yo = XorYsrl = -eenenn - XY
qv) = X2+ x> + ...... X = X = eeaenns - %

Tali forme si dicono_ FORMA CANONICA rispettivamiendella forma bilineare f e della forma

guadratica g e non dipendono dal riferimento digrara scelto.

Si é gia detto nell'osservazione precedente chézardo riferimento iniziale R#R , cambiano

gli autovalori delle matrici di Gram di fin R e R, ma non il loro numero, poiché il rango delle

due matrici non cambia.
Inoltre, si vedra con il teorema di inerzia di S3dter che non cambiano il numero s degli autovalori
positivi e il numero t—s degli autovalori negativi.

Allora si definiscono s e t-s come Indici deimia (0 di Sylvester) della forma f (e della forg)a

e la coppia (s,t-s) si dice segnatura della fdrfeadella forma q) ed € il secondo invariantealell

forma.

OSSERVAZIONE:
Una forma bilineare simmetrica f € definita positse la sua segnatura e del tipo (n,0), ovvero se

non ci sono autovalori negativi né uguali a zero.

ESEMPI:
Sia assegnata iR® la forma bilineare simmetrica f(x2,X3),(Y1,Y2,Y3)) =3 % V> + 3% Y3 + 3% V1
1. Determiniamo rango e segnatura di f:
Fissato il riferimento dR® : R = Ry, la matrice di Gram di f in R si ottiene da:
f((1,0,0),(2,0,0)) =0
f((1,0,0),(0,1,0)) = f(0,1,0),(1,0,0)) =0
f((1,0,0),(0,0,1)) = f(0,0,1),(1,0,0)) = 3
f((0,1,0),(0,1,0)) =3
f((0,1,0),(0,0,1)) =f((2,0,0),(0,1,0)) =3
f((0,0,1),(0,0,1)) =0



woo
o wo
OO w
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( Osserviamo che G si puo ricavare direttamenteakfficienti della forma:
gj = coefficiente del terminei ).

Siha: r(f) =r(G) =3

Gli autovalori di G si ottengono calcolando:
|G-t1|=02 (3-1) (E-9) =0 =>lo spettro di G {8, -3}
my3)=2em(-3) =1

Poiché é gia noto che f & diagonalizzabilg(3@h= my(3) e my(-3) = my(-3),
pertanto la segnaturadife: (2,1) .

Determiniamo ora un riferimento canonico e la fowaaonica di f :

si cerca un riferimentoRli R ortonormale e formato da autovettori di G:
V(3) ={(x,y,X)} con x, ye R => V(3) ={(1~/2, 0, 14/2),(0,1,0} ;

V(=3) ={(x,0,-x}} con xe R => V(-3) ={(1W/2, 0, -14/2)}.

Allora R = ( (1A/2, 0, 14/2),(0,1,0), (142, 0, -142) ) e

la matrice di f in Re

30 0
o=f0 3 o0
0 0 -3

mentre una matrice ortogonale che diagonalizza G e

1IN2Z 0 12
p= 0 1 0
1W2 0 -142

In R laformafsiscrive: f(x,y) = XD Y =3x Vi +3 %y, — 3%V

La forma canonica di f é:

fXY) =xiy1+ % y2— X Y3

Per trovare il riferimento canonicd’'®isogna scrivere la matrice J di passaggio tra R
R'

1IN3 0 O
J= 0 W3 0
0 0 W3

Allora R" =( 183 (12, 0,182) , 183 (0,1,0), 14/3 (1N2, 0,-1N2) )



