Forme bilineari e quadratiche (quinta lezione)

Si considerino

1. uno spazio vettoriale ¥R);

2. f:Vh X V,— K forma bilineare simmetrica;

3. qla forma quadratica associata.
Proviamo che:
Data una matrice di Gram di g (o dif) : G, alpoltre al rango di G, anche il numero degli
autovalori positivi e il numero degli autovalorigativi di G dipendono solo dalla forma e sono
indipendenti dal riferimento scelto.
Si procede per assurdo.
Supposto che esistano due riferimenti canonicopeR=(g, ....,&) ed R'=(e3,....,.e%) , tali che :
fissato ve V, ,
in termini di componenti rispetto a R si ha: q(WeZ + %o + ... X — Xes1 - ... - %° € quindi la
segnatura é (s, t-s);
invece in termini di componenti rispetto a R’ si Q&) = %% + Xo° + ... +XnZ — Xm+1> - ... - X° €
quindi la segnatura € (m , t-m).
Si suppone ¥ s e in particolare (senza ledere la generalita diéhostrazione) s > m.
Siano W =L(g,....,e) e T=L(€n+1,....,€N), pertanto dimW =s e dimT = n-m .
Siha:ve W ® v =xe + ... & Cr(V) = (X, ... % O, ..., 0), dove le ultime n-s componenti
sono nulle.
Analogamente, € T & V'= Y€ ms1 + ... tWhe'n & Cr (V) =(0,....0, ¥n+1,....,Yn), dove le prime
m componenti sono nulle.
Ricordando la relazione di Grassman : dim (W} = dim W + dim T — dim (W+T) , si ha:
dim(W+T) < n poiché W+T e sottospazio dj,Ye questo equivale a dire che :
-dim(W+T)>-n ) :dim (\WONT)>dimW +dimT—-n=s+(n-m)—-n=s—-m.
Poiche é stato supposto che s > m => s — m > Ocigrsgnifica che :
WNT #{0} =>d ve WNT : v# 0 .Calcoliamo ora g proprio in questo vettore v .
In termini di componenti rispetto a R, si avrav)gf x> + Xo° + ... +x2 >0 ;
mentre, in termini di componenti rispetto a R'agia : q(V) = — f+1° - ... - W <O.

Ma questo € un assurdo; pertanto m = s, ovvesedaatura e indipendente dal riferimento scelto.



Osservazione:
1. Assegnata una forma f:;n\k V,, — K simmetrica, la forma quadratica associata q-¥Y K
e tale che q(v) =f(v,v) e quindi g i esprime im#ione di f .
Tuttavia si puo anche procedere in modo tale devaie f in funzione di q.
Infatti, considerati v,w V, si osserva che, usando la bilinearita di f,
q(v+w) = f(v+w,v+w) = f(v,v) + flv,w)+ f(w,v) + fww) = q(v) + 2 f(v.w) + q(w)
Da cui si ricava che f(v,w) = (g(v+w) - q(v) - g(w/ 2 .
Tale forma e simmetrica, infatti :
flv.w) = (q(v+w) - q(v) - a(w) ) / 2 = (qw+v)g(w) - q(v) ) / 2 = f(w,v).

2. Assegnare una forma bilineare o una forma quadraticiivale ad assegnare una matrice

guadrata. Infatti assegnata una matrice A, si passonsiderare la forma quadratica
X'A X , oppure la forma bilineare'XY .
In particolare una forma quadratica potrebbe amsisere associata ad una matrice non
simmetrica.
Infatti, si consideri il seguente

ESEMPIO:

In R? sia q la forma quadratica cosi definita: g®) = 3% +5xXz + X~ .

H! forma bilineare simmetrica f da cui q provieneeed

f(X1,X2),(Y1,Y2)) = 3x1y1 + 5/2 %y, + 5/2 %y1 + X3y, la cui matrice di Gram in & e
3 5/
A=\ 52 1 ) che e simmetrica.

Tuttavia la stessa forma g potrebbe provenire fiiaite forme bilineari non simmetriche e quindi

essere associata ad infinite matrici. Ad esempio :

3 0 3 1
B:(5 1)',C:(4 1),da|lequa|isiha:

X'BY = g((x1,%2),(Y1,Y2)) = 3xay1 + 5%y1 + XoY2;

X'CY = h((,X2),(Y1,Y2)) = 3Xay1 + XYz + 4 %Y1 + XoY2

che come forma quadratica associata hanno ancbra la

Per questo motive una forma quadratica associatéeside sempre come associate ad una forma

bilineare simmetrica.



Quadriche nello spazio

Spazio affine

Si consideri lo spazio reale (ordinario) di dimemns 3 .
In tale spazio si considerino gli insiemi: S =ymi } , £ —{ rette }, 2 ={ piani }.
Allora la terna (S.£ ) € lo spazio geometrico, essendo S un insieme/noto e£, & famiglie di
parti di S.
Lo spazio ordinario gode delle seguenti sei pra@riehe permettono di caratterizzarlo come
spazio affine di dimensione 3 :

1. Per due punti distinti passa una sola retta

ovvero

OABeS:A#B ,d're £ : ABer

2. Per tre punti distinti non allineati passa un urp@no
ovvero

A,B,Ce S : A,B,C non giacciono sulla stessa reiar e 9 : AB,Cen .

()
retta

[ = N .. . .
3. Um,me9 ,mNm { 1= 7, (& sufficiente cher, e, abbiano tre punti in comur

cioe , nello spazio ordinario due piani non si imicano mai in un solo punto e inoltre si da
la seguente definizione:

n1, T2 Si dicono paralleli «t; // ny <& 71 = n, oppureny N, = @

retta r ( e sufficiente che rreabbiano due punti in comune)
()

4, Oref,One? ,rﬂn={
un solo punt

Da tale proprieta segue che:
Se P,Q x , allora larettar per P e per Q, che per lmarproprieta € unica, € contenuta nel

pianor.



OSSERVAZIONE:
Da queste prime quattro proprieta si deduce che
OPeSOref:P0Or, allorad! te 9 : P,rem.

5. Oref edPeS:POrndlsef:Peserlls
E bene ricordare che:

Orse £, rl/ls& r=soppurelne ?:rsllnems=ao.

6. One?® OPeS:POr !’ €e?P: Pert’ enlin.

NOTA:
Le proprieta 3 e 4 riguardano I'intersezione di gisni tra loro e di una retta con un piano, mentre

le proprieta 5 e 6 riguardano il parallelismo &#te e tra piani

OSSERVAZIONE:

Il parallelismo tra piani e tra rette € una relagali equivalenza.

Quando valgono le sei proprieta suddette, lo spgedmetrico viene chiamato spazio affine di

dimensione 3 e poiché nello spazio ordinario eafgono, si pud affermare che lo spazio ordinario

reale e uno spazio affine tridimensionale.

In particolare, una conseguenza delle sei propéiethe ogni piano di tale spazio € un piano affine
infatti:

1. d!retta per due punti distinti

2. ogni piano contiene tre punti non allineati

3. data unaretta r e un punto P non appartenengsiate un’unica parallela a r per P

(complanare ar).

Lo spazio affine reale si puo indicare cef(3,R).
Tale spazio affine puo essere complessificato diatager arrivare allo spazio proiettivo di

dimensione 3 sul campo complesso.



Spazio affine complessificato

Per complessificare lo spazio affine € necessatiodurre i punti, le rette ed i piani immaginari.

Siano R=( O,R=(e..8,.&,) ) ed R'=( O",R=(ex,ey.e>) ) due riferimenti e siano X" =PX + C le
formule di passaggio da R a R’, dove P ¢é la matlipassaggio da\Ra RV ( costruita mettendo
come colonne le componenti in R” dei vettori di®Q e la matrice colonna formata da(O).

Nell'insieme | delle coppie @(B.y), R) con €,B,y) € C2 — R 3 introduciamo la seguente relazione:

r o - a
((a,Byy),RE((a" B y),R )& ( 5 )' =P ( 5 ) ve

Tale relazione é di equivalenza: diremo allora@b@pie equivalenti individuano lo stesso punto
immaginario A e il punto immaginario A considerataentificato dalla classe di equivalenza
[((a,B.Y).R)]=

In tal modo, in ogni riferimento R” si possono detmare le coordinate di A, che sono date dalle
terna @",3",y) che precede R" nella coppia(f3",y),R").

Indicato con | £ punti immaginadi, S = SO | si dice spazio complessificato ed & formato sia da

punti reali e che dai punti immaginari, che si dira in generale punti complessi .

OSSERVAZIONE:

In tale spazio complessificato si possono introglusrettori complessi , che sono individuati da una
coppia di punti complessi; si dice che due coppsarde di punti complessi individuano lo stesso
vettore complesso se la differenza delle coordinatenime degli estremi € uguale, cioe se i due
vettori individuati hanno le stesse componenti.

Inoltre si possono introdurre rette e piani comgilebe potranno essere sia reali che immaginari.

Tale argomento non verra trattato per esteso.

NOTA: Un riferimento si dice reale se 'origine B punto reale e i vettori del riferimento vettogial

sono vettori reali e quindi anche gli assi coortlisano rette reali.



Fissato un riferimento reale R=(Q:Re.8,,&,) ), Si possono dare le seguenti definizioni:
1. Un pianor si dice reale se si puo rappresentare con urzégugaa coefficienti reali,
altrimenti il piano si dice immaginario.
es:m:ix+iy +iz =0 e reale perché sipuo anchivece n: x +y+z=0
2. Una retta r si dice reale se € intersezione dipia@ reali e quindi se si pud rappresentare

con un sistema di equazioni a coefficienti reali.

Coniugio

E gia noto che i€ la relazione di coniugio & un automorfismo ed pplacazione cosi definita:

c: a+ibe C —» atib =a - ibeC.

Si ha subito che, datoeZC , z € reale® z =z .

Si pud quindi considerare I'applicazione ofy)e S — P (a ,B .,y )eS, overo

I'applicazione che ad ogni punto complesso assbsig complesso coniugato.
Allora si ha subito che :

P é reale> P coincide con il suo complesso coniugato.

OSSERVAZIONE:

Un piano reale contiene infiniti punti reali e mfi punti immaginari .

ESEMPIO:

n:X +y —z = 0 e reale e contiene, oltre aglpunti reali, anche> punti immaginari, ad esempio
P(i,0,i) , P'(i,-i,0)e m

Inoltre,

Dato un pianar: ax + by + cz + d = 0, si dice complesso coniaghtr il piano formato dai punti

complessi coniugati dei punti di Si vede che il piano complesso coniugaE gappresentato
dall’'equazione Cax+ b y +cz+d =0.

Sihacheréreale®> n= 1

_ ffo
Sernonérealex N = *lretta reale r



Infatti, se l'intersezione € unarettar, allof@dt=>r Ox ,maancheln =>r 0 n =mn.

Pertanto anche 0z N n =re quindi r =r.

Questo comporta che un piano immaginario puo cen¢eimfinti punti reali allineati .



