CAMBI DI RIFERIMENTO IN P3(C) (OTTAVA LEZIONE)

E gia stato osservato clfg(C) viene costruito complessificando lo spazio ptoietreale ,
analogamente a come era stato fatto per lo spme,aaggiungendo punti, rette e piani.

Fissato un riferimento R, si avra sempre che:

1. Sen é un piano immaginaria, e distinto dal suo coniugate e, poiché siamo in uno

spazio proiettivog N 7 @ una retta reale, propria o impropria. Ne sedpge c

Ser € un piano immaginaria, conterra sempre una retta reale, ovvero esistempe

infiniti punti reali sur, che potrebbero essere sia propri che impropri.

2. Una retta r non ha sempre punti reali, in quanto: serer sono complanari: P (proprio
L L L= — 0 improprio
se r e immaginaria e la sua coniugata ¢ atlorarN r = proprio)
oppure
sere r sono sghemb@:
ct

3. La coordinazione associata a R@:®e S — [(x4, X, X3, x4 )]- €+{0}

Ricordando che i€* I'insieme dei vettori %;, x,, x3, x,) proporzionali tra loro & un
sottospazio vettoriale di dimensione 1, possiame che:

| punti di P3(C) si trovano in corrispondenza biunivoca con igspiazi vettoriali dic* di
dimensione 1;

Le rette dilP3(C) si trovano in corrispondenza biunivoca con icspazi vettoriali dC* di
dimensione 2;

| piani di IP5(C) si trovano in corrispondenza biunivoca con iegjiazi vettoriali dic* di

dimensione 3.

Si puo da cio definire uno spazio proiettivo di @eaerica dimensione:

o N . X K™*'—{0}
lo spazio proiettivo numerico di dimensione n smpa K sara P,(K)= ——.
Si dicono punti di tale spazio le classi di equevala [§, ..... S |
In esso,

* i punti vengono detti sottospazi proiettivi di dinsgone 0O;
* le rette vengono dette sottospazi proiettivi dnelnsione 1;
* i piani vengono detti sottospazi proiettivi di dinsgone 2.
In generale un sottospazio proiettivo di dimensibren h< n, sara identificato con un sottospazio

vettoriale di dimensione h+1.



Per effettuare un cambio di riferimentoltg(C) si procede come segue:

Siano R=(0,R) e R"=(0",Ry) due riferimenti reali propri dello spazio affineale complessificato
e siano X’=PX + C le formule di trasformazioredlel coordinate da R a R” (in forma non
omogenea). Ricordiamo che:

P e la matrice di passaggio da,BRy , quindi Pe R ;e |P}£ 0, inoltre

C é il vettore colonna delle coordinate di O in.R”

X' =pux+py tpriszt+ o
= P21X + P22y tP23Z+
Z = P31X + P32y + P33z + C3

Per passare alle coordinate omogenee si pone:

Le formule si possono equivalentemente scriv:

_ X% _ X X3 , X , X , X3
X=—, y=—, Z=—, X =—, y == Z =
Xy X4 X4 X4 X4 X'y

Sostituendo nel sistema precedente queste cocgdmateno di un fattoge non nullo, le formule
di trasformazione delle coordinate da R a R” imi@iomogenea sono :

0X" = P11X1 + P12X2 + P13x3 + ¢4
QY = D21X1 + D2a2Xz + Da3X3 + €7

. .~ , che possono essere scritte come X'= AX ,
0Z = P31X1 + P32X2 +P33x3 + C3

0X'y = X4
2;11 2;912 P13 Cll P11 Pz P13
dove A = 21 22 P23 C,z eP P21 D22 D23 |.
P31 P32 P33 €3 P31 P32 P33

0 0 0 1

per cui |[P| = |A¥O.
Quindi Ae GL(4,R).
Detto A (4, R)={matrici invertibili di GL(4,R) che hanno come ultima riga il vettdi@ 0 0 1)},
si vede facilmente ch& (4, R) & un sottogruppo del gruppo lineare.
Infatti:
e ¢ stabile rispetto all'usuale prodotto righe pdobooe , cio€l A,B € A(4,R), AB ¢
A(4,R) (come si verifica facendo i conti);
e contiene/,
e OA€A4R), A e A4, R) (come di verifica facendo i conti).
Il gruppoA (4, R) si dice Gruppo affine di ordine 4 R



LUOGHI GEOMETRICI

Superficie sferica

In A(3,R), siaC unpunte S e re R.

Si dice superficie sferica di centro C e raggitnsleme S(C,r) ={R S : d(P,C) =}.
Sia R=(0O,R) un riferimento ortogonale monometrico.

In tale riferimento, detti G, , y,,2,) € Pk, y,z), siha: d(C,P) =%

IPC|=] PC - PC =/(x —x0)? + (¥ = ¥0)?+(z — 2)? =T

Tale equazione gia rappresenta la superficie sfetidtavia si pud ancora scrivere:

(x —x0)%+ (v — y0)?+(z — z5)* =12, da cui

x%2 4+ y2 4+ 22 — 2x9x — 2y0y — 229z + xi+ yé +z5 — 12 = 0.

Postoa = —2x,,b = =2y, ,¢c = —2zy,d = x¢+ yé + z5 — r?; si ha:

x?+y?+z%+ax + by + cz +d = 0 che & un’equazione di secondo grado in X,y,zin cu
mancano i termini rettangolari(xy, xz e yz) ed effwienti di x2, y%e z? sono uguali tra loro e
diversi da zero.

Viceversa,

data un’equazione del tip¢ + y*> + z> +ax + by +cz+d =0,

2 b2

. _ a _ b _ C 2 _ 2 2 2 d_a C2 d
postixg ===,y =—3,20=—5 er =xgty;+z—d=—+_-+--d,

I'equazione rappresenta una superficie sfericauiro Cf, , y,,z,) € raggio r ¥x2 + y2+z2 — d

& a?+b%>+c?—-4d > 0, essenda? >0

(r=%\/a2+b2+c2—4d>0).

Intersezione di una superficie sferica con un piano

Sia S(C,r) una superficie sferica@n piano.

Allora, S(C,N)N =

) sed(C,t) >r
={{H} sed(C,m) = r(essendo H = m N (retta per C ortogonale a m) )
wpunti  sed(C,r)<r

Si prova che,

se d(C,rx r, allora S(C,/ N = & una circonferenza del pian@on centro H e raggio rv#2 — d .

Infatti:



Siano Pe S(C,r)N n e H = N(retta per C perpendicolareta

Si considera il triangolo CHP rettangolo in H, i {CP| =r e |CH| = d = d(@)
Pertanto d(P,H) ¥r2 — d? = |PH].

Supposto chd P# P : |CP’| =r =>|HP|=|HP’|.

QuindiOPe S(C,nNN =z =>d(P ,H) =d(P,H) %/r2 —d?=r > 0.

Dunque per definizione il luogo S(Cf)x € una circonferenza di centro H e raggio r’.

tl
In particolare
0] =>n si dice piano esterno
Se S(CNn = {P} =>7 si dice piano tangente
circonferenza =x si dice piano secante
NOTA:
Data una retta s e una superficie sferica S(C,r),
0] se d(C,spr => s sidice retta esterna
S(CnNN s = {P} se d(C,s) =r => s sidice retta tangente
{A,B} se d(C,sxr => s sidice retta secante

Si puo quindi affermare che s& un piano tangente a S(C,r) in H, tutte le rdittepassanti per H
sono tangenti a S(C,r) in H e una qualunque rettddptangente a S(C,r) si trovamsu
Infatti, si verifica subito che, se s € una rettald tangente a S(C,r), essa:

1. sara perpendicolare alla retta t passante per Ce H

2. incontrera S(C,r) nel solo punto H

3. apparterra al piano
Pertanto, una retta s contenente H e tangente g 8{€l < s & perpendicolare alla retta t per C e
H< s é inclusa nel piano per H perpendicolare atta te che € proprio il piano tangente ad S(C,r)
in H.

O

In P3(C), una superficie sferica deve essere rappresatdaia’equazione omogenea.
Per rendere omogenea I'equazione della superfieiea precedentemente determinata
x2+y?+z2+ax+by+cz+d=0

si opera la seguente sostituzione:



X1 X2 X3
x—_»y—_; - T

X4 X4 X4
dacui x?+xZ+xZ+ax;x,+bxyxs+c x3x4+dx?=0;

ovvero, dette x,y,z,t le coordinate omogenee :
x?+y?+z2+axt+byt+czt+dt>=0.

| punti impropri di S(C,r) si trovano dall’interseme con il piano improprio:

xi+x2+x2=0

SCnNN(x,=0)=T :{ X, =0

' € una conica del piano improprio detta conica opga di S(C,r) ; in particolarE e una conica
reale priva di punti reali, infatti:

se P fosse un punto realeldiP avrebbe coordinate,(, x,, x3,0) che soddisfano I'equazione di
S(C,rf x2 + x5 +x%2 =0=>x; =x, = x3 = 0. Tuttavia questo & un assurdo, dovendo essere
(X1, %2, X3, X4) € R* — {0} .

Pertantad punti reali sU” =>T é totalmente immaginaria e non dipende da S(@oigké a,b,c e d
non compaiono nell’equazione ) . Ricordando che i punti impropri di una circerdgnza di un
piano sono detti punti ciclici, avremo che:

I' & I'insieme di tutti i punti ciclici dello spaz®si dice I'assoluto dello spazio.

ESEMPIO

Dati i punti A(1,0,1), B(0,1,-1) e C(0,0,1), essimsono allineati in quanto la matrice
1 0

M = 0O 1 -1 ha determinante non nullo.
0 O

Si rappresenta quindi il piamoper tali punti :

si considerano AB(-1, 1, -2) , AC(-1, 0, 0) e P&)ya cui si ricava facilmente : 2y + z -1 = 0.
Si vuole quindi rappresentare una superficie si¢fiper A, B e C (ne esistono infinite!):

scelto O = (0,0,0) : @n e dettac’? + y> +z2+ax+ by +cz+d = 0 lagenerica equazione

della superficie sferica, si impone il passaggioiggiattro punti considerati:

OeS=>d=0 d=0
AeS=>2+a+c+d=0 n c=-1
BeS =>2—-b+c+d=0 b=-3
CeS =>1+c+d=0 a=-1



Pertanto, la superficie sferica S ha equaziafet y? +z2 — x—3y— z = 0.
Allora I'equazione della circonferenZantersezione di Se é:

x2+y*+z2—x-3y—2z =0
2y +z-1=20

Il centro C” e il raggio r di Sono:

)er=§\/a2+b2+c2—4d=g.
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Il centro H e il raggio r” di" sono :

=
I

detta s la retta per H e C” perpendicolate=z s;

+
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+
N
~

alloraH=sNn => Hé% 0) e r'=d(C,H) :\E )



