QUADRICHE (DECIMA LEZIONE)

In P3(C), fissato un riferimento R=(O\R reale e proprio, una quadrica é{@unti dello spazio le
cui coordinate in R sono le soluzioni di un’equaei@mogenea di 2° grado non identica in 4
incognitg : f(xq, X3,x3,x4) =0.

NOTA:

Dato un polinomigf: (x4, x5, X3, x4) € C* > f(xy, x5, %x3,%4) €C,

f definisce una forma quadratica@fi.

Nel riferimento naturale di*, detta A la matrice di Gram di f e dettda forma bilineare da cui f
proviene, f: XAX e g: Y'AX.

Ricordando che la forma bilineare & simmetricahank sara simmetrice a;=g; .

Da cio si deduce che Q € una quadtick coordinate dei punti di Q sono zeri della forma
quadraticg (x4, X3, x3,x4) = 0 .

Quindi un’altrettanto valida definizione di quadxié:

Q ={punti dello spazio le cui coordinate in R sono #erina forma quadratica €11} .

Allora A (matrice di Gram di f in R) verra detta matrice associata alla quadricaifegzlmento R.

ESEMPIO
Fissato il riferimento R, si consideri @ + 2x;x; — x% + xyx, + 2x% = 0.
Quindi :
1. f(xq, X, %3, %4) € Ct > xZ + 2x1x3 — x5 + x1x4 + 2x3 € C
2. 0((x1, X2, %3, %) V1, Y2, Y3, Ya) ) =x1Y1 + X1 Y3 + X3y, — X33 + %xl}’zx + %xz;}’l + 2X4Y4
doveo e la forma bilineare da cui si puo ricavare Q.

3. A, che e la matrice di Q in R e la matrice di Gidirr in R, e :

1 o 1 1
_f o o o o0
A 1 o0 -1 o
I, 0 o 2
DEFINIZIONE:

Una forma bilineare di uno spazio vettoriale \(K) si dice degenere> il suo rango € minore di

quello massimo: &)< n.



Ovvero, se A e la matrice di Gramalin un generico riferimento R fissato,

o e degenere> r(A) <n.

Una forma quadratica f di YK) si dice degenere~> e degenere la forma bilineare da cui f
proviene.

Quindi, fissato un riferimento R,

una quadrica Q: %X = 0 si dira degeneré> la forma quadratica f: %X = 0 da cui proviene &

degenere ovvero se r(A)4 (essendo f definita i@*).

Bisogna ora osservare che la definizione di quaded anche le altre definizioni date) & ben posta,
essendo indipendente dal riferimento fissato; infat

se Q: XAX = 0 nel riferimento R, considerato un riferimerm®” diP3(C) reale, proprio e distinto da
R, si ha che:

dette X = BX" le formule di trasformazione delleocdinate da R” a R, allora I'equazione di Q in R’
si ottiene considerando: (BX'A (BX) = 0 ~ (X)' (B'AB) X" = 0 che & una forma quadratica
poiché, posto A'= B\B , (X)' A" X" = 0 & omogenea di 2° grado non identicageds r(A")=r(A).

Come conseguenza di quanto detto, si ha:
1. La definizione di quadrica é ben posta: Q e rapgpredo da un’equazione di 2° grado in 4
incognite non identica in qualsiasi riferimento;
2. r(A) =r(A") indipendentemente dal riferimento goel [JA,A” matrici di Gram in due
riferimenti distinti => le definizioni di quadricdegenere e non degenere sono ben poste;
3. se|A|=0=>|A"| =0e, in particolare, |A"|BAB| = | B| |A| |B| = |[BJA| => |A"| e |A| sono

concordi.

OSSERVAZIONE

Sono quadriche:

1. superficie sferica;

2. cono quadrico e cilindro quadrico;

3. un piano:
Dato un pianot: ax + by + cz+dt = 0,
'equazione omogenea di 2° gradax + by + cz + dt)? = 0 rappresenta una quadrica
degenere;

4. I'unione di due piani:

Datim:ax + by +cz+dt = 0Oen:a'x+b'y+c'z+d't =0



L’equazione omogenea di 2° gra@ox + by +cz +dt)(a’'x + b’y +c'z+d't) =0

rappresenta una quadrica degenere.

Fissato un riferimento R, una quadrica GAX = 0 si dice reale®> Q pud essere rappresentata in R
mediante un’equazione a coefficienti reali ,ovveece solo sd A reale tale che Q: "X =0 e
quindi se e solo se la forma quadratici]f‘,]'-=1 a;jx;x; € reale .
Tra le quadriche reali, esistono:
a. quadriche non degeneri con infiniti punti reali.
Ad esempiox? + y2 —zZ2 +t* =1
b. quadriche prive di punti reali.
Ad esempiox? + y2 + z% + t? = 0, ricordando che la soluzione (0,0,0,0) non &
accettabile;
c. quadriche che hanno infiniti punti reali (che formoauna retta) e infiniti punti immaginari.
Ad esempion: y? + z? = 0 ; i punti reali sono tutti e soli i punti dell’'ass , quindi sono i

punti del tipo (h,0,0,1) . In particolare Q € I'one di due piani immaginari:

y+iz=0 o 2y=0 o y=0 . asse X
{ y—iz=0 {2iz=0 z=0

Percio Q ha infiniti punti reali appartenenti aise x e infiniti punti immaginari ;

d. quadriche con un solo punto reale.

Ad esempiox? + y% + z% = 0 ; I'unico punto reale & P(0,0,01) .

DEFINIZIONE:
Q si dice riducibile> Q =n 0 " conn # n” oppurer =", ovvero se e solo se la forma f si
scompone nel prodotto di due polinomi omogenei’djrado in 4 incognite che possono essere sia

uguali che distinti.

Intersezione di una quadrica con un piano
Fissato un riferimento R , siano Q'A% = 0 una quadrica 2 un piano reale.
Proviamo che:
{ 7 (cioen O Q)
Qnmu= oppure

I':T € m € una conica che puo essere non degenere oppure degenere in una o due rette



Infatti:
Sian € Q e consideriamo Q =«
| CASO i1t =7t

Ser e il piano improprior = . x, = 0, allora

Q N = {a11x12 + Zallexz + -+ a44x2 =0
- Xg4 = 0

{ 11 X2 + 2a15X1%; + AppX2 + A33%% + 2013 X1X3 + 20a53%,%3 = 0
x4 = 0

Poiché si e ottenuta un’equazione omogenea dird&2fogn 3 incognite non identica, essa

rappresenta una conicardi, I, che & detta conica impropria di Q.

Il CASO: 1t # T

Sen € un piano proprio, si fissa un riferimento R i i€ pianox coincide con il piano xy,
per cuin: x3 = 0.

Allora,

Qnn= { A1 X2 + 2a15X1%5 + AppX5 + 2014 X1 X4 + 2054%X, + Agex3 = 0
.X3 = O

anche in tal caso si ottiene un’equazione omogdne&ad grado in 3 incognite non identica, che
quindi rappresenta una coniCalel pianaor.
U
Come conseguenze di quanto detto, ricordando cheamcd che contiene una retta € degenere,
e inoltre, che una conica degenere si spezza i gl rette, si ha che:
1. sed trerettell (Qn n), Qn n==n e quindit € Q;
2. seHunarettac (Qn ) eset € Q,I'=(Qn n) € degenere.

Intersezione di una quadrica con una retta
Fissato un riferimento R , siano QA = 0 una quadrica e r una retta per A(Y) e B(2).
L’equazione di r si puo anche scrivere r : X+ i Z con { ) eC2-{(0,0)}.

Allora:

4

ij=1
x; = Ay; + uz;, Vi=1,2,3,4 4



Da tale sistema si ottiene I'equazione omogen&a drado il el :
ij=1@ij(Ay; + pz) Ay + pz;) =0
& Xt j=1(aPyy; + dpagyizi + plagzy; + ptagzizy) = 0
& Pz aiyiy) + a(Eh o aiyizi) + (X1 aijziyy) + w2 (CF o aijzizg) = 0
Posto
© Yimiayyy =YIAY =a;
Yhiciaiyizi =Y'AZ = Z'AY = ¥}, _; a;jz;y; = b (siricorda ch&*AZ = (Y'AZ)'
essendo una matrice quadrata di ordine 1; in@gsendo A simmetricytAZ)' = Z*AY );
o Yl ayzizi= Z'AZ =
Si puo scrivere :
Aa+22ub+ u?c =0 che e un’equazione omogenea di 2° grado.
Se tale equazione € identica= b = ¢ = 0=> ogni coppié4, u) € soluzione .
Perciorld Q=>mnNQ =r.
Se I'equazione non € identica, essa ammette dugisni e, in particolare,
b = 0 =>4! soluzione PK I )=>rNQ ={P}

Se i (5)2 —ac= # 0 =>4 due soluzioni distinte e non proporzionali:
Pi(A1,11) € B(A2 u2) => rNQ = {Py,P}

In sintesi,
reridQ
oppure
Qnr= due punti distinti
oppure

due punti coincident> un solo punto

Come conseguenza di quanto detto si ha che:
se rN Q2{P1,P,,Ps},conR£P,#P;,ovwero |MQ |23 =>r0 Q.



