GRUPPO STRUTTURALE DELLO SPAZIO PROIETTIVO
(TREDICESIMA LEZIONE)

Si vuole costruire un automorfismoBi(C), partendo da un automorfismo (vettoriale)@i:
f: X e C* — AX € C* , dove Ac GL(4,C) ed e la matrice di f nel riferimento naturalefi.

Si considera allora I'applicazione:

wp e U L[] e 2O

Tale applicazione € ben posta , ovvero € indipeteddsl rappresentante, infatti:
sey e[x]. => f(»)e [f(D)]. ©[FO]- = [f(x)]- , infatti
sey = px => f(y) = f(px) = pf (x).
Quindiws puo essere vista come applicazion®4{(C) in sé.
Dunque fissato il riferimento Rp,: P([x]) — P'([f(x)]) € un automorfismo (proiettivo) dis(C).
Infatti:
ricordando che nello spazio proiettivo
* i punti si trovano in corrispondenza biunivoca cgnttospazi vettoriali di dimensione 1;
» le rette si trovano in corrispondenza biunivoca iceottospazi vettoriali di dimensione 2;
* i piani si trovano in corrispondenza biunivoca ¢sottospazi vettoriali di dimensione 3;
e poiché f € un automorfismo (muta sottospazi vietion sottospazi di uguale dimensione ed e
biettiva), alloraw, muta rette in rette, piani in piani ed e biettiva.
In particolarew; é:
e iniettiva : seP([x]) # Q([y]) => x e_y sono indipendenti=> poiché f & un autdieomo,
anche f(x) e f(y) sono indipendenti @7(P) # w¢(Q);
* suriettiva: dat®’([y]), d! x_:f(x) = y e dettoP([x]) => ws(P) = P".

L'applicazionew,: P([X]) — P” ([AX]) si dice proiettivita 0 omografia
e in termini di coordinate le equazioniwi} sono:
X'=pAX conp # 0.

NOTA: Al posto diw, Si puo scriverevy.

OSSERVAZIONE:

Tra il gruppo degli automorfismi vettoriali e ilgwpo lineare c’e€ una corrispondenza biunivoca.



Nel caso delle proiettivita, invece, poiché e pnésd fattore non null@, da matrici proporzionali
si ottiene la stessa applicazione e quindi c’éispondenza biunivoca solo con il gruppo lineare

quozientato rispetto alla proporzionalita.

Se la matrice A e reale, si puo parlare di omognadale diP3(C).

Si puo allora dire che un’omografia reale & un’a@aionew, dello spazio proiettivo di
dimensione 3 in sé tale che, fissato un riferimelet@quazioni sono X' AX conp # 0 e
A € GL(4,R).

Le proprieta invarianti dello spazio proiettivop#dto alle omografie reali del tipe, si dicono
PROPRIETA PROIETTIVE e tra queste ricordiamo leusedi

* un punto reale viene mutato in un punto reale;

* Uunaretta viene mutata in una retta;

* un piano viene mutato in un piano;

* una quadrica reale viene mutata in una quadrida;rea

* una quadrica con punti reali viene mutata in quadcon punti real;

* una quadrica priva di punti reali viene mutatauradyica priva di punti reali;

* una quadrica Q riducibile viene mutata in una geadiducibile;

* i punti doppi vengono mutati in punti doppi.
Tuttavia un’omografia reale non conserva i pundigor e impropri perché tale caratterizzazione

dipende dalla quarta coordinata del punto, cheeivetple non € conservata.

Le proiettivita formano un gruppo e la geometria studia le proprieta proiettive si chiama

geometria proiettiva.

Tra le omografie scegliamo ora quelle in cui lancatA € del tipo:

aj; Q12 A13 Qg4
Q1 Az dz3 Gy
31 A3z A3z 0d34

0 0 0 1

a4

e poniamod(4.C) ={A=| 4 224 }.
34
0 0 0 1



In particolared (4,C) rispetto al prodotto righe per colonne forma mmpgo che € sottogruppo di
GL(4,R) ed e detto GRUPPO AFFINE Bj(C).

ai1 412 Qg3
Poiché Ac GL(4,R) , la matrice A" ={ a,; a,, a,3 |[eGLBR)e|A |=|A].

asz; dzz dsz

Si verifica facilmente che, 'omografta, che deriva dalla matrice Ad (4,C), conserva anche i
punti propri e impropri.

Si puo quindi dare la seguente definizione:

si dicono PROPRIETA AFFINI dP5(C) le proprieta invarianti per le omografie del tigiav,,
con Ae d (4,C).

OSSERVAZIONE:
{ (4,C) € un gruppo.

Infatti:

. prese A Be@(4C)=>C=AxB=| C21 C22 3 2| q40)
C31 C32 C33 €34

0 0 0 1
e quindi I'insieme é chiuso rispetto alla moltiplaione righe per colonne.

* |l prodotto righe per colonne e sempre associativo.

* Hdl'elemento neutro: ¢ d (4,C)

A11 A12 A13 A14
- A,y A, A Az

e PresaA@(40)=>At=2| ‘21 A2z ‘a3
(4.0) 141\ A3, Asp Agz Az

A14 A24 A34 A4-4-

y maA14 = A24= A34 =0e

Apy = |A"]
=> ‘l‘Tl =1=>A4"1ed (40)

e, quindi, g inverso di ogni elemento.

Le proprieta delle quadriche reali che si studiecanel seguito sono le proprieta invarianti rispett

a tali affinita.



QUADRICHE REALI

Fissato un riferimento reale e proprio R, siaX®X con A€ Ry n-

OSSERVAZIONE:

Se Q e degenere, i suoi punti doppi sono realimdguna quadrica reale degenere ha sempre punti
reali.

Infatti, i punti doppi si trovano come soluzionil destema omogeneo a coefficienti reali AX =0 e

quindi tali punti appartengonoR'.

O
Classificazione affine delle quadriche degeneri
* ser(A) =1, Q=conx reale e con punti reali;
( |l
entrambi reali: oppure

) ) ) n Nn' =rpropria
e ser(A)=2,Q=tlxn conn#7n" en, < ;

oppure
\ immaginari coniugati
* ser(A) =34! punto doppioV,e Qe
( ( a falda reale se le generatrici sono rette reali
\ . oppure
cono seV e proprio { pp
la falda immaginaria se le generatici sono rette immaginarie
(in tal caso d! punto reale : il vertice)
oppure

1 ( due rette reali

distinte =>
Q : cilindro iperbolico

o L. . una retta reale =>

cilindro seV eimproprio =>V e€n,,Q N1, = ,degenere; I'y: < 0: cilindro parabolico

due rette immaginarie
coniugate =>

\ \ Q:cilindro ellittico




ESEMPI:
a) Q:x%+y? =0 siscompone nei due piani: (x + iy)(x — iy)= 0
b) Q:(x —1)?+y*+22=0® x* +y*+ 2% —2xt +t*=0;

la matrice associata a tale quadrica é :

>
|
—
| o
=
o o = o
o = o o
o |
=
\_—_/

|A] =0 => Q e degenere.
In particolare r(A) = 3 => Q e un cono o un ciliadr

Sia Vil vertice di Q, allora V si ottiene dal Esta:

x—t=0
{y =0 =>V(1,0,0,1).
z=0

Poiché V e proprio, Q € un cono.
E bene notare che I'equazione considerata & ogieliaa sfera di raggio nullo e

centro V.

Vedremo ora che:
1) le sezioni piane non degeneri di un cilindro ipdidzosono iperboli;
2) le sezioni piane non degeneri di un cilindro paliabasono parabole;
3) le sezioni piane non degeneri di un cilindro edldgtsono ellissi.
In particolare proveremo che:
Se Q e un cilindro iperbolico di vertice V, alldrdar : V & &, si ha: Qn = =T € un iperbole.
Infatti:
Poiché Q € un cilindro iperbolia@ n ©,, = I',, degenere cof,=r s, dove r ed s sono due rette
reali e distinte.
Siall =Qn = ;T e reale e non degenere, dato che &/
Per classificar€ si considera:
Mr@=Qnmu)n (TN M) =(QNTw) N (TN M) =g N Io() .

Poiché V& n =>V & r,(nr) =>T, n re(n) = due punti reali e distinti =B & un’iperbole.



Mo

Analogamente si procede
per il cilindro ellittico (per cui si avra cHg, n r.(m) = due punti immaginari =F e un’ellisse) e

per il cilindro parabolico (per cui si avfg N r.(m) = un punto reale =F & una parabola).

Classificazione analitica delle quadriche degeneri

Per studiare le quadriche da un punto di vistaitgz@bi considera 4, (come per le coniche viene
usato Az).

Data Q: XAX , se | A| =0 e r(A) = 3, si pud considerare:

Zij=1 ayXixj = 0

Q N1y =Foo:{

x4:O

Si presentano quindi due casi.
Q puo essere un cono o un cilindro:
1) T, non degenere =>
', non contiene il vertice =>
il vertice € un punto proprio =>
Qéuncono.
Precisamente,

a) I, ha punti reali => cono a falda reale;



b) I', non ha punti reali => cono a falda immaginaria.
2) T, degenere =>

Q é un cilindro.

Precisamente,

a) I, € l'unione di due rette reali => cilindro iperimui

b) I, € un sola retta reale => cilindro parabolico;

c) I, € l'unione di due rette immaginarie => cilindrditeto.

Analogamente partendo dall’equazione di Q si Stadglche:
Poiché la matrice di Q &

ai1 Q12 Q13 Q4
A= Qz1 dzz Q23 Q4
31 d3zz 433 Q34
2% Qg Q43 Qyq

la matrice associatalg, €
ai; Q12 Q13
A'=(az az; az)|.
az1 dzz 0aszs
Allora |A'| = Ayy.
Quindi :
A# 0T, non degenere> Q € un cono , mentre

Au= 0T, degenere> Q e un cilindro

ESEMPIO:
Sia Q ix? + z%2 — 2xz — 2yt + 2zt = 0.
1) Classificazione di Q e determinazione di eventpatiti doppi .
1 0 -1 0
Poiche A 0 0 0 -1 , |Al = 0 e, in particolare, r(A) = 3.

-1 0 1 1
o -1 1 O

Pertanto Q € un cono o un cilindro.

Si studia quindi:

r.=0n m, :{x2+zz—2xz—2yt+22t=0 <;>{Jc2+zz—2xz=0¢:>

=>Q é un cilindro parabolico.

{

(x—2)?2=0
t=0



x—z=0

Il vertice V di Q si ottiene dal sistema AX = :i _Iz_ g +i=0 © atc = y
-y+z=0 y=12
< V(1,1,1,0).
2) Intersezione di Q con z= 0.
V & (z=0)=>Qn (z=0) e una parabola, infatti:
{;Cz_-"ozz —oxz=2yt+22t =0 _5,2 _ opr o0 @y= _x2_2 : parabola del piano xy.

3) Piano tangente nell’originer, e sua intersezione con la quadrica.
T, € il piano tangente a Q in O(0,0,01).
Detto P(Y) un punto semplice di Q, il piano tangeihP si ottiene da:

0 1 0 -1 0 X
tAv — e |0 0 0 0 —1\[Y)_qcur._ _
Y'AX =0 =>m: oll=1 o 1 1 Z =0=>m;:—y+z=0
1 0 -1 1 0 t
r=Q -{W+Z=0 (=" {y=z
~ %N Mo x%2 4+ 2z2—2xz — 2yt + 2zt =0 x*—2xz+2*=0 (x—2)*=0"
. =Z
che si spezza nella ret{% _ , = o contata due volte.
a
E noto che :

dati una quadrica Q non riducibile e un punto dereg’ di Q,
H mp = piano tangente a Q in P
e, inoltre,
Q n mp =T degenere.
Se Q e reald, e reale.
Pertantd™ si puo spezzare in
una sola retta reale => P e detto parabolico

rette reali => P e detto iperbolico

due rette => P & detto non parabolico { . o . R i
p rette immaginarie coniugate => P e detto ellittico



