SPAZI METRICI (DICIOTTESIMA LEZIONE)

Gli spazi metrici sono una particolare classe dzspopologici.
Dati S# ® e I'applicazione d: S x S> R, [x,y € S, d(X,y) si dice distanza di x day e d si dina u
metrica se verifica le seguenti proprieta:
1D) Assioma di coincidenza:
Ox,yeS, dXxy) =0 x=y
2D) Proprieta di simmetria:
0x,y € S, d(x,y) = d(y,x)
3D) Proprieta triangolare:
0x,y,ze S, d(x,y) + d(y,ze d(x,2)

Nel caso d sia una metrica, (S,d) & detto spaztacue

Si dimostra che:

Ox,yeS, d(x,y)=0.

Infatti:

Per la proprieta triangolare applicata per z =(x,\J + d(y,x)= d(x,x) =0

Per la proprieta di simmetria allora, 2d(x3® , ovvero d(x,yk O.

ESEMPI DI SPAZI METRICI:
1. Metrica euclidea in uno spazio vettoriale euclideo.
Sia V(R) uno spazio vettoriale euclideo in cui e defitgtdorma bilineare simmetrica

definita positiva s:V x V- R.

Si considera I'applicazione d cosi definita: d(viy —w| =/s(v — w,v — w) .
Si prova che (V,d) € uno spazio metrico.
Infatti:
1D) e verificata poiché :
divw) =0L|v-w|=0& s(v—w,v—w) =0
Tuttavia, essendo s definito positivo, v — w =0v = w.
2D) e verificata poiché:
d(v,w)=|v-w|edw,v)=|w-v

ma v —w| =_w=v|, quindi d(v_, w) =d(w , v).



3D) e verificata poiché:
presi_v,w,zc V, dalla proprieta triangolare negli spazi vetitireuclidei
dvz)=lv—2z|=v=z+w=w|= |v=wW+ &< |v— W[ + Jw—Z| = d(v,w) + d(w,2)

O

In particolare,
come spazio vettoriale euclideo si puo conside(dR&, x), dove x ¢ il prodotto scalare standard.

La metrica euclidea in tale spazio e cosi definita:

presix = (x, ... ... %) €Y= (V1 eon oo ,¥n), Si pone d(x,y) = [X—y|F(x —y)(x—y) =
NICT. %) (Vi) eoe one V) = 2 (g —vi)? .
Tale metrica,

o inR?, sard:d(X,y) = X — YAy — ¥1)2(x2 — ¥2)? ;

* inR, sara: d(x,y) = |x-y| : valore assoluto

TOPOLOGIA INDOTTA DA UNA METRICA

Data (S,d) cond: SxS R, sianoyx SereR: r >0,
C(y,r) ={xeS: d(x,y) < sidice cerchio aperto di centro y e raggio rafiche intorno sferico o

disco aperto).

Presa in considerazione la famiglia dei cerchitag@r {C(y,r) : ye S e re R*}, allora si vede che:
dato C(y,r),0d ze C(y,n)d C'(z,r")d C(y,r) , ovvero C(y,r) € unione di cerchi aperti.

Infatti:

Sia ze C(y,r) , allora d(y,z) <= r—-d(y,z) > 0.

Pertantdd r' e R: 0 <r" <r-d(y,2).

Si considera quindi il cerchio C’(z,r") e si pralae e contenuto nel cerchio C.

Preso x C’, d(z,x) <r <r-d(y,z2).

Percio si puo scrivere d(x,® d(x,z) + d(z,y) < (r—=d(y,z) ) + d(z,y) = r =>C(y,I).

Quindi C"(z,r")O C(y,n)

Inoltre si prova chéB verifica le proprieta 1B) e 2B) .

Infatti:



1B) : S =UysC(y, 1) : Owvia
2B) : PresiC,(y,,11) €Cy(y,,13) : C; N C, = @, si prova ch&, N C, € unione di cerchi aperti,
ovvero chefl xe C; N C,, 3 C(x,r) 0 C; N C,.
Sia quindi xe C; N C,.
Per quanto gia provato,

e XxeC;=>dI(x,p)0Cy;

e XeC, =>4 (x,p,)0C,.
I, e I, sono cerchi concentrici e, inoltig,n I, [0 C; N C,.
Posto quindi C = cerchio di raggio minore & I, , si ha che CIC; N C,.

U

Si puo allora costruire la topolodi& indotta da d, i cui aperti sono unioni di ceraperti.
Preso AJS,Acly <& OxecA, dC(x,r)dA.

Allora (S,d4 ) € uno spazio topologico e sara detto uno spaeiico.

ESEMPIO:
TOPOLOGIA NATURALE diR™ con n=> 1 : .y = .
.y é latopologia indotta dalla metrica euclide®di
e Sen=1:gliaperti sono unioni di intervalli ap¢ infatti in R si ha: C(x,r) 9x —r, x+r[ ).
e Sen=2:gli aperti sono unioni di cerchi.
In particolare, si vede che:
0 ogni parte di piano racchiusa da una curva S, f@igiaS stessa, € un aperto,
0 una retta e un chiuso,
0 un ellisse & un chiuso.
» Sen=3:gliaperti sono unioni di sfere aperte.
In particolare,
o0 dato un piano, i due semispazi, escluso i puntpaelo, in cui tale piano divide lo
spazio sono aperti, mentre il piano stesso € wrsohi
o0 un iperboloide a una falda e un chiuso, poichéiihplementare &€ un aperto.
O
ESEMPI DI METRICA:
1) Metrica discreta.
Dato S# ®, [Ix,y € S, si definisce :

sex #y

1
d(x.y) :{0 sex=y



d, cosi definita, € una metrica; infatti:
1D) e 2D) sono banalmente verificate;
3D) : x,y,z€ S si ha:

e sex=y=z=>d(x,y) =0, d(y,z) =0 e d(x,zDper definizione,
quindi d(x,y) + d(y,z) = d(x,2) ;

e sexzy#z=>d(x,y)=1,d(y,z) =1ed(x,z) =1 per aefione,
quindi d(x,y) +d(y,z) =1+1=2>1 =d(Xx,2) ;

e sex=ytz=>d(x,y) =0,d(y,z) =1 ed(x,z) =1 per cfione,
quindi d(x,y) +d(y,z) =0+ 1 =1 =d(x,2) ;

e sexzy=z=>d(x,y)=1,d(y,z) =0 e d(x,z) = 1 misfinizione,
quindi d(x,y) + d(y,z) =1+ 0 =1 =d(x,2).

Allora (S,d) € uno spazio metrico => induce la fop@a . .

C(y,r) ={xe S:d(x,y) <1 #®, poiché y C(y,r).
In particolare, C()l,/z) ={y}; C(y.1)={y}; C(y.2)=S.

ser<1
ser>1

Gli aperti della topologia sono S le unioni deigsagton dei punti di S

Quindi, in generale, C(y,r) {:[5},}

=>[0 X [OS, X éun aperto.
Quindi d. = P(S).

2) METRICA DEL TAXI in R?
O x(x1,x2),y(¥1,¥2) » sipone d(X,y) Fx; — y1| + |xz — y2l.
Si prova che d &€ una metrica. Infatti:
1D):Sed(x,y) =0 x;—y;=0ex, —y, =0 x=y
2D) 1 d(y,x) =[y1 — x1| + |y2 — x2| =[x — y1| + |x2 — y2| = d(Xy)
3D) : x,y,ze€ S si ha:
d(X,2) =|x; — z1| + |x2 — 22| =
=lxi+y1—y1—zl+ Ity =y — 2| < g =yl + Iys =zl + x — Yol + |y, — 22| =
= |y =yl + |22 = y2l + ly1 — 21| + |y2 — 22| = d(x,y) + d(y,2).
O

NOTA: Quando una topologia deriva da una metrisaaesi dice metrizzabile.



