CONNESSIONE (VENTOTTESIMA LEZIONE)
In (R, dw), Si puod dare la seguente caratterizzazione deiessi:
Gli intervalli sono tutti e soli gli insiemi conr&gi (R, ).

Nella prossima lezione si provera che, datd R , X € conness¢> X € un intervallo.

(a,b)
Per intervallo si intende uno dei possibili ¢ %L_fo:{) , dove :
]—OO, +OO[
(la, D]
la, b[
supposto & b, (a,b) X [a, b[
|]a, b]

{a} (nel caso particolareincuia=b;

- ]—OO,a] - [b, +OO[ .
I7e,a) _{]—OO,a[ e (b =] _{]b, +oo[

]—o0,+o[ =R..

OSSERVAZIONE:

Una caratterizzazione degli intervalliRlié che :

dato XO R, se X e un intervalld,x,y € X, [x,y] O X.

Tale proprieta, oltre che necessaria, € ancherulffe.

Infatti, supposto per ipotesi chelXR verifichi le proprieta sopra scritte, si presewotdiversi casi;

dimostriamo uno solo di essi, tenendo presentaelie altre situazioni si procede analogamente.

SiaXtalechezsupXedinfX=1 :leX=>I=min X

Allora proveremo che X f, +oo|.

Infatti, sia ze X => poichél = min X, <z ze[l,+oo[ e quindi X [[, +oo] .
Viceversa, sia z [[, +o[ =>z > 1.

Si presentano allora due possibilita :

casoa) z=Il=min X =>zeX; |
casob) z>I|=min X =>z non & un minorante per X.
Pertantod xe X : x<z,maxe X =>x=1.
Inoltre, poiché per ipoted sup X , z non € un maggiorante per X&Fy e X : y>z.

Poiché x,ye X, per l'ipotesi fatta su X, dx,y] O X. Quindi ze X e [l, +oo[ O X..



In conclusione X 1, +oo].

Componenti connesse di uno spazio topologico

Consideriamo ora che ogni spazio topologico siyedere come unione di parti connesse.

Per fare cio, bisogna innanzitutto introdurre inrfa relazion&R:

. def N .
X, yeS, sipone R yé HC :Ceunconnesso di S contenente x e y.

La relazioneR e d’equivalenza; infatti

1) ériflessiva : per avere R x [ x € S, basta scegliere C =}x
2) e simmetrica : RySIC:xyeCL yRX
3) e transitiva : RyeyRz& AHCuxyeCied Cyry,ze C; =>x,2ze C, 0 C, =C,

dove C é un connesso essendd@; = {y} #P < XR z
Nel caso particolare in cui S € connesgsoye S, XR Y .
Si puo indicareR con il simbolo= .
La relazione~ genera una partizione di S in classi di equivaenz
OxeS,[x]. sidice componente connessa di x in S.
In particolare, se S & connesBix € S,[x].=S.
Inoltre, poiché si dimostra che ogni componentenessa € un connesso,[$ee S,[x].=S,Sé
connesso. Percio ora si provera che le classiudvalgnza generate dasono connessi massimali.
Per fare cio si procede come segue:
1) Se C é un connesso X, allora C [x]. .
Infatti, ] y e C, y=x, che equivale a dire cheyx]. . Pertanto CJ [x]..
2) OxeS, [x]. €unconnesso.
Infatti, presi y,z [x].,
y=x& dC; X, yeCy, e, per quanto visto al punto 1); [T[x]..;
z=x & dCy: X, ze Cy, €, per quanto visto al punto 1), T[x]...
Quindi xe C; N C; £ ® , pertanto €0 C, = C e un connesso. Inoltre, y,€ [ [x]. .
Pertantdx] . &€ connesso.
U
Da quanto dimostrato, si deduce c¢he € S, [x]. € un connesso contenente x e che contiene ogni
connesso contenente x; di conseguenza, rispetiochisione, [x]. é il piu grande connesso

contenente X.



Quindi, in uno spazio topologico §,x € S, [x]. € un connesso massimale.
Pertanto ogni spazio topologico puo essere vistoecanione delle sue componenti connesse e lo
studio di uno spazio topologico puo essere ricandalto studio delle sue componenti connesse.

In particolare, se S & connesdbcomponente connessa (ovvelt € S, [x]. = S).

ESEMPIO
Nello spazio topologicoK, ),
* R-{a} con a R non e connesso; infafi—{a} si puo scrivere come unione dei due aperti
disgiunti]—oo, a[ O ]a, + o[, dove]—o, a[ e ]a, + o[ sono quindi due componenti

connesse,

y.
* R-{a,b} & sconnesso e ha tre componenti connefsser; al 0 ]a,b[ O |b, + oof;

L Vx <a,]-oo,a[ &il pit grande connesso contenentj X.

vy > a,la, + oo[ € il pit grande connesso contenent

* [R-Z e sconnesso perché ha infinite componenti conndekBpola,a+1[ con ac Z;
» 7 e sconnesso perché ha infinite componenti conredggo {d con ac Z .
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DEFINIZIONE:

. . . def
Uno spazio topologico S si dice totalmente scormess [Ix € S, [x]. = {x}.

ESEMPIO

Q O R & sconnesso. Infatti si possono considerare agesi inQ : |—o,v2[ e [v2, + oo .
Tali aperti sono non vuoti e disgiuntiQe= |—o0, v2[ O [V2, + o[

Proviamo che e totalmente sconnesso, cioe €hge Q , [q]. ={q}.

Si deve verificare che iQ gli unici sottoinsiemi connessi sono}{cglove o Q,

cioe che se XIQ ed a,be X: a# b, allora X non & connesso.

Infatti, supposto a < b, sicuramefee R—Q:a<r<b;

allora X = (XN J—oo,r[ ) O (X N ]r, + oo ) e dunque X & sconnesso.

Proviamo ora chélx € S, [x] . € un chiuso.

Infatti, per quanto gia vist@)x € S,[x]. & connesso. Pertanto] . € connesso e«[x]. .



Allora[x]. O [x].=>[x].=[x]. =>[x]. & chiuso.

Da quanto appena detto, si deduce che, se uncodpanlogico € totalmente sconnesso e quindi i

singleton sono gli unici connessi, essi sono tliitisi.

ESEMPIO:
(S,d9), dovely € la topologia discreta, & totalmente sconnésSo
Infatti, preso X(O S, siano a,b X : a#b ;allora X = {a} O (X—{a}) e
« {a} e (X—{a}) sono entrambi non vuoti, perché fa} e be (X-{a});
* sono disgiunti;
« X={a} O (XHa});
« {a} e (X—{a}) sono aperti, perché nella topologia discreta itgtittoinsiemi sono aperti.

Pertanto, X & sconnesso => gli unici connessi sosmgleton degli elementi di X => X &
totalmente sconnesso.



