TOPOLOGIA PRODOTTO (TRENTADUESIMA LEZIONE)

Si ricorda che, dati n spazi topologici &), (S.,4y),..., (S.d,),

si puo considerare S5 8 SX ... X §={(xq, X3, ..., X,) : x; € S;, 0i=1,2,...,n}.

In S si puo definire la topologia prodotto consateto la famiglia

B={A1XAX ... XA Aied; 0i=1,2,...,1}.

La proprieta 2A) non é verificata da tale famigtiajndi essa non costituisce una topologia;

tuttavia sono verificate le proprieta 1B) e 2B)rtppto essa costituisce una base per una topologia,
che é detta topologia prodotto ddalie

La topologia prodotto € dunque la topologia ingluaperti sono le unioni degli elementi4gi

OSSERVAZIONE:
Se®B; e una base di; i,
allorasi puo considerare la famiglig= { Bi* x B?x ... x B", 0 B'¢ %; 0i} .
Tale famiglia, formata dai prodotti degli elememiie compongono le basi delle topologie
considerate, € ancora una base per la topologdotico
O
E bene notare che nella lezione precedente éditatwstrato che la topologia #? si pud ottenere
come prodotto diR, dx) per se stessa.
In generale, la topologia prodotto ottenuta madttgtdo n volte R, ) per se stesso, da proprio la

topologia naturale dR™.

Proprieta dello spazio prodotto : proiezioni sui fattori

E gia stato visto che il prodotto di basi da unseba

Si consideri il prodotto (1) tra i due spazi topologici ($(;) e (S,>).
Le due applicazioni

Q1:(x,x%)€eS—>x,€S €

@y (X1, %) €S> x, €S

si definisconao proiezioni sul primo e sul seconalibaire.

In generale, la proieziong; € cosi definitap;: (xq,...,x;)) €eS=9XSX ... X§—x; € §.

Le proiezioni sono applicazioni suriettive.

Infatti guardando al caso n = 2:



OXxeS, X=¢; (X, x;)conx, e S ellyeS, y=¢, (x1,Y) conx, € S,.

Dal punto di vista topologico, si prova ce e ¢, sono continue e aperte.

Infatti, si prova che sono continue dimostrande tzh controimmagine di un aperto € ancora un

aperto e che sono aperte dimostrando che 'immatjinoa aperto € ancora un aperto.

Tali verifiche si possono fare considerando sol@pérti di una base.

In particolare, la dimostrazione che segue vefiétteita sullap;: (x;,x,) e SX S —>x; € ;.

* (, € continua:
Sia A e U;;
allorag; " 1(A) = {(x1, %) € SIX S : @1 (%1, %) € A} ={(x1,%,) €SI X S : x; € Ag}.
In particolare,[J coppia f;,x,) € A1 X S, x;e At e x, € S e quindig; 1(A1) si puo
scrivere come prodotto diyfoer S.
Si deve quindi provare che la controimmagine daperto € un aperto.
Gli aperti della topologia prodotto sono i prodaté gli aperti del primo spazio per gli aperti
del secondo spazio e le unioni di tali prodotti.
A1 X S e un aperto della topologia prodotlg in quanto € un aperto di $er un aperto di
S,. Quindi la controimmagine di un aperto € un apekpge continua.
Perg, il ragionamento & analogo, in quanto la controimima di un aperto mediante, e
ancora un aperto e quindi anghge continua.
* (@, € aperta:
Consideriamo per la topologia prodotto la b@se { A1 X Az, A € @i} .
Sia Ay X Az un aperto di# . Allora, @,(A1 X Az) = A;.
Infatti, A X Az = {(x1,%3) i x; € Arex, Az},
Quindi, associando ad ogni coppia la sua primadioata, si ottiene un insieme contenuto
in Ag; inoltre, Ox; € A1 e Ox, € Ay, la coppia £, x,) € A1 X Az, Allora, Ox; € Ay, x; puo
essere visto come immagine di una coppia del kpoc§).
Tale ragionamento e valido anche seéAvuoto, poiché in tal caso X A, = ® e anche
¢1(A1 X Ay) =P, che € comunque un aperto.
Quindi ,@;(A1 X Az) = Ag, che e un aperto diS
Pertanto, poiché 'immagine di un aperto della bas@ apertop, € aperta.
Analogamente si procede pgy, in quantop, (A1 X Ay) = A;.
U

E stato dunque chiarito che le applicazigpie ¢, sono continue, aperte e suriettive.



Inoltre, presa ad esempi@,: (x1,x2) € X S — x; € § ,ci sono coppie distinte che hanno la
stessa immagine x{, x,) e (x;,y,) conx, #y,,se|g=2.

Pertantog; € iniettiva> S, € un singleton, ovvero

se in S ci sono almeno due elementi distinti, I'applicamg, non & iniettiva.

In generale, quindi, le applicazioni del tipg non sono iniettive;

tuttavia,; € iniettiva&> S e un singleton.

Infine, € bene notare che, in generale, le appboazel tipog; non sono omeomorfismi.

OSSERVAZIONE:

Si consideri il prodotto SX S e sia fissata@, €S, .

Allora si puo considerare il prodotta ${x;} ={(x1,%x3) : x; € S1 }.

E inoltre data la proieziong;: (x;,x,) € S1 X S — x; € S; €, in particolare, la restrizione di tale

applicazione sar@; s, x (z;): (X1, X2 ) €e SEX {X3} —»x1 €S .

Riguardo all'applicazione, s x i, Si puo dire che & un omeomorfismo, ovvero e btti
continua e aperta:

* @Qus,x(x; € sicuramente biettiva, perchg; € S, d! (X1, %) € S X {X3};

*  @qs,x(xz € continua, perché la restrizione di una funziom&inua e ancora continua;

infatti si prova che la controimmagine di un ape&rtancora un aperto:

preso un aperto Alel codominio ,
P1|s,x{x3} THAD = {(x1, x2):1 x5 =X exg € A} = Aix{X} = (Aux S) N (SIx {3} ),
che e un aperto im&{x,} e quindip,s,x ¢, € continua.
*  @qs,xxz € aperta, infatti si prova che 'immagine di udp e un aperto:

si consideri I'aperto AX Az : X, € Az.
Allora, (A1 X A2) N (SEX{x3} ) ={(x1,x): x; =%, € Asex; € A} ={(x1,Xx;) i x; € Ar}.
La proiezione di tale insieme &,VVEr0 ¢y s, x ;1 (A1 X A2) N (St X {X3} )) = Ay, che e
un aperto e quindpys,x i7;; € aperta.

Perciog, s, x x;; » €ssendo biettiva, continua ed aperta, & un orogsmo.

In conclusione[dx, € S, il prodotto $ x {x,} € omeomorfo a;S

E dunque owvio che lo spazio prodotto contiend tnitospazi omeomorfi ;.S

Inoltre d sottospazi del prodotto omeomorfi @;Snfatti si prova in modo analogo chér € S,

{x;} X S €& uno spazio omeomorfo a.S



OSSERVAZIONI:
Tenendo presente che un intorno € un insieme cidiene un aperto contenente il punto
considerato, dato un qualunque punig £,) dello spazio prodotto S 58 S, in S come intorno
del punto £,, x,) si puo considerare I'apertg & A, contenentex;, x,),
dove A € un aperto discontenenter; e A, € un aperto di Scontenente,.
Dunque,(x4,x,) € S, se 4 & un intorno dix; in S; e L € un intorno dix, in S, allora b x I, € un
intorno di ¢4, x,) in S. Quindi il prodotto di intorni € un intorno.
In generale, pero, non e vero il viceversa, ciogntorno di ,,x,) in S puo non essere del tipo
Ly X Iy,
Tuttavia, dati un qualunque puntg, (x,) dello spazio prodotto S 58 S e unintorno | diX;, x,)
in S, per la definizione di intorno scritta sopracwrdando che un aperto della topologia prodétto
unione di prodotti di aperti, | conterra un prodatel tipo I, X I, .
Quindi se | é intorno dix, x,) nello spazio prodotto S, sicuramefté; intorno dix; in S e ed |,
intorno dix, in $ tali che il prodottoilx I, € contenuto in .
In conclusione si puo riassumere quanto osseniaémdo che:
Il prodotto di intorni € un intorno e ogni intornel prodotto contiene un prodotto di intorni.

U
Da tali osservazioni si deduce che:
se X S e X OS, un punto %,,x,) del prodotto X x X, & aderente a Xx X, <> la prima
coordinata & aderente a ¥ la seconda coordinata & aderente ao¥vero

il prodotto delle chiusure & uguale alla chiuswrbptodotto X; xX, =X; xX, .
Proprieta topologiche dello spazio prodotto

Per quanto riguarda gli assiomi di separazione passano al prodotto.

/ Siricorda che: \

Considerato lo spazio topologico (8,
d
Se Bg Ox,yeS:x#y,d1,:y¢ L oppuredI', : x &Iy,

da
Sé[gx,yes: x£y,d1,:y¢lL,edl,: x¢l',.

d
Q e separato o di Hausdorff I—g Ox,yeS:x#y,dL,edd 'y, I, NI, :q}/



Il prodotto S=3$x S € Tp,T1 0 T, & sia S che $ sono rispettivamenteyTT; 0 To.
Di seguito e presentata la dimostrazione per laneta T,; analogamente si puo procedere pge T
Ty .
Sia per ipotesi S =1& S uno spazio 7. Allora, si prova in generale che:
se S é 7, ogni suo sottospazio &.T
Infatti sia X 0 S; Ox,y ¢ X si scelgano in S due intorni disgiunti di x € yd che sono
rispettivamentel, el, tali chel, N I, = ®.
da tali intorni si possono ricavare in X due infaiinx e y che sono rispettivamentg,=I1, N X e
I'y=I, N X, che saranno disgiunti essendple@ I, . Pertanto X & 7.
Allora, poiché $e S sono omeomorfi a sottospazi di S, essi sono T
Viceversa, siano;3 S spazi L e si considerino in S due punti distinti (x,) € (1, V).
Proviamo che esistono in S due intorni disgiuntadlipunti.
Infatti, poiche §,,x,) e (v,,y,) sono distinti, una almeno delle due coordinatiséinta e si puo
supporre senza ledere la generalita della dimostrazhe sia;; # y;.
(Nel caso in cui fosse, # y,, si ragionerebbe in modo analogo).
Pertanto, poiche, #y, e poiche ge T, d I, 0 S e 41, S talichel, NI, =®.
Allora (I, x $) e (,,Xx $) sono rispettivamente intorni di x,) € (y;,y,) € sono chiaramente
disgiunti.
O

Per quanto riguarda gli assiomi di numerabilitgoigd dire quanto segue.

/ Siricorda che: \

Considerato lo spazio topologico (B8,

. \ def
S e N, ovvero e detto localmente a base numerabile

O x, € S,d un sistema fondamentale di intornixgdi: H(x,) che sia finito o numerabilé.

\ \ def ) _
S é N, ovvero e detto a base numerakie d una base numerabile o fini#

R def R . — R . .
Qe separabllé AHDOS:DedensoinS, oveib=S, e D € o numerabile o finito. /

S; e $ sono a base numerabile o separabils,; x S, € a base numerabile o separabile.

Tale dimostrazione & analoga a quella vista pprdarieta §.



Per quanto riguarda la connessione e la compattsizgao dire quanto segue.

/ Si ricorda che \
Uno spazio topologico (&) si dice conness® A Ay, Acel: A1 P, A D, A NA =D e

A]_D Az =S.
Uno spazio topologico (&) €& sconnesse> non e connesso, cioe 3&\;, Ay e d: A1 # D, A, £ D,
AiNA=be AdA,=S.
. . - def -
Uno spazio topologico (&), S si dice compattee:> Ofamiglia{A;}, , : Ajed e S=U;¢ 4;,
dFOI:Fefinitoe S =U;rA; ( cioe esiste una sottofamiglia finitafdi; },_, tale che

dall’'unione degli elementi di tale sottofamigliacstenga il sostegno dello spazio), ovvero ogni

Qprimento di S formato da aperti contiene unaaoprimento finito di S. /

Si prova che: Se;® S sono connessi, allora anche S;=x& &€ connesso, e viceversa.

Infatti, dati due spazi Se $ connessi, € bene ricordare che, per come soriocatatterizzati i
connessi, uno spazio S e connessal X,y e S,d C connesso : x,yC O S.
Pertanto, per provare che S £XS, € connesso, consideriamo due punti dx$,.G) € (4, V7).
Si deve allora dimostrare I'esistenza di un conmessitenuto in S che contenga tali punti.
E noto che §& omeomorfo a un sottospazio di S che contienauilto ¢;,x,), ovvero $ &
omeomorfo a §x {x,} e quindi $ x {x,} € un connesso di S che contiene il puriox).
Analogamente, un connesso di S che contigne/{) € {y,} X &, che € omeomorfo &S
Ricordando che I'unione di connessi & conngsskintersezione di tali connessi & non vuota,
nel caso considerato,($ {x;} ) N {y1} X ) = (v1, x3) # P.
Quindi (§ x {x3} ) 0 ({1} X S) € un connesso di S contenente i puntix,) e (4, y2).
Viceversa, sia S connesso.
Considerate le proieziog;: S=9SX S —> S e@,: S=9X S — S, esse sono continue e
suriettive e quindi mutano connessi in connessiaR® S e S sono connessi.

O

Si puo inoltre provare che: Se &S sono compatti, allora anche S £XSS, € compatto.
Di tale asserto vale anche il viceversa (che vidingostrato ancora grazie alla continuita e alla

suriettivita delle proiezionp; e @,).



E bene notare che quanto detto per due generizi, sde per un numero finito di spazi.
Quindi il prodotto di compatti &€ ancora un compa&tta cio dedurremo la dimostrazione del
TEROEMA DI HEINE — PINCHERLE — BOREL inR", d.x)

Innanzitutto, inR™ si definiscono gli n-cubi chiusi.

Si dice n-cubo chiuso di centro y % (..., v,,) € lato2r, conr eR™*, il prodotto di n intervalli chiusi
[y; —r ,y; +r] di centroy; e ampiezzar : [[-,[y;- r,y; + r].

Un n-cubo aperto e definito mediante gli intervapierti, ovvero € uguale Hi-,]y; - r,y; + r|[.
In altri termini, un n-cubo chiuso é costituito léat-ple f,,..., x,,) ¢ R™ tali che

xielyi-r,y; + r]0iI=1, ...,n.

Nel caso n = 2 si ha:

[y1 =1y, +1] X[y, —r,y, +r1] € il quadrato chiuso di centro y % (y,) e lato 2r.

Si potrebbe anche definire I'm-rettangolo chiusmeal prodotto di m intervalli che non abbiano

necessariamente tutti la stessa ampiezza.

Riguardo la compattezza, un n-cubo chiuso e un attmpperché inl,dy) un intervallo chiuso e
un compatto e inoltre il prodotto di compatti € @@cun compatto, come e stato detto nelle pagine
precedenti.
Allora ogni cerchio chius@(y, )& un compatto, infatti
* un qualungue cerchio chiuso e sempre contenutmsuelbo chiuso che ha lo stesso centro e
che ha come lato il doppio del raggio;
* un n-cubo chiuso € un compatto ;
e un chiuso di un compatto € un compatto: il cercimso € un chiuso ", ma e chiuso

anche nell’'n-cubo, che é a sua volta un chiuso.

Pertanto risulta dimostrata la seguente PROPOSIEION

Ogni cerchio chius@(y,7)={x e R" : d(x,y)<r} & compatto.

DEFINIZIONE:
Un sottoinsieme K dR" si dice limitato& 3 un cerchio C tale che K & contenuto in C.



Si puo allora dimostrare il seguente TEOREMA DI NEI- PINCHERLE - BOREL inR", ).

Un sottoinsieme K dR™ e compatto> K & chiuso e limitato.

Dimostrazione:

Sia K compatto.

Poiché R", dx) € uno spazio J i suoi sottoinsiemi compatti sono chiusi e quilkid chiuso.

Inoltre, R™ € uno spazio metrico poiché la topologia natudaléva dalla metrica euclidea; pertanto
i compatti diR™ sono limitati e quindi K & anche limitato.

Viceversa, sia K chiuso e limitato. Allofaun cerchio C : KJ C ; quindiK O C, ma, poiché K &
chiuso per ipotesi, K X.

C & un compatto, per quanto visto in precedenzalgé K € un chiuso contenuto in un compatto.

Pertanto K e compatto.

Tale teorema rappresenta una prima caratterizzaziencompatti diR™.



