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Abstract

Queste note sono sottoposte a continue revisioni al fine di rimuovere
errori e chiarire passaggi e sviluppi spesso contorti. Di cid gli autori si
scusano con gli studenti confermando la loro disponibilita a chiarire at-
traverso contatti personali esercizi e metodi di calcolo non sufficientemente
chiari.

1 Cap. 8 Interazioni radiazione-materia

Per un’onda di frequenza w la probabilita di transizione P;_, ¢(t) indotta da un
campo elettrico oscillante varia linearmente col tempo

Pij(t) = Wit (1)

con Wi, s (probabilita di transizione nell’unita di tempo) legata all’ampiezza del
campo elettrico Eg ed alla matrice di transizione Mg ;5 di dipolo elettrico

1 .
Mdeif:?%@if'e (2)

normalizzato rispetto a quello di due cariche +e separate di un raggo atomico
di Bohr ag, con

pif =—e(¥; (q1,q2, - sqn)|r1+r1+--+rn|¥r(g1, ¢, ,qn))

ed ¢ versore di polarizzazione del campo. Dalla regola d’oro di Fermi discende
che
™
Wins = Z0hg(e)) 3)

con la frequenza di Rabi Q)r pari a
Qr = Epeag | Mae if|

e g densita degli stati del livello finale.



Per transizioni dominate dall’effetto Doppler g prende la forma

9p (W —wyi) = %1;2 exp <—1112 <2w> ) (4)

T wp
conwyp; = |Ef — E;| /he

2kpT In2

wWwp = 2w i
f mc2

Inoltre,
/ gp (Aw)dAw =1

In particolare

m02

2/{13 In2

con M massa molare per cui
wo _ L g
Wi 2M

11 tasso di transizione W;_, ¢ & proporzionale al prodotto della densita efficace
degli stati gerr(wr) = gp (w —wy;) gf [T], con g¢ degenerazione del livello finale
della transizione, per la densita di energia w [ML™'T~2]

=8x 10K - M

Wig = Biofgess(wyiw
Wisi = Bfigeps(wi)w (5)

attraverso i coefficienti Bi_y e By_; [LM~'| di assorbimento ed emissione
stimolata
-1 —1 2 2 ca%
9y Biy=g9; Boi=a(2n)” |Macf| n (6)
con « costante di struttura fine e ag raggio di Bohr.
Per transizioni di tipo magnetico e di quadrupolo elettrico la matrice di tran-
sizione asume rispettivamente la forma

1 L
Mam if = — (lJrQS)if (N X €) (7)
ao
e
M ié Qeifn
ge if eag eif
con

Qe=— ezn: (rnrn — %T%)

momento di quadupolo elettrico e 7 direzione di popagazione dell’onda piana
che interagisce con ’atomo.



NB: Nella definizione di Q. é stato aggiunto il termine —%rﬁ al fine di

garantire che Q. si comporti come un tensore irriducibile del secondo ordine,
condizione questa richiesta per applicazione del teorema di Wigner-Eckart.

L’interazione comporta un tasso di trasferimento di energia dal fascio all’insieme

di atomi pari a
hwi Wiy = oipl

dove 0y e I = cw rispettivamente sezione d’urto del processo di transizione
e intensita dell’onda incidente di frequenza wqg ~ wy;.

1
Oing = _hwigBivpgers(wy) (8)
Per la legge di Lambert e Beer l'intensita di un’onda si attenua con legge

esponenziale
I(z) cxe™™*

con K [L_l] coefficiente di assorbimento dell’onda.
1
k(W) = 0imp (W) ni = —hwig Bi e (wy)ni (9)

Integrando sulle frequenze della riga si ottiene il coefficiente di assorbimento
integrato A [L_lT_l] da

1
A= / k(w)d(Aw) = EhwifBi_,fni
Nel modello classico di Lorentz ’atomo viene rappresentato come un insieme
di oscillatori armonici che risuonano alle varie frequenze di transizione. Ad

ognuno di questi oscillatori vien dato un peso, forza dell’oscillatore, legato al
momento di dipolo gy; dalla relazione

2Tne 2
fir = 3pawis loril (10)

A e B;_y sono legati a f;r dalle relazioni

h
A = ma—mn;fif
Me
s
B = a—f
=/ mekifflf

Per un gas di particelle le popolazioni del livello iniziale e finale soddisfano
il sistema di equazioni

d
Eni = *UJBIL'_,fTLi + ('LUBf_,i + Af_,l) ny
d
anf = f(wa_,i+Afﬂ-)nf+wBiéfni (11)

sezione d’urto



con As_,; coefficiente di emissione spontanea, legato a By_.; ed alla frequenza
wy; dalla relazione di Einstein
1 2,

h
A== T By = 2o ki fis (12)

dove 7;f rappresenta la vita media radiativa del livello eccitato e f;; la forza
dell’oscillatore. L’atomo eccitato lasciato libero si comporta come un oscillatore
smorzato con coeffficiente di qualita pari a

TifW§i 1 MeC?

@= 2 - 47ra|ffi| hw g5 (13)

Un modo sistematico per calcolare le varie ampiezze di transizioni ¢ basato
sulle proprieta degli operatori vettoriali V, con ¢ = —1,0,1 e tensoriali ir-
riducibili Tq@) con ¢ =-2,—1,0,1.2. (v. Sez. 77)

Per calcolare I’elemento di matrice

pif =—e(¥;i(q1,q2, - ,qn) [r1+r1 4+ +rn| Vs (q,q2,- - ,an))

conviene porre

V, = \/EZ%YM () ZVM,

Pertanto se ¥; ¢ sono autostati di j,m; saranno rappresentati da
lnsn
W(qlﬂ]%'"7qN):R(T17T27"'7 )Y;[mj}

dove Y{l" *} & una autofunzione di {12,52}, j* e j. esprimibile come somma di
prodottl di armoniche sferiche Y}, per le autofunzioni dello spin Xim.

lnsSn m;
Y{ } H Cf[ Sn } lnmay (e’n(bn) X%msn

pesati dai coefficienti di Clebsch-Gordan (v. ?7),

Insn
Cl{m "= Z (llamamallymy) - - (lnlns 1Mo |l 1) (Uil oo 1 Mpa Gy omi, o) - (Iv-

’ ’
ml

Le regole di selezione stabiliscono alcune condizioni relative ai numeri quan-
tici degli stati atomici tra cui transizioni di dipolo elettrico, magnetico e quadrupolo
avvenire. Queste regole sono strettamente legate alle proprieta triangolari dei
coffiecienti CG (jilmy,q |jgmy, ) e (jijam;,2q |jym;, ) relativi rispettivamente
a transizioni di dipolo elettrico e magnetico, e quadrupolo. Ovvero i coefficienti
C-G sono diversi da zero solo se soddisfano le relazioni "triangolari”

. = a4+ q = 0, %1 dipoli elettrici e magnetici
g = M T g = 0,+1, +2 quadrupoli elettrici e magnetici
l7: — 1 < j¢ <|j; + 1| dipoli elettrici e magnetici
l7: —2| < jf <|ji + 2| quadrupoli elettrici e magnetici (14)

il



2 Decomposizione in multipoli
Exercise 1 Partendo dall’espressione del potenziale vettore
A(r,t) = AoR{(1 + ik - r) exp (—iwot — i) }

(a) dimostrare che il potenziale di interazione radiazione-elettroni di un atomo
si puo riscrivere nella forma

Vint = Vde + qu + V&m + V;im

con

€ o . .
Vie = AOE% (Z €p,, exp (—iwot — zgp))

Ve AOLmQZaM—%.ke){puwotw))
n

Me 2

/ _ € . A.pnrn*rnpn. L .
Vom = Ao p—~ R (z ; R k exp (—iwot z<p)>
V. = —Bg-Scos(wot+p)

, ” . L , . .
dove Ve, Vyes Vi, Vi, Stanno per i potenziali di interazione di dipolo elettrico

, quadrupolo, dipolo magnetico orbitale e di spin. Mostrare inoltre che (b) Ve
si puo riscrivere nella forma

Vie = _thOEO.[HO’ 9] cos (wot + ¢)

con p=—ey, Ty, (c) che il potenziale di dipolo magnetico Vym = Vi, + Vi,
é dato da 1
Vim = —§B0 - (14 2s) cos (wot + ¢) (15)

con 1 momento angolare, mentre (c) quello di quadrupolo Vye ¢é esprimibile in
funzione del momento di quadrupolo

Q - 762 (rnrn - %T%) (16)

é il momento di quadrupolo

Soluzione: (b) Tenuto conto che

o) - X [

I
|
i)
3



si puo porre

D’altra parte

per cui

Vde

e . . .
Aom—eéﬁ (Zﬂ: ép,, exp (—iwot — z@))

— 5 Bo Mo, o cos (ot + )

(¢) Scegliendo k come asse Z e € come asse & si mostra facilmente che

PnTtn —TnPn , o - .
Zn: Pul ZEor g - S (loxd) - (v % p) = — (ke -1

n

con L momento angolare. D’altra parte
Z'A(]kxg = Bo (17)

da cui

nin = Inbn . . 1
Vi = AR <z’€' Z %kexp (—iwot — z<p)> = f§B0 -1cos (wot + @)
n

Sommando quest’ultima espressione di V), a V!  si ottiene la (15).
(d) Per quanto riguarda V. si ha

Pnln +TnPn .Me
;f = —ZE [’Ho,e;rnrn]

.Me
= 725 [HO, Q]
Pertanto B
Vye = —=¢-[Ho, Q) -ksin (wot + @) (18)
hwo

2.1 Ampiezze di transizione

Exercise 2 Calcolare gli elementi di matrice (i |M| f) dell’ampiezza di tran-
sizione (a) di dipolo elettrico Mg, = — >, 1, = g tra livelli di strttura fine,
(b) dipolo elettrico tra livelli iperfini, (c) dipolo magnetico My, = 142s, (d)
quadrupolo elettrico Mge = Mgr"p",



Soluzione: (a) Scegliendo come base i vettori
R r—uy
€e_ =

1 \/5

7 & rappresentato dalle armoniche sferiche

760:27é1:

7 = Zcosf+ &sinfcos¢d + §sinfsin @)
47
= 3 (Y1,—16-1 + Yi0éo + Y1161) , (19)
Pertanto 1
Mde = a_O ;Tnfn = ; V;;éq
con

V, = \/Ezrnqu (") ZVM

il che dimostra che My, ¢ un operatore vettoriale. In quanto tale un generico
elemento di matrice (yjm;|Mage|7'j'm;/) & esprimibile in base al teorema di
Wigner-Eckart nella forma

(vi llell ~'3") . A
(ygm; Mae| 7' §'myr) = =2y (5 Imyeqlimy) é (20)
V25 +1 7

ovvero come combinazione di coefficienti di Clebsch-Gordan (j'M’'1q|JM) (v.
Tab. ?7?) per un fattore scalare (vj ||p||7'7’) , detto elemento di matrice ridotta,
dipendente da 7,7’ e dai restanti numeri quantici 7,7 ed indipendente da m; e
.

Poiche (j'1m;/q|jm;) & diverso da zero solo per |j — j'| = 0,1 se ne deduce
che p induce transizioni con variazioni Aj = 0, %1, Am; = 0, %1.

Se si descrive 'atomo con un modello a "shell" con un singolo determinante
di Slater, si puo facilmente dimostrare che per transizioni a singolo elettrone tra
stati con funzioni radiali ridotte P,;, P,;- risulta:

<’7] ||pH’7/j \/2— an /l/’)"dr

7 +
\/f P2 drfo P2 ,l,dr

In particolare P,,; = rR,; con R,;. Per I'idrogeno R,,; & esprimibile con Mathe-
matica con la funzione:

Fn_ L x_]:=x"L E~(-x/2)Factorialn+L]LaguerreL[n-L-1,2L+1,x];
Rn_,L ;v ]:=a"~(-3/2)2/(n"2)Sqrt[Factorial[n-1-L]/(Factorial[n+L]) ~ 3] F[n,L,2r/(na))

(b) Tenuto conto che

WFIjmp) =Y (Ijmimg|Fmp) [yIimim;)

mimg;



si ha

FIj "F'Ij'

V2F 41
= > (Timumy|Fmp) (i mpmg |F'mg) (vjmg| o' 5'mye)

WLIWLJ'?'IL v

_ <'Y] lell+'3") Z
= €q

23+

X Z (Ij,mp — mjamj|FmF> (Ij',mp —mj,m; — q|F'mgr) (5'1,m; —

mj

ovvero

FIj "F'Ij’
V2F +1
(i llell 5"
V25 +1
x> {Ij, F = mj,m;|FF) (Ij', F — mj, m;|F'F) (j'1,m;,0]jm;)(22)
m;
(c) Per le transizioni di dipolo magnetico conviene sfruttare il fatto che

I+2s =V

& un operatore vettoriale, per cui

V2i T 1

dove (vJ ||142s||+'j’) & uno scalare indipendente da m; e m;,. Per atomi con
accoppiamento LS poiché L e S non modificano i numeri quantici L e S, né
la parte radiale delle funzioni d’onda, M, induce transizioni tra stati del tipo
|vilsm;) — |yj'lsmy) con Aj = 0,41 e Am; = 0, 1. Pertanto (vj ||1+2s]|v/j’)
si riduce a (j ||14-2s|| j') . D’altra parte in generale si ha

) . 7 1142s]| v/ 4
(ym; M|y m ) = S IE2S10' 7 > (' tmyeqlimy) é
q

img) = > (Ismumg|jmy) [lmy) [sm.)

my MS
Pertanto

(g [N+2s]+'5")

V25 +1

= Z (Ismy,mj — my|jm;) (Ismy,m; — ml|j/,mj> my

my

mj S

W mimg

(Jm; |(1+2S) |5 mj) = <jl1mj0|ij>

+QZ <l$7mj - m57ms|jmj> <lsvmj - ms7ms|jl7mj> ms

mg

q,



Tenuto conto che
m;

(3" 1m;0|Jmy) = S

si ha

2i+D @ +1)

. 1 2 -/ —
(G 425 ) o

X (Z (Ismu, my — mulgmy) (Ismu, my — mulj’, mg) my

my

+22 (Is,m; — mg,ms|Jm;) (s, m; — ms, ms|j’,m;) ms>

Mg

In particolare
<lml |lq| lml/> vV 21 +1

1) =
() (I Ly glimy)

oy

Ponendo g = 0 si ottiene

IT) = V(20 + 1) 11+ 1)dw

Analogamente si ha:

(slslls") = /(25 + 1) s (s + 1) s

(d) Come mostrato dalla (18) Pampiezza Mgy, = Y, BafottnPa pyuo esere
sostituita da @ (v. (16)), un tensore del 2 ordine,
V6 .
Qots = —e ; (£ iyn)
V6 .
Qo1 = ﬂ:67 Z Zn (Tn £ iyn)
n
1
Qa = —562 (322 —r7) (23)
Pertanto si ha
2
(1 1917 3'my) = (v llQIA'3") Y {i'2myealimy) &
q=-—2
dove -
fO Pann/l/Tzd’l“

(lelvi) =v2i+1

\/fooo P2 dr fooo P2, dr



2.1.1 Transizioni di dipolo elettrico

Exercise 3 Calcolare gli elementi di matrice (yjm |Vge|~'7'm’) per un atomo
inwvestito da un’onda polarizzata circolarmente.

Soluzione: Per un’onda polarizzata circolarmente in senso antiorario e che
viaggi lungo la direzione z, la polarizzazione € (r,t) segue la legge

€(r,t) = Zcos (wt — kz) + gsin (wt — kz)

Scegliendo come base i vettori

é 756*2'3; 8o = 3 éii'JrZ'y
-1 \/5 » €0 ,» €1 \/5
si ha
é(r,t) = ié_lei(‘*”f*k?z) + iélefz(wtsz)

) \/§ 2

Pertanto
(vjm|Vae| v'j'm’)
(villelly's")

= (yim|Mae|y'j'm’) - &(r,t) =

VNGRS
> (<]/1m/1|]m> ei(wtfk‘z) + (j/lm’, —1|]m> efi(wtfk‘z)>
In particolare, si hanno solo 6 coefficienti C-G non nulli:

B 2+ 35+ 752 — 3m — 2jm + m?
N 3+ 115 + 1252 + 453
(71)—1+2j+2M<

<]717m7171|jm> = .j7 7im+1771|.777m>

B J+i2+m—m?
B J+ 352 +25°

<.771717m7171|.7m> = <]717177m+1771|]77m>

_ (—1)2tRM —j+j2—m+2jm+m2(24)
B —j + 453

Exercise 4 Dimostrare che il valore atteso del dipolo elettrico p = — e Zfz;l r,
per un atomo a molti elettroni nello stato fondamentale é nullo

Soluzione: Dal momento che ’Hamiltoniana di un atomo é invariante per
rotazione attorno al nucleo (p) deve risultare nullo.

Exercise 5 Calcolare il coefficiente di assorbimento k di un’onda piana polar-
izzata linearmente che attraversa un gas di atomi di idrogeno a T = 300 K e
p =1 atm, per frequenze prossime alla riga Balmer 2s «+— 3p,2p «— 3s.

10



Soluzione: 1l coefficiente di assorbimento x & legato alla sezione d’urto dalla
relazione

Wi
K = Oifn= ﬂni—ngD(Aw)ezag | M ge l~f|2
EpC
me? 2Aw\ 2
— 47mia(2)ahwif k:B—Texp <ln2 (E) > | Mge if|2

con a = €2/ (4mhag) = 1/137.036 costante di struttura fine. Il gas contiene n;
atomi per unita di volume,

n; = 2.737 x 10% m =3
Avendo 'idrogeno atomico massa molare M = 1 risulta

me?

2]63 In2

da cui segue per l'allargamento Doppler

T
wp =Wif\/ = 1076
2
con T temperatura assoluta. La frequenza di transizione & pari a

1 1 1
s = (5 55)

- 11
— (1.054-107*) 7" 13.6-1.602 - 101 <Z§) Hz

=1.949 x 10" K

= 287x10Y Hz

per cui
wp =351 x10° Hz =355.1 GH =

Cli elementi di matrice My 25,3, = (25 |||l 3p) s Map 2p.3s = (2|9l 35) /3
sono dati rispettivamente da

Mae 253, = (25] 0l 3p) Z/YmYoo COS9dQ/ Roo(r) Ry (r)ridr
0
1 4 > r T ror
= —x—— - (1-Z SR P
\/§X27\/§/0 ( 2)( 6)eXp( 2 3)”"
= 1.769
e
2 3s >
Mgpopzs = plol3s) :/YIOYE)OCOSQCZQ/ Ry (r)Rao(r)ridr
V3 0
1 1 [ 2 2, T\ 4
= \/§X18/0 (1 3T+27T)6Xp( 5 3>Tdr
= .383

11



Pertanto,

2A
Kasgp = 06X 1024exp< 1112( w> ) m~!
Wp

21
Kopss = 2.8 1023exp< ln2< “’) ) m!
wp

Exercise 6 Calcolare gli elementi di matrici ridotte (20 ||p|| nl), (21 ||| n0) , (21 ||| n2)
relativi alle righe della serie Balmer

Soluzione: Per ottenere questi elementi ridotti si deve disporre degli inte-
11
grali

> 3 1 n_2 —7/2 —r/nyl 2T
(20][pllnl) = | RooRp1r°dr = e\ D) ,3 Ly (r) Ly 4y ridr
2 —2j:n " 72
32n” (535 +2n
a —4+4n2)?
n—l _ _ 2r
(21[lplln0) = 6\/6712\/ / P2emrIn L3 (r) L) ( >r4dr
B 316\/_71 (2+n) NG
(—4+n2
@l = Vig=Z [ [Ty o 18, (2 ) st
" n—3)!
B 1024[ (522) " ( 12+7n2)1/ﬁ%
(—4+n2)*
Ortoelio

Exercise 7 Discutere le transizioni di dipolo elettrico dell’ortoelio

Soluzione: Dalle regole di selezione discende che per lortoelio (S = 1) sono
possibili le seguenti transizioni di dipolo elettrico®

152528, < 1snp3P0,172
132p3P071,2 — 1sns®S;
132p3P071,2 > 1snd3D172,3
153d° D103« lsnf3Faz4

HydrogenRadialFunctions.nb
http://demonstrations.wolfram.com /Hydrogen AtomRadialFunctions/
2y.p.e. L. I. Sobel'man loc. cit. pag. ??, Sez. 9.1.

12



Exercise 8 Discutere le transizioni 225, < 23P2,170 dipolo elettrico dell’ortoelio

Soluzione: 1 livello fondamentale 23S;di tripletto dista 1083 nm da 23P.
A seguito dell’accoppiamento L-S esso presenta una struttura fine 23P 1 ¢ con
23 P, distante 29617 MHz da 23P; e quest’ultimo distante 2291 MHz da quello
fondamentale 23 P,.Le ampiezze di queste transizioni sono date da

(71 lpl~'0)

(2381 My |Mye | 2°Po0) = T<010Q|1M1>
1 1
(Psion Mol 2P0) = I quaggan)
1 2
(2581 My |Mye 4| 2°PoMY,) = Otllpll~2) (21 Mbq|1My)

V3

2.1.2 Transizioni di dipolo magnetico

Exercise 9 Calcolare (yjm |Vam|y' 5'm’) per un atomo investito da un’onda
polarizzata circolarmente.

Soluzione: In generale si ha

. . 1 . .
(vim Vam|~'5'm’) = —5 B (vjm [Man| v'j'm’)

1 j ||14+2s|| +' 7’ ) )
= ——BOMZ@’lm’QIJmW—q
q

2 V2Zji+1

dove
B, + 1By B, B, —iB,
2T = E =2

V2B B V2B

Per un’onda polarizzata circolarmente in senso antiorario e che viaggi lungo la
direzione z, si ha

by =

B(r,t) = —Zsin (wt — kz) + § cos (wt — kz)
Ne discende che

by = ez(wtfkrz) ,bp=0,b_1= 7_efz(wt7k:z)
1 0 1 NG

&

Pertanto

(vgm Vam |~ 5'myr)
i i 12s07)
22 V2i+1

(<jllmj/1|jmj> e—i(wt—kz) _ <j/17nj,7 —1|jmj> ez‘(wt—kz))

13



Exercise 10 Calcolare gli elementi di matrice (yjm |Vam|~'3'm’) di dipolo mag-
netico per un atomo di idrogeno investito da un’onda polarizzata circolarmente

ed in presenza di un campo magnetico statico parallelo alla direzione di propagazione
k dell’onda. Limitarsi a discutere la transizione p3 s < p1/2

Soluzione:

)
{p1/2m|Vam|psjom’) = 1 5o (p1/2 IN+2s] p3)2)

3 / 1 —i(wt—kz) 3 i 1 i(wt—kz)
(<21m1|2m>e 21m, 1|2m e

i\/15—}167§+477L2 efi(wtfk‘z) m =m—1

1
= ZBO (12 1+25(| p3/2) { /15 f}% A L —i(wt—kz) g — 41

Exercise 11 Calcolare Uelemento di matrice {(yjm|Mgm |~ 5'm') relativo ad
una transizione tra i termini di struttura fine dell’idrogeno 3% P /2 € 3P, /2-

Soluzione: Da (??) discende

32P. 1+2s]| 32 P
(32 Py jom |Map| 32 Py jom) = (3 Py 1+ SH 1/2) Z< 1m/ ql >
q

2.1.3 Transizioni iperfini

Exercise 12 Analizzare la transizione iperfine ' = 0 < F = 1 relativa al
livello fondamentale dell’idrogeno 251/2.

Soluzione: In Sez. 7?7 si & visto che il livello 1s;/, dell’idrogeno si separa
per effetto dell’interazione di contatto di Fermi tra lo spin elettronico s e quello
nucleare I:

Vipf xI-s.

In tal caso Pampiezza di transizione (Fmp [Vip¢| F'mps) tra il livello iperfine
F =1 e lo stato fondamentale F' = 0 (|00) = (janB) — |Bya)) /V2) & pro-
porzionale a

(Imp 1+ 28] 00) oc ({an | + (Byal) 2ms (JanB) — [Bya) = 2.

Poiché la transizione di dipolo elettrico & proibita si deve considerare quella
di tipo magnetico. Pertanto, per un campo diretto lungo z gli stati con F =1
sono accoppiati con quello relativo ad F' = 0 dall’elemento di matrice

<1m1 00 > - <10 s 00> Gy 0
-

mp Fmp

5 © 4 1)

©)
sz 2000

2000 ~*

14



dove

FONE (P)

z

(10}s

1 1
= = (e) (p) _
2( T (Sz +200()Sz) \T/-/\L,/ \l,./\T,./
e P e P e
F=1,Mp=0 F=0
1
S N N e ! Proverall IR IR S A
W ~ NP NN 2000 | o~ A
p p € p € p € p e p e
1
-2 (1 2000)
Pertanto
MUY (0,0 = 1,mp) ~ S0 wif

2.1.4 Transizioni di quadrupolo elettrico

Exercise 13 (a) Esprimere l'elemento di matrice ridotta (vj |Mgel|7'5") di un
quadrupolo elettrico in funzione di (Yl ||Mg||~'l"). (b) Ricavare le regole di se-
lezione per (Imy| My |U'my) e (yjm; |Mge| v j'm;r)

Soluzione: Un quadrupolo elettrico M. & un tensore del 2 ordine

2

7 [[Mgell7'J . s

(i [Mael 7'y = 09 1P |77) 2]"1”1 >Z<J’2mijljmj>€q
q=-2

per cui

Aj = 0,42 (j=0j =0)
Am; = 0,+1,42

D’altra parte in generale si ha

imy) = Y (lsmumsl|im) [lmy) |sms)

mpms

per cui
‘ . (77 IMgellv'5") . ‘
(ygmj [Mye o|v'§'my) = % ("2mjiq|gm;)

= > (Ismumglimg) (I'Smums|i'mye) (Imi Mge o |I'mu)

mimpymgs

= Z (Lsmymg|jm;) (I'smpmg|i'm;:) (I'2my qllmy)

mpmpyms

X (1| Migel| 1)
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Pertanto

(77 [IMgellv'5") . -
BV, 7= i jqi = ('2m;qljm;)
(Y Mge | A1)

= X2 {tsmumslmy) Wsmum, j'me) @ 2muglim) <= D

mymypms
D’altra parte

_ OIMeell 71
V2l+1

<l’2ml/q|l, m; = l>

(v, = 1| Mge | 7'Umur)
In particolare
<7ll Z Szfl — rfl Vll'l>
(77 IMge|['5") /s :
= == 2L {i"2m.0 ;
\/m <.] m] |jmJ>
17/
= DM ITY) S~ Gy jimg) (@ smimal'mg) (1 2mi0lim)

v 2j +1 mpmg

(vl [Mge| ' Umur) = (41 [[Mige|['T') (1" 2musqllrm)

2.1.5 Elementi alcalini

Gli spettri dei metalli alcalini sono alquanto simili a quelli dell’idrogeno: come
per quest’ultimo, I'interazione col campo elettrico coinvolge un solo elettrone. A
differenza, comunque, dell’idrogeno il potenziale in cui si muove questo elettrone
devia sostanzialmente d1l’andamento 1/r, per cui ’energia dei vari livelli dipende
sia dal numero quantico prinicipale che dal momento angolare [. Inoltre, il
contributo del termine di accoppiamento spin-orbita é dell’ordine di decine di

em™ . Tipico & il caso del doppietto risonante delle righe gialle Dy e Dy

del sodio, corrispondenti alle transizioni ZP% -2 8 <5890 A), e ZP% -2 8 1
(5896 4) .

Per questi elementi dovremo considerare transizione tra i multipletti

1
n/llgj/mj/>

1
2

i) =

nigim; ) — |f) =

di energie pari a

11 1 3

By =gz + 3¢ D [+ 0 -0+ -]

contributo L—S
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con n* il numero quantico efficace (v. Eq. 5.75 e Tab. 5.11) e { (n,l) definito

da (v. Eq. 5.76)
h? 1dV
(b =grea <?W>

essendo V (r) il potenziale efficace in cui si muove Uelettrone dell’orbitale pit
esterno.
Pertanto, per le linee della serie principale (np < ngs) di frequenze pari a

I N
2 (5" (n)?

dall’equazione (?7?) si ottiene

3 2
_ Pnp,nos _ 1_
Mie g Py oy = o Zl\/1 (=5-m)
m=—3
1

x<%1m,i%—m'j,i%><%0m,i§—m'%,:l:%> (25)
Exercise 14 Ponendo un pezzetto di sodio all’interno di un’ampolla piena di
argo alla pressione di 10 mm Hg ed alla temperatura di 200 °C' si osserva
una luce corrispondente alle righe gialle Dy e Dy associate alle transizioni
dell’elettrone di valenza da 3s a 8p. A seguito dell’accoppiamento L - S la tran-
sizione Si separa in ZP% —2 Sé (5889.950 A) , € ZP% —2 S% (5895.924 A) . La
vita media del termine ZP% é pari a 16.66 nsec. Si chiede di calcolare (i) il valor
medio del rapporto (E/r) del campo elettrico che agisce sull’elettrone di valenza
e la distanza radiale, (i) la relativa forza dell’oscillatore, (iii) la vita media del
termine ZP% e () ed i momenti di dipolo relativi alle due transizioni. Per i dati
sul sodio consultare www.physics.nist.gov/PhysRefData/Handbook/ Tables /sodiumtable3.hitm

+ %g (n,1) {j G+1)— 1ﬂ (u.a.)

Soluzione: Per gli elementi alcalini si debbono considerare transizione tra i

multipletti
1
|’L> = ’I’L/llij/mj/>

nl%jmj> —|f) =

di energie pari a

Buus = =gz + 500D [ G+ 0 - 10+ 1) - 3]

con n* il numero quantico efficace e ¢ (n,l) definito da

R? o /1dv
¢(nD) = 2m?2¢? <;W>

essendo V (r) il potenziale efficace in cui si muove 'elettrone dell’orbitale pin
esterno.

17



Pertanto, per le linee della serie principale del sodio

iy = 50 (1) [5G 1) = 7

4
tenuto conto della distanza in frequenza tra le due righe si ha
2 4mag 1 1
3,1) = -Awsgposs = - A
(1) = Faunen = T (5 -5 o

= 42x1077 au. = a?7.9 x 1072 q.u.

Per una tran8121one equlvalente dell’idrogeno tra stati di numeri quantici n, 0, 4 %

» 92

en* 1,1 > 2, n* 1,1 > 2 si avrebbe
Y A S A A WA
n*p——ns — TL*4 ]+% 4 n4 4
ovVvero )
@
Awpspe—ns = o3

Se ne evince che il contributo dell’accoppiamento LS nel sodio ¢ molto piu forte
che nell’idrogeno.
Gli elementi di matrice delle due transizioni sono dati da

P32 = pr/ Yoo <a* yf/f/§/2> . cos 0d?
4m spin

P72 = pr/ YO’E)<04* y}/f/§/2> ~ cos 0dQ
4 spin

dove si ¢ indicato con g, il contributo delle parti radiali

O :/ Rso (r) R31 (r)r3dr
0

Dal momento che

2 1
yf/lz/zl/z = gyma + %YHB

1 2
3)11/12/21/2 = \/gylooé + \/;Ynﬁ

si ha

T D) 1
/47'r 00 <a Vi >spin o8 & 00 PR 1B cos 0 sin

spin
= 27r\/7/ Y50Y10 cos Osin0df = \/_

/47rY00< y11/12/21/2>spm0059d9 = 27r/0 Y00< ( \/gﬂoa+\/73/115>> cos 0 sin 0d6

spin
1

1 us
= —QWE/O Y50 Y10 cos O sin 0df = —3
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ovvero
V2

©3/2 = 3 Or
1
P12 = 3 Or

Ne discende che la forza dell’oscillatore della riga a 5889 & doppia di quella a
5895.
Infine, tenendo conto che

12390
hwfi - % 6V=21 €V
wp o= 3.2x10% Hz
wpTip = 3.2x 10 -16.6 x 107? = 5.312 x 107
2 5
MeC 5.11 x 10 7
= 137—-"— =1.66 x 10
20wy 221 %
si ha L66
il =530

Exercise 15 Analizzare le transizioni dei due isotopi 3°Rb e 8" Rb del rubidio

Soluzione: Il Rb presenta la configurazone® [1522522p®3s23p93d1045%4p] | 55
con bs l'eletttrone di valenza. Lo stato fondamentale é rappresentato dal termine
55251/2 Un primo livello eccitato? & 5p2P1/2 (linea D1) e 5p2P3/2 (linea D2) che
distano da quello fondamentale rispettivamente di A = 794.8 e 780.0 nm.

Il 85Rb ha uno spin nucleare pari a I = 5/2, mentre 8’Rb ha I = 3/2.
Pertanto nel caso della linea D2 si hanno stati con F = 1,2,3 e 4 mentre 8"Rb
ha solo stati con F' = 1,2, 3. I numeri quantici dello stato fondamentale del 8°Rb
sono J =M e I =5/2, a cui corrisponde F' = 2 e 3, mentre per 8’Rb sono J =
W and 7 =3/2 con F =1,2. In entrambi i casi lo stato fondamentale si separa
in due livelli iperfini, ed il numeo totale di transizioni per ognuno degli isotopi
dallo stato fondamentale alla linea eccitata D2, ¢ pari a 6 e non a 8. In vista
delle regole di selezione AF = 0,+1,Aj = 0,41, Al = +1. Nelle transizioni
da F = 2,3 per 3Rb e FF = 1,2 per 8°Rb ai corrispondenti valori eccitati di
ciascun isotopo si possono avere solo 6 transizioni permesse (v. Es. 3 ed Eq.
(24)) AF =1

(L M| o F'15")
V2F +1
(77 [Maell7'5")
V25 +1
x> (I, F —my,m;|FF) (Ij', F —mj,m;|F'F) (j'1,mj, 0| jm;)(26)

mj

(F'1FO|FF)

3v.p.e www.laser.physics.sunysb.edu/~bazmoun/RbSpectroscopy/
4E. Arimondo, "Coherent population trapping in laser spectroscopy", in Progress in Optics,
vol. XXXV, Edited by E. Wolf, North Holland 1996, pp. 257-354.
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Energy manifold of Rb D, transition.

Figure 1:
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Per esempio il 8% Rb presenta un ciclo ottico chiuso tra lo stato 5s? S1F =3
ed il 5p® P s2 F'=4. Una volta nello stato eccitato I'atomo non puo decadere
in un 5p?Py,, che non conserverebbe la parita, ed in 5s25),F = 2, che
richiederebbe un cambio di —2 del momento angolare.

Molti atomi non contengono cicli ottici chiusi. In tal caso vengono utilizzati
dei laser per rieccitare la popolazione nel ciclo ottico dopo che questi atomi
sono finiti fuori dal ciclo. L’intrappolamento magneto-ottico del 3 Rb comporta
il ciclo 58y /o F' =3 —® P35 F' = 4. Per D'eccitazione il detuning necessario per il
raffreddamento si accompagna ad una leggera sovrapposizione con lo stato Py /2
F = 3. Se 'atomo viene eccitato a questo stato, pud decadere sia sull’F' = 3,
debolmente accoppiato allo stato iperfine superiore, o a quello piu basso F' = 2.
Se ricade nello stato "dark", ’'atomo viene escluso dal ciclo fondamentale<stato
eccitato, interrompendo cosi il raffreddamento e I'intrappolamento. Per evitare
tutto cio viene utilizzato un laser di ripompaggio, risonante con la transizione
551/2F:2—>5P3/2 F=3.

2.1.6 Elio ed elementi alcalino-terrosi

Exercise 16 Si discuta la foma generale delle ampiezze di transizione di dipolo
elettrico Mi(fde) per I’He e gli elementi alcalino-terrosi.

Soluzione: Lo spettro dell’elio si separa in quello di singoletto e tripletto. Per
transizioni tra stati di singoletto si puo ignorare il contributo degli spin, utiliz-
zando funzioni d’onda spaziali simmetriche rispetto ai due elettroni. Pertanto,
si ha per il generico elemento di matrice

Mgeif = (Yllylomy| + (yllalimy]| (012 + p22) N 2L L) + U m)

V2 V2

= (ylllam| o1z |5V lyme) + (Yllilamu| o1z |y Tl51my) (27)

. . . . . . ’ .
che nel caso in cui nella transizione cambi un solo orbitale (p.e. lo = I, ) si
riduce a

Me if = Qi Z (lily,my — mym |lmy) (1o, my — mym |U'myg) (l1, my — m|o-2| 17, my — m)

m

Tenendo conto della (??) per I} =13 —1 Mg ;5 sara espresso da

l2
3 1 5
My ir = ey e Y B~ (i~
de if Pyl 1—1 e (211)2 - 2 57— (mi—m)
X (lile,my —m,m| Lmy) (I3 — 1,1a,my — m,m| L'my)
(28)

Utilizzando i coefficienti di C-G si puo verificare che la matrice Mi(;le) si
annulla quando L ed L’ non soddisfano la diseguaglianza

-1 <l'<i+1 (29)
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F=4

5P, - »

3/2 F=2
F=
5P F=4,3,2,1

1/2

58 F=3

172 F=2
(@ (b} ({c) (d) {(s) (D

Figure 2: Struttura iperfine delle transizioni del Rb utilizzate nel raffreddamento
laser
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da cui discendono per campi polarizzati sia linearmente che circolarmente le
seguenti regole di selezione

dipolo elettrico elio { AAnlml::OE)jt:Iil (30)
Inoltre va esclusa la transizione
[=0c1 =0 (31)
In particolare per o =0 e l; =1 (caso dell’elio)
Me i = —— 1., (1000] 10) (0000] 00) = ——p,11 5 (32)
Vi Vi

Per transizioni tra stati di tripletto la (27) va sostituita da

Mae iy = (Yl lomu| — (yllalymy| (010 + 022) Iy 1mg) — |y U5l )

V2 V2

= (Yllylymy 12| YT my) — (yllalomy |1 | A U5 my) (33)

Quando cambia un solo orbitale (p.e. Iy = llz ) quest’ultima espressione si riduce
alla (28).

Gli spettri degli elementi alcalino-terrosi sono abbastanza simili a quello
dell’elio. Anche per questi in prima approssimazione possiamo individuare uno
spettro di singoletto ed uno di tripletto. A differenza, comunque, dell’elio, si
osservano anche linee di intercombinazione (meno intense delle altre) che col-
legano stati di tripletto a stati di singoletto. Inoltre 'interazione di spin-orbita
separa ogni livello di tripletto in tre sottolivelli. In particolare una transizione
tra un generico livello e quello fondamentale di tripletto 2S; si separa in un
doppietto a causa dell’accoppiamento spin-orbita.

Exercise 17 Calcolare I’elemento di matrice Mge ; per transizioni tra stati di
singoletto dell’elio in cui cambia un solo orbitale (Iy = 1,) e I}, = I;—1. Consider-
are in particolare la transizione (Io = 0,1 = 1,1 =1) «— (lo = 0,1} =0,I' =0)

Soluzione: Per transizioni tra stati di singoletto si puo ignorare il contributo
degli spin, utilizzando funzioni d’onda spaziali simmetriche rispetto ai due elet-
troni. Se nella transizione cambia un solo orbitale, si ha per un’onda polarizzata
lungo asse z

Mge iy = (Yllilomy| g1z YU, 10— 1, lamy) + (yllalimy| o1 |y Ul 10 — 1,my)
l2
= Pyiio1 Z (Iyly,my —m,m |lmy) (Iy — 1,12, my —m,m [I'my)

mzflz

X <llvmlim|@'é|llil7mlim>

D’altra parte

/3 12 —m?
l — 5.3 — 1 — Y D (i S
(ly,my—m|- 2|y , My —m) g (2l1)2—1

23



In particolare per lp =0 si ha l =11, m =my el’ =1}, m; =m].

Maeir = (Ylllomy| o1z Y1, 10— 1, lamy) + (Yllalimy| o1 YT, 10 — 1,my)
3 12 —m?

= r1—1 {(l0my0 [Imy) {1y — 1,0my0 |1y — 1,my) 4/ — | =%
@,m,zlh 10 [Imy) (I 10 [l 1) i (211)271

Ne discende per la transizione (Il = 0,1; = 1,1 =1) «— (Il = 0,l} =0,I'’ =0)

1
Mae i = 910 (1000 |10) (0000 |00) i

2.2 Regole di selezione per transizioni atomiche

Exercise 18 Ricavare le regole di selezione per transizioni di dipolo elettrico,
magnetico e quadrupolo in assenza di accoppiamento LS

Soluzione: Dalle proprieta dei coefficienti CG (I'lmyq|lmy) e {I'2myq|lmy)
relativi a transizioni di dipolo e quadrupolo seguono le seguenti regole di se-
lezione

. . Al =+1
dipolo elettrico { Amy =0, £1

. . Al=0
dipolo magnetico { Amy =0, +1

Al =0,£2 (I=0«<1I' =0 proibita)

quadrupolo elettrico { Amy = 0,41, 42

(34)

Exercise 19 Dimostrare che per transizioni di dipolo elettrico e magnetico tra
livelli di struttura fine valgono le sequenti regole di selezione

Al =+1
dipolo elettrico con accoppiamento LS Aj=0,+1
Am; =0,+£1
e
Al=0
dipolo magnetico con accoppiamento LS Aj=0,+1
Am; =0,£1

Soluzione: La formula di Sommerfeld per la struttura fine degli atomi idrogenoidi

Enk: = En

2
aZ n 3
1 — - — = 35
()G9 ®
fu sottoposta a verifica sperimentale da Paschen che studio in dettaglio la strut-

tura fine della linea A = 4686 A dell’elio He™, corrispondente alla transizione
n =4 —n =3. (a) Mostrare che da (35) e dalla regola di selezione Al = +1
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Ne Ar Kr Xe
782 | 1432 | 5371 | 10537

Table 1: Separazione tra i termini P3/2 e P1/2 nei gas rari espressa in cm™?.

n\k 1 2 3 4
4 4 4

3k -3 33" -0

4k -4 -2 -z -1

Table 2: Correzioni di struttura fine previste dalla formul di Sommerfeld

risultano 5 componenti per questa riga mentre con la sostizione di k (b) Sos-
tituendo k con j + % a denominatore di 7 nella (35) la correzione tiene conto
della presenza dello spin. In tal caso le regole di selezione sono Al = +1 e
Aj = 0,£1.Mostrare che risultano 6 righe

(a) Dalla formula di Sommerfeld discendono i termini correttivi di struttura
fine riportati in tabella

da cui, applicando le regole di selezione Al = +1, discendono le frequenze di
transizione

(b) tenendo conto della sostituazione di k con j + 1

Correzioni di struttura fine previste dalla formula corretta

da cui applicando le regole di selezione Al = +1,Aj = 0, +1, discendono le
frequenze di transizione

Sommando le relazioni di commutazione del momento angolare e del mo-
mento di dipolo dell’i-esimo elettrone si ottiene per i momenti angolari j e di
dipolo g totali

[jxa @z] = —ipy , [jya @z] =iz , [jz7 QZ] =0

Queste ultime relazioni stanno ad indicare che p ¢ un operatore vettoriale V i
cui elementi di matrice sono proporzionali a

(vimglpl ' 3'my) = C(v,~', 4, 3") (Gmy [V ~v5"my)

misure di
Paschen



n\k, j 1,12 2 3/2 2,5/2 3,5/2 3,7/2  4,7/2 4,9/2

. 4 4 4
vl S S S ' s 8

(4,1,1/2) —

(3,2,3/2) (4, 3/2)H( 3,2,5/2)  (4,3,5/2) — (3,2,3/2)
1-3(4)' JON ION
(4,3,5/2) — (3,2,5/2) (4,3, 7/2) — (3,2,5/2) (4,3,9/2) > (3,3,7/2)
£-3(9)' 1-3(4)' 5-3(9)"

dove C(v,7,4,7") ¢ un coefficiente indipendente da m;, m;. Ne segue che per
g valgono le regole di selezione di un operatore vettoriale, che a loro volta
coincidono con quelle di un atomo a singolo elettrone di assegnati j ed m.

Aj = 0,41
dipolo elettrico atomo con molti elettroni Am; =0,%£1 (36)

j =0+« 7 =0 proibita
2.2.1 Forza dell’oscillatore ed assorbimento

Exercise 20 Calcolare la forza dell’oscillatore f relativa alle transizioni (1)
2p — 1s e (ii) 1s — 3p,2s — 3p wutilizzando le sequenti funzioni d’onda

Soluzione: la forza dell’oscillatore relativa ad una generica transizione ¢ data
da

2m 2
f=gpavis ol

Esprimendo le varie grandezze in u.a. f assume la forma

2 2 2
f=3wis loril” = 2wiy |27l

Rip(r) = | 2exp(—r)

Roo(r) = % (1 — 5T) exp (—%T)

Roi(r) = 216rexp —37)

R = | 27 (L3 + 27 o (1)
R31(r) %L\/Qg (1 — %T T exp (—%r)
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in vista dell’isotropia dell’atomo (|pﬁ|2 = 3e? |xfi|2) (i) Poiché

(o]
Z9p.1s RlSRQ T3d7" Yo()Yl* COSs 9dQ
D, P 0
0
1 > 1 1 > 3 1.29
= — RRT3d7":——/ ex (—r>r4dr—
V3 / et \/3'\/6 o TP\T2 V3
mentre
w = § U.q
2pls — ] -G
si ha

3
f2pls = 2w2pls |22pls|2 = Z |22pls|2 = 0.4162
ii) Per le altre transizioni 1s — 3p e 2s — 3p il fattore [ YooY cosfdQ = -2
10

resta immutato mentre si modificano i contributi radiali

> 8v2 [ 1 4
RisRs,r3dr = —— 1—Zrexp| —=r|r*dr =0.516
/o teT 273 Jo ( 6 ) P ( 3 )

/OOR Rgpridr = i/Oo<1—lr) (1—1r)ex (—§r>r4dr—306
o 273 Jo 2 6" )P\ 76 '

e le frequenze

S

8
Wis3p = 1—8u.a.
5
W2s3p = ﬁu.a.
In definitiva
flsp = .0788
foszp = .433

Exercise 21 Determinare la forza dell’oscillatore relativo alle righe della serie
Lyman dell’idrogeno utilizzando la funzione generatrice U, (p, s) dei polinomi di
Laguerre.

Soluzione: Per calcolare I'elemento di matrice py; per una transizione della
serie Lyman (1,0 — n, 1) partiamo dalla parte radiale delle funzioni d’onda

2
Ry (r) = Nye 2wl L2 (w) w = ——r

n+l nag
Pertanto
2 -T na, 2
Rnl(T) = ann—aoe / O)TL:;H-l <’I’L—aor)
r/a 2
Rlo(’l“) = Nloe OLl —7Tr
ao
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con

2
N = —5

)

2 1 n—2)!
an ( )

32 n?\[ {(n+ 1)1

Ponendo a—zor = p 'elemento di matrice [;° Rio (r) Ry1 (r) r3dr diventa
> 1 rap\4 e n+1 p
/0 R (r) Rpy (r) rdr = - <?> anNIO/O exp (TP) Ly (p) L3 4 <5> pdp

Tenendo conto della funzione generatrice

(—s)Pemrs/0=s)  ZLP(p)
Uy(p,s) =———— = s4
p (p ) (1 _ S)p+1 Z q'

esprimiamo i polinomi di Laguerre L} (p) nella forma

o1 (—s)"exp <*Plfs>

p - —
Lq (p) 88‘1 (1 _ S)p+1

dimodoché

n+1
/exp (70) Liﬂ (%) Ly (p) p'dp

- /eX (n " > ot (—s)*emps/m1=9) 0 (=5) o ps'/(1=5") 44
= p 2n p Hgn+1 (1— 3)4 . 99/ i 31)2 » pldp
- 86‘;:1 (1 835)4 (n;;l T (13— S))5
5=0
per cui

> s 11 =2y o @ mgl s\
/0 B (r) B (r) e = 00 5y [T T B 2o 0o 20 T (1 9)

Exercise 22 Un fascio di luce UV a 256 nm attraversa una cella lunga 1 mm
e contenente una soluzione di benzene .050y; Tenendo conto che l'intensita si
riduce del 16% calcolare 'assorbanza A =k [CsHg|l/In10 e la transmittanza
T =104

Exercise 23 Una transizione del benzene a 256 nm presenta un coefficiente di
assorbimento molare € = 160 cm? Vita media radiativa.

28




Exercise 24 Secondo la formula di Larmor la potenza irradiata da una parti-
cella é proporzionale al quadrato dell’accelerazione,

2 e2q?
S 37
3 4mege3 (37)

A livello atomico [’accelerazione va calcolata quantisticamente sostituendo il
valor medio a? col valore di aspettazione (¢ |a? (t)|1¥) con a(t) operatore accel-
erazione nella rappresentazione di Heisenberg. Alla luce di questa relazione si
determini il tempo di decadimento radiativo per l’elettrone dell’atomo di idrogeno
in un livello eccitato.

Soluzione: Tenuto conto della relazione tra un generico operatore O ed il
suo corrispondente nella rappresentazione di Heisenberg,

o) (t) _ e—i'Ht/hOei'Ht/h

I’accelerazione ¢ data da

a(t)= =2 p(t) = i~ [H.p (1)

Pertanto il valor medio quadratico di a (¢)

T@@0 = — (110 0] 1,0 0]

= s Sl @) 1) (1B @] )
f
1 2 .2
= szifpif
f

D’altra parte

1

—p(t) =ik [H,r(t)]
per cui

1

—Pif (t) = wiprif (T

—Pis () = wisris (t)
Pertanto

(ila® )iy = > wirl

f

e

1 P 2 2 2

3.2 Wifrif)Z
— = == WieTip = o wip (——= | .
Tif hwif 347T60ﬁc3 iftif 3 Zf( c

Exercise 25 Cualcolare la vita media radiativa del livello 3s dell’idrogeno.
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Soluzione: poiché il livello 3s non puo decadere radiativamente direttamente
al livello fondamentale dobbiamo considerare due processi in cascata: 3s —
2p — 1s

d 1
—ngs = -— n
dt 3s T3s—2p 3s
d 1 1
U») = n3gs — o
dt " T3s—2p T2p—1s po
d 1
—n = n
dt 1o T2p—1s 2po
Pertanto
n3s () = nas(0)e /320
Top—
nop, (t) = n3s(0) # (e_t/”‘”?f’ — e_t/”P*“)
5—2p p—1s
n3s (0
N1g (t) = 35—() [7—35721) (1 o e—t/‘r3572p) — Top_1s (1 o e—t/sz—ls):|
T3s—2p — T2p—1s

D’altra parte tenendo conto della relazione

mec?
20k

Triwh; [l =

con f; forza dell’oscillatore si ha

2
T3s—2p _ <W2—1> | 2p—1s| — 08.66
Top—1s w3—2 ) |fgs—2p|

Poiché 79,_1s € molto pit piccolo di 79,1, il termine e t/T2-12 decade rap-
idamente e le popolazioni dei tre livelli sono date con buona approssimazione
da

ngs () = nge (0)e /320

N2po (t) = mn3s(0) T2p-ls e~ t/T3s—2p

T3s—2p — T2p—1s

nis(t) = mnss(0) |1 — . T3s=2%  —t/Tseny
T3s—2p — T2p—1s

Ne discende che il tempo di decadimento radiativo ¢ dato con buona approssi-
mazione da 735_2p, = 98.6 - 79,15 = 160 n sec

Exercise 26 Una lampada di mercurio emette a 240 nm con una larghezza di
riga relativa di 1075 Assumendo un flusso emesso di 1 kw/m? stimare il rapporto
tra i processi di emisssione spontanea e stimolata
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3 Interazione con le fluttuazioni del vuoto

3.1 Quantizzazione del potenziale vettore

Exercise 27 Quantizzare il potenziale vettore relativo (a) ad un campo confi-
nato in un volume finito, (b) nell’intero spazio libero

Soluzione: (a) Il potenziale vettore A di un campo confinato in una cavita
di volume V' & un operatore espresso da:

[ h . . -
A (I‘, t) - Z 250—wm <um (I‘) e Zwmtai,m + ujn (I‘) elwmtei,ma;r,m>
m

u,, (r) ¢ un modo di oscillazione della cavita, soluzione dell’equazione di Helmholtz
2
[vz + (=) ] W, (r) = 0

che soddisfa opportune condizioni al contorno sulle pareti delle cavita. Inoltre
u,, (r) risulta normalizzato su V,

JEGIREE

Ogni modo di oscillazione corrisponde ad un oscillatore armonico di frequenza
Wi+ @, @i m sono operatori adimensionali di creazione e distruzione

[@m, am] = [ajn,ajn,}zo
[am,a:rn/} = Omm

3 . .. . .
Per #=+/V >>1 i modi si possono bene approssimare con onde piane

di vettori d’onda k;,, frequenza w,, = cky,, polarizzazioni & ,,, con ¢ = 1,2,
mutuamente ortogonali a k,,, . Pertanto si ha

2
A(r) = (@ ezkmm—zwmta‘ +e—zkm~r+zwmt€>§ aT )
( ) E E —QVEme i,m T,m i,mYi,m

=1 m
(38)
I modi sono associati al prodotto di stati di Fock

H |€i,ma ni,m> Q-

,m

e numeri di fotoni n; .
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(b) Se si fa tendere V' all’infinito la somma sui modi discreti si riduce ad un
integrale sul vettore d’onda

d3k
A ik-r—iwpt k ik-rHiwptax T k)
)= 5oV | T = 3 (e r s 0 e ] 9

(39)
dove
0: (k)0 ()] = [af (k) 0], (k)| =0
la: (k) al, ()] = 6 (k—X)
3.2 Lamb shift
Exercise 28 Analizzare l'interazione
Vint - |e| p A (40)

dell’elettrone dell’atomo H con le fluttuazioni del campo elettromagnetico del
vuoto, con A potenziale vettore relativo a (a) ad una cavita di volume V e (b)
allo spazio libero.

Soluzione: La correzione all’energia del livello atomico n° ¢ data da

AE, = : :
Z EnfEf 7hwm

|f;€i,m,71i,m>

dove la somma ¢ estesa a tutti gli stati |f) accoppiati a |n) dall’interazione di
dipolo V;;,;. Utilizzando per A 'espressione (38) e tenendo conto dell’espressione

2
f; éi,mv 11,m>)

)<7’L; 0 )p~ (éi,me_iwmt+ikm.rai,m + eiwmt—ikm‘rgzma;f’m)
= (n[plf) - &m& - (flpIn)

si ha

An:

1 1 9) A s p
250V Z Z E — Ef — Fwr, wm <n| Mo |f> € m€i,m <f| e |p>

) & m,lim)

D’altra parte le polarizzazioni €;,, dei modi sono distribuite isotropicamente
sull’angolo solido 47 : pertanto si ha

€i,m€i,m =

OO =
O = O
— o O

SH. A. Bethe, Phys. Rev. 72, 339 (1947)
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poiche
- 1 2
2c0s2 0 = / 22dx = 3

-1
Ne discende

AE, = SEOVZZE Ef—hw

(b) Per un atomo nello spazio libero si utilizza per A l’espressione (39) per cui
(41) si modifica in

(n I— |f> (41)

m Wm

<n| — |f>

350 4red Z/E,L—Ef
wkdwk
47r£07i03< ) Z/E —Ey — ‘< | |f>

- 58 o e

L’integrale cosi ottenuto risulta divergente. D’altra parte sottraendo a AFE,

Ienergia AFEp
IR IEAW
F=73h Me w

dell’elettrone libero nel campo A elettrone libero ("free"), e troncando I'integrazione
ad una frequenza massima si ha

wmax (E, — Ey) dw
o, = A~ ABp = 55 5 [ R B
1) e

2

Tenendo conto del commutatore

e ponendo
Awmax = MeC

si perviene alla seguente espressione

Wmax E’IL ) dw 2
5B, = AR, -ABr=Goz> [ Ee e )

E, — By — hw
1)
- oL > (B *E)|<n|r|f>|21n—mec2
BRI ! E, — E;
1, [4reo > Mmec?
3 0 2 e
= ofon (2 E,—E In ——~
a 3ﬁ< . > §f>( n = Ep)|(n|r|f)] Ry
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3.3 Analisi quantistica del decadimento radiativo

Il problema del decadimento radiativo puod essere affrontato oltre che con le
considerazioni di Einstein basate sullo spettro del corpo nero anche come un caso
particolare di evoluzione di un sistema atomico che interagisce con le fluttuazioni
del vuoto

Exercise 29 Si consideri il decadimento di un elettrone atomico dovuto all’accoppiamento

con le fluttuazioni del vuoto. Si calcoli U'operatore di evoluzione U;—f(t,0) al
primo ordine in Vips = JEI-p -A

Me

Soluzione: Tenuto conto dell’Hamiltoniana e del potenziale espressi in u.a.

H = HatJrZwkak.aL

k
€ ~ Ak
Vint = ——Dp- E (Ekak +€ka;£:)
me
k
si ha
e—iH(t—t/)V(t/)e—th/ _ _ie—iHat(t—t/)pe—iHatt/
Me
.Ze_i“’kakal(t—t/) (@kak + €ZULL) e~ iwnakalt
k

D’altra parte si puo dimostrare che
N N i Ty i T4t N i ’ . N
(Ekak‘i‘fzaz) e iwkarayt’ _ o—iwpagajt (eke Wit ag +ezwkt ezaz)
per cui

s Y o ’ e . s g s ’ R . ’ . N
o iH(t t)V(t')e Mt _ € —iHraat p—iHae(t t)pe iHart Z(Eke it 4 giwnt ezal)
me
k

Per uno stato iniziale vuoto del campo (H |ng = 0>> solo i contributi di aL
k

sopravvivono e si ha

t
Z/[i—)f(t7 O) = eii(EffEi)t _ Z/ <f ‘efiH(tftl)V(t/)ef’thl
0

z> at’
t
T S Gl
e L 0

sin <Wk_—E2LEt>
t

. ) e ~°"k*E£+Ei
= eil(EffEl)t +Z_ PN E %*ez 2
mepzf - k wk-i-Ef—Ei
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4 Campi molto intensi
Exercise 30 Per un atomo di idrogeno sottoposto ad un potenziale vettore A(t)

uniforme lequazione di Schridinger dipendente dal tempo della funzione d’onda
dell’elettrone assume la forma

i%¢ (r,f) = (%pQ FA(r,t) er%A2 (t) — ;) W (rt) (42)

a) Dimostrare che moltiplicando v per il sequente fattore di fase

Y (r,t) — o (rt) = exp (—z% /t A (t) dt’)w (rt)

fattore di gauge

scompare dall’Eq. (42) il termine in A®
i, 1, 1
g (rt) = (§p +A()-p- ;) @ (r.t)

b) rimuovere il termine A (t) - p introducendo il vettore

ro(t) = /_ LA

e dimostrando le relazioni

eire(t)p r e—il'e(t)‘P = r—r, (t)
, o 0
i ezre(t)‘P a e_“'e(t)‘p = A. P+ Za

¢) introdurre la funzione d’onda Vg

Vr—p (r,1) = explire(t) - ply(r,t) (43)

v
trasf. gauge di Kramers—Herrenberg

dimostrando che essa soddisfa l’equazione d’onda

1, 1 .0
Ip2_ - — =
2P It —r. (t)d VK —m 8t¢K—H
che si presenta molto simile a quello dell’elettrone in assenza di campo.
In conclusione, attraverso la trasformazione di gauge (43) introdotta da
Kramers ed Herrenberg, si elimina il potenziale vettore dall’Hamiltoniana facendo

oscillare la posizione in cui si calcola + (1 — —L—).
NG [r—r.(t)]
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4.0.1 Transizioni a due fotoni nell’idrogeno

Exercise 31 La transizione 1s-2s risulta proibita nell’atomo di idrogeno. In tal
caso si deve estendere l’espressione dell’operatore evoluzione U’ (t,0) = exp (%Hot) U (t,0)

.ot
u’(t,O):pi/ V() dt’
h Jo
con

V' (t) = exp (%Hot) V (t) exp (—%H@)

.€E0
t) = —i =2 £)p.
V(t) i wcos(w)p

includendovi transizioni del secondo ordine

. ot t t
U0y ~1— L / V)t — — [ V() dr / V() dt”
h 0 h 0 0

Pertanto, per transizioni proibite al 1 ordine Uj; (t,0) si riduce a

1 t et
i (t70)2_ﬁ/0 /O IV (#) V' (#")]d) dt'dt”

per cui
2

Pest) = O = |55 [ [ e @)y enr arar

Studiare la probabilita di transizione 1s-2s in funzione del tempo.

Soluzione: L’elemento di matrice (2s|U(t,0)|1s) & rappresentato dall’integrale
multiplo

1 t t’
= / "
(23|U(t,0)|1s>fh2/0 dt/o dt <2$

Dall’espressione di V (¢') discende

MY (1) e () et 1)

-2
<6—E0> 7% (2s|U(t,0)|1s)

mw

. ’ . 1 . "
e’LHot p.e ’LH()(t t )pze 1 Hot

1s>

<25 ‘pze_mo(t/_tﬁ)pz’ 1s> = Z (25 |p.| nl0) <nl0 ‘e‘mo(t/_t”)pz’ 1s>

nl

t t
= / dt’/ dt” cos (wt') cos (wt'") <2$
0 0

dove

= S emr ™ 2s|p.|np) (np |p-| 1s)

n
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Si ottengono cosi degli integrali del tipo
y / dt’ / dt” exp (—t’ + 2t” + 2—(t’ — ") iwt’ £ iwt”)

_ Z 1 ANy (Lo L Z
= /Odt/o dt exp[(( 8:|:w—i—2n2 t+ 5 Qnin t

1 ( exp [i(%:l:Qw)t] —1 exp [z (—%:I:w—i-yllz)t] —1)
—Q—iw

342w —ttw+zls

N

t
Lty = /dt’/ dt" exp (——t +2t”+ﬁ(’ t”)iz’wt’lpz’wt”)
0 0

t ¢ 1 1 11
_ ! _ = / - "
= /0 dt/o dt” exp[ (( 8:|:w+2 2)75 +<2 aniliw)t >}

B exp(gt)—l exp[i(—%:tw—i—z—rllz)t]—l
B %*2n2:Fw LTruth

wlw

Per w ~ = i termini dominanti sono 1,4+

~ 1%
_exp [i (& —w)t]sin[(F —w)t]
In-—= 5 _ 1 3 _ 5
16 2n2 16

Avremo cosi

(e_EO ) i st 0)|15) = L5 — )1 (Z (25 |p- | np) (|| 1s>>

mw 5 1

n 16 ~ 2n?
% sin [( 136 W) t]
136 w

Ovvero (2s|U(t,0)|1s) assume una forma simile a quella delle transizioni di
dipolo a singolo fotone

5 "Rate equations"
Exercise 32 Analizzare ’evoluzione di un sistema investito da un’onda piana

Soluzione: L’interazione di un campo e.m. con sistemi a molti livelli di
energia ¢ descritta dall’insieme delle probabilita P, di occupazione dei singoli
livelli. La variazione temporale di P,, dipendera dalle transizioni dagli altri livelli
m verso n e da quest’ultimo verso i primi, per cui

dP,

m
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in cui Wy,—,, il tasso di transizione dovuto al potenziale V,,_.,, di interazione
con l'onda piana (v. Eqq. (5)).

Se si indica con g, la degenerazione del livello n—esimo, dipendendo V,, .,
solo dall’elemento di matrice gy, risulta

ngm—m = gan—Wn

Pertanto, si avra

dP,

Si consideri ora un numero elevato di n atomi per unita di volume che inter-
agiscono col campo e.m. senza disturbarsi a vicenda. Se si moltiplica n per P,
si ottiene la densita media di atomi eccitati al livello n—esimo. Le equazioni del
moto di queste popolazioni saranno simili a quelle per le P,

dn,,

m

Exercise 33 Con riferimento all’esercizio precedente discutere le rate equations
per un campo incidente del tipo corpo nero

Soluzione: In termodinamica si descrivera il campo e.m. in termini di fotoni
di diverse frequenze wy, immaginando che ad ogni stato delle particelle cor-
risponda una diversa specie chimica A,, per poi rappresentarne la mutua inter-
azione con un formalismo analogo a quello adottato per delle reazioni chimiche.

L’eccitazione dal livello m a quello n & vista come una reazione in cui una
particella A, collidendo con un fotone wy si trasforma in una particella A,,

Ap, + Ty —

assorb. 1 fotone

soddisfacendo la relazione &, +wy =&, 0

Ap, + Iy - Ay + 2hwy

emissione 1 fotone stimolato fotone incidente

se €, +wy = &,. Le concentrazioni n,,, e n, varieranno nel tempo con leggi del
tipo

d d
Zm = g =~ Bnonnmwep (we)
dove p(wy) = hiw rappresenta il numero di fotoni per unita di volume di fre-
quenza wye, mentre
W
Bn = _m—=n
wep (we)

rappresenta il coefficiente di velocita della reazione.
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Per completare la descrizione di questi processi si deve tener conto della
reazione inversa
Ay, — Ay + g

per €, +wyp = gyin cui la specie A,, decade spontaneamente. Per questo processo
si avra

d d
anm = 7@71»“ = Ap—mNnp
Combinando i due processi otterremo
d d
Enm = 7577% = An—»mnn - Bm—mnmwép (wé)
Estendendo queste considerazioni a tutte le reazioni possibili si ottiene
d
En,>En, En>Ey,
+ > Buewmtawep(@) — Y Bunnmwep (w)(44)
En>En EnlEp
we=En—Ep we=Em—E,

In condizioni stazionarie le derivate si annulleranno e si avra per la generica
coppia di livelli n e m,(E, > E,,)

Ap—m M + Bpom - nnwip (we) — Bin—n - imwep (we) = 0

ovvero
N Bm—mwép (wé)

N, An—»m + Bn—meép (wl)

Anﬁmnn

fwep (we) =

Bnﬂmnn - Bmﬂnnm
Poiché B,,,_.,, dipende solo dall’elemento di matrice @y, risulta
gmBm—m = gan—mL
Inoltre all’equilibrio termico
D _ In ovp <_M>
Ny Im kBT
per cui

hwep (wr) = 1 Anﬂm_hwg’x 1
PR = exp (B (En — Ep)) — 1 Bpn, - w23 exp (fhw) — 1

avendo tenuto conto dell’espressione di fiwgp (wy) fornita dalla formula di Planck

per il corpo nero. Ne segue che A;_,; & legato a By_,; dalla fondamentale

relazione

2hw?,
med

Ap_i= By, (45)
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5.0.2 Laser a rubino

Exercise 34 Un laser puo essere rappresentato come un sistema a 8 livelli, in
cui 1 sta per quello fondamentale, 2 per quello superiore e 8 per il livello a cui
vengono eccitati gli atomi da un fascio di pompa di intensita I,. Quest’ultimo
eccita gli atomi da 1 a 8. Dal livello 8 decadono al 2, a partire dal quale si avvia
l’azione laser, che genera all’interno della cavita ottica un fascio di intensita I.
Con buona approssimazione si puo assumere il tasso di decadimento da 3 a 2
come proporzionale alla popolazione ns. Ne seque che i tassi di variazione delle
varie popolazioni e dell’intensita laser I sono descritti dal sistema

d
5 = —IpB3in3 + I,B1 311 — (Y30 +V3.1) 13
d
e = —IBy_1ng +1B1_.ony — — Yo_1M2 +Y3_9M3
t T spont
d 2
= —IBy_.ony +1Ba_.1ng +7v5_1n2 + - +I,B3_1n3 — I[,B1_.3n1 + 3,173
spont
d; L hw(B Bi_om) ) I
Zr = (= _1no — Bi_on
p p— 2—1M2 1—271

COM Y3_,9, V31, Vo1 tassi di decadimento non radiativi. A queste equazioni del
moto va aggiunta la relazione di conservazione della popolazione totale

n=mni+ng +n3

Derivare i valori stazionari di ni,ne ed I in funzione dell’intensita I, della
pompa, dei tassi di decadimento Ys_.5,7v5_,; da 3 a 2,1 e della vita media dei
fotoni in cavita. Si discuta il valore di soglia dell’intensita di pompa perché il
laser cominct ad oscillare assumendo v3_,o > IpBs_1,I,B1 3, Y31 +7Y3_9 >
Yo_,1 ed utilizzando i dati tipici di un laser a rubino,

Teaw = 2x107% sec
Tspont = 3 X 1072 sec
Wigser = 14.422 cm™!

g2 = 2
g = 4

Soluzione: In condizioni stazionarie e sopra soglia ( I # 0) deve risultare

IpB1H3 n - n
1 — 3
I,Bs 1+ 7730 + V321
I B1—>3’)/3 2
1By, + + Y2 ) ng = <IB1—>2 + L = n
< T spont 2=t IpB3~>1 + Y32 + V31
1

hwlz (n2B2~)1 — 7Z1B1H2) =

T cav
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D’altra parte

By_1 =283

¢ 2.3

e 1

. _By, 46

Mil’)z 7—spont ( )
per cui

o — E — W%Q Tspont

270 T 3 1w

pertanto
—1
W%Q T spont 3 IpB1—>3
ny=\1n— 2—3— -+
7263 Tean 2 I,B3_1+7v30+73.1
(&
—1
IBy ., = ( IpBl—>3'73_>2 . 1 1 _ l’y ) < w%z Ts;uont)
IpB3~>1 + 73~>2 + 73~>1 2 Tspont 2 2=l 7T263 T cav
1
- - 7 —
7—spont 2=t

6 Interazione coerente sistemi a due livelli

Exercise 35 Analizzare U'evoluzione di un sistema a due livelli investito da un
ampo sinusoidale E (t) = Eq cos (wot) .

Soluzione: Un sistema a due livelli associato alla coppia di funzioni d’onda
V.5, € sottoposto ad un campo elettrico oscillante E () = Eq cos (wot) ¢ descritto
dalla combinazione v (t) = A (t) ¢, + B (t) ¢, di autofunzioni ¢, , con A(t) e
B (t) che soddisfano il sistema di equazioni

i%A(t) = WA (t) + 2Qpg cos (wot) B (t)
z’%B(t) — W B () + 202 cos (wot) A (1) (47)

Questo sistema risulta periodico e come tale soddisfa il teorema di Floquet (v.
Sez. 77 Eq. (?7)). Pertanto A (t) e B (t) sono esprimibili come prodotti di due

fattori di fase e e, ¢**? per funzioni periodiche®,
o0 (o ]
A (t) _ ez)\at § Az’nefﬂnwgt + elAbt § A2n+1671(2n+1)w0t
n—=——oo n=—oo
oo oo
B (t) — ez)\at § : an+le—z(2n+1)wot + ez)\bt § : BQne—zan()t (48)
n=—oo n=—oo

6. H. Autler et. al. loc. cit. pag. ??
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Sostituendo queste espansioni nel sistema (47)
e Aon—1, Ban, A2y, ...

BZn—la A2n7 B27L+17
relazioni di ricorrenza

(Lo — 2nw() Aap

(La + w;m —(2n+1) w{)) Bant1
(Lp — 2nwy()) Bap,

si ottengono per le sequenze
che soddisfano le seguenti

—Ban—1 — Bapg1
_A2n - A2n+2

—Aon—1 — Aopt1

(Lb - w;)a - (277“ + 1) w6) A2n+1 = *BZn - B2n+2 ’ (49)
dove )
wp — W ,b Wa,b
Wéa = QR < ) La,b = S;R QaR = )\;)b + w:l,b .
B

In particolare dalla coppia di relazioni (49-a,b) discende per == la relazione
di ricorrenza

By, 1 1
An = —(Lq — 2nwj) + - —
2n La—i—wba—(2n—l—1)w0—i—ﬁ+1
Reiterando rispetto a ﬁ%ﬁ si arriva ad esprimere Z’l e quantita analoghe
mediante le seguenti frazioni continue”
AiZ'n _ -1
- r 1
By (2n—1) Lo F 2nwy D P e ——
ot 07 Tatul , FEntd)w)
Bi(Zn—l) - -1
= 1
Ai(gn,Q) Ly + w;b + (27’L — 1) w(’) — T

LoF2nw)—

’ 1.
La+w!, F@n+1)w) O pra

Dal momento che i denominatori di queste frazioni continue tendono ad essere
dominati da termini della forma nw(, queste espressioni possono essere troncate
per n sufficientemente elevato.

Imponendo che questi rapporti coincidano con quelli imposti da (49) per
n = 0 si ha che L, deve soddisfare un’equazione caratteristica rappresentata
dalla somma di due frazioni continue®

B_ B
Le = 0%
0 0
- 1
La +w;b+WB—W
1
+ (50)
T —

La seconda soluzione di esponenente caratteristico A\, si ottiene dalla precedente
equazione mediante le sostituzioni L, — —Lp, Ay — —Ap — Wg — Wp.

"v.p.e. E. T. Whittaker et al., loc. cit. pag. ??, Cap. 3
8]e radici di questa equazione per diversi valori relativi dei parametri w! ,, wy sono analizzate
da Autler et al., loc. cit. pag. 77
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6.1 Perturbazione risonante

Exercise 36 Con riferimento all’esercizio precedente considerare il caso in cui
wo =~ Wab

Soluzione: Per w!;, > 1 e wy = wgq (50) puo essere troncata fornendo cosi
1

Ly=7——"—7F—",
Lo+ wl, —wyp
a cui corrisponde
1 1 1
a — 5 a a +-Q )
A 2(w +wb)+2wo 5825
1 1 1
Ay = —3 (Wa +wp) — Swo F 593 ;

con

Qp = \/(wab — wp)® + 493,
la frequenza di precessione di Bloch con cui oscillano le popolazioni dei due

livelli. Questa frequenza & simile a quella di Eq. (??) introdotta in Sez. 7?7
nella discussione delle equazioni di Bloch per i nuclei.

6.2 Perturbazione a bassa frequenza

Exercise 37 Con riferrimento all’esercizio 35 considerare il caso limite di wg —
0

Soluzione: Per wy — 0si pud porre A (£) = Age' /" (1) B (1) = Byet /" s (1)d!
nell’Eq. (47) che assume la forma
(wa + Qs (t)) Ao + 202 cos (wot) By
2Qp cos (wot) Ao + (wp + Qs (t)) Bo =

o O

con Qg (t) una frequenza oscillante

_ WaFwp— Vw2, + 16Q% cos? (wot)
2

associata all’effetto Stark AC® (v. Sez. ?77). In particolare, per uno stato che
tende a 1, per Qr — 0 si ha

Qs (t) (51)

ba

40 i Nt
b(t)=N [wa — —= cos (wot) wb} o1 as(t)
con N fattore di normalizzazione, ovvero nell’espansione (48) si ha

) ) > ) ) > 02 )
elfﬂsdt _ ez)\at Z Aneflnwgt _ Nez)\at Z Jn < R )eznwot (52)

WabWo

n=—oo n=—oo

Q2
con A\, = w, — 2—£.
Wab

9C. H. Townes et al. loc. cit. pag. ??; v.p.e. D. Budker et al. loc. cit. pag. ??, Prob. 2.7.
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6.3 Equazioni di Bloch ottiche

Exercise 38 Un sistema a due livelli ¢ descritto da una matrice densita del

tipo
P11 P12
p:
[ PJ{Q P22 ]

Introducendo le matrici di Pauli 0,0, e oy

J1 o0 fo
2=l 17T 10

e le quantita'®

»—
_ 1
Q

@
Il
| —
SO
o |
~.
_ 1

0, = P11 ; P22
0p = Pw2 +ply
’ 2
P12 — PJ{Q
Py = o

(a) riscrivere p in termini di p.,py, 0. , (b) rappresentare I’Hamiltoniana
del sistema interagente attraverso un momento di dipolop con un campo e.m.
E (t)coswt di ampiezza E (t) lentamente variabile nel periodo 2w /w, (c) as-
sumendo il sistema in contatto con un bagno termico a temperatura T e libero
di rilassare verso la configurazione di equilibrio

1 e—Be1 0
pe = —6—651 + 6_652 0 6—662
e tenendo conto dell’equazione del moto

0 -1 7[1 (P11 = P11e) T P12
—p=(ih H, p| — Z _
o’ k)t l TLlpiz 7 " (P22 = Paae)

con T\ e T tempi di rilassamento longitudinale e trasversale, ottenere e dis-
cutere le equazionti del moto di @, 0,0, € oy

Soluzione: (a) p pud essere scritta nella forma

P11 P12 1
p= ==+ 0:0: + 0200 + py0
[/)12 /)22} 2 o o vy

mentre (b) "'Hamiltoniana & data da

H= %hwoaz + E (t) pcos (wt) oy = %hwoaz + QR (t) cos (wt) 0

10R. P. Feynman, F. L. Vernon, R. W. Hellwarth, J. Appl. Phys. 28, 49 (1957)
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dove hwg = ep — &pe la distanza in energia tra i due livelli mentre Qg () =
E (t) ph~! sta per la frequenza di Rabi Pertanto,

(ih) " [M. ]

11
= — §woaz + Qprcos (Wt) 0z, 9205 + Pa0a + Pyoy

(1 1
= -t 5“’0@9& — Qpp, coswt [0'1., Uz] - Z§w0@y [Uz; Uy]
—iQRrgpy coswt [0, 0]

= (wops — 2Qrp: coswt) oy — wopPyTs + 2QRrEp, cos (wt) o,
D’altra parte
Tﬂl (P11 — P11e) TP
P Tﬁl (P22 = Pase)

_ Til (92 — Pze) 711 (92 — Z@y)
7—11 (92 + Zpy) *7—[1 (92 — §ze)

Tﬁl (@z - pze) 0.+ Tj_l (@za’z + pry)

per cui
Pa0a + Pyoy + 20 = — (wopy + 71 00) 0a
+ (wopa — 2pp- cos (wt) — 71 ' p,) 7y
+ (QQpr cos (wt) — T[l (@z - pze)) Oz
OVVero
p. = 2Qgr §oy COS Wt — T[l (pz — pze)
Pz = —Wofy — TII@I
Py = wops — 2Qpp, coswt — Tllpy (53)

Questo sistema nonlineare a coefficienti dipendenti dal tempo pud essere inte-
grato sfruttando la piccolezza di Qg /wo

Exercise 39 Si consideri l'interazione di un’onda e.m. quasi monocromatica a
frequenza w,
E(t) = Eg cos (wt)

con un sistema di particelle a due livelli 1 e 2 (Ey — Ey = wq)
P11 P12
— |~ 54
P [ P12 P22 ] (54)

Si utilizzi Uapprossimazione d’onda rotante (v. Esercizi Cap 5) per calcolare
la suscettivita complessa P, = (x., —ix,,”) Eo in funzione del detuning w — w,
della frequenza di Rabi dell’interazione Qg = pEqg e dei tempi di rilassamento.
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Soluzione: L’equazione del moto di p & data da

J 7 (P11 — prse) T P12
o’ (th) T el = l ot ohy Tﬁl (P22 = Pase) ]
con
1 e Pe 0
Pe= ha 1 o P [ 0 e—Be ]
ovvero
d . . P21
P T TWopar iQR(p11 — P22) — L
%(Pu —pa2) = 2iQr(py —p31) — (o1 = p2n) — (on1 = p2a)e

gl
(55)

Per Qp < w si pud utilizzare 'approssimazione d’onda rotante ponendo
por (t) = e oo (t)

con o1 (t) una funzione di ¢ lentamente variabile sulla scala di tempo 1/wg. Si
puo cosi’ riscrivere (55) nella forma,

d . ) 021

70 = i(w—wo)o21 +iQr(P11 — Pa2) — -
d . * - - —
E(Pll —py) = iQr(oo — k) — (P11 = P22) — (P11 — Pao)e

gl
(56)

Trattandosi di un sistema a coeflicienti costanti in condizioni stazionarie il sis-
tema (56) ammette le soluzioni

Im(091) = U7y (P11 — Pa2)
) = 77 (W — w0)272, + 40277 P11~ P22)e
(w() - w)QRTﬁ_
R - e
e(o21) 1+ (w — w0)272 + 4% 71,7 (P11 — P22)
1+ (w—wp)?73
P11~ P2 = = (P11 = P22)e

14 (w—wp)?r3 +40%7 .7
Pertanto, il sistema presentera una polarizzazione a frequenza w di ampiezza
pari a
P, = (XLI/.) —ixy,") Ew
con
(w() — w)TJ_

1+ (w—wg)?r? + 4(2%3717'“

1
14 (w—wp)?73 +40%7 .7

Xw — @2 AneTiy

Xw = @2 AneTtT
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mentre I'inversione per unita’ di volume risulta pari a

14+ (wo — w)zTﬁ_

An = An,
" " 1+(w*w0)27'i+49%37]_7'“

con An, = n(py; — pas)e differenza di popolazione in assenza di campo E(¢). In
conclusione il sistema sara caratterizzato da una suscettivitd complessa simile a
quella del sistema di spin discusso nel Cap. I nell’ambito delle tecniche di riso-
nanza magnetiche. Degno di nota ¢ il fatto che y dipende dall’intensita dell’onda
a causa del termine proporzionale al quadrato della frequenza di Rabi presente
al denominatore. Questo implica (a) che la larghezza della riga di assorbimento
risonante cresce con l'intensita e (b) che la suscettivita tende a diminuire con
Iintensita. Accade quindi che per intensita sufficientemente elevate la radi-
azione non viene piu assorbita dal mezzo. Questo effetto & noto in letteratura
come "bleaching” (sbiancamento) e viene utilizzato per realizzare i cosiddetti
assorbitori saturabili con cui si possono generare impulsi laser ultracorti (pico-
e femto-secondi).

Exercise 40 Mostrare che il tempo caratteristico per il movimento di un atomo
in un campo laser ¢ dato da T,py = h/ER, dove Er = h*k? /2m sta per l’energia
di rinculo quando asssorbe o emette un singolo fotone.

Exercise 41 Calcolare la frequenza di risonanza per (a) lassorbimento di un
fotone per un atomo a due livelli allo stato fondamentale e (b) per l'emissione
stimolata dello stesso atomo allo stato eccitato mostrando che la differenza tra
queste frequenze coincide con il doppio della frequenza di Rabi 2Qg .(c) Ripeter
il calcolo assumendo che ’atomo si muova con velocita v.

Exercise 42 Un atomo a due livelli allo stato fondamentale ¢é illuminato da
un fascio laser che viaggia nella direzione . L’atomo assorbe inizialmente un
fotone per poi riemetterlo nella direzione Z. (a) si osserva una differenza di
frequenza tra il fotone assorbito e quello emesso? (b) Cosa accade se l'emissione
é stimolata da un secondo fascio laser che viaggia lungo —Z7

7 Transizioni rovibroniche molecole biatomiche

Exercise 43 Dimostrare che per una molecola biatomica valgono le sequenti
regole di selezione rotazionale

+1A=0

AJ{ 0,1 A #0

. Amy =0,+1 (58)

7.1 Fattore di Franck-Condon

Exercise 44 Nel limite in cui si approssima Ps, con P, (R — Rse) ricavare
il fattore fs sy derivando il prodotto della funzione generatrice Gy (s,x) dei
polinomi di Hermite (v.77).
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7.2 Transizioni vibrazionali del CO,

Exercise 45 Si consideri una molecola di COy che, come si sa, presenta tre
modi di oscillazione, rispettivamente di (i) stretching asimmetrico (v1), (i)
bending (v2 ~ v1)e (iii) stretching simmetrico (v3 > v1) (v. Esercizio ap sulle
molecole). Il modo vs non si accoppia col campo mentre i modi vy e ve sono ot-
ticamente attivi. Inoltre il secondo livello di bending risuona con v1 (2ve ~ vy).
D’altra parte il primo livello di v3 si accoppia radiativamente col primo livello di
v1. Alla luce di queste proprieta costruire un’espressione del momento di dipolo

o ({R;})-

Soluzione: Si individui la configurazione della molecola lineare di CO4 attra-
verso due coordinate lineari ¢ e g, (s= simmetrico, a=asimmetrico) e ’angolo
di bending 6. Sviluppando p (¢s, g4, 0) deve risultare

_8@ dp 1 82@ 1 83@ 2
0 (05,40, 0) =5 ~0a + 550+ 55,5 - ’

%‘O— e %%’ danno ragione delle transizioni vibrazionali dei modi 3 e 2. a%ﬁ deve

essere nullo perché lo stretching simmetrico (modo 1) ¢ inattivo. D’altra parte
2 3 . . .
%58% e %ﬁ% danno conto delle transizioni v3 «— vy e 2vy «— v (ovvero

della risonanza di Fermi).

Exercise 46 Con riferimento alla molecola di COs calcolare le ampiezze di
transizione My, ;5 relative alle transiziont v3 «—— v1 e 2v9 «—— va.

Soluzione: Si ha per le ampiezze di transizione

1 9%
MvibU3,V1 = 56(]58(](1 (100|qsqa|001>
1 9%
= §m<0|qa|1><1|qs|0>
1 P h h
20qs0qq \| 2pw1 \| 2p5ws
e
0
Myit 20y ey = a—g’ (010 16| 020)
dp
= —(1/|0|2
- {11612)
_ o [
00\ 2pqwe

Exercise 47 Con riferimento alla molecola di COs analizzare la risonanza di
Fermi 2vy «—— vy
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Soluzione: I due livelli
1 &p
6 00%9q,
1 93
6 00%9q,
1 93
6 00°0q,

sono descritti dalla matrice
[ hwi (10] 10)  (10]6%q,| 02)
| (02]6%gs] 10) 27w, (02| 02)

hwy (101 10)  (0]6%]2) (15| 0) }
| (2]6%]0)(0qs|1)  2hws (02] 02)
C 7]
L7 B

di autovalori ed autovettori rispettivamente uguali a

€+

a+BE4/(a—B) + 4y
= 2

(o —e4) [10) +~]02)
aff —yy*

Yy =
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