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Equazione globale dell’equilibrio dinamico

Ipotesi:
fluido Incomprimibile
mezzo indeformabile

'
7 2 I éx 2
WP
-
Il volume del fluido nel parallelepipedo é: ndy dy dz
! La massa del fluido nel parallelepipedo é: np dedydz

La pressione media al centro del parallelepipedo &: p
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Forze di superficie

azione del fluido sui pori

- a sinistra
azione delle superfici dei granuli sul fluido
wmw—iﬁﬁﬁ
! dx 2
azione totale | o £p dx l dy dz
. gx 2 | °
_ - cp dx |
-adestra  analogamente | P !d1 dz
OX £ |

Par cui 'azione globale (lungo asse x) delle forze di superficie su sezioni normali all'asse x

=
E|¢,.d;=
2 |

@Wm

(% ¥] i
g |1,

~F dedydz 1)

ox
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Forze di volume

Diciamo F la forza di massa per unita di massa di componenti X. Y, Z.

Lungo 'asse x si ha parcio:

npXdrdy ds (p = densita del fluico)

Forze di trascinamento

Dette R t@ali forze per unitd di massa, (di component F., B R:), si & constatato

spernmentalmentz che esse sono funzione del numero di Reynolds

dove [ & una caratteristica lineare (ad es. il diametro dei granuli).

MNella direzicne x si ha:

np R dedy dz

01/10/2007



Forze inerziali

Siccome accelerazionse meadia & la derivata dellz velocita media rezle del fluido, lungo la
direzione x I'accelerazione del fluido &

ldv, 1fév, év, & év, dy  &v, &)

ndt nloa ox d&fr oy dr cx dr)

moltiplicando per la massa del fluido si ha l'intera forza di inerzia lungo I'asse x |- ma_]

dv dv
L o &y

n odf df

—pndxdyd:z

Equazioni di equilibrio

cl c
ks =—l—P—F‘E:";.—FERx
i P Cx
Jdv, 1 cp -
o = ———+ny +nb EQUAZIONE DEL MOTO
d i
LR —l:_—p—rrE— HE.
' odt p £z
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Equazione di continuita

Si scrive al solito che la differenza fra la massa entrante e la massa uscente nell'intervallo di

tempo df deve essere uguale alla massa accumulatasi in detio intervalle,

massa entrante (lungo x) p vs dy dz df

massa uscente (lungo x) pv, dyds df+ ﬂiipﬂ:l i dy dz dr
Cox

miassa presenta pndxdydz

variazione della massa ne! tempo (supposto il mezzo indeformabile)

E_—P i ody dy dz df
ct
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In definitva:

[ lpv,_ ) élpv,) alpv )] ;
(O TP ARV L dpdedt= 2P o dy dp de a2
1 & &y gz | ct
cipe:
Apv. ) Elpv. ) dav.) @
OV TP 9PV L %P 0 EQUAZIONE DI CONTINUITA!
: &y & ct
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Calcolo della forza di
trascinamento

Ipotesi:
» moto permante
> moto gradualmente variato

Si consideri la forza di volume F per unita di massa. Questa forza tiene conto delle spints
esarcitate sul fluido dalle particelle solide che Aempiono il volume elementare AW (avent:

forma di parallelepipedo).  Si supponga che la filtrazione STAZIONARIA avvenga cor
traiettorie retilinee e uniformi, sicche [accelerazions media & nulla. Sui granuli agisce [z

spinta archimedea, che vale
1—n)y dW

uguale & contraria a quella che i granuli eserdtano sul fluido.
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Il fluido & poi sogoetto alla forza di gravita
ny dW
guindi in totale, 1a forza verticale diretia verso il basso agente sul fluido

(l—n)y dW +ny dW = ydW

e quindi la forza di volume F per unita di massa (di fluide) ha modulo

F: =

ydlim g
npdilf n
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Considerando un sisterna cartesiano con 'asse - diretto verso alto ne conseguse

X=Y=0
4
z=-2
| n
e quindi le equazicni (3) diventano
R.-— F =0
Hp ©x
Jp_ L1l _;
Hp ©x
R-LEP_2
| Hp €X R
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Introducendo la quota piezometrica:

I
E=z+ =
essendo ¥ =cost (fluido incomprimibile),
éh _1ép éh _1ép éh_ 1l
6x ¥ Ex ay  tay o=z ¥ £z
& quindi l= {3") diventano:
_E ¢
*omoéx
&l
b =8 & cioé g8 4
n oy n ods
R, =£
. N GZ

essendo 5 |a coordinata curvilinea lungo una linea di corrente
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Si e cosi trovatz 'espressione della forza di trascinamento per unita di massa

piezometrica &:

7=
ds
So ne deduce
R=-27J
L

Owvero utilizzando |z legge di Darcy (per campo omogeneo ed isotropo)®

E-
M

R=-

| =

Le componenti dalla resistenza d'attrito per unitz di massa sono:

B, =- £ Vyo By=- iﬁ.‘:l,,' R =- iﬁ.'x
nk Nk nk

. La cadente

agenti in ogni punto del campe di filirazione in direzione opposta a quella della velocta

Quindi la forza di frascnamento per unita di volume defia da Terzaghi FORZA DI

FILTRAZIONE &
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Equazioni del moto
gradualmente variato

lpotesi:
» moto gradualmente variato

Poiche le componenti della velocitz di filtrazione e le loro derivate parzizli rispetio allo spazio
sono piccole, si possono trascurare i termini:

gv, dx év, dv év, dz

éx dt’ v dt’ &z dt
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le equazioni differenziali del moto filtrante possono essere scritte nella forma i
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Owvero intreducendo |a quota piezometrica

1ov,  6h % _o
g of dx k
av h v
1% 9. 5y (11
g o oy Kk
1 év, —th ¥:_g

Alle equazioni del moto cosi ottenute va agagiunta 'equazione di continuita (4) che per fluido
pesante incomprimibile ( p = cost) ha la forma:

S B '_"=n (12)
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Equazioni semplificate

Notevoli ulteriori semplificazioni al sistema di
eqguazioni precedente possono essere effettuate
In alcuni casi particolari che tratteremo:

» moto permanente

> moto piano
> moto a simmetria radiale
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Equazioni del moto permamente

> Ipotesi:
moto permanente

Le velocitz e le pressioni in condizioni di moto stazionario sono indipendenti dal tempo, e
cioe:

. ch ~ &h . ch
Vy =— Ry — Vy =_"'-:,.._ V,=—Kk,—
X ey [

Se si introducon DS nell'equazione di co ntin_itég si ottiene:

c ., ch o ch & .. ch
—k, —)+—k, —)+—(k,—)=0
[ [ C“-I"I' -:I"I' CZ CZ

che nel caso di mezzo isotropo si iduce al'EQUAZIONE DI LAPLACE

01/10/2007



Equazioni del moto permamente

» L’equazione di Laplace puo essere risolta con svariate
tecniche di risoluzione

» Di particolare importanza, per la semplicita formale delle
soluzioni e il caso delle falde artesiane

> La teoria del moti a potenziale di cui tratteremo in altra
parte del corso e particolarmente idonea alla soluzione
dell’equazione di Laplace in tali tipi di falde
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Moti piani

Vi sono numerosi casi important in cui le caratteristiche principali del mote di filoazione
(velocita e pressione) sono funzioni di due sole coordinate. In tal caso ogni particella fluida
si muove in un piano, le linee di corrente sono linee curve contenute in un piano, & e
suparficl isopiezometriche sono superfic cilindriche con generatria perpendicolar a @&l
piani.

Le equazioni del moto sono:

; i =h
1.,L=ﬂ=—.|-:ﬂ 1.',_|.=_L—=—.'|:L::—
cx &y cy
- a_r._
I'equazione di continuit & T 2 =0
cx 4y
Cioe in definitiva:
r'_:'f h —r'_:f {' =1 ovvEr E_? + '5_? =10 (16)
ot 3 &’ &y’

La scluzione dell'eguazione differenziale (16) fornisce |a funzione
h=f )
e |e lines isopiezometriche hanno equazione

flx, ) = cost
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Motl assialsimmetrici

In coordinate polari, analogamente si ottisne:

&b . &h 18h  kéh
1:'-|=-\._=_"'--\._ '|:_'= =_-\._=___
cr cF : ol F o8
e quinai:
- _|'I 1
L.p':_':,_l“ —0
or ar " &g

c ch 1 c*h
—r )=z =0
ogr or rcb
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