INTORNI (VENTESIMA LEZIONE)

Nello spazio topologico ($), sia xe S.

|0SsidiceintornodiX> HAedd:xeAeAlOl, ovvero

o o
N

| O S sidice intorno di X»> X cT, dove siricordaché =U,c;A con Aed .

ESEMPI
e In(R,dy),
intorni di O sono:
=110 ;
[-11[
]—0,4]UN.

Z non e un intorno di O .

« In (R?, Ay),
intorni di x = (2,1) sono tutti i cerchi del tipa(}Gr) eC(x, ) .
Inoltre il semipiano in cuix >0 ey >0 € un imo di X, essendo un aperto contenente X.
In generale, se A é un aperto contente X, allogéau intorno di x.

e In(R, ds),
un intorno di 0 €]—o0,4] U N.
]-1,1[ non & unintorno di 0.

O
Un criterio per capire se un insieme € un intornenddato punto X, e stabilire se I'insieme

contenga il punto stesso al suo interno.

Sistema fondamentale di intorni
Presi xe S e la famiglia H(x) = {{ : intorni di x}, si dice che H(x) & un sistema fondamentale di

intorni di x & A aperto : xe A, d 1 e H(X): I O A.

ESEMPIO:
Nello spazio metrico (R{4), Si puo scrivere: A, < A € unione di cerchi aperti.
Preso quindi ¥ S, per costruire H(y) , si considera la famigl&(y,r) : re R* }, che & un sistema

fondamentale di intorni di y.



Infatti, sia A un aperto tale checyA, allora A € unione di cerchi aperti e, in pastare, i cerchi

aperti di centro y formano A.

Nello spazio metrico (R44), Si puo considerare la famiglia formata dai ceagierti
H'(y) ={C(y,q) : qe Q*} e si prova che & un sistema fondamentale di intorn
Infatti, se A e un aperto, A € unione di cerchirtipeeraggio reale.

Quindi, preso y : ¥ A, esiste C(y,r) contenuto in Aconr > 0.

PoichéQ é denso iR ,AqeQ:0<qg<r percui C(y,d) C(y,NOA.

In particolare, iInR, ), preso x = 1, come sistema fondamentale di inthirn si possono
considerare le famiglie Hx)9{—-r1+7r[:reR*} e
HX) ={I1-q1+q[:qeQ"}.
Infatti, gli elementi della famiglia H(x)
* sono intorni, perché sono aperti che contengoparito,
« formano un sistema fondamentale, perché un quatuaperto € unione di intervalli aperti e
Olab[:le]ab[,dr:]1—r,1+r[O]ab[
per cui ogni aperto che contiene 1, contiene umeteo di H(Xx).
Infine, ragionando come prima, avendo visto &re |1 —r,1 + r[ O ]a,b[ e poiché&Q é denso
ink,
dHqg:q<r, percuill —q,1+q[0]1—r,1+r[O]ab[.

Ogni proprieta che si deve verificare usando gbrini di X, puo essere verificata usando solo un
sistema fondamentale di intorni di x .

In particolare, tra i sistemi fondamentali di intbsi puo considerarg(x) = { aperti contenenti}x
Infatti, xe | O 1 € A(x) e, viceversa] | e A(x), | O | (ogni aperto che contiene x contiene un

elemento della famiglia).

Se$B & una base per (&), un altro sistema fondamentale di intorni chpwgd considerare e

B(x)= {BePB:xeB}.



Punti interni a un insieme e punti di aderenza per un insieme

Nello spazio topologico (%), presi X1 S e xe S,
da
x si dice interno a Xg HI,O X, cioéd un aperto A:x A e AO X.

x si dice aderente a X (o di aderenza pe&ﬂ I, Ik N X #®.
Esistono due tipi di punti di aderenza :
o sedly: kN X={x}, x & detto ISOLATO e I'insieme dei punti isolatiXlsi indica con
1(X).
o selly, (k—{x}) N X+#®, x é detto DI ACCUMULAZIONE per X e lI'insieme dpunti
di accumulazione si indica D(X) e si dice derivdic.

E bene notare che I(XJ X , mentre D(X) pud non essere contenuto in X.

Si deve ora provare che la chiusura coincide dogsi€éme di aderenza,

ovveroX = {punti aderenti a X.

Si deve dunque dimostrare che ¥ < y & aderente a X, ovverogyX < y non & aderente a X.
Siay¢ X =>vyeC (X).

Ricordando cheX = N¢ee C; , C(X) =Acd.
X<C;

PoichéC (X) € un aperto contenente y, & un intorno di y @ainicolareC (X) N X =@ .
Quindi y non é di aderenza, altrime@i(X) N X # ® .

Viceversa,

Sia y non aderente a X.

Hlix=Aed: AN X=D .

Poiché ye A=>y ¢ C (A) € €, dove XO C (A) (essendo A X = P).
Quindi,XOC(A)=>y¢ X.

Poiché esistono due tipi di punti di aderenzapsi gcrivere X = 1(X) O D(X).

Si prova ora cheX = X O D(X).
Infatti, Ox e X =>xeX e [OxeD(X)=>xeX;quindi XODX)OX .
Viceversa, sia x X;

casoa) xeD(X)=>x e diaderenza



casob) x¢&D(X)=>xel(X) OX=>xeX
Quindi xe X 0 D(X) =>X 0 X O D(X)

Punti di frontiera per un insieme

Si dice frontiera di X, e si indica F(X), I'interdene della chiusura di X con la chiusura del
complementare di X , cioé F(X)X ﬂm = {punti aderenti sia a X che@(X) }.

Si prova quindi ch& = X O F(X).

Infatti, sia xe X O F(X). Allora x & aderente a X, quindi XF(X) 0 X .

Viceversa, sia x X:

casoa) XxeX

casob) xgX=>xeC((X)d C(X) =>xeF(X)

Quindi xe X O F(X) =>X 0 X O F(X)

Pertanto si puo scrivere:
X =1(X) O D(X) =X O D(X) =X O F(X).

Infine si puo dare la seguente definizione:

OX O S, X si dice denso in X =S,

ovvero

X sidice denso in $>x e S, x e aderente a¥ Oxe X, O Ix=>LKkN X #®P e,
in particolare[] aperto A : x A, AN X # .

ESEMPI
1) In (R, dy), dato X ={¢ O [2,3], si ha:

X = 12,3[;
X=10y023[ ={0} O[23];
D(X) =[2,3] ;



2)

I(X) ={0} ;

F(X) ={0,2,3.

In (R, ds), dato X ={@ O [2,3[, si ha:
X ={0}U[23[ =[0,+oo[;

X=0,;

In particolare, il punto 4 é di accumulazione per X

perched |4 =]—o,b]conb>4: JN X # .

I(X) ={0} (Si puo isolare considerando la semirgtteo, b] con b < 2);
D(X) = X - {0};

C (X) =]—0,0[ UJ0,2[ U [3,+0o].

Poiché non esistono semirette destre che conterggmuwette sinistreC (X) =R ;

FX)=X N C(X) =X =10, +ool.



