Teorema di Weierstrass

Se f(x) e una funzione continua in un intervallo chiuso e
limitato [a, b]|

J

f(x) e dotata di minimo e massimo assoluti in [a, b], cioe
dx,e x, € |la,b]: f(x;) =mef(x,) =M
e quindi

m = f(x1) < f(x) < f(x2) = M Vx € [a,D].



N.B. L'ipotesi che l'intervallo [a, b]| sia chiuso e limitato e
hecessaria.

Esempio

| f(x) =xinR
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Esempio

1

f(x)=xin(0,1)
non ammette né massimo né
minimo perché {0,1} & (0,1)




Esempio

f(x) =xin [0,1]

ammette massimo e minimo




Esempio

x x€(01)
1

x=0x=1

flx) =

2

non ammette né massimo né
minimo

Il suo estremo superiore, 1 e il suo estremo inferiore, 0 non
sono valori assunti dalla funzione!



N.B. Il minimo ed il massimo assoluto di una funzione f (x)
continua in un intervallo [a,b] chiuso e limitato possono essere
assunti sia in punti interni all'intervallo [a,b] sia agli estremi

dell’intervallo [a,b].
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massimo e minimo assoluti| |massimo e minimo assoluti

vengono assunti in punti interni | | vengono assunti agli estremi




N.B.3 In particolare, se una funzione f (x) € continua in un
intervallo [a,b] chiuso e limitato ed in tale intervallo e anche:

e strettamente crescente = M = f(b)ed m = f(a)
e strettamente decrescente = M = f(a)ed m = f(b)
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v
v

la funzione é strett. cresc. e massimo | | la funzione e strett. decresc. e
e minimo assoluti vengono assunti| | massimo e minimo assoluti vengono

agli estremi assunti agli estremi




Teorema dei valori intermedi
Se f (x) € una funzione continua in un intervallo [a,b] chiuso e

limitato f (x) @

assume tutti i valori compresi tra il minimo ed il massimo (che
esistono per il Teorema di Weierstrass)

Cioe )
Vim<A<M

dx € [a,b]: f(x) = A

a x b



Teorema di Weierstrass + Teorema dei valori intermedi

Se f (x) € una funzione continua in un intervallo [a,b] chiuso e
limitato f (x)

la sua immagine e l'intervallo [m,M] dove m ed M sono
rispettivamente il minimo e il massimo assoluti di f(x) in [a,b].

A A

a X b ‘ a X b b



Limitatezza di una funzione

® f(x) continua in [a,b] chiuso e limitato
f(x) e limitata perché ammette ivi massimo e minimo
assoluti per il teorema di Weierstrass

® f(x) continua in (a,b) con a e b eventualmente uguali a
+00 e/o —oo per valutarne la limitatezza occorre
studiare il comportamento di f(x) inaeinb.



Immagine di una funzione continua

f (x) funzione continua in X

X =|ab] = f(X) =[m, M]
°X = [a, b] U [al' bl] — f(X) — [m,M] U [ml'Ml]

B _ (Iminf,maxf] [minf,supf)
*X=(ab)=fX) = { (inff,sup f)  (inff,max f]



Teorema sul limite delle funzioni monotone (non
necessariamente continue)

Sia f(x) monotona in (a, b); allora esistono finiti i limiti
lim f(x) lim f(x) Vx, € (a,b)
X=X

xX—Xg

ed esistono, eventualmente infiniti i limiti

/00 I S )

N.B. Se una funzione € monotona in (a,b), i suoi eventuali
punti di discontinuita in (a,b) possono essere solo di prima
specie. Agli estremi si possono presentare asintoti verticali.



f (x) funzione continua e crescente in X

*X =la,b] = f(X) = [m,M] = [f(a), f(D)]

X =(a,b) = f(X) =(supf,inff) =
(lim, 4+ (%), limy_,p,- f(x))

o X = (a,b] = f(X) = (inff, M] = (lim,_q+ f(x), £(D)]

*X =[a,b) = f(X) = [m,sup f) = [f(a),lim,_;- f(x))



N.B.

* f(x) definita in un intervallo |a, b]. Allora
f(x) continuain [a,b] = f(|a, b]) & un intervallo

* f(x) monotona in un intervallo [a, b]. Allora
f(x) continuain [a,b] < f(|a, b]) & unintervallo



Criterio di invertibilita
Una funzione continua e strettamente monotona in un
intervallo [a, b] e invertibile in tale intervallo.

Teorema di continuita della funzione inversa
Sia f strettamente monotona in [a, b]. Se f & continua,
anche la funzione inversa f ~1 & continua.



Teorema degli zeri
Sia f(x) una funzione continua in [a,b] (chiuso e limitato). Allora se
fla)-f(b) <0
esiste almeno un punto x, € (a,b): f(x,) = 0.
Osservazione

® || punto xy € uno zero della funzione f

® geometricamente x, e I'ascissa del punto di intersezione del
grafico della funzione f con I'asse delle ascisse.

N.B. Se in particolare f(x) e strettamente monotona, tale zero e
unico.



Se f(a) ed f(b) hanno segno
opposto e se f(x) € una
funzione continua, detti

P,(a, f(a)) & P, (b, f(D))

il grafico di f deve
necessariamente collegare P,e
P, con una linea continua e
quindi deve necessariamente
attraversare l'asse delle «x
almeno una volta

f(b)

f(a)

f(a)|-

v

f(b)




Esercizio
La funzione
f(x) =logx+2x—3
presenta zeri? Se si, quanti?
Sol. D(f) = ]0, +o0]
lim (logx + 2x —3) = —0

x—0Tt

lim (logx +2x —3) = 4

X—>+00



Consideriamo l'intervallo [1, e]
f(l)=log1l+2-3=-1<0
f(e)=loge+2e—3=2e—2>0

in particolare

fi(x) =logx crescente

— crescente
f,(x) =2x—3 crescente}

quindi la funzione f(x) ammette un unico zeroin |1, e]






