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CAPITOLO III®° §/ TLli7»

) . w{?’a

/ GENERALITA' SULLE VARIETA'ALGEBRICHE AFFINI.
!
!

n® 1 - Alcune nozioni algebriche : ideali primari,radicale

di un ideale,il teorema di Lasker-Noether.

Ricordiamo che un ideale ¥ di un anello A si dice primo se
soddisfa a una delle due seguenti condizioni equivalenti:
(1) A/? ¢ un anello integro,

.(11) se ab 6'63 almeno uno dei due fattori a,b appartiene a *ao

Introduciamo adesso;in modo analogo,la nozione di ideale pri
mario che pud considerarsi una generalizzazione 4ai quella 4i

ideale primo.

PROFOSIZIONE 1 - Siano A un anello )01 y un ideale di A .,

- Le due condizioni seguenti sono equivalenti :

(1) VA/@‘ & un anello in cui ogni divisore di O & nilpotente

(cio® una sus potenza & 0).

(11) Se a b ea'l ed a %0{ yallora esiste n € N+ tale che
- v € K | | | |

Dim., (1) ===>(ii) . Fell'anello quoziente A/O} ,e 8 @ b
denotano le immegini diva eb, si he a b =0 ea¥0. Ne
Segue che b & un divisore di 0 e dunque & nilpotente: b = O per

un opportuno m,




dicale dell'ideale Ol e si denota con Va
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Da cid si trae bmed] come volevasi,

(i1)=—==>(1) S&isa b un divisore di O in A/q jallora esi
steu.nelemenfo a#0 in A/O[ tple che ab=0 ,.Se a e
b sono elementi rilevanti rispettivamente 2 e b in A, si ha:

ab eOI e a ¢ o] .Allora,per (ii),esiste un intero m tale ohe

bmeo, da cul D= = O ciod b & nilpotente.

DEFINIZIONE - Un idesle { soddisfaciente alle condizioni

equivalenti delles prop.1 dicesi primario.

ESEMPIO s Siano A =Z,p un numero primo. Per ogni intero
m >0 ltideale (p°) & primario.

E' immediato il

COROLLARIO - Un ideale primo & sempre primario.

TEMMA 1 - Sia & un idesle dell'anello A. L'insieme

I ={z € A l x¢ . per qualche n eN} & un ideale.

Dim. Se x ed y sono elementi di I e PeX, yEA, 8L

vede facilmente che si ha : (x-y)m+n-1é(ﬂ[ ,dunque x-y € I. Se
poi a € A si ha (a.x)met?( onde ax€ I .Cid prova che I & un ideg

le.

DEFINIZIONE - L'ideale I introdotto nel lemma 1 dicesi ra-

PROPO_SIZIONE 2 - Valgono le relazioni

(1) X C \/-v-‘L—,_

<n)m =Jonb= t/:{ﬂl/-b_ _

Dim., (1) & evidente .




- E' poi chiaroc che Vhd < \/c}m?_a c l/;z- ni/_g.Viceversa, se,

mg

: 4
. x ¢ Ve N l/—g si ha xme 17,1 ,xnéZQ e quindi xmne'dll da cui

_f x € lad .Cid prova che(ﬁnﬂ)cﬂﬁb,donde (11).

COROLLARIO , Sia ’63C A un ideale primo. Si ha allors :

Dim. Dalla prop.2,(i) si ricava 5>C @_.D'altra parte se

x € Vﬁp y81 ha xnc KJ (per qualche n intero) e quindi x ¢ 3’:

perche 30 ¢ primo.

: PROPOSIZIONE 3 - Sia A un anello noetheriano , & un idea-

le di A :allora esiste un intero positivo m tale che

j (.\/TJz-)mc gL

Dim. Poich® A & noetherimno 1'ideale Vb? ¢ finitamente

generato, ciod U = (a1,...,an) » 8 € A, Per ogni i esiste

k
1 un intero k, tale che aiié (X ,e quindi esiste un k tale che
ali.gd( per i=1,..,n.Per ogni intero m,un insieme di generatori

=1

almeno uno degli Ty ¢ Xk e quindi tutti questi prodotti appar-

dt (Vo )™ & dato dai prodotti ﬂ-aii con J_ T;=m . Se m=n(k-1)+1
i=1

r b —— s

m
tengono ad L .Ne segue (V1) ¢ O,

TEOREMA 1 : Siano A un anello e O’,C A un ideale primario.‘

Allors »/OT & un ideale primo; posto 8>= lfa y 81 ha
. abg 0‘ ;a;{o] ==3b¢ o 5 .

Dim. Basta prgvare che V(?I & primo : il resto segue dalle

-

l definizioni di ideale primario e ai radicale, Sia ab € 30 ,a;{ga .

Poichd ‘P: }/5]- esiste un intero m tale che (abP =a"1v%¢ (7] ;
; d'altra parte si ha am){d] in quanto a /J Zo ,quindi esiste

J

h
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un intero s tale che (bm)séd” donde b <P .

DEFINIZIONE : Sia (] un ideale primario t 1'idesle gaz\/}}'

si dice ideale primo associato a 01 5

. COROLLARIO : Siano A un anello noetheriano, 0] un ideale

primerio e 5) il primo associasto a (57 ssi ha allora '69mc (9[ c

>per un opportuno intero m.

Dim. Segue subito dalla pfop.2 e dalla prop.3.

TEOREMA 2 : Siano 0} 3:. ideali di un anello A, Allora 0}

& primario e 3) e 1'ideale primo agsociato a 0] se o s0lo se

valgono le seguenti condizioni
(1) O] CP
(i1) ©ve 33 > s 0“ per m opportuno ,
(111) abé&‘l,ag/é"l ==>be'p.

Dim. Supponiamo valgano (1),(11),(iii); allora (iii) e (i1)

implicano che 0] ¢ primario. Da (ii) segue Eo C W.Dimostria-
mo che \fﬁ < K) .Sia b € V_(f—[ e sia m il minimo intero posi-
tivo tale che b~ € 0’ C ‘JO . Se m=1, si ha subito béc’l ; se
m>»1 si ha 1y € OI 3 et #0’ e quindi ancora per (iii),
veps

Suppcniamo viceversa (51 primario e 'XJ ‘f:"-‘_ .Allora (i) segue
dalla prop.2,(i); (ii) segue dalla definizione 4i radicale e

(i1i) & conseguenza del fatto che 0[ ¢ primario e KJ = @ .

COROLLARIO - L'intersezione di un numero finito di ideali

plimﬁ_f"ﬁssociati ad uno stesso ideale primo & un primario 8sso-

ciato a gquel primo.
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Dim. Sia g (i=1,...,n) coi
Din A = 1,.1 u‘] i =P rooes 9
primari. $i he intento : Jfc Xa , cioé la (1) ai teor.2. se

m ,
pi b e, b e 0]1 per qualche intero m, > 0 posto

D=m,M,...n , si ha b= € 0] 4 bper i=1,...,n e quindi » € 0’
Sia a8 b ¢ 01 , & ﬁ/OI.Allcra ab 5071 per ogni i, ed
esiste j tale che a;goh. Poiché 0’3 ¢ primario e )/- p,
dalla (1ii) del teor.2 segue bEJD. Gli ideali 0] e Zo sod

disfano quindi le condizioni (1),(i1),(111) del toer.2 da cui

la tesi, -

DEFINIZIORE - Un ideale ¢l si dice irriducibile se non 2

intersezione finlta 4di ideali che 1y contengono propriamente.

ESEMPIO 3 Ogni ideale primo ZJ ¢ irriducibile ; supponiamo
Per essurdo 30 =N con Io - ?DC Za Allora esiste-
v,
Trebbero a e (1, af’p,beb b/Z);poiché abe NADb= K)

cid contraddice il fatto che 33 ¢ primo.

IEMMA 2 ¢ In un a.nello roetheriano ogni idesle 2 intersezio-

ne finita 4i ideali irriducibili,

Dim.: Per assurdo : sia Ol un ildeale che non & intersezio-

ne finita d1 ideali irriducibili, Detta of"r‘la famiglia degli

~ideali a1 A che non somo intersezione fimits df 1deals irridu-

ci‘bni , 81 ha & ¢ 3,6 quindi F 2 non vuota. Essendo A noethe-
riano la femiglia F contiene un elemento massimale 27 . b non

¢ irriducibile,perchd eltrimenti & ?f Sia dunque & =(n 6"(

Za c_ c ZQCJL .Essendo Z? massimale c\'¢5f o‘{,ﬁ/c?’

5{1 sono quindi intersezione finita di ideali irriducibili:



43

sia CG= (:1 A VY A C‘h’ UL-- 0(.1 N...N 0{1 , con

di(i=1,"‘1h) e 8(3(5=1,000'k) imduCibilio Si ha &1101'&

l?: C1 f\...f\ C‘bn 0{1 f'\-../'\ a{k
e quindi If ¢ §r’ yassurdo.

Sara utile questa

NOTAZIONE - Se & & un idesle 41 un anello A e b €A st in-
gica con O(sd l'insieme {x cAlx D eaz} che,come si riconosce
subito,& un ideale di A. In modo analogo gi potrebbe definire

1tideale b se % & un altro ideale ai A .

IEBMA 3 - In un anello noetheriano A ogni ideale jrriducibi-

le & primario.

Dim.: Basta dimostrare che se un ideale 0L non-® primario,
O non & irriducibile, Siano b,c €A tali che b c € ol ,c;{l)'( e
bn,{oL per ogni n> 0.
Consideriamo la successione crescente di ideall
oL ¢ Osd C vt:b2 c 0&:b3 C eceonne
Poich® A & mnoetheriano,le successione 2 stazionaria,cio?

egiste un intero n 4+ale che

oXs B° = o™ = o te =
Vogliasmo provare che:s ,
Ol =( 0t +(B2)) N ( ot+(e)) .

L'ineclusione < ¥ ovvia . Sia xe(dl+(bn)) N (6t+(c)); ello~

ra esistono u,v € ol ,¥42€EA tali che X= U+Y P = v+zc

Ne segue : bx =bu+ ybn+1=bv+zbc € 0L dato che v € 0L

e be €0l; si trae quindi ¥ 21 = b x- bu e O, ciod



¢
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yedt: (¥ 1y = ot : (D).
Si ha quindi y dled e da cid segue x=u + y b" € Ot ,

ciod l'inclusione D,
Poiché X C(U+(v")) e Ut cC (O + (¢)), 1in quanto
o

bn,c,% %, ¢ non 3 irridueidile,

COROLLARIO 1- 1In un anello noetherisno ogni ideale & inter~

gezione finita di ideali primari.

Dim. Segue immediatamente dai lemmi 2 ¢ 3 ,

COROLLARIO 2 - Sia A noetheriano , ¢fr un ideale ai A, Allo-

b -
ra A= Yo <> 0l & intersezione finita d1 ideali rrimfae

-Dim., == Sia = (9]1 MNNeee M\ G‘ls col @‘[i primari,
Si ha allora (Prop.2,(ii))

A =V - Ve AL A Ae= ofy Moy Vo7, -

Za1 m“’nps
dove 1 b, = Vﬁﬁf; sono primi (teor.1) .

<= s5ia J = e r\...maos, con 5, primo (i=1,..,,s),
Mlora st na 1= Vip, M...A Vi e=pr Neoen Pog= 0L

(avendo tenuto conto nella seconda eguaglianza del corollario

alla prop.2).

DEFINIZIONE : Una Tapyrresentazione di un ideale &t come in-
n

N O‘l ; (o,pid vrevemen-
i=1

te : una revpresentazione primaria 41 G ) ei dice irridondante

tersezione ai ideall primari (}Ii’ 02 =

© ridotta se sono goddisfatte le seguenti condizioni:

(@) Heazcin 0’{1 contiene l'intersezione dei Timanenti
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(p) i O‘i nanno ideali primi associati distinti .

TEOREMA 3 -(Lasker-Noether) . In un snello noetheriano ogni

me sard mostrato negli egsercizi.

gociati ad O .

jdeale (f esmmette uns rappresentazione primaria irridondante,

Dim., Sia O= ﬂ B, una rappresentazione primaria 41 Jt
(esistente per ilic;roll 1 al lemma 3): sisa ij l'intersezione
di tutti i 011 che hanno lo stesso ideale primo associato ‘391.
Dal corolla_rio al teor.2 segue che 0’ & primario e @ ZDJ
Ripetendo questo ragionamento per ogni J:j ai ottiene una rap-
presentazione = N 0]; goddisfaciente alla condizione (b) .

Se poi si omettono tutti & 0]:; contenenti 1'intersezione dei

rimanenti si arriva alfine a una rappresentazione goddisfacien-

te anche 2d (a),ciot a una rappresentazione ridotta.

OSSERVAZIONE: Gli ideali primari che compaiono in una rap-
presentazione primaria ridofta di (U non sono univocamente de-

terminati da 3 si possono dare in proposito facili esempi co-

DEFINIZIONE - I primi agsociati agli ideali primeri 41 una

decomposizione primaria ridotta 4i Ot si dicono ideall primi as-

DEFINIZIONE - Un ideale primo associato ad O si dice iso-
lato se non contiene nessun altro primo associato ad 0t Un
primo noa isolato gi dice immerso, Inoltire se 0‘ 2 un idesale
priina.rio che compare in una rappresentazione primaria ridotta

ai o, 0] si dice componente primarie jgolata (rispettivemente

immersa) se fo.l ® un primo isolato (risp.immerso)di a,
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I1 seguente teorema (1g dimostrazione che viene qui omesssa,
Pud trovarsi in Zariski-Samuel " Commutative Algebra"- Van No-
strand,cap.IVv 5, pag.211) fa vedere "ghe cosa" @ univocemente

determinata da 0l ip una rappresentazione primaria ridotta 41
¢ un importante complemento al teorema di Lasher-Noether:

n

TEOREMA 4 - Sia (X= N (7’1 uns rappregentazione primarig

“i=1 X
ridotta., Allors i primi associati ad Ol sono univocamente de-

ot

terminati da ¢ (e quindi @ anche univocamente determinato l'in-

tero n)., Inoltre Sono_univocamente determinate le componenti

Primarie isolate.

dw'w,,, obe 2t @l g L Lo tevine Lisrware 28l ,’-ﬂ.ﬁj

4 _)(n° 2 -~ Definizione di varietdy algebrica affine. Egsempi e pri-

me proprietd.

Sia K un corpo. I1 prodotto cartesiano K" sard detto anche

spazio_affine di dimensione n 8u K. G1i elementi (x)=(x

n n
di K" s8i dicono panti di K= e 1le xi sl diranno coordinate del
punto x.

Supponiamo ore che K 8la un'estensione del corpo k.,
>-'\uv‘~~'-:'(.‘-i - 1 r 4 Lo 'Ur}

Siano f(X1,...,Xn) un polinomio dell'anello k[X1,...,Xn]ed
(x):(x1,...’,xn)e ' un runto tale che f(x1',,..,xn),= 0 ; ei
dice allora che (x) 2 uno zero di f, '

Siano ora O un ideale di‘k[x1,...,xn] ed (x)e K uno zero
comune a tutti i polinomi di & jsi dice allora che (x) & uno

zero di Ol . L'insieme degli zeri 41 A (in K%Y o1 dice k-va-

rieth slgebrioa affine di K® definita da A e lo si denotam con

1,...,xn)
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’U{c( &) o, pid semplicemente,quando non vi sia ambiguitd,oon

V).
Si pud osservare che una varietd algebrice 3 anche 1l luogo

degli zeri comuni a una qualsiasi famiglia {fi}iel di poling
mi di k[x1,...,xn] Infatti se Of & 1'idesle generato dal po-
linomi f, (& i definisce come 1'intersezione di tutti gli
ideall contenenti i polinomi f, ed & quindi 11 pid plocolo ide
le di k[X1,...,Xn] contenente tutti i polinomi {fi}))gli zeri
d1 & sono tutti e soli gli zeri del polinomi f,.

8i{ osserva anche che una varieth algebrica risulta 11 luogc
di zerl comuni a un numero finito di polinomi. Infatti,in vir-
4t del teorems della base di Hilbert,l'snello k[x1,...,xn] S
noetheriano, ciod 6gni jdeale Ot ai k[X1,...,XnJ ammette un m
mero finito di generatori s O = (f1,...,fn3; dunque gli zeri
ccmuni ai polinomi ff""’fm gono tutti e soll gli zeri ai O}

Percid,in pratica, quando Bi conosce un psistema finito di
generatori di un ideale O ,per studiare ’Uk( 0(‘) cei sl riferis
gempre agli zeii comuni & questi generatori, E' ¢id che noi f
remo sistematicemente negli esempi che ora daremo e che si pr
pongono essenzialmente di mettere in luce come vari "entl ge
metrioci" oggetti di studio nel corso di Geometria I siano in
realfh i pid semplici esempl di‘varieth algebriche,

Negli eéempi che ora daremo supporremo quasi sempre,come °
dremo,che il corpo K sia unt'estensione algebricamente chiusa

corpo k. Infatti le varieth che hanno magglore interesse in

metria algebrica sono quelle 1 cui punti hanno coordinate in






corpo algebricamente chiuso.Tuttavie ¢ bene notare che le pro-
prietd genersli delle varietk algebriche incluse fino al teo-
rema degli zeri di Hilbert sono valide senza quell'ipotesi re-
strittiva. |

I1 teoreme degli zeri segna un punto cruciale nellas teoria
in quanto mette in evidenza che importanti proprietd valgono
solo per corpi K algebricamente chiusi Nelle considerazion;
guccessive al teorema degli zeri (teor.9) noi supporremo sem-

pre che K sia un corpo algebricamente chiuso.

ESEMTIT.,

1) Lo spazio sffine K° & la verieth slgebrica definita dal-

l'ideale (0)di k[X1,...,Xn].
Infatti il polinomio nullo,® evidentemente annullato da tut-
$i i punti ai X7,

2) L'insieme vuoto ¢ & la verietd definite dalllidesle

(1) ai k[X1,...,Xn].
Infatti nessun punto d4i . pud essere uno zero del polinomio

1e(1).

3) Un munto x =(x1,...,xq)£ K dicesi un punto di K© raziomaie(m

). Esso & una varietd algebrice,in quanto & il luogo degli
o dell'ideale Ol=(X -x, ,xz-xz,f,.,xnexn)‘di A=k[x1,...,xn.z.
"~ E' infatti chiaro che ogni polinomio Xi-xi(1si$n) & snnulle-
to da x 3 d'altra parte se y =(y1,...,yh) 2 uno zero di &
deve in'particolare ennullare i polinomi X1-x1,xz-xz,ecc.

donde y, -x,= 0, ¥,~%X,= 0, ecc, cio® (y)= x.



4)

5)

T)
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Come caso particolare delltesempio 3) si hat

1 punti della retta reale K sono R-varietd algebriche di
C (ma,se si vuole,essi sono a:ncﬁe R -varietd di R),

i punti del pieno Teale IRZ sono R-varietd di d',z,

4 punti dello spazio reale TR3 sono [R-varietd di 63

i punti dellas retia complessa C sono (f-v_a_.
Aetd di <£‘; |

i punti del piano €2 sono C-varietd & (Ez

{ punti dello spezio (E gsono (-varietd di c3.

Consideriemo l'insieme del due punti di coordinata rispetti-

va i e -1 dells retta € ; questd cos‘cifuiscono une  [R-ve

rieth ai € e enche una @ -verietds di € in quanto costitui-

scono l'insieme degli zeri dell‘ideale (X2+1).

IL'insieme costitulto del solo punto di € ai coordinata 1

(che,per quanto visto in 4) 2 una (C-verietd di C ) non @

perd une [R-varietd 'v'(l)()x :Lnfat‘ti ogni polinomio di
[R_[X] evente 1 come ZeTro ¢ un multiplo del polinomio mini-

mo 41 1 su R cne &, come & ben noto, XZ+1. Se quindi

ie¢ Q} (ft), ogni polinomio genereznte 1'ideale principale

b @ multiplo 4i X°+1 e quindi snche -i appartiene 2 |
Vg (o).

Gli esempl 5) e 6) gl generalizzano nel modo seguente .'

Sisno f£(X) € k[X], M = (£). Allora 1}‘ (6r) & costitulte
evidentemente dagli elementi x ai ¥ 4a1i che f(x) =0.

Se f @& un polinomio irriducibile di grado n e X 2 una ra-

dice di f in K, Uk(dt) 2 costituita dagli n coniugati(even-



tualmente non tutti-distinti) 41 x su k.

Viceversa, se xe¢KX fa parte di uns varietd ‘Uk(dz) a
guests eppartengono tutti i coniugstd &1 x su k.,

8) Siano XysXypeeesX, Punti di k., L'insieme {xﬂ,,..,xn&g

pre
pos k-varietds di K in quanto & il luogo degli zeri ai .

dell'ideale di k[X]generato dal polinomio (x-x1)(X-x2)...(x-xn).
9) Come ceso particolare di 7) si ha : i due punti 1 e -i
a1 € costituiscono oltre che una @ -varietd ed una [R-ve
rietd (cfr.esempio 5) anche una C-vaﬁeth.(+)
18)siano k= R, k= €, 2(X,Y)= eX+b¥+c ¢ R[X,Y) un polinomio
di primo grado. Se & 2 l'ideale generato da £, la varietd
‘U;'R(a),che d costituita dai punti ai €? che enmullano £

dicesi une retta reale del piano G:z.

11)I1 luogo degli zeri dai @-3 di un polinomio eX+b¥+cz+delK(X,Y,2]

di primo grado & una varietd che dicesi piano mesle di CEB.

12)I1 luogo degli zeri di 633 comuni a due polinomi dai R[X,Y,2Z],
A1 primo grado,aventi coefficienti non proporzionall & una

varietd che dicesi retta reale dello svazio 0:3.

13)sia £(X,Y) un polinomic di secondo grado di RJX,YJ. I1
luogo degli zeri in (2 di £ & una varietd algebrica che

dicesi conica resle,

14)I1 luogo degli zeri ai €3 ai un polinomio 2£(X,Y,2)¢ R[X,Y,2]

di secondo grado & una varietd che dicesi gquadrica resle.

15)Sia £(X,Y) un polinomio ai k[X,Y].T1 luogo degli zeri di K-

di £ & una varietd che dicesi k-curvae piana. Sg .f.2 un poli-

nomio di primo grado la curva dicesi una k-ret$g di K2; se

(+) Cid che segue anche dal fatto(ovvio) che una k-varietd
¢ anche una K-varietd.
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Df=2 la curva dicesi une k-gonica.

OSSERVAZIONE - Nel geguito definiremo la dimensione di
une verieth e chismeremo curve unsa varietd di dimensione 1.
§i verificherd sllora che una curve piena ha dimensione 1.
16) Sia £(X,Y,2) un polinomio ai k[X,Y, 27. I1 luogo degli zerl

ai K3 ai £ & una varietd che dicesi una x-superficie dello

spazio I{3 '. Se £ ¢ un polinomio di primo grado la super-
#icie dicesi un k-piemo; 8¢ D¢ = 2 si ba invece uUné k-gua-

drica.

OSSERVAZIONE - Le verietd di dimensione » saranno denomi-
nete in seguito guperficies verificheremo che le guperficie
delio gpazio hanno dimensione 2.

17) Sia f(X yooosXy ek [11,..., x J. 11 luogo degli .zerl in B8
ai £ & unea varieth che dicesi k-ip_ersu;gerficie dello spa-
zio 2. Se 9f =1 1a verieth dicesi iperpiano.

Si pud adesso osservare ches 1p - varietd costituita da pun-
t1 41 una retta (desori‘bte negli esempi 4), 5),6),7),8),'9)), le
curve piene (in particolare le rette e le coniche), le superfi-
cle dello spazlio (in particolare i1 piani e le quadriche) sono
tutte ipersuperficie. Non sono- invece ipersuperficie i punti 'di

%n ge n 22 (cfr. esempio 3)), ne 1e rette dello spazio (esemplo 12)).

PROPOSIZIORE 4 - Valgono 1e relazioni
“y heb=—> V(> U(o) ,

m m m +
2y VA o) =V TT o) = U Teay  (meND
i=1 i=1 i=1 7\




3y VT ) = O Vi,

ieI ieI

(4)  T(a™ =P(a) V(X)) e nN™).

_)@_g. La (1) ¢ immediata. |

Per provare la (2) possiamo supporre m=2, perchd boli proce-
dendo per induzione su m si ha manifestamente la tesi., Si ha i
abec andb c o e tdbc ande b; da queste o da (1) se-
go U(ad) > V(andk) > Wa)u VP (b) . st tratta dun-
que di provare che 1)'(017:) c #(d)u”’(b). Sia infatti
X E '7.}( b)), x g”l)’(()z); occorre provare che x¢g ().
Poichd x & V() esiste fe L tale che f£(x) ¥ 0 ; a'altra
perte, se g & un gqualungue polinomio di ¥ si ha fgedb e
quindi 0 = fg(x) = f(x)g(x) da cui g(x)= 0 (essendo K privo di
O-divisori). Cid prova che x € /() ), donde 1l'asserto.

Proviamo ora la (3). Da (1) si trae 71}( Z‘d(i) c U Oti) e
quindi 'Z}'(Z afi) c ﬂﬁ(@ti). D'altra pa._r‘::;, ge x ¢ ﬂv(dzi)‘
in x si annullano tutti i polinomi degli ideali %y (per ogni
ieI),quindl =x¢ AOM dti).

Proviamo infine.,la (4), Da Olm C & C Vix  segue 2)’(()Lm) =)
) U(dz) shva ). Viceversa se ¥€ 7}(0{}‘ ) ed £ € VL si ha

tmé t)(,m e quindi

tted per un intero t opportunoc da cui f
ftm(x): f(x)tm = 0, ciod £(x)=0. Si ha cosl x¢ U( Vo, ),donde
l'asserto. |

Dato‘un insieme E di K" denoteremo con g(E). l'insieme,che
si verifica subito essere un ideasle,del polinomi ai k[X1,...,Xn]

che si annulleno nei punti 4i E,



PROTOSIZIONE 5 - Valgono le relazioni
(5) E,cE, = T (E,) o J(E,),
(6) I (UE) = [)TE,),
1y WTE®) > E,

8y J(UY(a)) o &,
(9) J(E) = VJ(E).

Dim.Le proprietd elencate sono tutte pid o meno immediate;

. @& titolo di esempio dimostriemo la (9).
se fc VT (E) edxe E sl ha £ e T (E) per m opportuno,

onde £2(x) = £(x)® =0 e quindi £(x) = 0; oid prova che feJ(E).

COROLLARIO- Si ha 3 J(U(a)) > V& .

Dim. Segue subito da (8) e (9).

OSSERVAZIONE I . Sie J un sottoinsieme proprio ed infinito
di K .(J esiste certemente se K %2 infinito,ad esempio ae!é alge-
bricemente chiuso). Allora se un polinomio £ 3 nullo su J si ha
necegssariemente £=0 (corollario al teorema 0). Di conseguenze sl
_ha .’Z)’(J(J))= ’Z}’((O)) =X e cid prova che 1l'inclusione (7) &,in

generale, stretta.

OSSERVAZIONE 2 ., Se 01 ¢ 1'ideale (gcz)cu k[X] si ba W(x))=
= V(X)) = 0 e quinat J(V(é))=(0 g) = (X) , dunque anche
P la (8) & in generale un'inclusj.ﬁne stretta. 2D
Indichiemo ora con 7% 1vinsieme degli ideali ai k[X1,...,Xn]
e con § O(Kn) l'insieme dei gottoinsiemi di K2 e consideriemo la
applicazione <f:0¥:——-> (Kn) definita da lf("'l) =2>'(0()

La (4) mostra che ¢ non 3 iniettiva,mentre l‘esempio delltos-
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cf non & gurgettiva in quanto lt'insie-

gervazione I mostre che

agsoclata a un ideale 4i

me J pon pud risultars 1a varietd

x [x]1.

Sia ora WY1 ?(Kn) —» 75 1l'applicazione gefinita dsa 3

y(E) = JE) se ECK".
Mostrismo che -y mon & surgettivas; ge Ol # AR ed ECK® ® tale

che mm=~y(E)=<7(E)‘,'s'i ha(per(d-)e('f)
Y e (8)) o c J(E),onde n=o"
1'osservazione I y(J y=y(®) = (0)).

y W a)= "V 02)= WY (B)) DE,

da oui (per (5 ; assurdo.lnoltre 1y nod

3 iniettive (esempio del

popiemo V= Im Y = insieme delle verietd algebriche a1 xB

PROPOSIZIORE 6 - Si_he

1) V(TE)H =F «=>EecV,
> iniettiva (cioé:J(v1)=g]‘(v2)=->v1=v2

(11) _Jiapplicazione f\f‘v

(a) - L'implicepione —— D evidente.Viceversa,se E

Dim.
V(4 ) per qualche ideale

d una varietd,si ha E = & Ne segue,

per (8), FJ(E) > 6 da cul, PeT (1),2)(3'

do conto di (7),?7(3'(13)) = E.
. da cid seguse immediatemen=

pa (i) si deduce ({ °'\t/ =14, 3
| v FENE il
W

11 meali‘/cu KX yeeerX ullt

ponismo I = Im Y = insieme deg n

(E))c E, e quindi,tenen

in qualche sottoinsieme di .o

PROPOSIZIONE 7 - Si ha s .

(1) JVan =a «—>0el ,
3 iniettiva.

(11) L1'applicazione (f
{1



Dim. L'implicazione ===> ¢ evidente. Viceversa, se e X
si ha &= J(E) per qualche E c X", Ne segue,per (7), V(r)DE,
da cui per (5) J(V (o)) c & che assieme alla (8) d& 1l'as-

sexrto.

Da (i) segue ’L}/oiﬁl = I&I ,donde (ii).

COROLLARIO - L'insieme 1 & 1l'insieme degli idesli delle va-

rieths elgebriche (= ideali dei polinomi nulll su varietd).

L'epplicazione : ] — V & bigettivae e la sua inversa & .
51 v

Dim. La prime asserzione segue da (1) ; la geconda da (ii)

OSSERVAZIONE - Le (9) mostra che l'insieme I & costituito da
ideali coincidenti col proprio radicale (ciod ideali che sono
intersezione di ideali primi). Vedremo in seguito,in conseguen-
za del teorema degli zeri 4i Hilbert, che vale anche 11 vicever-
sa : ogni ideale coincidente col proprio radicale sta in .01
conseguenza le varieta algebriche potranno essere poste in cor-

rispondenza biunivoca cogli ideali coincidenti col loro radicale,

s

% DEFINIZIONE - Una k-varieths algebrica V &i 2 si dice ridu-

cibile (su k) se esisteno due sottovarietd proprie 'V1 eV, ai v

teli che V = V, UV, in caso contrario la varietd si dice ir-

yiducibile.

TEOREMA 5 - Sia V una varieth.Allors : V ¢ irriducibile se

e solo se J (V) &2 un ideale primo.

Dim. Supponiamo che J (V) non sis un ideale primo.Allora

esistono due polinomi £,,f, tali che f,f, ¢ TV, £, £Jm,
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t, & T (V). sia V, 11 luogo dei punti di V in cui £,=0;
V1 & una varieté,perché V1= v N ’I/V((f1)), e non coinecide con
V perché £, ¢<7(V). Analogamente sia V, la sottovarietd pro-
pria 41 V costituita dai punti di V in cui f2= O. Si ha dunque:
(V1 uvz)cv '« D'altra parte se x ¢V si ha f1f2(x)=f1(x)f2(x)=0
perchd f1f2 e J(V), onde f1 (x)= 0 oppure fz(x)= 0; ne segue

. Ne segue V=V UV

x€V1 oppure er2 ciod er1uV 1 ot

2
onde V & riducibile.

Supponiamo ora che (V) sia un ideale primo. Supponiamo di
avere V=V1uV2con V2 # V 3 se risulterd V = V1 avremo provato
che V & irriducibile, Si ha, per (6), g(V)¥J(V1)ﬂ J(VZ) D
S J(v1).3°(v2); inoltre J(vz) D J(V) per la prop.6,(ii). Ne

4eegue,essendo ET(V) primo, J(V) DJ’(V1)(+) donde V:V1 e.v.4d.

OSSERVAZIONE - Dal teorema precedente segue che se V & una
varietd irriduoibile,esiste sempre un ideale primo J’ tale che
V = 'U(p). Posto infatti 3>= o (V) et hé, rer la prop.6,(1i):
V(zp) =TV =v .

'/ Tuttavia manca finora,in agsenza del teorema degli zeri ai

"!Hilbert,un criterio valido per riconoscere se una varietds & ir-

' riducibile.Vedremo poi (corollario 2 al teorema 9) che vale la
seguente importante proprietd: se P2 'primo, v ()b ) 2 irridu~
cibiie. Questa proprietd varra nell'ipotesi,sempre da noi am-

messa nel seguito, che X sia un'estensione algebricamente chiumsadi k.

(+)Si tien conto di questo fattosse un ideale primo p contiene 11
Drodotto di due ideali ¢t b,contiene almeno uno del Aus idsali &b
infatti,in caso contrario,esisterebbero x e ¢y ,x;zag e yeb,ygga. don
de xye ab ¢ P sassurdo,perchd ]: & primo,
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Col seguente teorema si ha una prima proprietd riguardante

la struttura delle varietd algebriche.

TEOREMA 6 - Ogni varieth V & l'unione di un numero finito

di vertetdriducibili V, u Vv, . Tale decomposizione ¥
' i=1
unica se & irridondente (ciod senza Vi superflue).

Dim., Supponiamo che V non sia unione di un numero finito di

varietd irriducibili. Si ha allora V=V1 L)V; dove almeno una

3
¥

delle due sottovarietd proprie V1,V; di V non & unione 41 va-

rietd irriducibili, Sia V1 la sottovarietd in questione sallo

ra V1= V2L)Vé dove almeno una delle due sottovarietd proprie

2, ' ai V1 non & unione di varietd {rriducibili. Supposto

che V2 gim la sottovarietd voluta, si prossgua ottenendo cosl

una successione strettamente decrescente 4i varietda:

V_‘_')V’1 DV2 D eseee
s 17 2

e quindi,per (5) e per la (11) di Prop.6 une successione stret-

vemente crescente di idealil (V) ? 3’(V1) g é)’(vz) ;?-:.....

in contraddizione colls noetherianita 4i k[x1,...,Xn].

h'
Sia ora V = U Vs un'altra decomposizione irridondante
=1

ai V in varieth irriducibili ‘Mostriamo che ogni varietd irri-
ducibile di una delle due decompoeizicni noincid.e con una varie-
t4 irriducibile dell'altra decomposizione,

Consideriemo,ad esempio, una Vi~ della prima decomposizione.

h' ht
Si ha 3 V= NV, = (:‘\;j1 v;‘) N, = ;)U (vv nvi); poichsd vy 3 ir-

riducibile esse deve coincidere,per un certo j,con una delle suse
componenti vsr\Vi, Ne segue Vic: VB. Un analogo ;agionamento,fat-

"»

\

N

\



in luogo di Vv s conduce ad un'inoclu-

to & partire dalla V!

J i
gione V3(: Ve Poichd Vi non & una componente superflua nella
prima decomposizione, si ha necessarismente v, = Vs da cui

Vi = V3 e cid prova quanto volevasi, y

“ 5

X n® 3 - Anelli integralmente chiusi.Iy teorema degli zeri

di Hilbert.

Gli anelli integralmente chiusgi giocano un ruolo molto im-
portante in geometria algebrice,particolarmente per la caratte-
rizzazione di certe varietad.Tuttavia in questo corso non si ve-
dranno queste importanti applicazioni geometriche degli anelli
integrelmente chiusi.Ci limiteremo essenzialmente alle Premesse
occorrenti alla dimostrazione che intendiamo dare del teorema
degli zeri di Hilbert,

Ricerdiamo che se A 2 sottoanello di un anello B supporremo

sempre che sia 1A = 1B .

DEFINIZIONE. Siano A un sottoanello di un anello B, x un ele-
mento 41 B, Si dice che x & intero su A se vale una relazione
del tipo

N1

n
X +a_.Xx + 40etB

1 n-1x+§n=o : (aie.A)

OSSERVAZIONE . Se A e B sono come sopra e inoltre sono cor-

Pl, o1 ha subito: x & algebrico su A <X & intero su A,

DEFIRIZIONE- Se ogni elemento dell'estensione B di A & inte-

To su A si dice che 1l'anello B & intero su A,
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TEOREMA 7 - Nelle ipotesi delle definizioni precedenti,le

tre seguenti proprietd sono equivalenti :

1) x & intero su A, e
2) A[x] % un A-podulo di %ipo finito, a

3) esiste un anello C contenente A(x] tale che C & un A
A -modulo di tipo finito. ¢

o

Dim. 1) === 2). Si indichi con Ms 1'A'-modulo degll ele~
menti di A[x] delle forma a°+a1x+...+l.sxs .51 hat

4
A= M CM, C .o U Cavey Alx]= U M .Per ipotesi vale una relazio-

-1,

ne del tipo xn+a1xn oot =0 da cul segue M =M 1 Moltipli-
cando per x la suddetta relazione si ottiene poil x 16 M =M _1°

da cui Mn =M per

+1 n-1°

s »n, Ne segue Alx]= Mn-1’

Cosl proseguendo si vede che M_= _,

dove quest'ultimo & un A-modulo ge~-
nerato da 1,1:,...,::11'-1 dunque.di tipo finito.

2) ==>3) 1l'implicazione > evidente prendento C = A [x].
3) =—==1) Sia {c1,...,cn} un sisteme 41 generatori di C su A.
Sussistono allora,per ogni 1 (1¢1¢n) delle relazioni

n
= ), 8 cj(aijEA)’ da cui si trae:

x)c +.,..4a, ¢ =0 (1 ¢4 ¢n)

(10) i1c1+"'+(aii inn

Se a é il detemina.nte del sistema (10 rispetto a °1""’°n’

si ha ¢ a = det (aij- 513 x) dove 6 3 11 simbolo di Kromecker.

1]
Da (10) si trae applicando la regola d1 Cramer: a ey = 0 per
. n
ogni 1(1¢1¢n). Poiche 1 € ¢ sussiste une relazione 1= Z-bici
. i =1
(bi 4),de cui moltiplicando per & e tenendo conto di gquanto

precede: a = Z b (a ¢ ) . Si ha dunque de’c(aij— gijx)= 0

dove il primo membro d un polinomioin x a coefflclentl in A che
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. n n-1
) o' scrivere (-1)x ta,x +ooota g cid prova che x & in-

. Si ha allora:

A[x1,...,xnj & un A-modulo di tipo finito,

?{11)4 A[x1,...,xn] & un anello intero su A .

. Dim. Se n =1,(1) & vera per il teorema precedente (1)==>(2)),

Procediamo allore per induzione supponendo (1) vera per n-1j; per

l'ipotesi induttiva esistono allora y1,...,ys€ B tali che"
T s . - ‘
: ~'A[x1,...,xn_1]== 2. .ij . Per ipotesi‘th @ intero su A e quin-
i=1 |
di su A[x1,...,xn_1j j ne segue, per il teor,7 ( 1)==2)) che
A[x1,...,xn] @ un A[x1,.;.,xn_1] -modulo di,:ipo finito,Quindi
ﬂi | esistono z1,...,zteiB tall che A[x1,...,x£%5§; A[x1,...,xn_{]zj=
= 2 ; Ay, z, . Cid prova (i). :
i
1, , o . S
(1) segue subito aa (i) e dal corollario al teor.7.
Da (ii) si trae in particolare: la differenza e 11 prodotto
di elementi interi su A sono interiisu A. Possiamo quindi porre la

Ac8 -
DEFINIZIONE - Si%uﬁzsgttoanello di B, Ilisottoanello di B for-

b Sl abntl
+

mato dagli elementivgu A dicesi chiusura integrale:di A in B,



gllora l'algebricith delle x, (2 ¢ i< n) su k seguirh dal teor 6
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delle frazioni.Se 1a chiusura integrale di A in K coincide con

A, A dicesi inte ralmento chiuso.

TROPOSIZIONE 9 - Un_anello fattoriale A & integralmenfe chiuso.

Dim. Sia ¥ il corpo.delle frazioni di A . Sia u¢€ K in-
tero su A j vogliamo provare che u €& A, Si pub scrivere us=x/y
con x,y€A , y #0.

Sex =0 , si hau =0 € A: possiamo dungue supporre che sisa

x #0 e, di conseguenza, che x ed ¥ giano pfimi fra loro. Si ha .

.

una relazione (x/y)n+a1(x/&)n +...48_ =0 (a z A) da cui
n _ _n-1 n A Vel ;“’“w'ﬁ‘ftpaaq
x +e,x y+...48 Y = 0 . Ne segue che y divide x, ossia y & BE: -

invertibile in guanto primo con X. In conclusione u= x/yeA c.w.d.
Leptir ) LARISK)
e TEOREMA 8 - Siano k un corpo, A un sopranello di k, X,y..esXy

elementi di A tali che k[x1,,..,xﬁ]sia un corpo . Allora gli

elementi X4 sono algebrici su k.

Dim. Fer n=1 il teorema 2 vero in quanto se X é trascendente
.
k[x] non & un corpog Possiemo dunque, induttivamente ,ammettere
i1 teorema vero per n-1 .
Poich® K = k[x1,...,x‘]é un corpo si ha anche K=k(x1)[x2,...,xn]é‘
dall'ipotesi induttive segue allora che 12,...,xn sono,algebri—

ci su k(x ). Basta dunque provare che x, ) algebrlco su k,perché

del Cap.l.

L'algebricith delle X, su k(x,) & espressa da relazioni del

tipo
(11) b(i) + ...+b(i~9 o - bgi)e k(x Yy (2¢i¢n 4 Ogjgmi) £
ny m et -
< ba J\wbm u “&Cu'] ol X( o% ta, "”QW)

f} [%[ﬂ) AN

‘,.,.—z o




si pud porre:

i

e moltiplicare ambo i membri delle (11) per 1T q(.i) .Non &
j=o
quindi restrittivo supporre che si abbia nelle (11) b( )g k [x ].
Dopo cib,bosto m =max{mi} e a ﬂ' b( ), per ogni
i=2
1(2¢i¢n) si moltiplica 11 primo membro d4i (11) per
n=1 TT 5(3), "1, :
K LoDg "y jallora,se 31,b2,...
ift

menti di k[x1] si hanno le relazioni

indicahno opportuni ele-

m m-1 m-1
8 x; + b1(a x5 ) +
da cui si deduce che per ogni i a X, ¢ intero su k[x1] .

Ne segue,per la prop.8,che k{x1][a Zpyeeeya xn] ¢ intero su

epr] . T T

s

Sia ore f ‘un elemento ai k(x1). Si ha allora:
fe k(x1,...,xn)=k[x1,...,xn] = k[x1] [xz,...,xn] y dunque si pud \

i i

scrivere f =.'a. . X 2...xnn (a

i i 2 € k[x{j). Se
2.’On

i2"':]'1:1

'h = ma.x(12+...+in) si ha quindi ahfe k[x][a X5yeee98 X ] che

¢ intero su k[x . Se x, fosse trascendente si _avrebd ’
L ] 1 W FANT5%) i"fa Jzywuu W‘“”‘“{" [,wr

¢ intero su k[x,] che ¢ integralmente chiusydu.nque alte k[x 3

Cioe (sostituendo x, con un'indeterminata X):per ogni fe Ic()t)L

esiste un intero h tale che a.h fe k[X]; ma ¢i1d & manifestamen-

()

te assurdo ydungque x, & algedbrico su k c.v.d,

1

(¥) Baste prendere f= + con b polinomio irriducibile di k[X]
b

non associato ad alcun polinomio irzd.ducibile di a (cid 2 pos-

sibile perchd in k[X] vi sono infiniti polinomi irriducibili) W ,

Vil £) [rir&}mzo
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COROLLARIO 1 - Sia M un ideale proprio di k[X1,...,X£].

Allora <4 ammette dezli zeri algebrici in una opportuna estene

(%)
sione K' di k .

Pk hidad

Dim., L'idezle 7 & contenuto in un ideale massimale M .,
E' chiaro che ogni zero di ™ & anche uno zero di 0f,dunque ba- :

sta provare che Wl ammette degli zeri algebrici.

Sia "f/: k[x1,o.o,xn] __—_——> k[x1$”'fxnj/m

l'omomorfismo canonico; si ponga KXK' = k[X1,...,XnJ/m e xj_:”‘f'(’i
per ogni i(1¢i¢n) .

Ora X' & un corpo,perché M1 & massimale,e avendosi K'*DH yovey

gli elementi Xy9+e.9X, SODO algebrici su k in virtu del teorema &

Se f(x1"“’Xn)€m si ha H f(I",...,Xn):'\r(f(X‘,,...,Xn)= 0 ;Cib

provae che il punto x = (x1,...,xn) a coordinate in K' & uno ze=-

ro algebrico dai €L .

COROLLARIO 2 - Sisno K un'estensione algebricemente chiusa

N Y I I

di k, OU un_ideale proprio di k[X1,...,Xn]. Allora esiste in

Kn

un punto y=(y1,...,yn) che & uno zero dell'ideale .

Dim. Sia I un ideale massimale contenente O{ e sia i
K'=k [X‘I""’Xn]/m = k[x1,...,?tn'} il corpo intfo@qtto npl ;
corollario precedente; sia K' una chiusura elgebrica di X',
Poich® K' & un'estensione algedbrica di k (in quanto ogni x, & I

glgebrico su k) K' risulterd un'estensione algebrica di k e F

. (°) Per zero algebrico di O in K' si intgnde evidentemente un

Tunto x:(x1,...,xn)e ' tale che tutti gli elementi xi sono
glgebrici su k ed in x si annullano tutti i polinomi di Ct.

aur

pr

de

ch

ur

v

F-g

o
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dunqué una chiusura algebrica di k.

Sia ora k, 1la chiusura algebrica di k in X, Poichd ¥ ¢ al-
gebricamente chiuso, anche k, & é.lgebricamente chiuso (Cap.I,
prop.8 ) dunque k, ® un'altra chiusura algebrica di k.

Allore,in virtl del teorema enunciato al termine del n° 4
del Cep.I esiste un k—isom_orﬁsmo G: K' —> k, tra le due
chiusure algebriche 4i k in questione.

Per quanto visto nel corollario Precedente x=(x1,...,xn) &
uno zero di & ;posto G(xi) = (1¢i¢n) e y=(y1,...,yn) si ha:
vy € k? CE" @ uno zero di A e con cid @ provato i1 nostro as-

gerto.

A

COROLLARIO 3 - Sis T un ideale massimele di k[X1,...,Xn_]

edy = (y1""’yn) € X% un punto di V(m ) . Mlora ¥y & uno

zero algebrico ai m.

Dim. Sia ‘5) 1'omomorfismo di k[X1,...,Xn]'—-> X definito
de «)o(xi)=yi (1¢ig¢n) e ¥ k[X1,...,XnJ-—-> K! =k[X1,...,XnJ/m
1’ omomorfismo canonico, L'ideale ker @ & costituito da tuttd 4
Polinomi nulli nel runto y,ciod ker Y =<7({y}); d'altra parte
8l ha ye V(m ) de cui J({y} );‘J(?)(m))am e quindi

M < ker (f Ne segue,per i1 2¢ tehorema di omomorfismo. che

k[X1,...»,Xn]-L;¥ K esiste un omomorfismo che chiude 11
/ diagramma a lato. Posto "‘Y(Xi)"ﬁh‘i‘n)
Y
] -
- K ogni ijinoltre » & un k-omomorfismo,

Ora,dal teorema 8 risulta che ogni x, ¢ algebrico su k e d'al-

tra parte ogni relaszione d'algebricitd per X; 81 trasforma,me- _




PR

65

diante » ,in una relezione d'algebricitd per ¥, - Pertanto ogni

¥y ® algebrico su k e y & uno 2ero algebrico c.v.d.

OSSERVAZIONE - Poichz un omomorfismo di corpi ¢ sempre iniet-

tivo,» & un isomorfismo di K':k[x1,...,xn] in k[y1,...,yh],

s TEOREMA 9 - (detto Nullstellensatz o Teorema degli zeri di

Hilbert)- Sis K un'estensione,non'necessariamente algebrica~

mente chiusa,del corpo k. Le tre agserzioni seguenti sono equi~

valenti :

(e) Se o & un ideale di k[X1,...,XA]gg f & un polinomio nullo

su V(8),esiste un intero m tale che e o s

(v) J(V(o)) = V& per ogni ideele (ral k[X,, ... X8

(¢) se ot & un ideale propric 4i k[X1,...,Xn'J oi ha : U ()¥ ¢

Tnoltre, se K & un'estensione algebricemente chiuse di k,le

tre ssserzioni (a),(®),(c) sono vere.

Dim. E' chiero che 1'asserzione (a), esprimente la formula~-
zione origineria del Nullstellensatz di Hilbert,® equivealente
e (b); infatti dal corollario glla prop.5 segue che la parte

non banale di (b) si riduce a J(U(AR)) ¢ VYo e questo non 3
che un altro-modovdi esprimere (a).

E' inoltre immediato vedereiche (p) ==>(c) j;infatti se
V() =5¢ i ha da (0): (1)= T(F) =fr  donde 1ecr ed -
Ot & quirndi improprio.

Ogserviamo poi che, se K ¢ slgebricamente chiuso 1tasserzione
(¢) & veras,in quanto esprime in altro modo 1'enunciato del co-

rollario II al teorema 8.
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Dunque lé. dimostrazione del teorema- si riduce a provare la
implicezione (c) ===> (b) che & quanto ora faremo. Se dun-
que £¢ J(V(A)), dobbiamo mostrare che f efor .

Posto A= (f1,...,f ) si consideri nell'anello B-k[X.',...,x ,T1
1'ideale b= (f1,...,fq, 1-T £). Poich® ogni zero di f1,...,fq
& anche zero di f si ha V() =;z! e quindi,avendo assunto (c),

gi ha b= (1). Sussiste ellora una relazione del tipo

(12) 1=’o1f1+...+bqfq+b(1-T T) dove by,b €B per 1sigq .
(-]
Poniemo ora in (12) T = l( ), ottenendo cosl la relazione:
£
- *

dove 1 bi' sono polinomi a coefficienti in k in X1,...,Xn,l .

b4

Moltiplicando ellora i due membri di (13) per una potenza
sufficientemente grande f© ai f si possono eliminare i denoe
minatori nel secondo membro d:L (13) ottenendo zosl uns relazio-
ne

= a1f1+...+aqfq (aie k[X1,...,Xaner 1¢ign)

la quale dice che fe Vo come volevasi,

OSSERVAZIONE- Se K non & un corpo algebricamente chiuso le
asserzioni equivalenti (e.),r(b_),(c) non sempre sono vere.Ad esem-
Mo, se k==K =R ed & & l'ideale generato da I2+1' in R[X]
ei ha: V(A )=¢ ,iﬁ quanto z2+1 non ha zeri reali e con oid
si contraddice evidentemente (c¢), Analogemente viene nontraddet-

to (b),in quanto Vg = (X2+1),me1;1tre TJ(V(a)) =J (&) = RE’Q

(®) C1d equivale precissmente a considerare la relazione trasfor-
mata di (1]) mediante i1 k[X yeee9X ] —omomorfiesmo ¢ di B nel
corpo delle fraziomi ai k[X1,...,XIfdefinito da ¢(T) =




E' per questo motivo,oltre a quello di considerare variety
pit "ricche" di punti(+), che noi ammetteremo sempre,da ors in

poi , 1la vaiidith della seguente

IPOTESI ~ L'estensione K dl k, sulla quale si costruisce

10 spazio Kn entro il quale si consideranc le k~-varietdy, &

un'estensione algebricamehte chiuvsa di k.

Questa ipotesi ci consente di ritenere valide le asserzioni

equivalenti del Nullstellensatz che noi applicheremo spesso

nelle successive considerazioni.

Ci limiteremo soltanto talvolta ad osservare se qualche enune
clato cade in difetto in mancenza della suddetta ipotesi o se,

al contrario, & valido ril in generale.

© COROLLARIO 1 - Se un ideale & coincide col proprio radioal@

81l ha 3

XA=J(Via))

e quindt el (I essendo 1'insieme introdotto nel ne2),

Dim. La dimostrazione segue subito da (b) del teor.9.

Possiamo notare che l'esempio incluso nell'osservazione pre=-
cedente,riguardante proprio un ideale coincidente col suo radi-
cale, mette in evidenza come sia esaénziale l'ipotesi * ¥ alge-

bricamente chiuso” per la validita del cdrbliario 1.

I due corollari seguenti sono ai grande importanza per 1'ana-

(+) Si pud notare,a questo préposito,che per ia c¢lessificazione
effine delle coniche e delle quadriche & gid stato utile poter
Considerare i punti "complessi™ delle coniche e delle quadriche.
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1isi della s%ruttura delle varieta; essi discendono facilmente

del corollario 1 e dalle Premesse algebriche del ne¢1,

COROLLARIO 2 - Si ha :

(1) §__g_3;>é un ideele primo si hg J)=J('U(}>)) e v(r)

& irriducibdile,

(i1) gg_q & un ideale primario e 59=f3f , %7(07) coincide

con Qf(ao) ed & pertanto irriducibile.

e

Dn. (1) Poicht p=Vp i ne P=I(V (%)) per 11 corol-

lario 1; dal teorema 5 segue allora che %y(go) ¢ irriducidile.

(1) in virth 4i (4) si ha ; me]) = U’(ao) che & ir-
riducibile in conseguenza ai (i),
Possiemo adesso dare una nuova dimostrazione,pi& complicata
mae pid precisa ydel teor.6,

Nel corollario Seéguente si tiene conto iﬁplicitamente del

coroll.2.

COROLLARIO 3 - Ogni varietd 2 unione di un numero finito di

Yarietd irriducibili, Piy Precisemente se V = Zf(dt) y le com=-

Ponentl irridueibili 81 V sono 1e varietd associate ai primari'

0’1,..., o]s le componenti Primarie isolate 4ai O e con




kp&girvuL;bwuuwv o
69 puin R AL
cn PTREREY 01t le componenti immerse. Ne segﬁe che ogni
V( Ojj) (s+1 ¢j ¢t) & contenuta in una oppor{'{ma. 'D’(Bfi)
(1 ¢ig¢s). Dalla (2) di Prop.4 si trae allors
s
V(o) = U Uy

¢id che prova quanto volevasi.

OSSERVAZIONE - Il corollario 2 e (di conseguenza) il corol-
lario 3 cessano di essere velidi se K non % un'estensione alge-
bricamente chiusa di k. Ad esempio se k =K = Zz e K) e 1'i-
deale primo generato da X+7Y in k[x,¥], v (Jg) consta dei due
punti razionali x,= (0,0) x2=(1,1) e pertanto non & irriduci-

bile,

COROLLARIO 4 - Sia V una k-varietd d&i K". Ogni polinomio

fe k[X1,...,Xn] nullo nell'insieme V, dei punti slgebrici

di V si ennulla anche in ogni punto di V ciod

Fw,) = F ).

Din. Sia k, la chiusuda algebrice’di k in Kj si ha V =k, N V.

.%x 7 tale che V(&) =V , la 18-
" ) ’ {W‘?;Wm)

identemente V(a)NK, = Vo\[. Poi~

Se o & un ideale di k[X1,.

rieth definita da & in K &
cht ¥k, & un corpo algebriceme te chiuso,si ha per (p) del teor.9s

- dee K70 24y, V)ZVTT = FvRHV)
T =/ . PLEP« —ai l!l,r),fdunq&& te/a on-

\ g

f Sy - \

aMgM)}
OSSERVAZIONE- Anche il corollario precedente viene a cadere

se K non & un corpo algebricamente chiuso. Si vedeno in propo-

sito gli esercizi}

- . -
]




