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f'CAPI-OLO Iv

DIMENSIONE E PARAMETRIZZAZIONE DELLE VARIETA'

("‘?3"\‘“/\,;/“ _,U’,,.. f-"“' c st Yo P‘ ((}{)

’x’n°1 - Anelli delle coordinate e corpo delle funzioni rag-

zionali di una varietd- Dimensione di una varieti.

by P

Ncl
. . . I .
Sia V una varietd d4i X . Poniamo

) o T
1e k[V] = x[X,,...,X. 1/ F (V) ;\\

si dice che che k[V] & 1'anello delle coordinate di V o an _

che 1l'anello delle funzioni razionali intere su V,

Se V.= (0l), si ha per 1a (b) del teor.g :
k[’l)(m—)]=k[x1,u..,xn1/ve1, .
In particolare, se ZO & un ideale primo si ha :

[V (p)] = k[xw...,xn]/a, :

Se V & una varietd irriducibile l'anello k[v] & integro

. . (per il teor.5 del cap.IIT) e si pud considerare il suo corpo

4 delle frezioni che indichiamo con k(V); chiameremo ﬁ(V) il cor-
po delle funzioni rszionali su V. |

9:

OSSERVAZIONE - Due distinte varieta possono avere i rispet-
tivi corpi delle funzioni razionali isomorfi,mentre gli anelli

delle coordinate non sono isomorfi. Si vedano in proposito-éli

.
-

egsercizi,

DEFINIZIONE - Sia V una k-varietd irriducibile ai k7. 11

grado di trascendenza su k di k[V] (o cid che & 1o stesso di

k(V) dicesi dimensione di V su k e si indica con dim, (V) o,pil
glmensione , erm,

Rl {#"’“3)7 ”
L4 ot s s o (122
P o &7 Lo o ?’55%?Un4>\? ot T




71

gsemplicemente, con dim V quando non vi sia ambiguita. Se
m

vV = 1,) Vi % ltunione delle varietd irriducibili Vi gl defi-
i=1
nisce cosl la dimensione di V :

dim V = max dim Vi
1eiem

X DEFINIZIONE - Una varieth V di dimensione d dicesi pura

se tutte le sue componenti hanno dimensione 4.

x  PROPOSIZIONE 1 - Siano V,W due varietd irriducibili, Si ha
.’-'.-,v—'-" ———

allora ¢

(1) VCW = 4dim V¢ dim W

(i1) V=W < dim V = dim W e Ve o Weyp

Dim., (1). Da VS 7 segue T (V) D S (W) onde sussiste (pelf
i1 20 teorema di omomorfismo per gli enelli) un omomorfismo ca-
nonico surgettivo:

& s k(W — x[V] .

Allora,in virti dell'asserto 1) della prop.5 del Cap.II®
segue subito dim W 2 dim V, ciod (i).

Dall'asserto 2) delle stessa proposizione ora citata dice
che dim W = dim V se e solo se G & un isomorfismo,ciod
ker ¢ = O, Poich® ker ¢ =J(V)/T (W), 81 ha ker @ =0 se e
solo seT (W)= (V) il che equivale & W = V (Cap.III,Prop.6,

(11)). Con cid & provato (ii).

ESEMPI - 1) Lo spazio E® ha dimensione n, Infatti 877Kn)=(0)

(come abbiamo gii visto,applicando il principio dtidentitd dei
polinomi, Ne segue k[Kn_] = k[X1 ’ ...,XI;J e quindi

dim K* = gr v, (k[£,,..., X ]1/k) = n (Esempio 2),Cap.II,n°2).

L]
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x 2) Ogni sottovarieti propria di - ha dimensione < n.

. A
R O
cid segue subito dall'esempio precedente e dalla prop.1;/70~£~LLA '3Xﬁ/f

.- 3) Ogni ipersuperficie di K" & una varieti pura di dimensione n-1,

sig infatti (f) 1'ideale principale definente l'ipersuperficie e

gia f= f1f2.,.ft una decomposizione di f in fattori irriducibili,
Ogni fi genera un ideale primo e quindi la relazione %y(f) =

= 1Y(f1)\J Tf(fg)\J ...Uﬂf(ft)sklhe si trae dalla prop.4 del Cap.III,
fornisce la decomposizione di qy(f) in varietd irriducibili,

Basta quindi dimostrare che per ogni i(1¢i<t) si ha dim%y(fi)=n-1.
Poich® 1l'ideale (£,) & primo si haéT(‘V’(fi)) = (£,) e quindi si
tratta di provare che il grado di trascendenza di k[X,,...,X;]/Tfi)
su k & n-1; cid segue dalla prop.3 del Cap.II.

La proprietd ora dimostrata nell'esempio 3) pgb egsere inver-

tita nel modo seguente

¢ PROPOSIZIONE 2 - Una varietd pura V di dimensione n-1 & una

ipersuperficie,

t .
Dim, Sia V = | Vi la decomposizione di V in componenti irri-
i=1
ducibili.Dal teorema 5 del Cap.III segue che 1l'ideale é7‘(Vi) &

Primo per ogni i (1sist).

L'ideale gf(Vi) non & nullo; infatti, avendosi dim Vi = n-1,

Vi & distinta da KT e quindi (Cap.III,prop.6,(ii)) si ha

Qf'(vi) ¢E7YKn) = (0), Quindi in Ef(Vi) esiste un polinomioV;ul-

lo di cui almeno un fattore irriducibile appartiene a.gf(Vi) che

(+) Qui,per brevita,si & posto V(£) in luogo d4i @V((f)),ecc.
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¢ primo. Sia dunque fi un polinomio irriducibile appartnente
al (v, ).
i
Si ha quindi %"(fi) > V., dove entrambe le varietd in questio-
ne hanno dimensione n-1 (si tenga presente l'esempio 3), Ne ge=
gue per (ii) di prop.1 Vi = c-‘C)I(fi).
Posto allora f = f.f f 3i ha :

17277 ¢
t
°\>’(f)=’17(f1f2...ft)=°v(f1)u ...qu(ft)= i\=j1 V. =V e.v.d,

OSSERVAZIONE - I1 risultato precedente cade in difetto se la

varietd non & pura. L'esempio 3 mostra infatti che le ipersuper-

ficie sono sempre varietd pure.

ALTRI ESEMPI.

4) Un punto razionale di 2 & una varietd irriducibile di dimen-

gione O , Sia y =(y1,...,yn) € x"ec " i1 punto razionale in que-
stione.Dalla definizione risulta subito che il punto y & una va-.

rietd irriducibile. Si ha y()’)=(X1-y1 yeeeyX =¥ ).L'inclusione >

¢ infatti evidente.D'altra parte se f « éf(y),posto f = g+a con '

+
g€ (X1-y1""’xn—yn) e ce« k( ),avendosi f(y1,...,yn)=g(y1..-..yn)

8i ha ¢ = 0 e quindi f = g‘f(x1-y1;"°'xn-3n)'

(+) Si pud infatti scrivere f(X1,... ,)(n),=1q1(}(1-y1 )+r1 (12’.",xn), )
T (Xyy e sX )=a,(X,-7, )+r2(X3, «++X_),ecc.da cui £=q, (X =y, )+...
.o .+qn(Xn-yn)+c con c¢ k.,
Si pud anche ragionare cosl: 1'endomorfismo
manifestamente un automorfismo (4§ (Xi)=Xi+yi);ne segue
k[X1 yoes ,X3=k [X1-y1 soee ,Xn—yn] e quindi 1l'asserto.
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anta | 1p'anello delle coordinate del punto y & dunque

;[I,y""xx;/(xf%”"’Xn'g-n) che & isomorfo a k in quanto 1'omo-
1®9t1 o gorfismo Y k[X1,...,Xn] —> k definito da Y (Xi)= ,1 (144¢n)

! gew | - evidentemente per nucleo 5'70(3). Dunque d.im{ g} = gr tr(k/k)=0
w.vede
5) L'ideale Ol=(X(X=1),XY)=(X)N (X-1,Y)=(X)(X-1,Y) ai k(X,Y]

ACOE gefinisce una varietd riducibile ed impura di dimensione 1. Infat-

s 1a ¢4 1ltideale (X) definisce la retta il cui anello delle coordinate

e b k[Y](ii la cui dimensione & 1, La varietd dell'ideale (X-1,Y) 2
i1 punto razionale di coordinate (1,0) che non ste sulla retta
snzidetta.Pertanto la varietd & riducibile e ha dimensione 1,

#6) Le variethé;“:imensione 1 s8i dicono curve ., Particolare im=-

- portenza hanno le curve piane,ciocé le ipersuperficie di K2.

e Le varietd di dimensione 2 si dicono guperficie; le ipersuper-

vas. ficie di K3 sono partitolari superficie,

)

‘ B EX 7) Varietd lineari. Si consideri l'ideale O ai k[X1,...,Xn] ge-

8 nerato dalle prime r indeterminate : ab=(X1,...,Xr); “es30 & evi-

19 )0 dentemente un ideale primo e quindi si ha : k['U"(m)J

k[X1,,..,X 1/5 = k[ 1,... ] de cui si deduce anche che

)y - an? (6v) = n-r, A (B aicesi iperspazio (coordinato) e gli ele-

" . menti ai V' (OU) sono le n-uple (x1,.':‘.',xn)é K" tali che
T =X y= 00 =X = 0.

& Se Dyeeusd sono elementi di k 1la varietd definita dallo
ideale (X,+b,,...,X #b ) ai k[X1,...,XJ & anch'essa,come si vede
ragionando allo stesso modo,una varietd® di dimensione n-r che

[1/ %[u]A % X/ X“’J/ Ve Eorretly : @vﬁfM&
sameriene  bie (X tﬁ\« wj,e Yuume (waf/:zg wo W K
L O T ¢ yeam"awucﬁw& Wo ¥
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dicesi ancora iperspazio.

Pil generalmente si dice iperspazio o varietd linsare di di-

mensione n-r 1la varietd irriducibile associata & un ideale
generato da r polinomi lineari (re¢ n)

I X1+...+a1n Xn +b1

L) . * * - * . L d * L4 . *

G X1+...+arn Xn +br

»

_ ‘ tali che la caratteristica della matrice (aij) sia massima(+)

Per vedere che Qf’(dn) ¢ irriducibile e ha dimensione n-r si
considerino n nuove indeterminate Y1,...,Yh e i1 k-omomorfismo

g s k[Y, .Y ]— x[X,... %]

: n
i definito da (Y, )= 2, aijxj (12i¢r), ¢ (Yi)=Xi (r+1d¢n),avendo

J=1
supposto che il minore non nullo di ordine r della matri-

ce (aij) gia costituito dalle sue prime r colonne; allore ? ri-

sulta invertibile e dungue Y ¢ un isomorfismo.
& & n &
‘ Si ha evidentemente ( g;; ¥ Xj,..., éé; 8y xj)=
=(Y1+b1,...,Y£+br) e poich® quest'ultimo definisce una varietd

"

lineare di dimensione n-r si ha l'asserto.

Un iperspazio di dimensione n-1, ciod definito da un solo po- i
linomio, dicesi (in armonia con quanto precede) iperpiano.
Un iperspazio di dimensione 1 dicesi retta,mentre se la di-

mensione & 2 l'iperspazio dicesi piano.

(+) E' questo l'unico caso che abbia interesse in quanto ad esso
ci possiamo sempre ridurre,a meno che il sistema lineare conside-
rato sia privo di soluzioni nel qual caso l'ideale B @ improprio.
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kLXJ
' algebrici su k si dicono coniugati se per ogni 1i(1¢isn) ¥y

FINIZIONE - Due punti y = (y1,...,yn) e z =(z1,--..zn) di

e 2, SOMO coniugati su k.
i

TEOREMA 1 - Sia g? un ideale primo di k[X1,...,Xn] si ponga

k[x1’ ,,.,xn] = k[X1 . ...,Xn]/zg . Le seguenti condizioni sono equi-
valentd :
(a) dim‘vy('f)=0,

(b) P & mas;%male ,

. : T~
(¢c) W (f) & costituita da un numero fimito di punti algebrici

~
~S

fra loro coniugati,

(c') 52)’(73) & costituita da un numero finito di punN

(d) 73 & generato da n polinomi

f1(X1)’fz(x1’xi)"“’fn(x1’""Xn)
tali che 1'i-esimo polinomio fi dipende solo dalle prime i
indeterminate ed f(x1, ...,xi_1,Xi) ¢ il polinomio minimo

di x; su k(x1,...,xi_1)= 1«:]_’)(1 ,...,xi_ﬂ .

Dim. Noi seguiremo il seguente schema di dimostrazione:

(a)¢ = (b)
P

V.
(e o --(4d)

(a)e=——=3(b) Si ha:

dlm(%(7J)) = 0 === gr.tr.(k(x1,...,xn)/k) = O¢:—)X1so-0!xn

sono algebrici su k<:—;—_2k(x1 , ...,xn)= k[x1 ) e ,,xn]@yaé massimale

A
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(avendo tenuto conto nella penultira implicazione del teor.8
del Cap.III)
(b) =>(c). Sia y:(yf,...,yn) uno zero di ’I)’('p);un tale y
esiste per il coroll.2 al teor.8. Sie 2z=(z,,...,2_) un altro
1! n

zero di VU ( ‘F ).

Dalla dimostrazione del coroll.3l al solito teor. 8 segue
che se ¢ ¢ il k-omomorfismo di k[X1 5 ...,Xn] in £ definito da

&f(Xi) =y, e ~f & l'omomorfismo canonico di k[X1,...,Xn]in

K!

]

k[x1 ) ...,xr}: k[X1 , ...,xn] /a, ,sugsiste un k-omomorfismo

Y $: Kt ——> X tale che ¥ (xi) =y - Anslogamente si prova la

esistenza di un k-omomorfismo )-4 ¢ X' —> KX tale che /-&(xi)= zi.
Ricordiamo che,per il teor.8, ogni X4 ¢ algebrico su kj; sia

pertanto fi il polinomio minimo di xi. Tremite l'omomorfismo 4

risulta sllora che fi ¢ il polinomio minimo 4i s mentre me-

dia.nte/u fi risulta il polinomio minimo d4i 2z Pertanto i due

i°
elementi y; e zi di' K risultano fra loro coniugati.

Indicati allora con m1,...,mn i gradi rispettivi di
f,,...,f i trae che il numero dei punti ai U7 (%) non pud su-
perare m, m, ... o, in quanto la coordinata i-esima d4i tali pun-

ti pud assumere come valore soltanto una delle m, radici del po-

i
linomio fi.

(¢) ===>(c') : ovvio,

(b) === (4) Per n=1 l'asserto & ovvio,onde si procederd
per induzione su n, Osserviamo dapprima che tutte le X, -sono al-

gebriche su k perché k[x1,...,xnj ¢ un corpo. Sia

Yo k[X1,...,Xn] . k[x1) [X2""’Xn] l'omomorfismo defi

¢
i
i
¢
$

-t ¢

L, e A o



NQw-

ue

78

K[X“...,Xn]—-—j—a KX, 0eex) nito da '\f(X1) = x,
7 (X)X, se i3 2
! / E' chiaro allora che 1l'o-
k(%] [Xy0eeerX] | S o —

ma si fattorizza nel pro-

dotto Yo «y .51 ha a&lloras

ker Yy € kerlf =Z’ onde (per il II teorema di omomorfismo)

gerY =% () . Allore ‘3; ="f(’r) ¢ massimale in
k[xJ[Xg,...,Xn] e k[x1] [xz,...,xn] & canoniceamente isomorfo
s k[x,] [XyreenX ] /«-(1; :

Per l'ipotesi induttiva ﬂ; ¢ allora generato da n-1 polinomi
f2(x1,X2), f3(x1,X2,X3),...,fn(x1,X2,...,Xn), tali che ogni

f‘i(5t1,...,>ci_1 ,Xi) & il polinomio minimo di x, su k(x1,...,xi_1)

Sia ora f1 (X1) il polinomio minimo di Xy onde ker Y =(f1);
siano inoltre f2(x1’Xé)’f3(x1’XZ’X3)""’fn(X1’"”Xn) tali che
(£ (X Ky eeenXy)) = £5(xy X5, 005X ). Si ha allora

7

’}‘71(70‘) = ker Y +(f2(X1 ,X2),...,fn(X1,...,Xn) =

(f1(X1),f2(X1,X2),...,fn(X1,...,Xn)) c.v.d.

(d) =—=(c') Posto m, =0 X fi (=grado di fi rispetto aXi)
i
vi sono o, al pit possibilita di scelta per la prima coordinata

{2
¥, di un punto di ) (‘39) che & radice del polinomio z, (X1),quin-

di m, possibilitd al pil per la seconda coordinata Y5 che & ra-

dice di f2(y1 ,X2),ecc.; i punti di 6&/(’33) gono dunque al pil

m1m2,coo,mn-
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(c') =—==(a) - 5i indichino con

=(y§l),yél),...,yr(ll)) (1aiem) gli zeri algebrici

y(i)
di U (4) (si ha m31 per il corcll.4 al teor.9 o,se si vuole,
per il coroll.2 al teor.8,Cap.III) e sia fi(X1) il polinomio mi-
nimo di ysi) .Allora il polinomio .%; f&(X1) gi annulla in tut-
ti gli zeri algebrici diqr(‘(f’) e d;;ue su‘l}'(‘d’); si ha pertan-
to f/}— fi(X1)€ 5’(@’(3:)) =5‘° . Ne segue,essendo?‘vprimo, che
alme;; uno dei fattori fi(X1) sta in ?:. Supponiamo quindi,ad
esempio, che sia f1(X1)€‘<‘fJ .

Si ha dunque f1(x1)= 0 , onde X, & algebrico su k. In modo

analogo si prova che XogeensXy sono algebrici su k, onde si ha

dimco'(?a) = gt.or.(k[x,,...,x 7/k) =0 .

COROLLARIO - Se dim (V) =0 , V & costituite da un numero

finito di punti e viceversa. Inoltrej(v) & intersezione di un

numero finito di ideali massimali,

m
Dim., Sia V= | Vi colle V, irriducibili, si ha :
i=1

i
dim V = 0 ¢&—> dim Vi =0 (1¢i¢m) .Dalla teor.1 segue subito la
prima esserzione., Inoltre, dalla (6) di prop.5,Cap.III si trae
S (v) = % S/Q(Vi); se dim V=0 , j(vi) ¢ messimale per la
teor.1 e 2:1113. lt'ezsserto.

Nel caso in cui il corpo k sia algebricemente chiuso i1l teor.1

assume la forma seguente :

PROPOSIZIONE 3 - Nelle ipotesi del teor.1 sia inoltre k

algebricamente chiuso ,Allora le condizioni seguenti sono equi-

valenti:




80

v

(2) dim U (¥%)=0 ,

(b) ?ﬁ & massimale,

(¢) U7 (%) & costituita da un sol punto razionale y=(y1,...,xn)

(c") W (%) consta di un sol punto,

(&) Zb & generato dai polinomi X1-y1,...,Xn-yh.

Dim. Osserviamo anzitutto che se k @& algebricamente chiuso
ogni punto algebrico & un punto razionale; inoltre ogni punto
razionale costituisce una varietd e quindi una varietd irriduci-
bile costituita da un n° finito di punti razionali si riduce neceg-

gariamente ad un sol punto.

Tenendo conto d4i quanto precede e del teor.1 si ottengono le

implicazioni (a)c———>(b)= >(c): >(c')
Se ﬂk(ab) si riduce ad un punto esso & necessarismente alge~-

brico (Cap.III,coroll.4 al teor.9) e quindi razionale per quanto

ora detto; dungue (c') ——>(c).
Ricordiamo ora che neli'esempio 4) abbiamo visto che l'ipote~
si @/(73) =y con y razionale implica dapprima (X1—y1,...,Xn-xn)=

= (D (4)) = %e quinai ain? (/)= 0 ; in altre parole si ha

(e) >(a) s (a) c.v.d.

OSSERVAZIONE - Dalla prop.3 segue che se i punti 4di - sono

tutti razionali, cio® se k =K , le varietd di X© 4i dimensione O

sono_tutti e soli g£1i insiemi d4i Kn costituiti da un numero fi-

nito di punti.

Cid perd non & vero in generale.Dal corollario al teor.1 si
pud dire soltanto che una varieth di dimensione O & costituita

da un numero finito d4i punti ma non viceversa.D'altronde gia

D
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sappiero che un punto di x© Fud non essere una k-varieth

(esempio 6 del n°1,7ap.III).

Se K 2 un'estensione algebrices di k si pud dire questo :

la minima sottovarietd di Kn contenente un insieme finito

y(i)= (yglz.,,,yil))(i£1ém) di_punti di K" ha dimensione O .

Infatti se con fgi)(xj) si indica il polinomio minimo di ygi)
il punto y(i) ¢ contenuto nella varietd definita dall'ideale
(fgi)(x1),féi)(Xz),...,féi)(Xn)) che contiene assieme a y(i)
tutti i suoi coniugati e che ha evidentemente dimensione 0,

Se perd X non % estensione algebrica di k pud accadere che
la minima varietid contenente un runto di - abbia dimensione 2 1,
Ad esempio, se K & una chiusura algebrica ai k( T) la minime va-
rietd d4i K contenente il punto T & tutto K. Infatti l'unico po-
linomio ai k[X] arnullato da T @& il polinomio nullo,onde
TECT ) =P ((0)) =k,

Nelle applicazioni si ha molto spegsso K =C e k =C oppu-
re k =/2 . In tal caso si pud tener conto delle due osservazio-

ni precedenti.

n® 2, Significato intuitivo o topologico della dimensione~

Il teorema "Frimbasis".Rappresentazioni nonoidali.

Nello spazio k' si pud introdurre una topologia definen-
do chiusi i sottoinsiemi di K che sono k-varietd algebriche;
che si tratti effettivamente di una topologia (che viene chisma-

ta topologia di Zariski) risulta da cid:

(1) 1'insieme vuoto @ & la varietd definita dall'ideale (1)
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(11) K7 & la verietd definita dall'idesle (0) j

(111) l'unione finita di varietd & una varietd in virth di
Prop.4 ,(2);

(iv) 2l'intersezione di una famiglia qualsiasi di varietd risul-
ta una varietd in virth di Prop.4,(3).

Gli aperti di K sono quindi i complementari d4i certi sottoin-

‘giemi finiti ai X.

Tenuto conto dell'osservazione posta al termine del no 1 pos-

gismo dire : se k =K gli sperti di K sono tutti e soli i com-

plementari dei sottoinsiemi finiti di K, inoltre, se K & un'esten=

gione algebrica di k per ogni sottoinsieme I finito di K esiste

un_aperto non vuoto di K disgiunto da I.

PROFOSIZIONE 4 - Sia £(X,,...,X )e k[X1,...,Xn7; gllora

(1) si possono scegliere successivamente y1,...,yh in oppor-

tuni complementari di sottoinsiemi finiti di K (non necessaria-

mente aperti)(+) in modo che f*(y1,...,yn) #0 .

(ii) supposto inoltre f(X1,...,Xn) N k[X“...,Xn_;}f 0, si pos-

sono scegliere successivemente y1,...,yh_1,in opportuni comple-

(+)

mentari di sottoinsiemi finiti 4i K in modo che sies quindi de-

terminato un numero finito di valori yne K per i quali risulti

f(y1,...,yn ) =0,

(+) Se ¥ & un'estensione algebrica di k si vede,tenendo conto del-
le considfrazioni precedenti, che nell'enunciato si pud sostituire
"gperti di K" agli "opportuni complementari..."
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Dim. (i) per n=1 1l'asserto & ovvio in quanto baste esclue
dere per y, 1 punti di ‘2)‘(:‘1 (X,)) che sono un numero finito,
Si pro~ece quindi per induzicne, scrivendo s

i

o
y o &5 o .
f(x1,onbyxn)"j§o fi(xj’...,xn_1)xn

e scegliendo Yyseees¥,_4 in modo che fm(yj,...,yh_1) ¥ 0 .Dopo

cid si sceglie Yy escludendo per esso quei valori in numero fi-

. . i
nito che annullano il polinomio fi(y1,...,yh_1) X .

i

(i1 )- Poichd f(x1,...,xn)n k[x1,...,xn_1];=’o si pud porre

i
- i o
f(X1,...,Xn) = f; fi(X1,...,Xn_1) Xn con mp1 .
m )

Dopo cid, in virth di (i), si possono determinare successiva-
mente Yyseeer¥,_, in modo che fm(y1,...,yh_1) #0 ; dopo cid
si avra f(y1,...,yh) =0 se e solo se ¥, ¢ una radice del po-

m . .
linomio di grado positivo Z fi(y{"“’yn-ﬁ )Xi'(KEXnJ y CVd.
i=0 ) ‘

La (ii) di prop.4 mette in luce il significato topologico ine-

tuitivo del fatto che 14 dimensione dell'ipersuperficie
U(f(x1,...,xn)) ¢ n-1 ; la possibilitd di scegliere con arbi-
trio "pressoché totale" le prime n~1 coordinate Yyseeer¥p_q PET
poterle completare mediante un'opportuna Iy ad un punto 4i )
Q}’(f) ¢ i1 fatto geometrico corrispondente alla trascendenza su
k delle prime n-1 variabili in k(X1""’Xn]/«f) e all'algebri-

t4d dell'ultima sulle rimanenti.

OSSERVAZIONE - Se il polinomio

I A
— 1
< —_
£(X, 000 T) = 00 £(Ky, 0K )X
i=0

il coufriciente fm(K1,...,Xn 1) di Xi ¢ una costante non nulla
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di k, nel q&al caso f dicesi regolare in Xn, per determinare un
punto di vb(f) 31 possono zcegliere le prime n-1 coordinate
A PERTRED S in modo totalmente arbitrario, Ora, si pud dimostra-
re che esiste sempre un conveniente automorfismo ¢ di
k(X ,...,X] addirittura lineare se k & infinito tale che & (f)
¢ regolare in X (efr, esercizi).

Ci proponiamo adesso di attribuire un significato geometri-
b co intuitiyo alla dimensione 4i una varietd qualsiasi.Cid pud
farsi in pil modi ma in ogni caso si incontrano mgggiori diffi-
colta che per le ipersuperficie; anzi, bisogna riportarsi median- -
te opportuna "eliminazione" di alcune indeterminate al caso del-
le ipersuperficie.

In questo numerc noi daremo un risultato generale (Primbasis)
che pud assumere in certi casi una forma particolarmente signifi-
cativa (rappresentazione monoidale delle varietd) che vedremo suc-
cesgivamente; non ci occuperemo invece del metodo di elimina=-
zlone mediante i1 risultan%i che & il pill completo e il pil clas-
sico ma richiede perd una certa laboriositi,

Si ponga A = k[X1,...,Xn]. Sia V una varietd irriducibile di
dimensione d (0¢ @ ¢n-1) di %" definita da un ideale primo
Vi =(p1,...,ps)A. Tosto A/% = k[x1,...,xg possiamo supporre che
siano algebricanmente indipendenti su k, ciod:

x1,...,xd

(1) k[X19'-0!Kd]m Z) = (O)
e che ogni xi(d+1s'i <n) sia algedbrico su k(x1,...,xd) .

g . . 1 £ - -
Si consideri l'anello A k(X1,...,Xd) [Kd+1’Xd+2""’XnJ e

l'estenszione dify 2d A® ciod l'idealefjf=(P1;...,Ps)Af.

..é..l | o
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; . » . N
Sia 1 ¢ A — A l'immersione canonica.

LETIA 1 = 31 ha

(2) i) = A=,

(b) 1l'ideale Za*é primo,

(¢) 1l'omomorfismo i induce,per passaggio a2l quoziente, un

omomorfismo iniettivo

Vi hge A s
. . L= *
Dim, (a) E' chiaro che i (‘6”‘ yo t N A> 4 ; basta quindi
provare che 1-1(‘@"* e .Ora se ac¢ 1774 "f‘),si ha
i(a)e ’a’o* =(p D )AF ciod a=p,q,+...+pP_q_ Ove q, & A (14ie9)
1,“'9 3 1 1 s e o t S N
onde se h € k[X“...,Xd] & un multiplo comune dei denominatori dei
q; i ha h a¢ zb ; ma o & prino e,in virta ai (1), h/’(fc .Ne se-
gue aé‘dﬁ .
' «
(b) Da (a) segue subito che ‘dﬂ‘é'proprio. Se poi f g¢é ’zf" con
f .
f,g€ A si pud porre
f = f1/h1, g = g1/h2 con f ,8,€A ,h ,h e k[X1,...,Xd'] .
Dalla relazione f g, /h h, € (p1,...,p3)A‘ si trae (liberandosi
dai denominatori) l'esistenza di he¢ k[?(1,...,Xd-l tale che

= T i xr
h fg, € (p,l,...,ps)A P la he& P in quanto vale (1), dunque si

ha f1€'3° oppure gﬁT‘ e quindi fe‘j" oppure geaO'.

(¢) Se & & 1'omomorfismo canonico A — A*'/Tt y posto ¢ =670 1

si ha ker f = i-1(‘?*)= 30, onde,per il primo teorema di omomorfis
smo, 81 ha l'asserto.
Da quanto precede risulta che 3i pud porre

¥ C s . o
A /Lr* = k(XW""Xd) [X,, sese9Xy] sC108 si poszono indicare collo




S L 3
i o«
058 gimbolo le im%_aglni di Xd+1 , ""Xn in A /T .
3
sono algebriche su k(X1,...,Xd) 1t'anello

,o-oyxn

poiche X3iq
%’ & un corpo e 3’ ® massimale; allora, in virta del teor.1
A/

gmmette un sistema di generatori costituiti da n-d polinomi

oK, 1),f’ (Kg,q+Xgpp)s -+ & coeffigienti in (X, ,..000%g)e tall
1

v 3 -
one fi(x1""’xd+i—i’“d+i) ® il polinomio minimo di xd+i.Riducen

4o questl polinomi ad uno stessc denominatore ed eliminando questo

g1timo che & invertibile in A', possiemo quindi asserire la validi

+a delle

PROPOSIZIONE 5 - Colle notazioni precedenti 1l'ideale w¢ & ge-

rato da n-4 polinomi

(X1’COG,X )

(2) f(}(1”"’}(61’ d+1) B (X1""’Xd+1’ d+2)""’ n-4d n

tali che :

(a) il coefficiente di fi(X1""'Xd+i) rispetto %‘Xd+ié un_poli-

nomio non nullo di ,k[X1,...,Xd]

(b) il gredo m,= O f. (gredo di f, rispetto a X. .) & anche il
e SYP i gei! ERSEE 2=
grado del polinomio minimo di xd+i§3]&CX1,...,Xd) [xd+1""’xd+i-1]‘

OSSERVAZIONE - Se X341 2 un elemento algebrico priﬁitivo su

k(X1,...,Xd) deve allora essere m, =1 per iz 2 e i polinomi fi (13 2)
di (2) risultano lineari inX_ .. Se X non & primitivo e k ha

d+i d+1
caratteristica O(+) gi possono comunque determinare, a norma del teo
rena dell'elemento primitivo (si veda l'osservazione finale del Cap.l)

yee+yC_ € k tali che c Xo, q+eeo¥C X sia primi-

degli elementi ¢ d+17d+1

d+1

tivo, Poich® esiste un conveniente automorfismo lineare ¢ di

(+) le deduzioni che ora trarremO SOno valide anche nel caso di un coX
po k perfetto,con un =2l%ro tiro di dimostraziene oh~ aui non daremo.
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k[X1,...,Xn] tale che @ (ch{dH+...+chn)=Xd+1, concludiamo cheg

se k ha caratteriztica O si pud supporre che gli n-d-1 polinomi

foreee,f a4 (2) siano lineari in X X rispettivamente [s1

d+2,0.., n

veda pilt avanti la prop.B].

Ricordiamo che nel Capitclo III,n%1,® stato introdotto l'ideals
A: b sed® & un ideale di 2 e belA; si tengae presente l'ovvia

inclusione &: b D *,

2’...,fn—d

mi (2) di A generanti ‘3‘6‘ yesiste un polinomio ge k[X, ,...,X‘] tale

TEOREMA 2 -(detto"Primbasis").Se f.f sono i polino-

che

(3) = (£t .01 _J) Ag .
Dimostriamo dapprima l'inclusione ¢ .

Poiche $=(p1,...,ps)A c '30* =(f1,...,fn_d)ﬁ:‘l si possono trovare

«

degli elementi hi & A" tali che per ogni i(1¢ig¢s) si ebbia

J
n-d

p; = ;1 hij fj’ Se g¢ kEX1,...,Xd] 2 un multiplo comune dei de-

nominatori degli hij pud porsi hij= gij/g con gi;je k[x1,...,Xl;] .

Si trae g p; ¢ (f1""’fn—d)A’ da cui p, € (f1""’fn-d)A : g, Ne

segue 3

gbc(f1,---,f A & g

n-=d

D'altra parte sia f¢€ (f1,...,f JA : g . Si ha allora

n=-4
fge (f1""’fn-d)A C 4 ,in quanto ogni f, € . Ma ?é Primo e,in
virth d4i (1), g{‘zv sdunque f€’P .Cid prova l'inclusione opposta

-‘a: D(f1,...,fn_d)A : 2 donde l'asserto.

OSSERVAZIONE, Come risulta dallas dimostrazione ora fatte l'inclu-

siene ) vale qualunque sieno f£.,...,f _.in‘pe g/‘p sciod : se
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g{c’*/jo si ha ‘a'th)U g .

(i)

;f‘ebrimo,t)ﬁf‘fo e n

Come complemcnto al teorema 2 si ha la seguente

TROPCSIZICHE 6 - Se W ",'1u U'.'!m & unz decomposizione

ridotta in varietd irriducitile di %V(f1....,fr_d),11 polinomio g

|

[9)
(a3

|

e compare in (3) si annulla su '.‘J1u v.)',’.'m,

Dim. Sia infatti f¢ "3’3 un polinomio nullo su V e non su W1 (un

otk

tale f esiste, altrimenti si avrebbe ¥ C P (& (V))=V). Si ha, per
il teor. 2, fgge(f1,...,fn_d)c éf(w1) che & primo; dunque,poichd
re T (3'71), si ha geS ('\'/1). Analogamente si prova che ge&"(wz),

ecc.

OSSZRVAZIONE - Si potrebbe dimostrare che %V(f1,...,fn_d)  una
varietd pura di dimensione d; bisognerebbe perd far ricorso & un
teorema difficile anche se intuitivos: il cosidetto Hauptidealsatz.
Quindi =i ha dim Wi=d (1¢i<n) e,se ¥ = W1u 0aC L)Wn, dim W =4 .

In ogni caso si pud dire: la varietd definita dai polinomi

f1, RS i in generale consta 41 V e di un'altra W; esiste perd

n-4a

- un polinomio g passante per W tale che 1 polinomi nulli su V sono
tutti e soli i polinomi che moltiplicati per g stanno nell'idesale

(f190009f ).

~ n=-d
19 2511 ) 2
¥ PROT:SIZIONE 7 - Si ha, colle notazioni precedenti :

{ve U 0p)|eln) #o)={ye V(£,..00t, 3)] &) # 0]

Dim. ¢ & evidante; infatti se y¢ V(‘Jc) si ha , a fortiori

¢ ¥
y (f,0000f, 4

Proviamo D . Sia yé€ g (f1""’fn-d) tale che g(v) # Os basta

‘ , : . | | s
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provare che i polinomi Pysee.y b, generanti a‘o sono nulli in y .,

Dal teorema 2 si ha : D, g€ (f1""’fn—d) per ogni i (1£ie¢s) da

cui Fi(y)g(y) = 0 in quanto y e V(fﬂ”"fn—d) - Poiché
g(ly) #0 e K & integro si ha Fi(y) =0 (1¢ic€s ) . c.v.d.

L'interpretazione geometrica della dimensione d di V = (‘5@)
sl pud trarre appunto dalla Prop.7. Infatti grazie alls prop.6 e

n
posto m, _-_a f., si ha che il coefficiente di X . nel polino-
. Xc'i«b—i * S

mio £, (X,,... »X3,;)% un polinomio non nullo di k[X1,...,Xd] che
possismo indicare con hi(X1”"’Xd)'

Sia allora (‘y1,...,yd) un punto di Kd che non annulli il poli-~

n-4
nomio g(X,,...,X )T h,(X,,...,X.). In corrispondenza a tale
1 d 1=1 i d

punto (y1,...,yd) che, a norma della prop.5,possiamo scegliere in mo-
do"sufficientemente arbitrario"si possono determinare successivemente:
degli elementi yd+1,yd+2,...,ynin K rispettivamente radici dei polinomii
f1(y1’""yd’XdH)’f2(y1""’yd’yd+1’Xd+2)""’fn-d(y1""’yn—1’Xn)
che sono ancora di grado rispettivo m, ,m2,...,mn in quanto i loro
coefficienti h ,h,,...,h ¢ k [X1,...,Xd] per ipotesi non sono an-
nullati da (y,,...,7;). A norma della prop.7 il punto T=(Fyreeeryy)

cosl ottenuto & un punto ai V' (‘).

OSSERVAZIONE ~ La varietd ¥ (% )N 9 (g) & effettivamente una va-
rietd proprie ai ¥ (4) e quindi 4i dimensione £ d-1; se infatti
‘0’( *'3:» )n e (g) =U¢( ‘3‘: y,dovrebbe aversi ¥ (g)> V¥ (30 Yda cui
ge & (‘v’(‘gﬁ)) =f> ¢+ essurdo.

Si potrebbe vedere, sempre ricorrendo all'Hauptidealsatz, che
WP ( 42 )n P (g),in quanto.intersezione di una varietd irriducibile

4i dimensione d con una ipersuperficie non rassante per essa,® una
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arietd pura di dimensione 4-1,
v

Riassumiemo qui, nel seguente enunciato,le conclusioni cul erg-

veno pervenuti nell'osservazione successiva alla prop.5.

PROPOSIZIONE 8 - Se k ha caratteristica O, previo un oppor-

+uno putonorfismo lineare di k[Xt,...,X”] , €1 ha : ogni polino-
tuno &

fi(X1,...,Xd+9(2éisn—d) che compare in (3) & lineare in X

mio

e

gqunque_¢& del tipo :

d+1

— \
(4) fi(X1 1 .'.,Xd+i)- gi(x.‘, .’.’Xd+i—1 /+hi(X1 ,ooc,Xd)Xd+i

Gfere gi“f[X1""'Xd+i—1]’ hy€ k[XV“”Xd] ’
I polinomi (4) vengono denominati monoidi . Pertanto si suol

dire che i polinomi (4) assieme a f1(X1,...,Xd+1) forniscono unsa

n0-

nte rappresentazione monoidale della varieté.'vw ?).

inoﬁ;: Ricordendo la costruzione dei polinomi f1""'fn-d come genera-

) tori 4ai ?O'Che ¢ un ideale deli'anello A* ,in cui ogni polinomio
non nullo di kEX1,...,XdJ ¢ invertibile, si vede che i polinomi(4)

- possono essere moltiplicati ciascuno per un polinomio non nullo

) ) a1 kEX1’--'de] senza alterare le sucecessive deduzioni., Poseiemo
quindi supporre che i coefficieanti di Xd+iChe compaiono nei polino-

1 mi (4) sieno tutti eguali ad uno stesso polinomio h(X1""'Xd)’

5i ha la seguente forma perticolarmente forte del Primbasis,

TEOREMA 3 - Siano :

f1(X1,...,X

d+1)'
£ -
2(X1,...,Xd+2)-g2(X1,...,Xd+1 A2 O PPRURE 90 S

Yt e s 0 s e evseer et e

~
-

: l:'.".’V‘f):"-"n_d(XA],.‘.,Xn—1)+h(XT,.'.,X

d)Xn !

T kR T Rt Vbt R R | B 4 28
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dei polinori di k[x1,...,2n] (caratteristica di k=0) costituenti

. una rappresentazione monoidale della varietd di dimensione 4 de-

finita dzll'ideale primo 15 .

Si ha allora @

(a) esiste un intero m tale che :

m
? = (f1,f2,.‘.’fn—d) : h ]

(b) per ogni_punto (y1,...,yd,yd+1) dell'ipersuperficie di

Kd+1 definita da fv' tale che h(y ,...,y‘) # 0 si he uno

ed un sol punto ¥y _d_;_‘ﬁ’(go) avente come prime coordina-

te Yyseeer¥ge
Per evitare una pesantezza di notazioni noi dimostreremo il

teorema 3 in un caso particolere n=3, d=1. Tuttavia notiamo che
i1 procedimento dimostrato & identico nel caso generale e non vi &
alcvna difficolta sostanziasle a estendere il ragionamento che fare~
mo ora. In sostanza noi dimostreremo i1 teorema per le curve dello
spezio ordinario (2 veré che k pud essere supposto soltanto di carat
teristica O,ma cid che interessa s0no le /R -curve o le £ -curve

J di 4'3) e con cid avremo dato le proprietd fondementali delle va-
rieth ai €.

Ci serviranno alcune premesse,

ISMA 2 - Siano A un anello fattoriale, £ e & due polinomi

non nulli di A[X] tali che m.c.d.(f,g)=1.

Egiste allora un elemento non nullo a€ A tale che aé€ (f,g)A[X]-

Dim, Sia X il corpo delle frazioni di A, Poniamo f=a £',8= b &'

con f' e g' primitivi. Si ha allora (cfr. ad es, P,SAIMON Appunti

di Algebra) m.c.d. (f',z')=1 in K[X] ,onde si pud scrivere
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1¢ (£',g" K[X] .Elirinendo i denomirnatori si trae 1'esistenza di
¢ #0 in A tale che ¢ & (f',g')AlX],onde moltiplicando per ab

COROLLARIO 1 - Siano A un snello fattorizle 3 un'estensione

——————

ai A[X], 4 un idecle primo di B talc che paor=0, HnAx]#0.

Allora l'ideale Tn A[X) & principsle .

Dim. Sia f #0 , f¢€ ¥ N AX] 9f,0; un tale f esiste per le
ipotesi fatte, Poiche N AlY]) & primo almeno uno dei fattori ir-

riducibili ai f, sia f = a +a1X+...+aan, sta in 40 A[X] . Se

o
g€ drﬂ A[X], ma g)’{(f1 JA[X], dal lemma seguirebbe l'esistenza
di a #0 , a € %nn A : assurdo; dunque ‘4 NA[X] 2 1l'ideale prin-
cipale generato da f1 .

La seguente prorosizione costituisce un complemento di evidente

interpretazione goometrica ail teoremi 1,2,e 3,

COROLLARIC 2 - Se V & una varietd irriducibile di dimensione 4,

_s_g‘g*) =3‘(V) soddisfa alla condizione (1) e se i polinomi (2) gene-

© reng ‘ao*,il polinomio irriducibile f1 (X1 ""'Xd+1) & un generatore

dell'ideale principale “fr 0 k[_’ﬂi1 veeerXy, 1.

Dim., Se si prende Ad{fXT,...,Xd], XKg,qo B=k[X1,...,XnJ segue

subito dal coroll.l che l'ideale primo "{“" k[x1,...,xd+;é princi-

pale e dunque & generato des £, (X1, ""Xd+1) che ¢ irriducibile,

Ecco come si enuncia il teor.3 per le curve dello spazio grdi-

nario.

TEOREMA 4 - Siano k =8 ok =€ K =C A =x[X,Y,2]|. Sia
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£(X,Y)

£(X,Y) - h(¥)Z
3

18 raprrecentazione monoidale di una k-curva irriducibile di K

gefinita da un idezle primoe ‘30 .
am——— B

Si ha allorsa :

(a) eciste un intero m tale che

m
T:(f,g—h z) :+ b,

(v) per ogni punto (x,y) della curva piena ¥ (f) tale che h(x)# 0

vi & uno ed un sol valore di z tale che (x,y,z) € ¥ (a“’).
u\l‘ol\‘fh'na

27

(a) - La validitd di 2 2 gi& stata acquisita nell'osser-

‘7
Dim.

m——r

vazione seguente il Teor.2. Dimostriamo dungue € e sia p(X,Y,Z)
un elemento di‘ab .
Sia S 1l'insieme delle vnotenze intere positive di h:S=£1,h,h2,...}A

e sia AS l'anello delle frazioni aventi a numeratore polinomi di A

e a denominatore elementi di S,
Foich® g-hz &€ "ac ,si1 ha allora:
g =2 € A..
2 s
Ogserviamo che si ha :

p(X7Y12>"p(X9Y75_) € (ﬁ -Z)AS (O)
h h

(°) Si tiene conto di questo fatto: se ai(1si§n),x,y sono elementi

1 . n .
di un anello 2 si ha Zai xl—_; a, yl € (x-y)A 0, in altre parole
t=1 =14 -

i _ i . . i i _
Zai X —Zai v mod (x=y)A. Fd infatti si ha : Zai X -Zai y =

' =Z ai(xi-yi) =Z'ai(x-y)(xi-1+xi-2y+---)€(X'Y)A-




e quindi  p(X,Y,- g) ¢ A
RS s

Si pud porre p(X,Y,- g) = P, (X,Y) con s intero opportu=-

h s

h

, t
po. Quindi da 31 ¢ ;aoAs si ricavas, per t opportuno h p1

hS

gpoiché‘a’v‘épz'imoeh/‘ﬁ:p1e7o .
Ma D, e k[X,Y] ,onde p, € —30 N x[X,Y] = (£) x[X,Y] per i1
corollario 2 el lemma 2, Da quanto precede risulta allora che e=-

giste qe¢ k[X,Y] tale che

p(X,Y,- g) =£fg da cui (cf.(°),pag.93)

h hs

P(Xysz)"’ 2’_9_ £ ( £ -Z) AS.

hs h

Iiberandosi dal denominatore h si trova un + tale che
ht p - fq & (g-hZ)A da cui :
n® pe (£,8-n 2)4 .

Va perd notato che l'intero t cosl trovato dipende da “f Se
quindi PyreserPy & un sistema di generatori 4ai 33 éoaaia.mo di-
re che per ogni pi(15 ig¢s) esiste un intero m, tale che
pic(f,g_hz),hmi. Posto allora m = max § mii si ha
P, € (f,g—-hz)zhm (12i=8) e quindi %<(f,g-hz) 3 ™ c.v.4a,

(b) Segue della prop.7 e dal fatto che l'equazione g(x,y)-h(x)Z=0

ha unae s-una sola radice,

Il teorema 4 ci dice come "deve essere fatta “una curva irri-

ducibile dello spazio;perd non dice niente sull'effettiva esisten-?

za d1 curve dello spazio, I1 seguente teorema,che & in certo senso
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.

ltinverso del teorems 4, dice in soctanza che le rappresentazioni

monoidali dinno luogo ad effettive curve dello spazio.,

TEOREMA 5 - Siano f(X,Y), &(X,Y), h(X,Y) polinomi di k{X,Y]

telli che § £ sia irriducibile g ed h signo primi tra loro, h non

gia multipleo 4i f.

S1 ha 8llora :

(a) esiste un intero m tale che l'ideale

-'aq: (f,8-h2) : n™

¢ primo ,

(v) ﬂ)’(‘ao) & una curva irriducibile dello spszio,

(c) se & =(f,g-nz), ¥ () & costituita da ?‘(‘Jr.») e dalle rette

parallele all'asse Z che intersecano il piano Z=0 nei punti

(x,y) comuni alle tre curve f£=0, g=0, h=0,

Dim. (a) - La catena ascendente
2
AC K:h C O:h° C..... C K: 1™ = s n® 1=
¢ stazionaria a partire da un opportuno intero m.

Vogliamo appunto provare che l'ideale 3 PR Sl S primo., Supponia-

mo che sia

mn

paqé HM:nh cioe

" pq € (f,8-h 2)

Nell'anello k[X,Y]S , dove S ={1,h,h2,...} si ha -

-

n® p(X,Y, g) a(X,Y,g) € (£)
h h

da cui,posto p= P, »a=a

2

con p,, q, € k{X,Y] ,si trae una re-

hI‘ hS

lazione del tipo

8® p, a € (£) K[X,¥]
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Poichd per ipotesi f & primo e hg/(f) si deve avere p, (op-
pure q1)é (£) ; sia p, € (f). Ne segue :

p(X,Y,8) € (£) k[X,Y]g
n

da cul @

p(X,Y,2) € (£,g-2) x[X,¥,2)
b

‘]! 4donde liberandosi dal denominatore ,una relazione 3
n' pe& (£,8-n2) = N
Ne segue 7p¢€ >, hic 5!‘: h® .
(v) I1 polinomio f(X,Y) & irriducibile,dunque non & costante e
contiene effettivemente la X oppure la Y, supponiamo lj Y. Mostria
mo allora che in A/‘p E k[x,y,z] X & trascendente (dove A= k[X,Y,ZJ).
In caso contrario esisterebbe p(X)¢ k[X], p(X) ¥ O tale che
p(x) = 0 dunque p(X)e¥ . Cid implica :
ph € (f,g-h2)

da cui ponendo 2 =g ,si trae per r opportuno
h

ph’ € (£) x[X,¥]

Poiche h ﬁ/(f) deve aversi p/e/(f) ma cid & assurdo perch® p
contiene s0lo X ed ¢f contien:M Y.

La relazione f(x,y)= O mostra che y & algebrico su k(x) e
da g-hz=0 si trae che 2z & algebrico su k(x,y).

Cid prova che gr.tr.(A,é, /k)=1 come volevasi.

(¢) Sia (x,y,2z) un punto diQ)'(bt)' tale che h(x,y)= 0. Allora
deve aversi f(x,y)= 0, g(x,y)-h(x,y)z = g(x,y) = 0, dunque (x,y) &
un punto comune alle tre curve f#O, h=0, g=0 ed ?gni punto  del-

la retta parallela all'asse Z e passante per (x,y) sta suqy (% ).

-
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Viceversa -é chiaro che ogni punto (x,j,z) tale che
£(x,y) = g(x,y) = h(x,y) =0 appartiene & ¥ (Q).

Sig invece (x,y,2z) un punto di W (k) tale che h(x,y) # O
dalla prop.7 segue allora che (x.y,z) € V(T).Poiché?)’ (PYc qy(cﬂ)

1'asgerto ® completamente dimostrato.

n® 3 - Curve razionali.

sieno o (1) , f (1) , ¥ (T, $(1) polinomi dell'anello
k1] tali che : p #O & #0 , ot efi sono primi tra loro, Jy e

S gono primi tre loro e almeno una delle due funzioni razignall:

(T) = o (T , m (1) =Y(T
. 21 M 2 (r)
A (T) S(1)

non & costante., Supponiamo, ad esempio, ? non costante.

IEMMA 3 - Sia f£(X,Y)€ k[7,Y] . Le due seguenti condizioni so=

no equivalenti

() 0 E(M , M () =0

(b) se (x,y,t) 2 un punto ai g3 verificante le relazioni
x = S’ (t)

Ly e v

gi ha : f(x,y) =0 .

y

Din., (&) ==>(b)

£(g (1), (1) = £.(1)
’ AT(1) §%(T)

da cui :
£(g(t), *L(t)) N £, (%)
BT §%(8) :




Per j_potc?si gl ha f1(’I‘) = 0 , onde f1(t) =0 e da cid

f(X!y) =0
(b)-—l——:}(a) . Per ogni te ¥ +*ale che () £0 , S(t) #0 si

‘(dg) jonge X =f(t) y Y ="'z("c) . Si ha allora

0 = £(x,y) = £(§ (£), m(£)) = £ (£)/ 3 T() §°(+)

Da cid segue che f%(T) 91 annulla per infiniti valori di 1" e
quindi @ mullo ; allora si ha f(g (T), m (1)) = 0.

Si consideri il Xk-omomorfismo

ny 1 k[X,Y,T] - k(T)
dgefinito da Ay (X) =5 (1), "f(Y)='Vl(T), Y(1)=T ; siai 1'im-
mersione di k[X,Y] in k[X,Y,T] . Posto allora ¥ = Yt o 1,938 11

k-omomorfismo ¢ : k([X,Y] —— Kk(T) definito da

f (X) =f (T) , () = m (1)

COROLLARIO - Le due condizioni (a) e (b) del lemma equival-

gono a questsa s

(e) f£(X,Y) ¢ ker 9 ,

Poichd 1 due polinomi A (T) X = o (T) e §S(T)Y - ¥ (1) ap
partengono a kerd e, per il lemma 2, esiste un polinomio non
nullo g(X,Y) tale che i

g€ (B x-o, 5 ¥y)x[X,7,1
« 8L ha g ¢ kerv N k[X,Y] =kery ,
Dunque ker ¥ ¢ un ideale non nullo di k(X,Y]) .Inoltre ker ¥

M e

L'ideale ker Y N k[X] & nullo, Altrimenti esisterebbe un po-

linomio non nullo p(X) € k[X] tale che p(}'(T)) =0 ; cid & assur-

do perchs f(I‘) non @ costante e quindi & tracocndoile gu k(Cap.II,no3)
TS,




Dal coroll.? gl lemma 2 si trae alloTa che ker Y & un ides-
je primo principale generato da un polinomio irriducibile £(X,Y)
P e .

ipn cui compare effettivamente Y.

DEFINIZIONE - La curva piansa irriducibi}’_‘em’g_‘ definita dall'uni

v,’,’————'—"-

oo (a meno di elementi di k) polinomio Ji‘r‘zji_qu}cvibile f@.Y) poddi-~

gfaciente alle condizioni (a),(b) del lemma 3 dicesi curva piang

rezionale descritta dal polinomig (T) e 'L(T), ., Le relazioni

§ (t)

y = (%)

1]

X

(1)

diconsi le equazioni parametriche delig' curve C razionale in gqut
stione (al veriare di t in K- \7(/3{) 1e (1) formiscono punti (x,:
appartenen‘ci a C.

Poniamo ora P = kery j ‘aﬂé primo perchd Im7y < k(T).
Voglismo dimostrare che, dim W () = 1. Abbieno infatti .Y
visto che O =kerg N kXl = 0 k[X) ; oid prove che 1'imma-
gine x di X in x[X,Y T]/)&g 3 trascendente su k, Inoltre dal fatt
che f(x,'f)vp ,ﬂ (7YX~ A(T) € '30 si trae che le immagini 41 ¥

T in k{X,Y,T} /3—, sono algebriche su k(x). Da oid segue
gr.tr.(kD(,Y,Tyﬁzﬂ /) = 1 donde l'asserto.

J'\.llora,in virtd del teorema 2 esistono un polinomio g(}(,‘{;'ﬂ)
% un polinomio n(X) tali che ’

'ao = (£(X,Y), &(X,Y ,T)) s h(X)
e, per la prop. T - e : ,
{(x,7,6) €V (F) | n(x) #0j= { (x,y,0)€ T (£,8) | B(x) %Oj

. Supponiamo che g(X,Y,T) sia un polinomic di grado n rispetic

(v T a coefficienti in x(X,Y] ; dal teorema 2 risulta che 1l coef!

. —
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sente di T in & & un polinomio g (X) ai k[x] .

Ne segue che se (x,y) & un punto dellas curva razionale £(X,Y)=0
ed x non annulla il prodotto h &, sl trovano n valori t1,...,ﬂ
(non necessariamente distinti) tali che i punti (x,y,t1),...,(x,y,'
stenno in W(%) .

Come abbiamo visto i polinomi B (T)X - (T) e g(T)Y - y(1)
gtanno in a? . e segue che ogni punto (x,y,ti) (1€ 1 €n) verifica
le relazioni A2 (ti) x- d(ti) ==g(ti)y - K(ti) =0 ciod :

x =i§ (ti)
y =" ()

3i ha quindi 1a :

PROPOSTIZIONE 9 - Ad ogni punto t della retta K tale che

() #0 , g(t‘) #0 le (1) fanno corrispondere un punto di Oy

viceversa ogni punto (x,y) di C che stia fuori da un numero finito

di punti d4i C proviene da n punti t1""’tn di K. Brevemente ¢

le (1) pongono una corrispondenza razionale "di tipo L1,n] " tra

i punti i C e i punti di X con un numero finito di eacezioni,

In realtd si pud dire ben di pid sfruttando,come vedremo,il
teorema di ILiroth ;precisamente, cambiando eventualmente il para-

metro t si pud stabilire una corrispondenza birazionale tra i pun-

t1 41 C e 1 punti di K, ciod una corrispondenza razionasle biuni-
voca (ossia di tipo [1,1] )con un numero finito di eccezioni ovve-
ro, brevemente, una corrispondenza razionale generalmente biunivo-

ca, Cid & conseguenzs del

TEOREMA 6 - Sia C una curva piana irriducibils, Le seguenti

eondizioni sono equivalenti
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(1) ¢ & razionale,

(11) il corpo k(C) delle funzioni razionali di C & isomorfo

a k(T) = corpo delle funzioni razionali di una retta,

(111) i punti di C , ad eccezione di un numero finito, sono in

corrispondenza birazionale coi punti di una retta.

T
Dim. (1)=—=p(ii) . Usando le notazioni precedenti,l'anello

delle coordinate k(C] & isomorfo = k[g (1), M (7)) , dunque si
ha s k(C) k(j: (T),*L(T))ﬁ'k(T), dove 1l'ultimo isomorfismo
segue dal teorema di Liroth.

(11)=—>(1i) . Se £(X,Y) & il polinomio definente C , x,¥ aono
le immagini di  %,Y in k[X,¥]/f si hanno gli omomorfismé suc-
cesaivi

£ J g
x [X,Y] — k[x,y] c—s k(x,y) = k(T)

Posto ¥ = 60 1 0T e §(T) =L (X) , M (T) =3 (¥) siha
f(j (1), y) (T)) =0 e quindi C & razionale .,

(1)==>(4i1) . Siano j: (T) e m (T) 1 polinomi di k[7] defi-
nenti la curva razionale C mediante le equazioni parametriche
x =5 (t), ¥y ='VL(1:). Per il teorema di Luroth il corpo k(j (T),‘Q(T))
contiene un elemento primitivo,ossia un elemento (trascendente su
k) T = g(j (T),"'L(T)) tale che k(j- (T),"L(T)) =k(T'); valgono
1 ')'C(T'). Poiche,

percid anche le relazioni Je(T) =j (T, Nl($).
se £ definisce C, si ha : f(§ (T),%(T)) =0 si ha anche

f(j r(r*), m' (1)) =0 ,onde X=f (t'), v =*L'(t') sono una se-
conda rappresentazione parametrica di C. Sia (x,y) un punto di C
proveniente da un certo valore t nella prima rappresentazione para-

metrica e da un parametro t' mediante la seconda rappresentazione.




S0no

Sug-

L-

), (7))

10

e, .

para-

Lone.

Dall'identi:bé. Tt = g(j '(T'),’z'(T')) si trame +t'=g(x,y) e oid
prove che vi & 11 sol valore t' che pud dar luogo al punto (x,y)
quando si prenda la seconda rappresentazione parametrica,

(111) ==» (1) & ovvia , in quanto le relazioni x =f(t),
p ,m(t) che forniscono la corrispondenza birazionele, danno anche

18 equazioni parametriche della curva £ =0 ,

ESEMPI - Le coniche sono curve razionali (si vedano gli eser-

oizi).

Ta "cubica cuspidata " data dal polinomio }(2-‘1‘3 & razionalet

1e sue equazioni parametriche sono x =t3, y = t2.

OSSERVAZIONE - Date n funzioni razionali
. - ,
f1(T) ,...,jn(T) di k(T) & ben definito l'ideale primo 34 ai
k[x1,...,xn] costituito dai polinomi f(X1,...,Xn) tali che
f(j 1(T),..., n(T)) = 0 ., Estendendo opportunamente le considera-
zioni precedenti si pud vedere che V(ao) & una varietd di dimen-

sione 1 che dicesi curve razionale d4di Kn definits dalle equa=~

zioni paresmetriche X, =j1(t),...,xn =? n(t).

La prop.9 e il teor.6 sono validi anche per le curve razionall
ai g7,

Naturalmente, si possono definire in modo del tutto analogo an-

che le superficie e, piu generalmente,le varietd razionalis ci

vorranno,nel caso; due o pil parametri in luogo dell'unico pare-

metrs t ocvorrente pEr Le curve,
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CAPITOLO V

GENERALITA' SULLE VARIETA'PROIETTIVE

n°{1 - Ordine di una ipersuperficie affine- Coni.

Sia f(x1,...,xn) un poliromio di grado totale m di
| k[X1,...,Xn] definente l'ipersuperficie Zf(f) ai ¥%, Si dice
che m & l'ordine di ¥(f) (ed esempio,le coniche hanno or-
dine 2, le cubiche piane hanno ordine 3, le quadriche dello
spazio hanno ordine 2, ecc.).

E' facile verificare che ogni retta di K" non contenuta in

lf(f) interseca Zf(f) in m punti al pil e sotto opportune 1ipo

tesi una retta interseca Q}(f) in m punti distinti. q

‘Sia ora f un pqlinomio omogeneo di grado totale m. Se
y=(y1,...,yn) € K* & un punto di Q}(f) si ha f(y1,...,yn) = 0,
e se te K anche il punto (ty1,...,tyn) sta su U (f) in quanto
f(ty1,...,tyn) = t® f(y1,...,ym) = 0, Ora si vede facilmente
che tutti i punti (ty1,...,tyn) sono tutti e so0li i punti del-
le retta congiungente l'origine (0,...,0) con ¥y =(y1,...,yh).
Si ha dunque,da quanto precede : una retta uscente dall'origine
e passante per u.n punto di 'U'(f) sta su 'l/"(f). Se invece y¢ 'l}(f),
ciod se f(yT,...,yn) #0 si ha : | .
2(87 4000st7,) = £ £(y,,..007,) =0 &> t =0 ,o0s8ia 1 lem
intersezioni di %f(f) con una retta uscente dail'originé e non

&lacente su Qy(f) coincidono tutte colltorigine.E' per questo




(r7,

motivo che ?f(f) viene denominato cono con vertice nell'ori-
gine, e l'origine dicesi un punto m-uplo per ’?)'(f).(+)

Pilt generalmente una varietd V dicesi un cono se :
y= (yy0eesy)) € V =1ty = (t7,,...,%5, )€V per ogni t¢K;
ciod V & un cono se ogni retta congiungente un punto di V col-

1'origine sta su V.

n® 2 - Ideali omogenel nell'snello gradueto dei polinomi,

Si ponge A = k[X,,...,X ] e si indichi con A 1l sottonodu-
lo 41 A costituito dai polinomi omogenei d4i grado totale m,det-

t1 anche forme di grado m. 3i he

A = Z A (somma diretta)
m
mzo

Se f =Z fi , con figAi si dice che fi ¢ la componente omoge-

nea di grado i d4i f .

Un ideale Ol di A si dice omogeneo se per ogni f ek tutte

le componenti omogenee di f appartengono ad ﬁz .

PROPOSIZIONE 1 - Un idecle & omogeneo se ammette un sistema

di generatori costituito da polinomi omogenei,e viceversa,.

Dim., Sia Ol un idesle omogeneo e sia f1,...,fq un sistema di

(+)Quest'ultima denominazione & da mettersi in riferimento colla
terminologia che si usa per i punti cosiddetti "singolari" delle
ipersuperficie;lo studio dei punti "semplici" € di quelli singo-
lari presenta tuttavea difficoltd gik nells definizione e qul non
‘pud aver luogo.

—L—_——
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generatori d4di 8 sle componenti omogenee di ogni fi stanno in 4
e la loro totzlith,al variare di i (1¢i¢q) ,costituisce meni-
festemente un sistema di generatori 4i .

Viceversa,sia f1,...,fq un insieme di forme che generino
11ideale N :+ supponiamo ’()fi = i(1¢i¢q). Sia h €7 jsi ha al-
lora h =i &; fi con gie A. Sie giz Zgij la decomposizio-

i=1 .
ne in componenti omogenee di g, con 0, gij = j 3 si ha allora

h = 2 gij fi .

i,

Sia ora h = Z hr con ?hr=r ls decomposizione in compo=-
nenti omogenee di h ; deve gllora essere hr = Z: gijfi’ Cid

i+ j=r
prova che hr(dz e dunque ¢t & omogeneo.

PROPOSIZIONE 2 - Signo Gt & lp ideali omogenei di A. Allore

gli ideali 01+29 ) (7(079 ,0127 sono omogenei.,

Dim. L'omogeneita d4i G+l e di ANl seguono subito dalle
definizione di ideale omogeneo; invece 1'omogeneita di 01&» vie-
ne immediatemente dalla proposizione precedente,tenendo presen-=

te che il prodotto di forme & ancora una forma.

PROFOSTZIONE 3 - Sia & un ideale omogeneo; sllora U (a&) 2 .«

un cono con vertice nell'origine.Viceversa, se V & un cono ¢on

vertice nell'origine, 1'ideale J (V) & omogeneo. i’

Dim. I1 primo psserto si ottiene riconducendosi al caso del-
le ipersuperficie visto nel n°1: se & & omogeneo,dunque gene-
rato da forme f1,...,fq e se yE€ V(g) =i hay fi(ty) = O per
ogni teK, ciod (&) & un como .

Y

Sia, viceversa, V un cono con vertice nell'origine ed
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q
£= 1 e T(v) ( Jf;=1). Se ye V deve aversi (ty)eV
1=0

per ogni teK j;onde:

0=f(ty)= £+t f1(:.')+...+tqfq(y) per ogni te K .

Poicht K & infinito,dal principio d'identitd dei polinomi
deve essere f°=f1(y)=...=fq(y)=0; cid deve accadere per ogni

yeV per cui si trae fi € &(V) come volevasi.

n® 3 - Spazi proiettivi e varieti proiettive.

Sie 0 = (0,...,0) 1'origine di KnH. Si consideri nell'insie- -
me I =x°H1- go} la seguente relazione di equivalenza:

(yo,y1,...,yn) ~ (zo,z1,...,zn) se esiste un elemento non
nullo t€¢ X tele che y; = t zi per 1i=0,1,...,n.

L'insieme I/~ dicesi spazio proiettivo a2 n dimensioni su K

e g1 denota con TPII{1 sla classe di y=(yo,y1,...,yn) in [Pi si
dice un punto di ‘I'ﬁ. Spesso, con arbitrio di notazione,si usa
indicare tale classe ancora con (yo,y1,...,yn); ma allora
(yo,y1,...,yn) — (zo,z1,...,zn) significa che le y, differisco-
no dalle z; Per un fattore di proporzionalitd .Se

y = (yo,y1,...,yn)€ IPI; si dice che y,,...,y sono une n+t-uple’

di coordinate omogenee di y un'altra n+1-upla di coordinate omo-

genee di y differisce dungue da quella per un fattore di propor-

zionalitd non nullo.

OSSERVAZIONE - Ricordiamo che lo spazio affine 7 ¢ uno spa-

2io vettoriale su K 4i dimensione n+1., Se y= (yo,y1,...,yn) L

¥
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un punto ai Kn+1

distinto dall'origine l'insieme (ty°,ty1,.,,,tyn)
® un sottospazio d1 dimensione 1,precisamente costituito dalla
retta congiungente l'origine con y. Volendo,si pud quindi identi.

ficare ﬁ>§ coll'insieme dei sottospazi vettoriali 41 dimensig.

ne 1 di Kn+1.

. PPK
LEMMA 1 - Sisno y un punto di TPn v (¥oyeees¥,) une n+i-upla

di coordinate omogenee di y e £ un_polinomio di k[Xo,X;,...,Xn],

Allora f @& annullato da una quelsiesi n+1-upla di coordinate

omogenece di y se e solo se ogni componente omogenea di f si an-

-

nulle in (¥oyeeer¥,)

q
Dim. Posto f = é[: fi colle fi componenti omogenee 4i gra-
i=o
do 1 =1 ha :

f(tyo,ty1,...,tyh) = éi%'ti fi(y°’y1""’yn)
e, per i1 principio d'identitd dei polinomi :
f(tyo,ty1,...,tyn) = 0 per ogni iyse e solo se fi(y°""'yn) =0
per ogni 1.

Dal lemmas precedente risulta quindi che un punto di ﬂji potrd
considersrsi "zero" di un polinomio se e solc se tale punto ri-

-

sulta uno zero di un certo numero di polinomi omogenei. Cid glu-

¢

stifica la seguente

DEFINIZIONE - Siano f un polinomio omogeneo di k[Xg,...,X ]
ed y un punto di “3§ . Si dice che y & uno zero di f se f
% annullato da una n+1-upla di coordinate omogenee di y o,cid
che & lo stesso, se £ & annullato da una quals&asi n+1-upla @i

coordinate omogenee di y. Se,inoltre , 0 & un ideale omogeneo
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i k[Xo,...,Xn} si dice che y & uno_zero di ¢ se y & uno zero
dgi tutti i polinomi di & o,equivalentemente, se y & uno zero d4i

tutti i polinomi omogenei di & .

DEFINIZIONE - Se & & un ideale omogeneo di k[Xo,...,XnJ 1'in-

gieme degli zeri di & in ]P}I{1 si dice la k-varietd algebrice

proiettiva amssociata 24 & e si nota con U (&).

OSSERVAZIONE -~ La notazione cosl introdotta pud indubbiemen-
te generare confusione, Infatti, nei capitoli precedenti si & in-
dicato con ’I)’(m) un altro luogo geometrico e precisemente 1l'ine R
gleme degli zeri per 1l'ideale & dello spazio affine Kn'H .Quan-
do s1 studieno contemporanesmente le varietd affini e le varie-
ta proiettive, definite da uno stesso ideale omogeneo &4 ,pud es-
sere allora utile indicare con U;(ﬁt) la varietd proiettiva de-~
finita da & in Pn e con Ua(&) la varietd affine definita da

# in Kn+1. Come sappiano dalla prop.3 la varietd Ua(d‘z) ¢ un

cono con vertice nell'origine 4i Kn‘H s si suol dire che 'Zfa(&)

¢ 11 cono affine associato alla varietd proiettiva Y)P(JZ).

" . 2,2 2 ,
BSEIIFTO - Sia ([ = (XG+X(-X) ideale ai x[x,, %%, . ’Z);((ﬁz)

¢ une varietd di P2 che dicesi conica proiettiva in quanto

luogo di zeri di un polinomio di secondo greado.

/Ua(()L) ¢ il cono 4i k3 definito dalla quedrica X§+X$-X§ .

n® 4 - Parti affini 41 una varietd proiettiva,

, (¢) _n 7K
Si consideri l'applicazione (F 1 & —> Pn cosl definitas

(<]
(f( )<x1 ,x2,,-oyxn) e (1,x1 yxzyo..,xn); tale applicazione é evi-
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dentemente iniettive e permette di immergere Kn nel gotto spa-
. . (°), ny .. : (°)_ (®)/pn
zio affine q (k") di W)n . Si ponga An = ¢ (k) .
Anslogamente, se i & un intero < n si pud definire 1'immer-
sione ?(1): Kl —s an. mediante:

(1) _ s (1y_ (1)
@ (xyyeex)) —(X1,...,xi{T,xiH,...,xn), si pome A " =@ "7(gh)

n .
. ) ) (1) .
Si riconosce subito che si ha Ei = }ﬁg An ; ciod: lo spazio

proiettivo di dimensione n @& ricoperto dagli n+1 spazi affini Aéix

Lo spazio affine Aéi) & il luogo dei punti (yo,y1,...,yn)€ W;
teli che y, #O ,ciod & il complementare dei punti di P, talt
che v, = 0 : si sud dire che Aii)é la parte affine d4i an rela-
tiva ell'iperpiano improprio y o= 0.

Se V & una varietid proiettiva di ﬂ?n la varietd affine
V(i)= V'F\Agi) dicesi restriiione affine di V al complementare

dell'iperpieno improprio ¥y =0,

ESEMPIO - Si consideri la conica C 41 WE definita dal po-

linomio f = X§+X3+X1X2 . La parte affine C° consta dei punti (1,x1,5

che sono zeri di f; tali punti sono in corrispondenza biunivoca

coi punti dell'ipervole definita dal polinomio 1+Xf+X1X2; anelo-

L2

gamente C1 si pud identificare alla pafabola definite da

2

Xg+1 +X, e c® & 1'ellisse (cerchio) definito da X§+Xf+X1.

2

Si suol dire che la conica C di ﬂj gi ottiene da Ci(OSié2)

2
mediente l'aggiunta dei suoi punti impropri relativi all'iperpiano

OSSERVAZIONE - Dall'esempio precedente risulﬁé che il cono af-

fine associatc a C ha dimensione maggiore di un'unitd delle parti




gffini di C; questo & un fatto che vale in generale.

OSSERVAZIONE 1 ~ Abbiamo visto nell'esempio precedente come
dalla conica proiettiva C si passa alle restrizioni affini
00,01,02. Si pud anche fare il processo inverso; vediamo ad e=
gempio come da C° si passa a C. I1 polinomio definente C° &
g(X1,X2) = 1+X2+X1X2, allora il polinomio

88(7&19 }Eg =X§(1+ X1)2/X ) X+X+XX2

=1
X X

<] 2]
¢ 11 polinomio omogeneo f definente la conica proiettiva C,
Tele procedimento pud evidentemente generalizzarsi e permet-
te d1 passare da un ideale qualunque Ol (omogeneo o non omoge-~
neo) di k[X1,...,Xn] e un ideale omogeneo U di k[XO,X1,...,Xn]
tele che la restrizione affine di 'U:p( ») allo spazio affine com-

plementare dell'iperpiano X, = O & la varietd affine W(Ol).

OSSERVAZIONE 2 - L'esempio precedente mostra che le restrizio-
ni effini di C hanno tutte la stessa dimensione d (d=1) mentre il
cono affine associato a C ha dimensione d+1. Anche gquesto & un

fatto che vale in generale.

n® 5 - Validitd di risultati per le verietd proiettive.

Si pud definire il cosiddetto anello A delle coordinate omoge-

nee di una varietd proiettiva in modo enalogo a quanto fatto per

le verietd affini e ciod : se X & 1l'ideale omogeneo di
k[XO,X1,...,Xn]definente la verietd proiettiva 'U(ﬁl) si pone

A= k[XO,X1,...,Xn1/c‘T(01) dove J(O) @ un ideale omogeneo per la



prop.3. Tuttavia, volendo definire la dimensione di ly(dz) Mew
diante il grado di trascendenza di tale anello (se & @ Primo) g4
ottiene la dimensione del cono affine. L'osservazione 2 del ne 4
mostra che tale dimensione differisc> éi un'unitd da quella delo
le parti affini ai V(@) che,come s'intuisce,dev'essere la 4.
nensione "giusta", E in effetti si pud definire in modo conveny gy
te (seppure piu complicato del corrispondente nel caso affine)il
corpo delle funzioni razionali di una verietd proiettiva irrimm£
bile ?7(0{) e a2 partire da questo ottenere una definizione 90441
sfaciente di dimensione di una varietd proiettiva,

Questa osservazione,assieme agli argomenti svolti nei numeri
precedenti,mostra che fare una "geometria rroiettiva" & un pd piy

complicato che fare une "geometria affine". Comunque cid si pud

fare e si possono estendere con un pd di lavoro e qualche modifi-
ca, ma senza sostanzieli difficoltd, tutti i risultati inclusi
nei Capitoli IIIc e fV°. Con cid & stata data soltanto un'idea
della geometria proiettiva,ma quanto basta per terminare questo

corso.




