METODOLOGIA DELLE
SCIENZE FISICHE

La Fisicae una Scienza (rigorosa nel metodo ma non esaiba e
definitiva) che si basa sulla sperimentazione k& snlerpretazione
e descrizione teorico-matematica dei fenomeniifisic

| passagqgi fondamentaono:

» Osservare il fenomenche si intende studiare.

» Individuare le_grandezze fisichdevanti per la descrizione
del fenomeno.

» Formulare delle procedure operatper la misurazioneelle
grandezze al fine di ottenerne la loro misura

» Determinare, se esistono, le relaziftmile grandezze fisiche
e formulare le leggi fisichdel fenomeno.

Duplice obiettivo:

SPIEGARE, CIOE' CORRELARE FRA LORO | FENOMENI
FORNENDONE UNA DESCRIZIONE RIGOROSA (NON
NECESSARIAMENTE ESATTA) E PREVEDERE NUOVI
FATTI E FENOMENI.



GRANDEZZE FONDAMENTALI
E DERIVATE

MISURE DIRETTE

Una grandezza viene confrontata con un’altra dd#lasa specie
scelta come unita di misura

GRANDEZZE FONDAMENTALI

Le grandezze fondamentali sono grandezze fra_ludg@endents
nel senso che l'unita di misura di una non ha acunfluenza
sull’'unita di misura scelta per I'altra.

Ad es. Massa, Lunghezza, Tempo, Intensita di ctaren
Temperatura, ...

La sceltadelle grandezze fondamentali e in qualche modo
arbitraria ed e basata su motivi di opportunita:

> facilita di realizzare campioniell’'unita di misura stabilnel
tempo e facilmente riproducihili

» facilita di costruire strumenti di misued effettuare misure
dirette.

GRANDEZZE DERIVATE

Le grandezze derivate sono grandezze collegatiradyeandezze
tramite relazioni matematiche.
Ad es. Velocita, Forza, Volume, Pressione, ...



DIMENSIONI FISICHE

Le dimensioni fisichadi una grandezza fondamentale indicano il
tipo o specie di grandezza fondamentale e si indidea parentesi
guadre:

[massa] = [M] [lunghezza] = [L] [tempo] = [T]

Le dimensioni fisichali una grandezza derivata rappresentano la
relazione che sussiste fra la sua unita di misugualle delle
grandezze fondamentali, indipendentemente dairfatiamerici
che compaiono nella relazione matematica che deBnila
grandezza derivata.

[velocita] = [L] [T] [forza] = [M] [L] [T] 2

Le dimensioni fisiche restano immutate anche ssano multipli
o sottomultipli delle unita di misura.

Le grandezze adimensiondiianno tutti gli esponenti uguali a
zero. Cio non vuol dire che non si possa misurana tale
grandezza dopo aver definito la corrispondente dgara
campione che si assume come unita di misura.

Esempio.

La misura in radiantidi un angolo piance per definizione il
rapporto fra la lunghezza di un qualsiasi arco idtonferenza
centrata sull’origine delle semirette ed il raggarrispondente:

S
0=s /R °

L’angolo € adimensionale essendo il rapporto fraldaghezze !
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LE EQUAZIONI FISICHE SONO OMOGENEE, nel senso che
devono avere le stesse dimensioni fisiche.

Tale considerazione costituisce anche un potemtensnto di
controllo (dimensionale) delle formule. Nulla twii si puo dire
sulla correttezza della formula anche dal puntovidia degli
eventuali coefficienti numerici.

Esempio.

Supponiamo che il periodo di oscillazione di_ ungmao semplice
di lunghezzal e massa sospesa dipenda “in qualche modo”
dall’accelerazione di gravig (oltre che eventualmente dael).

Trattiamo la questione dal punto di vista purameintgensionale:

[Periodo di oscillazione] = [T] = [M{ [L] ® [g] Y=
[M] *[L] P [L]Y[T] ¥ =[M] © L] P [T

da cui deve essere:
a=0 pB+y=0 -2y=1 —>a=0 B=12 y=-1/2

cioe, per puri motivi dimensionali, il periodo di@llazione del
pendolo semplice deve risultare legalaeaag dalla relazione:

I
ro F
g
che, a parte un fattore numericar,2 proprio la formula giusta
nell’approssimazione di piccole oscillazioni !



L'unita delle misura delle grandezze derivate dgmemnla quelle
delle grandezze fondamentali ma e tuttavia in duealonodo
arbitraria e di conseguenza anche le relazioni mmaiehe
corrispondenti godono di una certa arbitrarietdedinizione.

Esempio

L’'unita di area e solitamente definita come I'adeh quadrato |l
cui lato sia lungo 1 m.

Conseguentemente:

Area del rettangolo di la# e b: ab
Area dell’ellisse di semiasaieb: ma b
Area del triangolo di basa e altezza: Yoa b

In generale : AREA =B b dove F si chiama fattore di forma
ed e un numero diverso per ciascuna forma georaetric

Se avessimo scelto come area unitaria quella deticedi raggio
unitario, avr.emmo avuto:

Area del rettangolo di la# e b: lfta b
Area dell’ellisse di semiasaieb: ab
Area del triangolo di basa e altezz: 1/2ta b

Cambiano i fattori di forma, cioe le relazioni maggiche ma non
cambiano le dimensioni fisiche




STRUMENTI DI MISURA

Uno strumento di misura composto da:

Rivelatore
elemento sensibile rispetto alla grandezza da amswhe si mette
In “equilibrio” con essa.

Trasduttore
eventuale sistema di trasformazione dell'informagio per
I'elaborazione e la presentazione della stessa.

Visualizzatore
sistema di presentazione grafica o numerica deltai® della
misura.

Strumento
— 1
Grandezza fisica Rivelatore stiattore Visualizzatore
Chiamiamo:
G: la grandezza fisica.
V(G): il valore “vero” della grandezza.
R(G): la risposta propria dello strumento.

M(G): il risultato della misura.



Esempio: TERMOMETRO A MERCURIO

@i

Il bulbo con il mercuricfunge da elemento rivelatore e trasduttore.
Il capillaree la scala graduatangono da visualizzatore.

La risposta del termometro e la lunghezza dellaoromha di
mercurio.

Esempio: VOLTMETRO

W\

D
S~

| puntali costituiscono il rivelatore.

Il sistema dei circuiti internal voltmetro fungono da trasduttore.
La scala graduata I'indice mobilecostituiscono il visualizzatore.
La risposta dello strumento € la posizione asstallandice.




Per passare dalla risposta dello srumento al aisutiella misura
occorre conoscere la relazione esistente fra R(K8J&), occorre
cioe TARARE lo strumento.

R(G)

Curva di taratur

R*

v

M* M(G)

Dalla curva di taratur@ curva di rispostadata una risposta R*
dello strumento, si risale alla misura M* dellamptazza.

Se non ci fossero errori di misura, sarebbe M(&)G).



CARATTERISTICHE DI UNO STRUMENTO DI MISURA

» Intervallo di funzionamento
» Prontezza
» Sensibilita
» Giustezza
» Precisione

INTERVALLO DI FUNZIONAMENTO

E’ I'intervallo di valori di funzionamento dello rsimento, fra un
minimo, che si chiama_soglieed un massimo che si chiama
portata Al di fuori di tale intervallo lo strumento o asensibile
(non risponde) o € inaffidabile o addirittura smoe se va oltre la
portata: si pensi al termometro.

A

R(G)

. o !
' Intervallo di funzmnamentoi
1

1 ]

»
|

Soglia Portata M(G)

PRONTEZZA

E’ la rapidita con la quale I'elemento sensibileasvicina allo
stato di equilibrio con la grandezza da misurareegprimibile
attraverso un tempo caratteristico, definibile peiascuno
strumento.
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SENSIBILITA'’

E’ il rapporto fra la variazione della rispostaaeviariazione dello
stimolo: S=dR (G)/dV (G) (derivata) ed g@eyssimabile con
A R(G) /A M(G) (variazioni finite).

Se la curva di risposta non e lineare, la sengmlbn € costante.

A parita di variazione della grandezza, uno strume@ piu
sensibile se e maggiore la variazione della syasis.

Es.. Supponiamo che l'allungamento di 1 mm detlmrnina di
mercurio di un termometro sia provocata dalla vaoiee di 2°C
in un caso e di 10 °C nellaltro. Le due sensibilisono
rispettivamente:

1/2 =05 mm/°C e 1/10=0,1 mm/°C

L’errore di_sensibilita invece, che non va confuso con la
sensibilita, € la minima variazione della grandefdglla misura)
apprezzabile dallo strumento; e in pratica il valalel minima
differenza di valori misurabili. Talvolta si chiamanche
risoluzione

Es.. Quando si parla di termometro a un decimgrddo, si sta
parlando del suo errore di sensibilita o risolueiofmon della
sensibilita !); cosi quando si parla di una bilangicento grammi,
di un cronometro al centesimo di secondo e cosi via

GIUSTEZZA

Indica se la migliore stima della grandezza tendalare vero.
Uno strumento giusto e esente da malfunzionamstdrature,
ecc., cioe la misura e priva di errori sistemgtreidi dopg.
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PRECISIONE

E’ un concetto legato alla ripetibilidelle misure effettuate nelle
stesse condizioni sperimentali. In generale, sarofe di
sensibilita AM di uno strumento e sufficientemente piccolo,
ovvero si possono apprezzare valori anche moltoiyicpetendo

le misure si pu0 costruire un_istogramnthe mostra una
distribuzionedi valori la cui larghezza dispersion@ e un indice
del grado di precisionéproporzionale a 1d) dello strumento (e
della misura). La definizione rigorosa diverra data in seguito
guando si parlera di distribuzione gaussiana

Se ripetendo le misure molte volte si trovano sempro o due
valori, allora probabilmente la distribuzione e peota”
dall’errore di sensibilita e nulla si puo affermasalla sua
larghezza.

Spesso si verifica anche il caso intermedio: | Walmvati sono
diversi ma non si evidenzia chiaramente una distidne. E’ |l
caso piu difficile e delicato da trattare.

——1
A
11—
=
Q

AM << o AM >> o AM= o
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ERRORI DI MISURA

OGNI PROCESSO DI MISURAZIONE FISICA E’ SOGGETTO
AD ERRORI PER CUI AD OGNI MISURA E’' NECESSARIO
ASSOCIARE UN ERRORE O INCERTEZZA.

IN FISICA E' FONDAMENTALE VALUTARE GLI ERRORI
IN  MODO DA ATTRIBUIRE UN GRADO Dl
ATTENDIBILITA" AL RISULTATO DELLA MISURA, IN
RELAZIONE AL VALORE VERO ESATTO DELLA
GRANDEZZA CHE RESTA “INCONOSCIBILE".

Distinguiamo vari tipi di errore:
» Errore casuale o statistico.
» Errore di sensibilita.
» Errore massimo.
» Errore sistematico.

ERRORE CASUALE O STATISTICO

E’ dovuto al caso, cioe alle fluttuazioselle condizioni di misura
o della_grandezza da misuravedello _strumento di misura alle

fluttuazioni introdotte dallo_sperimentator&supponiamo che
guando si esegue una misura si e in condizioni ¢hk le

tantissime piccole cause d’errore (errori di tipgatssiang"

possano condurre ad una misura piu grande o picolpicdel

valore “vero” della grandezza. Allora se si eseguorolte misure
ripetute si ottiene una distribuzione simmetricéoraib ad un
valore centrale e la distribuzione limite (corriedente ad
“infinite” misure) e la _distribuzione normale gaussiangvedi

dopo.

ERRORE DI SENSIBILITA'.

E’ la minima variazione della grandezza apprezeabih uno
strumento; quando si legge una scale graduataodé&erdi
sensibilita e I'errore di letturdella scala.
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ERRORE MASSIMO.

Se eseguendo misure ripetute otteniamo sempressatrisultato
(o quasi) allora l'errore di sensibilita dello strento copre le
fluttuazioni di varia origine. In tal caso si dicke la misura e
affetta da errore massimo che viene identificato EBerrore di

sensibilita.

Talvolta si da un’interpretazione estensiva al ettocdi errore
massimo intendendo con esso il massimo errore @onsic
presume di conoscere la grandezza misurata. Unstisua quindi
puo essere ben diversa (in generale molto maggiaiégrrore di
sensibilita.

Es.: Si puo valutare un intervallo di “messa a @jiodi
un'immagine (ben maggiore dell’'errore di sensiailton cui si
misurano le distanze) e si puo attribuire alla s@enpiezza
dell'intervallo di messa a fuoco il significato@lirore massimo.

E’ evidente che fornire una misura con errore nmassallarga
I'intervallo in cui probabilmente € contenuto illeee “vero” della
grandezza.

ERRORE SISTEMATICO.

E’ un vero e proprio “sbaglio” nel senso che pusees dovuto ad
un malfunzionamento o staratura dello strumento lo a
procedimento di misura , all'uso scorretto di unde® o di una
teoria o0 addirittura ad una teoria sbagliata nsbda cui questa
vemga utilizzata per ricavare indirettamente il oval della
grandezza da misurare.
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E’ il tipo di errore piu subdolo perché non semgire consapevoli
di commetterlo. Spesso, se ce se ne accorge,csi derenderlo |l
piu piccolo possibile o di eliminarlo o di correggal risultato
finale per tener conto di tale errore se non eisggtalmente
eliminabile.

Talvolta le misure possono risultare molto precisgtavia due
sperimentatori possono trovare due risultati incatiydi; cio e

guasi sempre indice di qualche errore sistematmuontesso da
uno di essi o da entrambi.

L’errore sistematico conduce sempre ad una sowrasiiad una
sottostimadel valore vero.

Esempio.

Si desideri misurare la profondita di un pozzo dis lasciando
cadere un sasso e misurando l'intervallo di tempd’istante in
cui si lascia il sasso e quello in cui si senteurhore del tonfo
nell’acqua. E’ evidente che, a parte discorsi legiéd descrizione
corretta del moto del sasso dovuta ad es. allateezia dell’aria, il
procedimento e sbagliato in quanto non tiene coh® il suono
del tonfo nellacqua impiega un certo tempo pergraggere le
orecchie dello sperimentatore.

In questo caso l'errore sistematico, che porterelble una

sovrastima di h), e valutabile e si puo correggéseformula
corretta da usare e (a parte le correzioni al gEtalette) :

_ l h=%¢g (tnis—tsuono)2

dove tsuono= N/ Vsuono

da cui si puo ricavare hf£t ).
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RISULTATO DI UNA MISURA
E CIFRE SIGNIFICATIVE

RISULTATO DI UNA MISURA.

Il risultato della misura di una grandezza fisicaspresso tramite
le seguenti informazioni:

> la migliore stima del valore della grandezza.
> la migliore stima dell’errore di misura.
> l'attendibilita della misura in termini probabilisi

X = Xpest T OX
Tale notazione e equivalente alla seguente:
x O [Xbest - O X » Xpest T 6X]

La migliore stima del valore vem di una grandezze data dal
valor mediodelle N misure ripetute:

M=z

X

Xbest = ;( = ile - M

La migliore stima dell’errore di misurdx €& data dall’errore
massimaAx se le misure ripetute danno sempre (0 quasieksse
valore. L’attendibilita, nel caso dell’ errore mmss € pari al 100
%. Tale valore discende direttamente dal concattbmassimo
errore’.
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In tal caso si scrive che il risultato della misara x + A x

Se invece si ottiene una distribuzione di valdecrbre di misura
da attribuire & pest €:

O (Xpe) =0~ = '
est X m

0, si chiama deviazione standatedl campioned € la migliore

stima della deviazione standard della popolaz{oméverso delle
infinite misure):

N _
D (% —x)?
g = i=1
* N -1

- O

O, e nient’altro che la radice quadrata della mediaqiiadrati
degli scarti delle misure dalla media. Al denomimatc’'e N-1 e
non N in quanto nella formula compare la media B thavalore
verol. Gli N dati sono stati “usati” 1 volta proprio pealcolare il
valor medio.

N-1 rappresenta il numero di gradi di libert&vero il numero di
dati meno il numero di condizioni o vincoli fraal

Si dimostra che se si usasse N e non N-1, nonteir@bbe la
migliore stima della deviazione standard della papone.

2 . ; .
0, sichiama varianza
0. si chiama deviazione standard della med&rore standard
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Se si esegue una singola misura aggiuntiva, qubatala

probabilita del 68,3 % di trovarsi nellintervall¥* d,. Tale

valore discende dallo studio della distribuzionasgana.
Se si esegue una serie di misure ripetute e sa lerhedia, tale
media ha la probabilita del 68,3 % di trovarsi ndkrvallo

X*O-
X -

O, indica quanto € larga la distribuzione delle mesuBe si

aumenta il numero di misure, a parte ovvie flutiolazstatistiche,
la larghezza della distribuzione non cambia.

0. indica quanto bene si conosce il valor medio. misure si
fanno e meglio e, nel senso che I'errore standanchdisce.

Nel caso di una misura con errori statistici iluldato si scrive
COSI:

X+ O-
X

L’attendibilita € la probabilita che il valore vema compreso
nell'intervallo, supposto che non sussistano egistematici

CIFRE SIGNIFICATIVE.

Quando si scrive il risultato di una misura occdenie attenzione
al numero di cifre con cui esso viene espresso.

Le cifre significativedi un numero sono tutte le cifre a partire da
destra fino all’'ultima cifra a sinistra diversa@la
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Esempio:
4,8 0,48 0,0048 hanno 2 cifre significafj¢es 8)
130 1,30 0,0130 hanno 3 cifre significative3 % 0)

L’errore Ox si scrive con un numero di cifre significativeecente
con l'incertezza sull’errore stesso, tenendo prieseine:

ANCHE L'ERRORE POSSIEDE UN'INCERTEZZA!

Si dimostra che nel caso di N misure ripetute degrrelativo
sull’errore e dell’ordine di

S(x _ 1

(&) J2(N-1)

E’ chiaro quindi che quanto piu grande e N tant@gmare e il
numero di cifre significative consentito. Ad es.Nse 20 si ha che
I'errore relativo sull’errore é circa il 15%.

Se si scrivedx = 5,2 con due cifre significative si intende
automaticamente che esso e compreso nell'interjalld — 5,25]

e quindi che lincertezza sbx e inferiore a un’unita della cifra
meno significativa, cioe 0,1 nel nostro esempio.cidarisulta che
I'errore relativo e inferiore a 0,1/5,2 = 2%.

In generale possiamo affermare che:

N. cifre Errore
significative relativo
dell’errore sull’errore
1 5% - 50 %
2 05%-5%
3 0,05 % - 0,5%

19



Nelle misure di laboratorio di fisica non particotente
sofisticate, cioé quando il numero di misure e @ a poche
decine (per motivi di tempo o per semplicita dicesgone delle
misure), e opportune scrivere I'errore con unaldsdfra e > 2) o
al massimo due cifre significative (se la cifra pignificativa e 1
02);ades. 15; 3; 2,1; 6; 0,7 ecc.

REGOLE DI SCRITTURA DI UN RISULTATO.

» Si scrive 'errore con una o due cifre significativ
» Si scrive il risultato con la cifra meno significet allineata
con quella meno significativa dell’errore.

Esempi: 27,4+ 0,4 351+ 6 56,3+ 1,8
E’ invece sbagliato scrivere: 27,4 + 0,42 0,434 0,4 ecc.

REGOLE PER GLI ARROTONDAMENTI.

Nei calcoli conviene sempre mantenere qualche aifraiu di
guelle che saranno necessarie nella scritturaisidtato finale, al
fine di evitare gli arrotondamenti precoci e pexdirematura di
cifre significative. Quando occorre eseguire gloasndamenti (ad
es. alla fine dei calcoli) le regole da rispettsoao:

» Se la prima cifra eliminata e < 5, si lascia imat@ |la cifra
precedente.

» Se la prima cifra eliminata € > 5 0 = 5 ma le c#foecessive
sono diverse da 0, si aumenta di 1 la cifra pretede

» Se la prima cifra eliminata e = 5 e le successwv® 9 si
lascia la cifra precedente se e dispari, la si aiangi 1 se e
pari.

Esempi: 47,8350->48 o 47,8 o 47,83
47,8450 -> 47,85 47,8456 -> 47,846
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DISTRIBUZIONE GAUSSIANA

Quando si eseguono molte misure ripetute e gliriediomisura
sono casuali la distribuzione delle misure tende @tk
distribuzione limitea forma di campana, centrata attorno al valore
veroe simmetricaispetto ad esso.

La funzione matematica che descrive tale distrdmeilimite e la
distribuzione normal® distribuzione di Gaus§gaussiana”) che

dipende da due paramgtrie o e si estende in linea di principio da
-00 g 100,

(X=)°

f(x)Oe 2v°

' f(X) fﬁi

Al

A

]
A
11—
=
Q

»
|

K

Tale funzionef(x) € una densita di probabilita, nel senso che |l
prodotto f(x)dx rappresenta la probabilita di avere valori
nell'intervallo [X, x+dX. La condizione di normalizzazione:

[ f(dx=1
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conduce alla forma;:

1 _(X_:u)z
f,,()=—r—e 2o
o= G o

SIGNIFICATO DEI PARAMETRI p eo.

Il parametraqa ha il significato di valor medio di x secondo la
distribuzione gaussiana assegnata.

Infatti, per definizione:
+00
= j x f (x) dx

da cui, ponendo y = x4

(x-p)? y? y?

<x>='|'_+:x U\/l_e 20° dx—?” ye2‘f dy+_[ ,ue2‘f 2% gy |

(x) =

|| parametroo ha il significato di valor medio del quadrato lieg
scarti delle misure dal valore medgio

(x=p)?

2\ _ [*® 2 1 202
(=)= [ (x-a)* ——e 27
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Tale integrale si risolve per parti e da:
(x-p?)=0"

o e in effetti un parametro di larghezza come gisz® anche
osservando che

1
f . (X)=—F—
max() O'\/ET

e che l'area sotto la curva e costante (e la pibtaatotale = 1).
Pertanto, quanto piu alta e la curva tanto piu esseetta.

E' chiaro a questo punto che per un numero semaggiore di
misure ripetute:

> la media aritmetica delle misure tende al valor imetklla
distribuzione limite;

> la varianza del campione (che e la media deglitiseédr

guadrato, a parte il discorso di sostituire 1/N ddnN-1)
tende alla varianza della distribuzione limite.
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La distribuzione gaussiana ci consente, graziaakgynificato di
densita di probabilita, di dedurre i seguenti int@oti risultati:

» Probabilita che una singola misura cada nell'irstéo\a,b]:

(x=p)?
1 e 29° dx

P(xO[a,b]) ELJ@

> Probabilita che una singola misura cada nell'iaiov
[L—KOo,u+Ka]:

1 _(X_,U)z

i e 20° dx

P(xO[u - ko, u + ko)) = L_ka —Ton

In particolare si hanno | seguenti notevoli valdri livelli di
probabilita (aree sotto la curva):

H+lo L+t2ao L+t30 u+t4do
68,27 % 95,45 % 99,73 % 99,99 ¥

o~

| ’|/ | ]
M-30 MO U M+O0 U+30
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PROPAGAZIONE DEGLI ERRORI

Quando la misura di una grandezza dipende dallareni@i altre
grandezze gli errori vanno propagati in modo danstte I'errore
sulla grandezza derivata. Esistono regole differgrdr Ila
propagazione degli erromassimi e degli errori statistici (casuali).

Per la dimostrazione formale si veda ad dskR. Taylor
“Introduzione all'analisi degli errori”, Zanichelli

Sia ad esz una grandezza funzione di due grandezes:

z=1(XYy)

PROPAGAZIONE DEGLI ERRORI MASSIMI
(propagazione lineare).

of

0X

oy

Az = AX +

PROPAGAZIONE DEGLI ERRORI STATISTICI
(propagazione quadratica).

~ (asz o (of )
o,=—|o+ —|0o
ox ay ) 7

Tale formula vale se le misure delle grandezze y sono
indipendenti e casuali; la relazione piu genenalece deve tener
conto dell’eventuale correlazione fxay:
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NCATNCATRNE AT
O, =l == | Ot —| Oyt — || — |0y
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Il termine di covarianzao,,, chiamato anche caoxf), ha le
dimensioni fisiche del prodottoy. Supponiamo di aver effettuato
N coppie di misurex, y;); in tal caso la covarianzg, e data da:

R L Vi
ny - N _1Zi:1(xi X)(yi y)

Il fattore N-1 piuttosto che N e dovuto al fattoecle coppie di
misure indipendenti sono N-1 in quanto wappia € stata usata
per determinare i valori medi dix e y.

Essa e diversa da 0 quando ad es. una sovrastiswdtgstima) di
X comporta una sovrastima (o sottostimay.di

In particolare invece, quando le misurexaiy sono indipendenti
e casuali, la covarianza (dopo molte misure) teadeero. In

effetti, qualunque si&, (¥ —Y) ha la stessa probabilita di essere
positiva o negativa e quindi la somma di molti temntende a O.

Notiamo che nel caso semplice in cui la funziéree composta
solo da prodotti, quozienti o potenze, le formulecedenti si
riducono semplicemente a somme lineari 0o quadmatidBgli

errori relativi, come si puo facilmente verificgkee una costante):

szx;:n”

W
47 _|Ax +n‘Ay‘+m‘AW‘ (szz :[ﬂjz + nﬁ 2 +(mﬂjz
z| Ix| Tyl Tl Z X y w
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T=2k |5 = g= 4772L2 =
g T
o 2 2
o |[9L) 449 (errori  statistic)
g L T
Agl_ ‘& + Z‘E (errori  massimj
g L T
M=m+m, =

o, =ym>+m°  (errori statistic)

AM =Am, +Am, (errori  massimj

1+1:1 :> f: qp :>
p g f q+p
@ Y p> Y
o, = (( " )Zj ap2+(( " )Zj og,°  (errori statistic)
q+p q+p
q° p’
Af = Aq (errori  massimj

ZAp+ 2
(Q+p) (Q+p)

La formula di propagazione degli errori statistgiustifica la
formula dell’errore standard ovvero dell’errore laulmedia
aritmetica:
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Che cosa si fa quando bisogna combinare granddezéhanno
errore statistico con altre che hanno errore masgthe quindi
hanno differenti significati probabilistici) ?

La soluzione piu semplice, per dare alla fine umello
probabilistico non ambiguo all’'errore complessiveg di
“massimizzare” gli errori statistici, cioe moltipare ciascuno di
essi per 3. si rammenti infatti che un’incertezzaripa 3
corrisponde quasi al 100 % di probabilita di coetenil valore

vero entro Xx30 . A questo punto si propagano tutti gli errori
(quelli massimi e quelli statistici “massimizzatiépn la formula
degli errori massimi e si attribuisce all’'errorenguessivo |l
significato di errore massimo con il livello di fa&bilita del
100%.

Esempio:

Si abbia errore massimo su L ed errore statisticd gpendolo
semplice):

30,
2

+2

o = AT =30; =
AL|  |AT| AL
Ag = +2 = |—
gﬂL\ T\jg(L jg
Nel caso in cui uno degli errori relativi fosse toopiu piccolo
dell'altro, si puo trascurare I'errore sulla graazdecorrispondente

e si puo effettuare la propagazione solo dell'errsull'altra
grandezza.

Ad es. seAL/L << o¢/T si ha semplicementg,/g = 20+/T con Il
significato probabilistico del 68%.
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DISCREPANZA STATISTICA

Spesso occorre confrontare il risultato di una naision un valore
“accettato” o con un’altra misura al fine di valuta Ila
compatibilita statistica, a meno di errori sistemat

Si chiama discrepan4ea due valori la grandezza:

t = ‘)(1_)(2‘

[ 2 2

La differenzax;- X € essa stessa una variabile casuale con
dispersione data dal denominatore sopra scrittpuSiaffermare
che se le due misure appartengono alla stessagzopoe della
grandezza X , tale differenza deve essere cerdtimano a O.

Da qui discendono i seguenti criteri di compatiili

Se t< 1 le due misure sono compatibili entro udeviazione
standard (cioe al 68,3 %), s& 2 le due misure sono compatibili
entro duedeviazione standard (cioe al 95,4 %) e cosi via.

Spesso si  sceglie convenzionalmente come criterio d
compatibilita il valore t< 1,96 che corrisponde ad un livello di
compatibilita pari al 95 %.
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PRINCIPIO DELLA
MASSIMA VEROSIMIGLIANZA

Supponiamo di aver effettuato N misure di una geard fisica X.
La probabilita composta di osservare gli N valqrix,, ..., Xy, Se
le misure sono casuali ed indipendenti e il pradotielle
probabilita di osservare i singoli valori:

P(X1, X2, ..., Xn) = P1) P(x2) ... Pn)

ovvero .

1 N _Z:\il[xi—#]z

P=|—— | e 27 dx [dx, I

(o) 7 o
=L dx [dx, (el

dove L si chiama funzione di verosimiglianza

IL PRINCIPIO DELLA MASSIMA VEROSIMIGLIANZA

AFFERMA CHE IL CAMPIONE ESTRATTO DALLA
POPOLAZIONE PARENTE FE  QUELLO A CuUl
CORRISPONDE LA MASSIMA PROBABILITA’

(nell’ipotesi che il campione sia stato formatontie un grande
numero di misure ripetute casuali ed indipendenti).

Applichiamo il principio della massima verosimigliea per
giustificare le espressioni della media aritme&adella deviazione

standard del campione come migliori stithee O del valor vero
1 e della deviazione standasddella popolazione.
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Infatti:

oL _ e
ﬁ_o = > x-Nu=0
:>,[1:Txi5;<
20 =67 =23 (x - uf
00 N
2= Z()g —?()ZEUXZ

Il fattore N-1 piuttosto che N e dovuto al fattoecih numero di
gradi di liberta € N-1 in quanto i dati vengondirtiati unavolta
per stimare il valor medio.

Se le misure vengono effettuate con diversi metodnisura non
possiamo assumere che esse abbiano la stessazamari@m
significa che gli N valori della stessa grandezza s¥no

caratterizzati dalle deviazioni standard o, ... Oy.

Il principio della massima verosimiglianza portagoesto caso
alla formula della media pesatalnfatti:

_[x-ul

2072 oL :Z(Xi — ) -0

1
—e :>—A:O
02T 0Ll o’

M = ;(pesato
D W

L=N5

= U=
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1

dove '~ 52 vengono chiamati pesi

2
I

L’errore sulla media pesata si ricava applicandarégpagazione
deqli errori:
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METODO DEI MINIMI QUADRATI

Supponiamo di misurare N coppie_indipendehtvalori (X, Y1),
..., (Xy, Yn) di due grandezze fisiche legate fra loro da una
RELAZIONE LINEARE :

y = A+ BX

V A
T (Xi, Vi)
A Intercett:
\ B: pendenza = dy/dx
~1

Se le misure non fossero affette da errori, tugiunti sarebbero
allineati su una rettay = A + B x Nella realta i punti, a causa
degli errori, sono solo approssimativameditaeati.

Sorge allora il seguente interessante problema:

Supposto che fra le due grandezze sussista uraorgalineare,
qual e la migliore retta che passa per gli N pspérimentali ?

In altri termini: Quali sono le migliori stime dparametri Ae B ?
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IL METODO DEI MINIMI QUADRATI
RISOLVE IL PROBLEMA .

Facciamo, per semplicita, le seguenti ipotesi:

IPOTESI N.1
Gli errori relativi su una delle due grandezze siarolto minori di
quelli sull’altra grandezza. Chiamiam& tale grandezza e
scegliamola come variabile indipendente:

O xi < ﬂ
1| il
IPOTESI N.2

Ciascun valore sperimentalg e distribuito normalmente, cioe
secondo una distribuzione normale (gaussiana)nattal valore
veroy "™ =A + B X, con dispersione (deviazione standard) nota

dyi-

IPOTESI N.3
Gli errori casuali (statisticiy; sulley; siano tutti ugualio,=gy;.

I PRINCIPIO DELLA MASSIMA VEROSIMIGLIANZA
afferma che la migliore retta che passa per gluNtige quella che
massimizza la probabilita di ottenere proprio ovabsservaty;.

La probabilita di ottenere la misuyge:
1 _[Yi ~(A+Bx )J°
20,°
Ps(y)—e

y
dove A eB sono i due parametri incogniti.
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La probabilita di ottenere I'insieme delle miswee data dal
prodotto delle N probabilitR(y;) (osservazioni indipendeirti

Pag (V- Yn) = P(Y) [P(Y,) [...TP(yy)
Y Iy~(AvBx )P

[]

@D
N
S

Il

Le migliori stime dei parametriA e B sono quelle che
minimizzano la_ somma dei quadrdelle deviazioni delle misure
sperimentall; dai valori attesA + B %

Ny, - (A+Bx))°
XZ — Z [y| ( ; )g )]
— O-yi
Tale grandezza si chian@EHI-QUADRATO .

Osserviamo che ciascuna deviazione e pepatail reciproco
dell'erroreo ;. Nel nostro caso i pesi sono tutti uguali.

Derivando rispetto afl ed aB ed imponendo che le derivate siano
uguali a0, si ottiene:
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Le due equazioni danno luogo al sistema:

r

—iyi +N A+Bixi =0
=1 =1

<
N N N
D XY +AY x+BY x"=0
i=1 i=1 i=1

.

Le formule risolutive del FIT DELLA RETTA DEI MINIM |
QUADRATI NON PESATO (valide nel caso di PESI
STATISTICI UGUALI) sono:

A= Z(XiZ)DZ yi =Y % D (xy;)
A

B = NZ(Xiyi)_ZXi DZYi
A
dove:

A=N> (%)= %)’

| parametriA e B sono essi stessi affetti da incertezza statistica.
Utilizzando la propagazione degli errori si ricava:

_ inz _ N
Tn =0\ Oy =0y %

In realta c’'e sempre anche una certa dipendenzstisia dei
parametri fra loro, nel senso che la stima di umampetro
influenza la stima dell’altro, benché le misurensigoer ipotesi
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statisticamente indipendenti. Ci si rende facilreezanto di cio se
si tiene presente che la retta migliore (retta estbfif) passa
sempre per il centro di gravita dei punti (che pgotesi n. 3
hanno lo stesso peso statistico):

DX, 2
ENORTR

A

\%

Yc
/

O

La pendenza e [lintercetta della retta di best $bno
evidentemente correlate: se aumenta la pendenpanuisce
I'intercetta e viceversa. Tale correlazione e d#actramite una
grandezza chiamata covarianza

cov(A,B)=-0 %

La covarianza e rilevante nel caso in cui si dettbmare I'errore

Su una grandezza fisica derivdfache dipenda da entrambi i
parametriA e B. Infatti:

F=f(AB) =

2 2
o0f , (Of 2 of \(0f
. = — | o, +|— | 0, +2|— || — |covVA B
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RILASCIAMO L'IPOTESI N. 3, supponiamo cioe che:

Gli errori statistici sulle;, NON siano tutti necessariamente ugual
e quindi i pesiw;_cosi definiti

1
2
UYi
NON siano tutti necessariamente uquali.

w, =

Si puo dimostrare, utilizzando il principio di masa
verosimiglianza chde formule piu generali del FIT DELLA
RETTA DEI MINIMI QUADRATI PESATO (valide nel caso
di PESI STATISTICI NON NECESSARIAMENTE UGUALLI)

sono:
Az oW I wy = wix DY wixyy,
A

B:Z\Ni (D Wiy =D wix [ wy,
A

A :ZWi EZWiXi2 _(Z:Wixi)2

_2.(wx). _ 2wy
S SR s o
CoV(A, B)=—%
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RILASCIAMO L'IPOTESI N. 2, supponiamo cioé che:

Gli errori g, sulley; NON siano noti.

Ci0 puo succedere o perché non si sono eseguitgampetute
per ogni puntg; oppure perché gli errori sono di tipo MASSIMO
Ay, non necessariamente uguali.

In entrambi i casi se, come in genere succedajcigre 'ipotesi

che gli errori statisticory; , benché ignoti, siano tutti uguali, allora
si esegual FIT DELLA RETTA DEI MINIMI QUADRATI
NON PESATO.

Per ricavare gli errori sui parame#®N e B occorre comunque
stimare a posteriori (in base ai dati e al fit) gtiori o, supposti
uguali.

Si dimostra che la migliore stima di, € data da:

Sl (arex)

g N -2

g

dove al denominatore c’e N-2 giacché gli N daticsetati usati
per stimare i 2 parame#i e B e pertanto i GRADI DI LIBERTA’
sono N-2.
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RILASCIAMO L'IPOTESI N. 1, supponiamo cioe che:

Gli errori relativi sulle; NON siano trascurabili rispetto a quelli
sulley.

Si puo dimostrare che definendo 'errore trasportat

0—i2 = O—yi2 +(ayj Uxiz
0

il chi-quadrato da minimizzare e:

/YZ :i[yi _('g'z B)g)]2

i
e le formule da usare sono quelle gia viste pgoditituireo; con
agi.

Per effettuare il calcolo di; si puo fare una prima stima della
pendenza come media fra la minineala massima pendenza
compatibile ad occhio con i dati.

ay,., Bmax+Bmin
0 X 2

Bmin P Bmax
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FORMULE RIASSUNTIVE DEL
FIT DEI MINIMI QUADRATI DI UNA RETTA y =A+BX

y

X

A) FIT NON PESATO (ERRORI STATISTICI Oyi |GNOTI, ERRORE
STATISTICO COMUNE Oy CALCOLATO )

A:inZ[Zyi - D XD X%y,
A

B = NLY %y _in [Zyi

- A

A=NIDY x* -0 x)°

dove
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\/Z(Y. A-Bk)?

2
X X
O,=0 Z ! UB:UYE\/g COV(A,B):—%U

B) FIT PESATO (ERRORI STATISTICI Gy NOTI)

A DWWy = > wx [ wixy,
= & £ - 2

_ 2 WD WXy - D WX [ wy,
A

1
o2

dove w sono chiamati “pesiWVi =

A=Zwi EEWiXi2 —(ZWixi)z

M = Z Wi COV(AB) =-

g
o
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