La verifica delle ipotesi


Prof. Antonio Perna                                                                     Statistica Inferenziale


Capitolo 12

La verifica delle ipotesi

Definiamo ipotesi statistica l’assunzione che si fa su un parametro  θ  o su una caratteristica incognita di una popolazione.

Il campo di applicazione della verifica delle ipotesi è veramente molto ampio. Diamo nel seguito soltanto alcuni dei diversi esempi che potrebbero essere addotti in merito.

Attraverso questa procedura è ad esempio possibile verificare se tutti gli abitanti della Campania, di età uguale o superiore a 18 anni, si dividano a metà rispetto al problema dell’aborto. In tal caso, l’ipotesi riguarda una proporzione nella popolazione, per cui assumiamo 
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Problema analogo si pone nel caso in cui, ad esempio, si supponga di voler valutare se la percentuale dei divorziati in Campania sia uguale a quella dei divorziati in Lombardia. L’assunzione che facciamo è 
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Il medesimo tipo di ragionamento può essere seguito per un’ampia gamma di problemi dello stesso tipo. Si pensi, ad esempio, al caso in cui si assuma che la produzione di un certo bene soggetto a consumo abbia una certa durata. O, ancora, che un certo medicinale sia efficiente  nella cura di una malattia. O si vuole valutare, sulla base delle osservazioni campionarie, se esiste dipendenza o indipendenza nella popolazione. O, ancora, se un fenomeno osservato segue una legge di sviluppo (Es. verificare dopo un certo numero di lanci se una dado è truccato o meno).

Le assunzioni fatte fino a questo momento si riferiscono evidentemente a misure relative ad una popolazione (percentuale dei divorziati in Campania, in Lombardia, un certo tipo di bene prodotto, gli affetti da una certa malattia, ecc.), ma questo tipo di operazione può risultare, in più occasioni, proibitiva sia in termini di tempo a disposizione che di risorse economiche. 
Come già anticipato nella prima parte del volume dedicata all’analisi descrittiva, scopo della statistica è appunto la riduzione della complessità (legata alla numerosità dei dati) nel tentativo di comprimere il più possibile la perdita d’informazione legata a questo processo. Affinché ciò sia possibile, occorre quindi che la verifica delle assunzioni fatte passi necessariamente attraverso il confronto con dati sperimentali (e cioè campionari).

Verificare un’ipotesi statistica significa, quindi, confrontare il valore del parametro 
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 con il valore della statistica campionaria (S) ottenuto dai dati sperimentalmente estratti (campione).

Per fare ciò occorre essere in possesso di una serie di conoscenze relative alla distribuzione campionaria della statistica S di riferimento, quali la media campionaria, proporzioni, varianza, ecc…
Esempio. Consideriamo il caso in cui il direttore della produzione di un’industria di pneumatici per auto debba apportare delle modifiche agli orari di lavoro dei suoi dipendenti per migliorare la produttività dell’azienda e supponiamo esistano due turni, uno di giorno ed uno di notte. L’azienda vende i suoi pneumatici garantendo che il battistrada duri 40.200 km. Possiamo affermare che una certa percentuale della produzione effettuata dal turno di giorno presenti difetti prima di raggiungere i 16.000 km.? Oppure si può ipotizzare che lo standard fissato (40.200 km) sia inferiore per i pneumatici prodotti dal turno di notte ?

E’ evidente che la risposta affermativa alle domande poste comporterà un intervento nel processo produttivo con conseguenza e pratiche sui dipendenti dell’azienda. Si tratta, quindi, di un problema molto delicato che va affrontato con la massima attenzione.
Vediamo, quindi, come procedere.
1. Innanzitutto, è da ritenersi impossibile l’idea di sottoporre a prova tutta la produzione.
2. Si può, invece, sottoporre a prova una parte della produzione (e cioè un campione) per poi confrontare il risultato ottenuto con l’assunzione fatta ed inferire il risultato ottenuto sulla caratteristica generale ipotizzata per la popolazione.

Supponiamo di avere estratto un campione, di avere sottoposto a prova di usura i suoi elementi e di avere misurata la durata media del battistrada.

Il risultato può offrire, oltre la coincidenza dei valori (ma è molto difficile) due alternative: 
· la media campionaria è vicina al dato ipotizzato per la popolazione
· oppure è lontana da esso.
La strategia inferenziale della verifica delle ipotesi consente di sostituire a termini arbitrari (in quanto sottoponibili a valutazioni diverse) un processo di quantificazione del processo decisionale.

E’ evidente che un parametro può assumere infiniti valori nel suo spazio di definizione che possiamo indicare con 
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. Tale spazio è divisibile in due regioni definite  
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· In 
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 saranno compresi tutti quei valori di θ che soddisferanno l’ipotesi formulata (e cioè l’ipotesi nulla).
· In 
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 saranno compresi tutti quei valori di θ che non soddisferanno l’ipotesi formulata (e cioè l’ipotesi nulla).
Il momento fondamentale nella verifica delle ipotesi è la formalizzazione delle alternative. Le ipotesi assumibili sono essenzialmente due: una che contiene la nostra assunzione su θ e l’altra che la nega.

Come anticipato, le ipotesi sono indicate con:

· 
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= ipotesi nulla 

· 
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= ipotesi alternativa ( si accetta solo dopo aver rifiutato l’ipotesi nulla perché è quest’ultima ad essere sottoposta a verifica.
La prima, se verificata ed accettata, indicherà che le differenze che esistono tra il dato sperimentale (S = statistica campionaria) e l’assunzione fatta  sul parametro dell’universo (θ = parametro incognito) sono casuali: sono dovute a fluttuazioni campionarie e, quindi, ininfluenti.

La verifica sull’ipotesi nulla viene effettuata ricorrendo a test statistici i quali vengono costruiti con dati campionari e consentono di accettare o respingere 
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 con un prefissato rischio di errore (
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 ) espresso in  termini di probabilità.

L’insieme dei valori che il test può assumere al variare dei campioni nell’universo campionario viene diviso in due parti:
· una che contiene tutti quei valori per i quali 
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è accettabile;
· una che contiene tutti quei valori per i quali 
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 è rifiutata
e cioè
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La regione che contiene valori per i quali 
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 è accettabile è detta regione di accettazione, A mentre quella che contiene valori per i quali 
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 è rifiutata è detta regione di rifiuto, R.
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Per provare un’ ipotesi, deve essere nota la distribuzione del test, sotto la condizione  che   
[image: image20.wmf]0

H

  sia vera.
I requisiti dei test possono essere riassunti:

1. deve essere nota la funzione della V.C. descritta del  test sotto 
[image: image21.wmf]0

H

. Ciò permetterà di fissare a priori R di dimensione α;
2. il test deve essere non distorto cioè qualsiasi siano n  e δ  deve sempre essere 
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3. il test deve essere  consistente

 n → ∞     β→ 0

12.1 . Le fasi della verifica delle ipotesi.
Il processo di verifica delle ipotesi si articola nelle seguenti fasi:

a) formulare le ipotesi ,  
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 ed  
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;  
b) scegliere il test. E’ una fase importante e delicata. La scelta errata del test può portare a conclusioni errate. Va fatta basandosi sulle seguenti conoscenze:
· n = dimensione campionaria;
· tipo di campionamento;
· distribuzione della popolazione.
c) avere a disposizione la Distribuzione Campionaria del test nella maggior parte dei casi si tratta di valori gia tabulati;
d) delimitare R in funzione di 
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;
e) fissare la regola di decisione, secondo i seguenti criteri;
· fissato 
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 e scelto il test si cerca nella distribuzione del test quel valore  
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 che delimita il confine tra A ed  R;
· si calcola la statistica test empirica (quella desumibile dai dati campionari) 
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 - si respinge  
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Esempio. Una macchina produce, in media un pezzo ogni 596 secondi e, in obbedienza alle leggi sulla sicurezza, si  vuole installare un nuovo congegno. I dirigenti della fabbrica si oppongono sostenendo che un simile dispositivo comporterebbe un innalzamento del tempo medio di produzione (596 secondi) con conseguenze negative sulla produttività.

Viene sperimentato 
[image: image32.wmf]il congegno su un campione di 101 pezzi ottenendo i seguenti risultati:
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I sindacati sostengono che l’aumento del tempo di produzione è dovuto a fatti casuali.  Si chiama uno statistico per decidere.

Si fissa di comune accordo si accettare un errore  
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Dati: 
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Fissiamo le ipotesi:
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Siamo in presenza delle seguenti condizioni:

1. un grande campione infatti n = 101;
2. la distribuzione campionaria della media è normale; 
3. σ² della popolazione é incognito;
4. l’errore standard della media può essere stimato con 
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Il test sarà    
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per 
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 = 0.01 avendo adottato un test unidirezionale  sulla coda superiore il valore
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Regola di decisione  
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  . Si accetta  
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 : il congegno non altera in maniera significativa il tempo di produzione. La differenza riscontrata nell’effettuazione della prova è casuale (dovuta alle fluttuazioni campionarie) e non sistematica.

Esempio: Una fabbrica di lampadine pubblicizza il suo prodotto assumendo che esse durano mediamente 2000 ore.

Si verifica la produzione di una settimana durante la quale sono stati provati nuovi materiali di non eccellente qualità. Viene estratto un campione di 100 lampadine e si riscontra che 
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         Test :         
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Se supponiamo che il materiale nuovo ha comportato una riduzione della durata  dobbiamo modificare l’ipotesi alternativa                    
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Per   
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  con un test uni direzionale 
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Poiché il valore empirico di 
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calcolato è = a 1,8 rifiuterò  
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I risultati sono contraddittori, perché? La decisione da assumere è legata al valore assegnato ad 
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  che viene fissato arbitrariamente. Ne segue che essendo la scelta di 
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 arbitraria, anche le conclusioni potrebbero essere arbitrarie. Il criterio per scegliere 
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 (quindi di decidere su 
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) è quello di minimizzare il costo legato ad una decisione sbagliata. Quindi 
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 deve essere scelto con il criterio di minimizzare la perdita legata ad una decisione sbagliata su 
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Esempio. I salari di 401 operai di una fabbrica sono distribuiti normalmente con
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Da un campione estratto senza ripetizione di 17 operai sindacalisti si rilevò   
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Proviamo che il salario medio dei sindacalisti non è significativamente maggiore di quello degli altri operai avendo fissato α = 0.05

Fissiamo le ipotesi
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Scelta del test

1. popolazione distribuita normalmente;

2. σ ignoto;
3. campione piccolo.

La D.C. della media segue una t di Studente con n – 1 gradi di libertà, quindi:
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in cui:
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avendo: 

·  α    = 0.05 
· 17-1   =16 g.l. 
· 
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: i salari sono significativamente diversi
12.2. Confronto tra le medie di due popolazioni indipendenti con varianze uguali.
Avviene molto spesso di dovere formulare ipotesi sui valori delle media  di due popolazioni in dipendenza di fenomeni rilevati  in tempi diversi o in situazioni diverse.
Consideriamo, per esempio, l’altezza di una popolazione rilevata due volte a distanza di 30 anni. Dalla differenza delle medie calcolate sui dati osservati si può  desumere che via sia stato un  cambiamento nell’altezza della popolazione e  concludere che la popolazione è cambiata nel tempo?

Ancora ipotizziamo di avere una fabbrica che produce su due turni diversi gomme per auto. Lo standard produttivo della durata del battistrada è fissato in 40.200 km. La differenza riscontrata in una verifica tra la durata media della produzione del turno A e quella del turno B ci consente di affermare che la produzione di uno dei turni non rispetta lo standard e che quindi la produzione generale non è unica se riferita allo standard?

Oppure un medicinale dovrebbe ridurre il tasso di colesterolo nel sangue dei cardiopatici del  15%. L’osservazione sperimentale ha fornito percentuali diverse dopo la somministrazione del farmaco a due gruppi di malati di razze diverse. Si può affermare che l’effetto è significativamente diverso per le due razze? 
Si tratterà di porre a confronto le seguenti ipotesi:
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Dando in tal modo origine a tests bidirezionali:  
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E’ evidente, per quanto affermato a proposito della teoria della verifica delle ipotesi che per scegliere il test dovrà conoscere la sua distribuzione di riferimento.

Scelta del test

In via preventiva si tratta di individuare quale può essere la statistica test di riferimento.

La distribuzione campionaria delle differenze tra le medie campionarie  (
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 ) per grandi campioni segue una legge normale del tipo:
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Poiché nella maggioranza dei casi i valori 
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 non sono noti, bisogna ricorrere alla loro stima e sotto le ipotesi che:
1. le popolazioni sono distribuite normalmente;
2. le varianze 
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La distribuzione campionaria delle differenze segue una Legge t di Student con  
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gradi di libertà è descritta dall’equazione:  
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in cui 
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 rappresenta la stima della varianza comune avendo imposto l’ipotesi della omoschedasticità delle popolazioni ed utilizzando le varianze campionarie corrette:  
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oppure, utilizzando le varianze campionarie :
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Esempio. Una fabbrica produce pneumatici su due turni, uno di giorno ed uno di notte. Poiché sono sorti dubbi sull’efficienza produttiva del turno di notte si pongono a confronto le due produzioni. Estratti due campioni di uguale numerosità la prova ha dato i seguenti risultati:
· Turno di giorno 
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· Turno di notte     
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Fissiamo le ipotesi:
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Adottiamo un test bilaterale. Fissato α = 0.01 avremo:
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 :  la produzione dei due turni è significativamente diversa. 

12.3. La verifica delle ipotesi statistiche. 
Le decisioni in condizioni d’incertezza

(Stati della natura)
	piove
	non piove

	prendo l’ombrello e piove decisione corretta
	prendo l’ombrello e non piove disturbo derivante dal portare l’ombrello che non serve

	non prendo l’ombrello e piove bagno il vestito e lo  danneggio
	non prendo l’ombrello e  non piove decisione corretta




	
	Stati della natura

	Decisione
	Piove
	Non piove

	Prendo l’ombrello
	0
	- 5

	Non prendo l’ombrello
	- 100
	0


12.3.1. Verifica di una ipotesi statistica.
La verifica di un’ipotesi statistica è un momento particolarmente. Prima di procedere, va quindi fissato un concetto importante ed inderogabile:  le decisioni che si assumono circa le ipotesi formulate riguardano esclusivamente l’ipotesi (
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).  
Quali errori possono essere commessi? 
Non bisogna dimenticare che la verifica viene effettuata avendo fissato a priori un rischio di errore 
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la cui dimensione è stabilita dal ricercatore. Decidendo, quindi, sull’ipotesi 
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normalmente si decide attraverso il confronto tra il valore soglia (critico) del test adottato ed il valore del test calcolato (empirico) sui dati sperimentali. 

Formalizzando in termini probabilistici avremo che:
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L’appartenenza della statistica test ad A (regione  di accettazione), infatti, comporterà accettazione dell’ipotesi nulla 
[image: image108.wmf]0
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.
Non va, però, dimenticato che si agisce in condizioni di incertezza e che la regione di rifiuto, la cui dimensione è legata ad 
[image: image109.wmf]a

,  può comportare anche la seguente posizione definita probabilisticamente come:
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La posizione indica che il test effettuato comporta il rifiuto di 
[image: image111.wmf]0
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 nonostante questa sia  un’ipotesi vera. La posizione in parentesi indica che si sta rifiutando un’ipotesi vera commettendo un errore di:

1. I tipo  o  di I specie e
2. II tipo o II specie.

12.3.2. Errore di I tipo (o I specie).
Esempio. Si supponga di avere estratto 10 campioni di 36 unità da una popolazione normale con media μ =10 e  varianza pari a 36. Per ognuno di questi campioni si è calcolata la media campionaria e l’intervallo di confidenza al 95%. In questo caso gli estremi dell’intervallo di confidenza saranno dati da
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Possiamo sintetizzare i risultati nella seguente tabella

	campione
	
[image: image115.wmf]X


	Estremo inferiore
	Estremo superiore

	1
	8.75
	6.79
	10.71

	2
	11.75
	9.79
	13.71

	3
	8.45
	6.49
	10.41

	4
	9.70
	7.74
	11.6

	5
	10.50
	8.54
	12.46

	6
	9.00
	7.04
	10.96

	7
	11.15
	9.19
	13.11

	8
	8.5
	6.54
	10.46

	9
	7.75
	5.79
	9.71

	10
	10.1
	8.14
	12.06



[image: image116]
Come si riscontra facilmente dal grafico su 10 intervalli di confidenza se ne possono individuare 9 (pur se in maniera diversa) che contengono la media della popolazione (μ=10) mentre uno non la contiene.

Se ipotizziamo di volere verificare la seguente ipotesi:
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avendo a disposizione i seguenti dati 
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 = 7.75       
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 = 1  
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 = 0.05  e quindi 
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avremo il seguente test
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  vera commettendo un errore di I tipo (prima specie) di probabilità 
[image: image124.wmf]a

.
D’altra parte è configurabile e definibile in maniera formale anche un'altra situazione
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Si tratterà di accettare l’ipotesi formulata
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Nell’esempio precedente, considerando che normalmente la media della popolazione è incognita se assumessimo


[image: image127.wmf]0

1

0

0

:

11

:

m

m

m

m

¹

=

=

H

H


accetteremmo un ipotesi nulla falsa in 5 casi .Poiché su α e su β (probabilità di commettere gli errori) non si può intervenire direttamente (riducendoli) in quanto sono inversamente proporzionali (diminuire l’uno significa indurre aumento dell’altro), si può definire la seguente posizione
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Se analizziamo tale posizione, essa ci dice che:

1. la Statistica Test appartiene alla zona di rifiuto perché non è vera la posizione assunta sotto 
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2. la probabilità assegnata è pari ad (1 – β) e deve essere massima.

La probabilità di commettere un errore di secondo tipo è molto bassa. Avendo, quindi,  verificato il valore di  (1 – β)  si può essere più tranquilli nel rifiutare 
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.

L’espressione:
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viene definita potenza del test  ed indica la sensibilità di un test a riconoscere i cambiamenti (
[image: image133.wmf]0
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 è falsa – l’ipotesi formulata non è vera).
Quanto detto fino a questo momento può essere eloquentemente sintetizzato nel seguente grafico:
[image: image134.png]w
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Sintetizziamo le quattro alternative nel seguente specchietto.
	Conclusione 1
	per un test unilaterale con α – n –
[image: image136.wmf]x
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  specificati , la potenza del test aumenta all’aumentare  della distanza tra la media aritmetica vera 
[image: image137.wmf]1

m

 e la media aritmetica ipotizzata 
[image: image138.wmf]0

m

 Sempre che sia stata e la corretta direzione dell’alternativa. Lo stesso vale per un test bidirezionale.

	Conclusione 2
	per α – n –
[image: image139.wmf]x

s

 e media aritmetica vera  
[image: image140.wmf]1

m

 specificati, un test unilaterale è più potente di un test bilaterale e dovrebbe, quindi essere utilizzato ogni volta che il ricercatore è in grado di specificare la direzione  dell’ ipotesi alternativa.

	Conclusione 3
	per α – n –
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s

 e media aritmetica vera 
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 specificati, all’aumentare del livello di significatività  α scelto diminuisce il rischio di errore di 2° tipo (di probabilità β) ed aumenta la potenza del test (Pr. (1-β))

	Conclusione 4
	per α – n –
[image: image143.wmf]x

s

tipo di test e media aritmetica vera 
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specificati, la potenza del test aumenta all’aumentare della dimensione del campione n scelta.     


Ricorriamo, come prima, ad una sintesi grafica:    
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