Esercizi di trasporto di materia per ingegneria biomedica
Parte I - Introduzione
Fabio Murena
Per la formazione di un ingegnere biomedico lo studio dei fenomeni di trasporto, ed in particolare del trasporto di materia, riveste un ruolo di particolare importanza in quanto è alla base della progettazione e del funzionamento di molte apparecchiature biomedicali.
In questa pubblicazione vengono presentati numerosi esercizi che hanno lo scopo di accompagnare lo studente, della laurea di primo livello, alla comprensione di come le leggi dei  fenomeni di trasporto vadano applicate per la risoluzione di casi pratici.
La soluzione di ogni esercizio è, in genere, strutturata nelle seguenti parti:
· Comprensione del problema
· Rappresentazione grafica
· Soluzione simbolica
· Soluzione numerica
Nella “comprensione del problema” viene analizzato il problema individuando quella che sarà la via di soluzione.
Nella “Rappresentazione grafica” si riportano, in forma qualitativa, i grafici della concentrazione nello spazio o nel tempo che aiutano a capire meglio il problema e quindi aiutano nella identificazione della via risolutiva. 
Successivamente si procede alla “Soluzione simbolica” riportando, eventualmente, anche soluzioni alternative. 
Infine, viene data la “Soluzione numerica” esprimendo i numeri in notazione scientifica in modo da abituare gli studenti ad una rapida verifica della correttezza dei risultati almeno come ordine di grandezza.
In alcuni casi, una volta risolto il problema, si riportano grafici quantitativi delle grandezze di interesse (in genere concentrazioni) in funzione dello spazio ottenuti utilizzando EXCEL che hanno lo scopo di far visualizzare all’allievo l’andamento di tali grandezze e quindi aiutarlo nella comprensione del problema.
Al termine dell’esercizio vengono, a volte, evidenziate le peculiarità dell’esercizio che meritano una particolare attenzione o che vanno memorizzate.
Gli esercizi sono suddivisi nei seguenti argomenti:
· Concentrazione e composizione
· Relazioni di equilibrio
· Cinetica chimica
· Miscelatori e reattori ideali
· Diffusione
· Convezione
· Transitorio
· Diffusione con reazione
Alcuni capitoli sono preceduti da brevi richiami di teoria.
Al termine sono riportate le tracce di esercizi non risolti per consentire agli allievi di esercitarsi.
In appendice si riportano tabelle di dati chimico-fisici necessari per la soluzione numerica della maggior parte dei problemi che possono tornare utili agli allievi anche nello studio di altre materie.

1 Concentrazione e composizione
Scopo di questi esercizi è acquisire padronanza nell’esprimere la concentrazione di un soluto in una miscela, sia liquida che gassosa, nelle sue varie forme o di convertire un dato di composizione (ad esempio frazione molare) in un dato di concentrazione (ad esempio molarità). 
Preliminarmente viene anche introdotto il concetto di mole e ricordato quello di pressione parziale.



Esercizio 1.1
Quante moli di H2O di O; di H; di O2 e di H2 ci sono in un litro di acqua a T =20°C?
Quante in un litro di aria alla stessa T e P=1 atm?
Una mole di una specie chimica o di un elemento chimico (atomo) è pari alla massa espressa in grammi del peso molecolare o del peso atomico.
Assumendo per l’acqua il valore di densità:


risulta che  1L di acqua corrisponde a 103 g. 
Il peso molare dell’acqua è:


per cui


Di conseguenza in base alla formula bruta:








Per calcolare le moli presenti in un litro di aria si usa la legge di stato dei gas ideali

		(R=8.21 ∙10-2 L atm K-1mol-1)
per cui


OSSERVAZIONI: Come era lecito attendersi in un litro di acqua ci sono molte più moli che in un litro di aria

Esercizio 1.2
Una miscela azoto ossigeno contiene ossigeno al 20% in volume. Se la miscela è a P=1 atm e T=20°C quali sono la frazione molare , la pressione parziale e la concentrazione (moli/litro) di ossigeno?


In una miscela gassosa ideale frazione volumetrica e frazione molare coincidono, quindi essendo la frazione volumetrica  la frazione molare, indicata come   ,  sarà:


La uguaglianza tra frazione molare e frazione volumetrica si ricava dalla legge di stato dei gas ideali PV=nRT . Scrivendola per la miscela e per il soluto (O2) si ha:
PV=nRT	(tutti i valori sono totali ossia riferiti alla miscela)
PVO2=nO2RT (esprime la relazione tra volume occupato da O2 e numero di moli alle condizioni di P e T a cui si trova la miscela)
Dividendo membro  a membro si ha:


La pressione parziale è data dal prodotto della pressione totale per la frazione molare. Per cui:


Per il calcolo della concentrazione si usa la equazione di stato  per gas ideali
PO2V=nO2RT 			(R=8.21 ∙10-2 L atm K-1mol-1)
La concentrazione di O2 è data da nO2/V quindi:

 

Passando ai valori numerici:
MEMORIZZARE: Per una miscela gassosa ideale frazione volumetrica e frazione molare coincidono. La pressione parziale è data dalla pressione totale per la frazione molare


Esercizio 1.3
La solubilità dell’esano in acqua è fornita come 9.5∙10-4g/100g di acqua a 20°C. Sapendo che il peso molare dell’esano è 86,18 g/mole calcolare la concentrazione di saturazione a T=20°C dell’esano in acqua in moli/L e la corrispondente frazione molare. 
La concentrazione di saturazione coincide con la solubilità quindi basta esprimere il dato di solubilità fornito in moli/L per ottenere la concentrazione di saturazione richiesta.
In questo caso, come spesso accade, la solubilità è fornita come rapporto ponderale (massa su massa). Bisogna quindi convertire la massa di esano in moli di esano e la massa di acqua in volume (N.B. data la bassa solubilità si può assumere che massa di acqua = massa di soluzione). Quindi:


Indicando con Cs la solubilità [moli/L]; con PMe il peso molare dell’esano [g/mole] e con w la densità dell’acqua [g/L] si ha:


N.B. S è stata moltiplicata per 10-2 per esprimerla come g/g
La frazione molare di saturazione si può calcolare come:




Esercizio 1.4
Quali sono i valori di: frazione molare, pressione parziale e concentrazione di ossigeno in aria secca a T= 0°C e 20° alla P= 1 atm e 2 atm?
L’aria è un miscuglio di gas la cui composizione può variare in funzione delle diverse zone della terra e dell’altitudine oltre che con il tempo. In particolare, il valore che varia maggiormente è quello della umidità (contenuto di H2O). Ragione per cui in genere si fa riferimento ai valori dell’aria secca. Anche in questo le concentrazioni di alcuni elementi possono variare in modo significativo si tratta in genere degli inquinanti (CO, SO2, NOx, O3) e della CO2. Tali specie sono però presenti a basse concentrazioni. I due costituenti principali dell’aria sono N2 ed O2 e le loro percentuali in volume sono abbastanza costanti e vengono in genere considerate pari a 78.1 % per N2 e 20.9% per O2.
La composizione non cambia né con la pressione né con la temperatura.
Quindi in tutti casi considerati dall’esercizio la frazione molare è:


La pressione parziale è il prodotto di P (pressione totale) per la frazione molare di O2:


Quindi risulta:

 quando P= 1 atm a qualunque T

 quando P= 2 atm a qualunque T
La concentrazione invece varia al variare sia di P che di T e quindi va calcolata utilizzando la legge di stato dei gas ideali:






Esercizio 1.5
Calcolare la densità dell’aria secca a 15°C
Applicando la legge di stato dei gas si calcola la concentrazione [M] che viene poi moltiplicata per il peso molecolare medio della miscela per ottenere la densità:


Caria è la densità molare dell’aria [moli/L]. 
Per calcolare il peso molare della miscela aria secca si assume una composizione pari a 78% di N2, 21% di O2  e 1% di Ar.
Si può quindi calcolare il peso molecolare medio dell’aria secca come:

 
da cui:

=21,84+6,72+0,400=28,96
Quindi:


Il dato fornito in letteratura è infatti 1.225 g/L.


2 Relazioni di equilibrio
Un fenomeno di trasporto si manifesta quando il sistema che stiamo studiando non è all’equilibrio. Ciononostante, le condizioni di equilibrio termodinamico sono molto importanti nello studio dei fenomeni di trasporto. In particolare, per il trasporto di materia in quanto la condizioni di equilibrio tra due fasi non è la uguaglianza delle concentrazioni bensì dei potenziali chimici, mentre per il trasporto di calore l’equilibrio è dato dall’uguaglianza delle temperature e quindi di immediata interpretazione. 
Le relazioni di equilibrio sono equazioni teoriche, semi empiriche o empiriche che legano fra di loro la concentrazione di una specie chimica in due fasi a contatto e possono di diverse forme matematiche: lineari e non lineari.  Tra le principali si ricordano:
· 
Legge di Raoult (equilibrio liquido/vapore)

· 
Legge di Henry (equilibrio liquido/gas)

· 
Coefficiente di ripartizione (rapporto tra le concentrazioni)

· Isoterme di adsorbimento (equilibrio fluido/solido)
Nel trasporto di materia, quindi, le relazioni di equilibrio sono fondamentali in quanto:
· forniscono informazioni sul verso del trasporto di materia;
· danno le condizioni all’interfaccia dove si assume che valgano sempre condizioni di equilibrio;
· indicano il range massimo della forza spingente (differenza di concentrazione);
· consentono di esprimere in modo omogeneo le concentrazioni tra due diverse fasi.  
In questo capitolo si riportano degli esempi di applicazioni delle relazioni dell’equilibrio chimico.


Esercizio 2.1
La solubilità dell’ossigeno in acqua è fornita attraverso la legge di Henry. Per l’ossigeno a 25°C il valore è H=770 L atm mol-1. Calcolare la concentrazione di equilibrio in acqua in moli/L a P=1 atm e T= 25°C nelle seguenti condizioni:
· ossigeno puro
· aria
Confrontare i valori delle concentrazioni all’equilibrio nelle due fasi in entrambi i casi 
 La legge di Henry in letteratura è riportata in forme diverse. La più comune è


con H in atm, o altra unità di misura della pressione. Il pedice A rappresenta la specie gassosa che si solubilizza in un liquido. 
Questa legge esprime la dipendenza in funzione della pressione parziale del gas e della temperatura. La dipendenza dalla pressione parziale è esplicita, quella dalla temperatura è nel valore della costante che dipende appunto dalla temperatura.
In questo caso delle dimensioni della costante capiamo che la legge è espressa in modo diverso:


con cA espressa come molarità.
Quindi in caso di ossigeno puro all’equilibrio si ha:


Se l’acqua è invece a contatto con l’aria


Ovviamente la solubilità di O2 in acqua è maggiore per l’ossigeno puro rispetto all’aria essendo P e T le stesse.
Per il calcolo delle concentrazioni in fase gas si usa la legge di stato dei gas




Quindi all’equilibrio si hanno le seguenti concentrazioni [ moli/L] nelle due fasi
	
	In fase gas
	In acqua

	Ossigeno puro
	4.09∙10-2
	1.30∙10-3

	Aria
	8.55∙10-3
	2.71∙10-4





Esercizio 2.2
In base all’esercizio precedente cosa accade se a P= 1 atm e T=25°C si mette in una stanza a contatto l’acqua contenuta in un bicchiere con aria nei seguenti casi:
· acqua priva di ossigeno
· acqua con concentrazione di ossigeno pari a quella dell’aria
· acqua con concentrazione di ossigeno pari a 10-2 M
Se il volume di acqua nel bicchiere è di 300 mL quant’è in g e in L in fase gas (a P=1 atm e T=25°C) l’ossigeno che si trasferirà dal liquido al gas, o viceversa, nei tre casi? 
Al termine del processo il volume di acqua nel bicchiere è cambiato? Il contenuto di O2 nell’aria è cambiato?
Nel primo caso non essendo le due fasi all’equilibrio ci sarà un trasporto di materia di ossigeno dalla fase gas verso la fase liquida fino al raggiungimento dell’equilibrio (l’equilibrio si raggiunge perché il volume di acqua è limitato).
Nel secondo caso in acqua c’è una concentrazione pari a:


Questa concentrazione, sulla base dei risultati dell’esercizio precedente, è maggiore di quella che sarebbe in equilibrio con l’ossigeno contenuto nell’aria (2.71∙10-4 M) per cui ci sarà un trasporto di ossigeno dalla fase acqua alla fase aria finchè non si raggiungerà la condizione di equilibrio ossia 2.71∙10-4 M.
Nel terzo caso la concentrazione di ossigeno in acqua è 10-2 M>2.71∙10-4 M per cui il trasferimento di O2 avverrà, di nuovo, dall’acqua verso l’aria.
La quantità di O2 trasferita nei tre casi in massa si calcola come:




Dove Vb è il volume del bicchiere; è la concentrazione iniziale in acqua; è quella di equilibrio e PMO2 è il peso molare di O2. 
Con la notazione adottata il risultato sarà negativo se l’ossigeno si trasferisce dal gas all’acqua (assorbimento) e positivo in caso contrario (desorbimento). Nei tre casi si ottiene:

caso 1) 

caso 2) 

caso 1) 
Note le masse di O2 che si sono trasferite tra le due fasi si possono esprimere queste quantità in L di gas a T=25°C e P= 1 atm.
Si utilizza la legge di stato di gas esprimendo le moli di O2 come rapporto tra massa e peso molare.


Si ottiene nei tre casi:






Visti i quantitativi di O2 trasferiti in tutti e tre i casi si può affermare che il volume di acqua nel bicchiere non cambia e che la concentrazione di ossigeno in fase aria rimane anch’essa invariata. 
Infatti la massa di acqua è pari a 300 g circa e la massa di ossigeno che si trasferisce è al massimo 9.6∙10-2 g.
Assumendo un volume della stanza pari a 102 m3 (ordine di grandezza) ed un contenuto di O2 pari al 20%, il volume di O2 nella stanza è stimabile in circa 20 m3 quello trasferito è al massimo 7.34∙10-2 L quindi la variazione di concentrazione di O2 in aria è anch’essa trascurabile.


Esercizio 2.3
La costante di Henry della CO2 in acqua a 10°C è 1.04∙103 atm. 
Quale è la solubilità della CO2 pura espressa in moli/L a P= 1 atm?
In questo caso la costante di Henry è definita secondo la relazione:


Si può quindi ricavare immediatamente la xCO2 che corrisponde alla solubilità


Essendo la soluzione diluita la solubilità in moli/L si ottiene moltiplicando la frazione molare per la densità molare dell’acqua pari alla densità di massa divisa per il peso molecolare dell’acqua


N.B. A 1 atm e10°C la concentrazione in fase gas della CO2 è


Quindi se CO2 gas a P=1 atm e 10°C viene messa in contatto con acqua che contiene CO2 a concentrazione 


Il trasporto di materia andrà dalla fase gas alla fase liquida anche se 


OSSERVAZIONE: Il trasporto di una specie tra due fasi può avvenire da quella in cui la specie ha una concentrazione maggiore verso quella dove ha una concentrazione minore. Questo risultato non ha nulla di strano in quanto la condizione di equilibrio chimico non è l’uguaglianza delle concentrazioni ma dei potenziali chimici.


Esercizio 2.4
Un contenitore chiuso contiene acetone puro liquido alla temperatura di 39.5 °C. Qual è la pressione parziale di acetone nello spazio di testa?  
Per spazio di testa si intende il volume del contenitore soprastante il liquido occupato dalla fase gas.
In questo caso la relazione di equilibrio è data dalla legge di Raoult


dove P° è la tensione di vapore dell’acetone. 
Il valore di P° a 39.5 °C è 400mmHg quindi:


Quindi la pressione parziale di acetone nello spazio di testa è 0.53 atm
Esercizio 2.5
Quanto saccarosio bisogna aggiungere a 1 cc di acqua per renderla satura a 20°C?
Cosa succede se si aggiungono 3 g?
La solubilità del saccarosio in acqua è 212 g/100 ml a 20°C.
Quindi per rendere saturo 1 cc di acqua bisogna aggiungere 2.12 g di saccarosio.
Se si aggiungono 3 g a 1 cc di acqua 2.12 si sciolgono rendendo la soluzione satura i restanti 0.88 g rimangono indisciolti costituendo quello che viene indicato in genere come corpo di fondo.
Una volta raggiunte le condizioni di equilibrio la presenza di una specie solubile come corpo di fondo indica chiaramente che la soluzione è satura in quella specie.
MEMORIZZARE: Una soluzione liquida è satura in un soluto quando aggiungendo anche una minima quantità di soluto questo non si scioglie ma si presenta come fase separata, solida o liquida che se più densa si depositerà al fondo (ad esempio sale in acqua) se meno densa risalirà in superficie (ad esempio idrocarburi in acqua). Lo stesso vale anche per una miscela gassosa (se si supera la saturazione in vapor acqueo in aria questo condensa in forma di gocce che quando sono sufficientemente grandi precipitano).


Esercizio 2.5
Se si umidifica un volume chiuso contenente aria secca a T=20°C e P= 1atm quando è che si raggiunge la condizione di saturazione di vapor acqueo nell’aria?
Se il volume in oggetto è di 1L quanta acqua si deve aggiungere per raggiungere la saturazione? 
La tensione di vapore dell’acqua a 20°C è 17.5 mmHg. Quando la pressione parziale di H2O raggiunge questo valore siamo in condizioni di aria satura.
Applicando la legge di stato dei gas ideali possiamo valutare il numero di moli di H2O presenti in volume di 1 L:


La massa necessaria è quindi





3 Cinetica chimica
La cinetica chimica studia la velocità delle reazioni chimiche.
Considerando la generica reazione irreversibile
aA+bB  cC+dD
dove le lettere minuscole indicano i coefficienti stechiometrici e quelle maiuscole le specie chimiche si definisce la velocità di reazione di A come:

 
Quelle delle altre specie si ricavano dalla stechiometria della reazione:


Il numero di moli di una specie che si formano o che si consumano in un volume V (volume della fase in cui avviene la reazione in genere indicato come volume del reattore) è definito quindi come:


Per calcolare rA e quindi RA bisogna introdurre la equazione cinetica. 
La equazione cinetica non è nota a priori e dipende dal meccanismo di reazione ossia da quel processo che determina dapprima la rottura o l’indebolimento dei legami tra gli atomi delle molecole dei reagenti e quindi la formazione di nuovi legami chimici che portano, attraverso la formazione di intermedi di reazione, ai prodotti di reazione. Le forme matematiche delle espressioni cinetiche possono essere le più disparate. 
In genere data la reazione   aA+bB  cC+dD sarà rA=f(Ci,T).
Tra stechiometria della reazione e equazione cinetica non c’è necessariamente un nesso se non per una particolare tipologia di reazioni che sono indicate come reazioni elementari per le quali la stechiometria coincide con la equazione cinetica.
Nei problemi che affronteremo la equazione cinetica sarà sempre un dato del problema o, in alternativa, verrà specificato che la reazione è elementare, informazione che consentirà all’allievo di individuare l’equazione cinetica nota la stechiometria.
Esempi di equazioni cinetiche sono: 
· rA =- k (reazione di ordine zero);
· rA =- kCA (reazione del primo ordine);
· rA =- kCA2 (reazione del secondo ordine). 
Le dimensioni della costante k (costante cinetica) danno una informazione sull’ordine della reazione.
Nei processi biologici un ruolo molto importante ha la cinetica di Michaelis-Menten per le reazioni di un substrato catalizzate da un enzima.

Lo schema cinetico è                            
Il complesso enzima-substrato ES raggiunge una condizione di equilibrio dinamico. In questa condizione la velocità di formazione del prodotto P si può scrivere come:


e la scomparsa del substrato è data da:



se S >> kM la cinetica può essere assimilata ad una di ordine zero: 

se invece S << kM la cinetica può essere assimilata ad una di ordine uno: 
Quindi durante un processo reattivo che consuma S si può avere una prima fase con cinetica di ordine zero ed una fase finale con cinetica del primo ordine. 


Esercizio 3.1
Per la reazione A+2B C+ 3D se la cinetica è del primo ordine rispetto ad A (rA=-kcA) con k=0.3 s-1 quanti moli di A reagiscono al secondo in una miscela reagente dal volume di 500cc se cA =10-3 M? Quante di B? Quante di C e di D si formano? Come mai la velocità di reazione non dipende dalla concentrazione di B che pure è un reagente?

Le moli di A che reagiscono sono:


Quelle di B, C e D sono: 

I motivi per cui la velocità di reazione non dipende dalla concentrazione di B possono essere diversi, in quanto, come detto nella introduzione, non c’è un nesso tra la stechiometria e la equazione cinetica. Un possibile motivo è che B sia in eccesso (A reagente limitante) e quindi la velocità,  dipendendo in genere dal numero di urti efficaci di A con B, è più sensibile alla variazione di concentrazione di A poco presente che da B presente in eccesso. 

Esercizio 3.2
Per una generica reazione A  prodotti, come varia la velocita di reazione RA se il volume di reazione raddoppia nei seguenti casi: cinetica di ordine zero, di ordine 1 di ordine 2.
Negli stessi casi come varia se CA raddoppia?

La velocità di reazione RA è proporzionale al volume di reazione:


quindi, indipendentemente dall’ordine della reazione se il volume di reazione raddoppia il numero di moli che reagiscono nell’unità di tempo, indicati come RA, raddoppiano.
La relazione, invece, di RA con l’equazione cinetica fa sì che RA dipenda da CA:

	per cinetica di ordine zero

	per cinetica di ordine uno

	per cinetica di ordine due
Quindi se cA raddoppia:
RA rimane costante per cinetica di ordine zero;
RA raddoppia per cinetica di ordine uno;
RA diventa quattro volte più grande per cinetica di ordine uno;

Esercizio 3.3
Riportare in un grafico per la reazione A prodotti che avviene in un reattore batch in un grafico l’andamento di cA in funzione del tempo di reazione per cinetica di ordine 0, di ordine 1 e di ordine 2. Discutere il risultato.
Assumere:
caso 1) cA°= 1 M e k0=3∙10-2 moli L-1s-1; k1=3∙10-2 s-1; k2=3∙10-2 L moli-1s-1
caso 2) cA°= 2 M e k0=3∙10-2 moli L-1s-1; k1=3∙10-2 s-1; k2=3∙10-2 L moli-1s-1


In caso di cinetica di ordine zero l’equazione cA(t) è:


 da cui 
In caso di cinetica di ordine uno l’equazione cA(t) è:


 da cui 
In caso di cinetica di ordine due l’equazione cA(t) è:



 da cui  quindi 

Per risolvere l’esercizio si può usare un programma tipo EXCEL. Per meglio confrontare i risultati conviene riportare vs t invece di cA vs t. In tal modo tutte le curve avranno valori sull’asse y compresi tra 0 e 1. Assumendo diversi valori di t: da 0 a 500 s si ottengono i seguenti grafici. Gli andamenti sono quelli attesi.
La cinetica di ordine zero ha un andamento lineare che in un tempo finito (circa 35 s nel caso 1 con cA°=1 M e circa 65 s nel caso 2 con cA°=2 M)  azzera la concentrazione del reagente A. Gli andamenti di ordine 1 e 2 hanno andamento non lineare dove la velocità di reazione (proporzionale alla derivata delle curve riportate) decresce al crescere del tempo di reazione e quindi al diminuire di cA e cA si annulla solo per t  ∞. Questo effettoè ovviamente più marcato per la cinetica di ordine 2.
Si osserva inoltre che all’aumentare del valore di cA° (caso 2) la velocità di reazione nel caso di cinetica di ordine 2 cresce e diventa maggiore di quella negli altri casi ossia cA decresce più rapidamente (vedi grafici in basso). Lo stesso accade anche per la cinetica di ordine 1 ma in misura minore, che comunque fino a un tempo t < 30 s risulta più alta rispetto al caso di cinetica di ordine 0.
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Esercizio 3.4
Per una reazione alla Michaelis-Menten riportare l’andamento della velocità del prodotto in funzione della concentrazione di substrato e quello della concentrazione di substrato nel tempo.
Dati: rmax=10-5 s-1; kM =5∙10-3 M
Anche in questo caso si può risolvere l’esercizio usando il programma EXCEL.
L’andamento della velocità del prodotto è riportato in figura. Si osserva che la velocità di formazione di P raggiunge un valore stazionario pari a rmax quando S >> kM.
Per S << kM invece la produzione di P è lineare con S (grafico inferiore) in quanto la reazione diventa di primo ordine. 
[image: ]

In questo altro grafico si riporta invece l’andamento di S nel tempo avendo assunto S°=5∙10-3 M. Come si osserva all’inizio la cinetica è di ordine zero (dS/dt costante) poi invece diventa di ordine uno.
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4 Miscelatori e Reattori ideali
[bookmark: _GoBack]Le apparecchiature biomediche contengono spesso dei volumi che hanno la funzione di miscelare delle soluzioni o di far avvenire delle reazioni o ancora degli scambi di materia tra fasi a contatto diretto o separate da membrane. Lo studio di questi sistemi reali viene affrontato assimilando il loro comportamento a quello di miscelatori o reattori in cui le condizioni fluidodinamiche sono particolari e che per questo motivo vengono definiti ideali.
I sistemi reali in molti casi possono essere assimilati a quelli ideali con buona approssimazione. Negli altri casi il loro comportamento può essere comunque modellato a partire da quelli ideali adottando delle opportune modifiche alle equazioni.
I sistemi ideali cui si fa riferimento sono:
· il recipiente a perfetta miscelazione, continuo (CST) o discontinuo (ST)
· il reattore a perfetta miscelazione, continuo (CSTR) o discontinuo (STR)
· il reattore con flusso a pistone (PFR).
In questo capitolo si farà riferimento a reazioni in fase omogenea, ossia reazioni che avvengono in tutta la fase contenuta nel reattore, gassosa o liquida che sia. Si riportano di seguito i risultati della teoria per i tre casi sopra riportati.
Tabella - CST: soluzioni del bilancio di materia in condizioni stazionarie per reazione AB
	Ordine della reazione
	

	


	Zero
	

	


	Uno
	

	


	Due
	

	




Se un problema appartiene a questa casistica si possono applicare direttamente le equazioni sopra riportate negli altri casi (ordine diverso, reazioni reversibili, reazioni in serie o parallelo ecc.) bisognerà seguire la medesima metodologia: scrivere i bilanci di materia rispettando la stechiometria delle reazioni e risolverli con le condizioni iniziali. 
Vengono affrontati prima problemi su miscelatori ideali poi reattori ideali in condizioni stazionarie (STR, CSTR e PFR) e, infine, reattori ideali in condizioni transitorie (STR, CSTR e PFR).

MISCELATORI IDEALI
Esercizio 4.1
Un volume perfettamente miscelato (V=300cc) contiene una soluzione di saccarosio (10% wt ossia in peso). Al tempo t=0 viene alimentata una portata di acqua di 1 cc/min. Dopo quanto tempo la % di saccarosio è scesa all’1% wt? Il volume si può modellare come un CST (continuous stirred tank). Qual è la concentrazione di saccarosio che si raggiunge in condizioni stazionarie? Qual è la concentrazione al tempo t pari al rapporto V/Q?

[image: ]Comprensione del problema - Si tratta di un miscelatore perfetto che opera in condizioni transitorie. La concentrazione di saccarosio andrà diminuendo nel tempo a causa dell’ingresso di acqua priva di saccarosio. Il sistema tende a un nuovo stato stazionario che corrisponde all’assenza di saccarosio nel volume.

Rappresentazione grafica – Si riporta l’andamento nel tempo della frazione di massa di saccarosio nel volume. La frazione di massa partirà dal valore iniziale in corrispondenza del tempo t=0  e andrà diminuendo tendendo asintoticamente a zero.

[image: ]SOLUZIONE
Si scrive il bilancio di materia sul saccarosio          
-OUT=ACC
Indicando con ws la frazione di massa di saccarosio il bilancio di massa è





	da cui si ottiene:		 quindi      

da cui si ricava:   


per t=0	 	quindi 
L’equazione che da il valore della frazione di massa in funzione del tempo è dunque 

 dove  è il tempo di riempimento del miscelatore
Per calcolare il tempo necessario ad abbassare la frazione di massa al valore di 0.01 conviene riscrivere l’equazione come:


	quindi 
CALCOLI
Il tempo caratteristico è 



Il tempo necessario è quindi:
Il tempo è lungo perché è elevato il tempo caratteristico.
Il sistema tende a un nuovo stato stazionario che si raggiunge per ws=0.
In corrispondenza di




Il rapporto tra la frazione di massa e   è pari a :


Quindi


OSSERVAZIONE: Il tempo caratteristico in questo sistema è il tempo che determina una riduzione significativa della concentrazione pari a circa un terzo di quella iniziale.



Esercizio 4.2
Un miscelatore ideale continuo (V=1L) è alimentato con due portate di acqua la prima (Q=10 cc/s) con concentrazione di sale pari a 1M e la seconda (Q=50 cc/s) priva di sale.
Se al tempo t=0 anche la seconda portata contiene sale a concentrazione 1M quanto tempo ci vorrà perché la concentrazione raddoppi rispetto al valore stazionario per t<0?
Quale sarà il nuovo valore stazionario a cui tende il miscelatore?
Quanto tempo ci vuole affinchè la concentrazione sia pari a 99% del valore stazionario per t>0?

[image: ]Comprensione del problema – Anche in questo caso si tratta di un miscelatore perfetto che opera in condizioni transitorie. La concentrazione di sale in condizioni stazionarie, prima del transitorio, si calcola da un semplice bilancio globale in stazionario. Al tempo zero la concentrazione andrà aumentando fino a raggiungere il nuovo valore stazionario che sarà pari a 1M, visto che entrambe le correnti in ingresso hanno questo valore.
Rappresentazione grafica – Si riporta l’andamento nel tempo della concentrazione di sale nel miscelatore. La frazione di massa partirà dal valore iniziale in corrispondenza del tempo t=0  e andrà aumentando tendendo asintoticamente al valore pari a 1M.

[image: ]SOLUZIONE
Si scrive il bilancio di materia sul sale in condizioni stazionarie          
per t<0           IN-OUT=0
indicando con c la concentrazione di sale nel CST e quindi in uscita il bilancio è: 

quindi:

	
dal tempo t>0 il bilancio diventa


dove c’  è la concentrazione del sale nel CST per t>0. 
Ordinando e dividendo per V si ha:


Introducendo il tempo caratteristico =V/(Q1+Q2) si ottiene:


L’equazione si risolve ricorrendo all’omogenea associata ottenendo



Per t=0	  (soluzione stazionaria trovata in precedenza)

per cui 
Quindi:



Il tempo necessario perché la concentrazione raddoppi dal valore stazionario calcolato per t<0 si ricava imponendo  e quindi:



 facendo il logaritmo si ha


	


 espressione che ci da il tempo a cui 


Per calcolare il tempo necessario perché c’ sia pari al 99% del nuovo valore stazionario (==1M) ossia il tempo necessario perché sia c’ = 0.99=0.99M  si riutilizza la






	

	e quindi


CALCOLI

 concentrazione allo stato stazionario per t<0

 tempo caratteristico

Si può quindi calcolare t affinché sia 


		

Il tempo invece a cui c’ = 0.99=0.99M  è


Quindi dopo 29 s si è raggiunto un valore molto prossimo al nuovo stato stazionario.
REATTORI BATCH
Esercizio 4.3
La reazione chimica A 2B di ordine zero avviene in un reattore batch che contiene al tempo zero il solo reagente A alla concentrazione cA°. Si calcoli il tempo tf per il quale il reagente A è completamente esaurito. Quale sarà la concentrazione di B al tempo tf? Quanto tempo ci vuole affinchè la concentrazione di A si riduca del 10%; del 50% e del 90% rispetto al valore iniziale?
Dati: k0=10-2 moli s-1L-1 ; cA°=0.5M

[image: ]Comprensione del problema – Essendo la cinetica del reattore di ordine zero la velocità di reazione è costante e quindi la concentrazione del reagente A ad un certo tempo t sarà esaurita. Se la cinetica fosse stata di ordine diverso da zero la domanda sarebbe stata mal posta perché il tempo sarebbe stato t = ∞.
Rappresentazione grafica – Si riporta l’andamento nel tempo della concentrazione di A che decresce linearmente incontrando l’asse x del tempo al tempo tf tempo al quale sarà cA=0. 
Il problema chiede di calcolare il tempo tf in corrispondenza del quale il processo reattivo è terminato.

SOLUZIONE 
Il bilancio su A è GEN=ACC


		
Separando le variabili


		da cui integrando	


La condizione iniziale è t=0    per cui  quindi l’equazione è:

 che ci fornisce l’andamento disegnato in figura
Per calcolare tf  basta imporre cA=0


  da cui   
La concentrazione di B a tf, essendo la reazione A2B sarà pari a 2cA°.
Il tempo per avere una conversione del 10%, 50% e 90% essendo la velocità di reazione costante perché indipendente dalla concentrazione del reagente  si ricava da una semplice proporzione. 
CALCOLI 

tempo a cui il reagente A è completamente esaurito


I tempi per i diversi gradi di conversione richiesti sono:






MEMORIZZARE: Una cinetica di ordine zero determina la scomparsa del reagente limitante in un tempo finito.


Esercizio 4.4

In un reattore batch avviene la reazione A+B→C irreversibile con cinetica elementare del secondo ordine complessivo  (primo ordine  in A  e primo ordine  in B). La costante cinetica della reazione e pari a k=0.8 L/(moli s).  Inizialmente  i  due  reagenti  sono  presenti  in concentrazione  stechiometrica   =4 moli/L.
Si calcoli il tempo necessario ad ottenere una conversione del 91%. 

Comprensione del problema – Essendo i due reagenti in concentrazioni stechiometriche non c’è un reagente limitante e quindi il bilancio si può fare su uno solo dei due reagenti e ricavare l’altro da considerazioni stechiometriche
SOLUZIONE 

Il bilancio di materia su A è:                  

Per risolverlo bisogna esprimere cB. Poiché i reagenti sono presenti all’inizio in concentrazioni stechiometriche (cA°=cB°) e la reazione prevede che per ogni mole di A che reagisce ne reagisce una di B sarà ad ogni istante

Per cui il bilancio diventa analogo a quello di una cinetica del secondo ordine



Essendo il grado di conversione       si può calcolare cA per X=0.91
Dalla teoria sappiamo che per una cinetica del secondo ordine in un reattore batch è

 quindi da questa noto cA si calcola t
CALCOLI


 
Per cui il tempo t è




Esercizio 4.5
Un reattore batch viene caricato con il reagente A alla concentrazione cA°=1.3 M. Nel reattore avvengono due reazioni in serie irreversibili: 2AB con cinetica del secondo ordine in A (k2=0.6 min-1mol-1L) e B C con cinetica di ordine zero (k0=0.1 moli L-1min-1). Siccome si intende massimizzare la produzione di B a che istante va interrotta la reazione?
Riportare in forma di diagramma l’andamento delle concentrazioni nel tempo.

 

Comprensione del problema – In questo caso ci sono due reazioni in serie. La specie A tenderà a consumarsi essendo un reagente, la concentrazione della specie B, invece, essendo un intermedio dell’intero processo reattivo (si forma con la prima reazione e si consuma con la seconda), tenderà a crescere inizialmente per poi diminuire. La concentrazione di C, essendo un prodotto, sarà crescente nel tempo. L’andamento di B nel tempo avrà quindi un massimo in corrispondenza del quale, se si vuole massimizzare la produzione di B, la reazione andrà fermata ad esempio attraverso un repentino raffreddamento.
SOLUZIONE 
I bilanci sulle tre specie sono:






Moltiplicando la seconda per due e sommando membro a membro le prime due equazioni si ha



che può essere integrata nella incognita  per separazioni di variabili con la 

C.I: t=0  ottenendo

 da cui


L’andamento di A nel tempo può essere ottenuto integrando la equazione di bilancio su A:


Sostituendo si ottiene:


Da queste due equazioni è possibile ricavare i valori di A e B ad ogni istante di tempo t.
Per trovare il tempo t che corrisponde al massimo di CB bisogna imporre


 


  
Da cui si ricava:


CALCOLI


L’andamento nel tempo è riportato in figura da cui si verifica anche l’esattezza di tmax calcolato in 1.6 min.
[image: ][image: ]






Esercizio 4.6
In un reattore batch avviene la reazione A→B irreversibile (cA°=0.2 M). Calcolare il tempo necessario per una conversione del 50%; 90% e 99% nei seguenti casi:
1) cinetica di ordine zero k0= 0.3 moli L-1 min-1
2) cinetica di ordine uno k1= 0.3 min-1
3) cinetica di ordine due k2= 0.3 L moli-1min-1.

Verificare che aumento percentuale del tempo di reazione è necessario per aumentare la conversione dal 90% al 99% nei tre casi e discutere il risultato in funzione dell’ordine della cinetica.

SOLUZIONE 
L’espressione che fornisce il tempo in funzione del grado di conversione nei tre casi è:

 in caso di cinetica di ordine 0

 in caso di cinetica di ordine 1

 in caso di cinetica di ordine 2
CALCOLI



;;



;;



;;
L’aumento % del tempo passando da X=0.9 a X=0.99 è nei tre casi






Come si può osservare al crescere dell’ordine della cinetica il tempo necessario per aumentare il grado di conversione dal 90% al 99% cresce notevolmente. 
Infatti quando la concentrazione del reagente diminuisce la velocità di reazione rimane costante (ordine zero); diminuisce in modo proporzionale (ordine uno; diminuisce con legge quadratica (ordine due).


Esercizio 4.7
In un reattore batch a perfetta miscelazione (STR) avvengono le reazioni AB e A2C entrambe con cinetica di ordine uno (k1=0.2 min-1 e k2=0.5 min-1). 
Si ha a disposizione una soluzione a concentrazione cA°=150 mmol/L e si vuole ottenere una soluzione con concentrazione di  cC=120 mmol/L.  A che tempo si deve interrompere la reazione?
Qual è la selettività in C che si è ottenuta? Da chi dipende la selettività?
Riportare l’andamento nel tempo della concentrazione delle tre specie.

Comprensione del problema – In questo caso ci sono due reazioni in parallelo o competitive in serie. La concentrazione di C in funzione del tempo si calcola da un bilancio su C ma siccome la concentrazione di A dipende anche dall’altra reazione si dovrà fare un bilancio anche su A. La concentrazione dell’altro prodotto B si può ottenere da un bilancio di massa globale.
SOLUZIONE 
I bilanci su A e C sono:




La concentrazione di B si può ricavare da un bilancio globale


La prima equazione può essere riscritta come



Che è identica a quella che si avrebbe in caso di una sola reazione del primo ordine con costante 


Per cui 



 separando le variabili

	

	I.C.; t=0 cC=0

 da cui


Per calcolare il tempo t a cui si raggiunge la concentrazione di C fissata:


L’andamento di B nel tempo è dato da:


 	quindi     
CALCOLI


Per calcolare la selettività bisogna calcolare il rapporto


Al tempo t=0.26 min è


	; 


La selettività è maggiore di 1 perché la stechiometria è A2C (in questo caso la selettività massima non è 1 ma 2).
Volendo esplicitare la dipendenza della selettività si ha:


Dipende quindi solo dalle costanti cinetiche. Più precisamente dal rapporto di k2 con la somma di k1+k2.
L’andamento nel tempo delle tre specie chimiche è dato dal grafico 
[image: ]

MEMORIZZARE: Quando si hanno reazioni del primo ordine in serie la scomparsa del reagente segue sempre una cinetica del primo ordine con costante cinetica che è data dalla somma delle costanti cinetiche delle singole reazioni.


Esercizio 4.8
Analogamente all’esercizio precedente in un reattore batch a perfetta miscelazione (STR) avvengono le reazioni AB e A2C la prima con cinetica di ordine uno (k1=0.2 min-1) e la seconda con cinetica del secondo ordine (k2=0.5 L mol-1 min-1). 
Si ha a disposizione una soluzione a concentrazione cA°=150 mmol/L riportare in forma grafica l’andamento di A nel tempo e calcolare a che tempo cA=0.5 cA°. 
Se si utilizza una soluzione con cA°=300 mmol/L come cambierà la selettività in C?

Comprensione del problema – In questo caso ci sono due reazioni in parallelo o competitive serie. La concentrazione di C in funzione del tempo si calcola da un bilancio su C ma siccome la concentrazione di A dipende anche dall’altra reazione si dovrà fare un bilancio anche su A.
SOLUZIONE 
I bilanci su A e C sono:




La prima è una equazione differenziale lineare del primo ordine che si risolve per separazione delle variabili
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L’andamento di cA è riportato in figura


Il tempo t a cui la cA si dimezza rispetto al valore iniziale è 2.73 min.
In questo caso, a differenza di quello precedente, il valore della selettività dipende dal livello di concentrazione perché le due reazioni non sono entrambe di ordine uno. La velocità della reazione di ordine due aumenta al crescere della concentrazione del reagente più di quella di ordine uno e quindi utilizzando una soluzione più concentrata in A si avrà una maggiore selettività in C.  



Esercizio 4.9
Il reattore STR è particolarmente adatto per il calcolo delle costanti cinetiche. A questo scopo si effettuano a diversi tempi di reazione dei prelievi della miscela reagente (cA°=0.7M) e si misura mediante qualche metodo analitico la concentrazione delle diverse specie chimiche. Se la reazione è AB e il tempo necessario per ridurre la concentrazione di A al 50% del valore iniziale è di 2 min calcolare il valore della costante nei seguenti casi:
· reazione di ordine zero
· reazione di ordine uno
· reazione di ordine due
SOLUZIONE 
Si possono utilizzare le relazioni che forniscono il grado di avanzamento in funzione del tempo di reazione che sono:
	Ordine della reazione
	


	Zero
	


	Uno
	


	Due
	





Nel caso di reazione di ordine zero è quindi: 	

nel caso di reazione di ordine uno: 		

e per ordine due:					
CALCOLI








Esercizio 4.10
Il metodo corretto per valutare una costante cinetica utilizzando delle misure sperimentali ottenute con un STR prevede i seguenti passaggi:
- ipotesi di un ordine di reazione
- verifica della correttezza dell’ordine ipotizzato
- calcolo della costante cinetica mediante interpolazione dei dati sperimentali.
Maggiore il numero dei dati sperimentali, minore sarà l’incertezza sulla valutazione della costante cinetica. 
A questo scopo in un reattore STR isotermo si raccolgono 5 campioni a diversi tempi di reazione caratterizzati dai seguenti valori:
	t
	cA

	[min]
	[M]

	0
	2

	1
	1,1

	2
	0,8

	3
	0,5

	4
	0,3

	5
	0,2


Verificare se la reazione segue una cinetica di ordine zero o del primo ordine e calcolare la costante cinetica.
SOLUZIONE 
Per verificare qual è l’ordine di reazione può essere utile rappresentare i dati in modo tale che, se rispettano quell’ordine di reazione, debbano avere un andamento lineare.
[image: ]Nel caso di cinetica di ordine zero è semplice: basta riportare cA contro il tempo. Infatti se la cinetica è di ordine zero i punti così riportati dovranno disporsi lungo una retta. Per valutare in modo quantitativo la correlazione i punti sperimentali vengono interpolati da una regressione lineare che minimizza la sommatoria degli scarti quadratici. Lo scostamento dei punti dalla regressione lineare è fornito dal coefficiente di Pearson  R2 che varia da 0 a 1. R2 = 0 corrisponde a una pessima correlazione, R2 = 1 a una correlazione perfetta. 
In questo caso il coefficiente vale 0.878 quindi la correlazione è buona e k=0.334moli L-1 min-1 








Per una cinetica del primo ordine . La relazione cA contro t, quindi, non è lineare. Si può linearizzare facendo il logaritmo, infatti . Si riporta quindi il contro t ottenendo:
	t
	cA
	ln(cA/cA°)
	[image: ]

	[min]
	[M]
	 
	

	0
	2
	0
	

	1
	1,1
	-0,59784
	

	2
	0,8
	-0,91629
	

	3
	0,5
	-1,38629
	

	4
	0,3
	-1,89712
	

	5
	0,2
	-2,30259
	


 
Come si osserva la correlazione è decisamente migliore della precedente infatti R2=0.996 come risulta anche riportando direttamente cA contro t: 
[image: ]
La cinetica della reazione quindi è del primo ordine e il valore di k si ricava dal coefficiente angolare della retta di correlazione  k=0.454 min-1.


REATTORI CSTR
Si deve dimensionare un reattore dove avviene la reazione A  B. LA portata in ingresso è Q=100 cc/s e la concentrazione è cA=0.1 M. Si desidera una conversione X=0.95. Quale deve essere il volume del reattore?
Effettuare il calcolo nei seguenti casi:
- cinetica di ordine zero k0=10-3 moli L-1 s-1;
- cinetica di ordine uno  k1=10-3 s-1;
- cinetica di ordine due  k2=10-3 L moli-1 s-1;
SOLUZIONE
L’equazione di progetto per un CSTR si ricava dal bilancio di materia su A. Per cinetica di ordine zero si ha:
















Mediante lo stesso procedimento si ricava


			per cinetica di ordine uno;

		per cinetica di ordine due.




Allegato: Dati chimico/fisici
Si riportano di seguito alcune tabelle di dati chimico/fisici necessari per la soluzione dei problemi di trasporto di materia.
Per i dati non presenti si rimanda al Perry “Handbook of Chemical Engineers’” Capitolo 2.
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SOLUBILITA’ DI GAS IN ACQUA A 20°C e  P= 1 atm (g di gas /100 g di H2O)
	Gas
	Solubility*

	Acetylene
	0.117

	Ammonia
	52.9

	Bromine
	14.9

	Carbon dioxide
	0.169

	Carbon monoxide
	0.0028

	Chlorine
	0.729

	Ethane
	0.0062

	Ethylene
	0.0149

	Hydrogen
	0.00016 

	Hydrogen sulfide
	0.385

	Methane
	0.0023

	Nitrogen
	0.0019

	Oxygen
	0.0043

	Sulfur dioxide
	11.28



*Grams of gas dissolved in 100 g of water when the total pressure above the solution is 1 atm.
Reference: G.W.C. Kaye and T.H. Laby, "Tables of Physical and Chemical Constants," 15th ed., Longman, NY, 1986, p. 219.


[image: http://docs.engineeringtoolbox.com/documents/1148/solubility-o2-water.png]


Coefficienti di diffusione in acqua a 25°C
	Solute
	10-6 Daq in cm2/s
	Solute
	10-6 Daq in cm2/s

	 Hydrogen
	45.0
	 Maltose
	 4.8

	 Nitrogen
	18.8
	 Raffinose
	 4.3

	 Oxygen
	20.0
	 Glycine
	11

	 Carbon dioxide
	19.2
	 Glutamine
	 7.6

	 Methane
	14.9
	 Alanine
	 9.1

	 Ethane
	12.0
	 Leucine
	 7.3

	 Propane
	  9.7
	 Serine
	 8.8

	 Benzene
	10.2
	 Valine
	 8.3

	 Hydrogen sulfide
	16
	 Asparagine
	 8.3

	 Formic acid
	14.1
	 Threonine
	 8.0

	 Acetic acid
	12.1
	 N-(3-Oxododecanoyl)-L-
 homoserine lactone
	 4.9

	 Propionic acid
	10.6
	 N-Butyryl-L-homoserine
 lactone
	 7.2

	 Butyric acid
	  8.7
	 Li+
	10.3

	 Benzoic acid
	10.0
	 NH4+
	19.7

	 Succinic acid
	  9.4
	 Cl-
	20.3

	 p-Aminobenzoic acid
	  8.4
	 HCO3-
	11.8

	 Fluorescein
	  5.4
	 SO42-
	10.6

	 Methanol
	 15
	 H2PO42-
	  8.8

	 Glycerol
	   9.4
	 HPO4
	 7.6

	 Urea
	13.8
	
	

	 Glucose
	  6.7
	
	

	 Sucrose
	  5.2
	
	

	 Lactose
	 4.9
	
	






dP/dt vs S
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