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Capitolo 1

Funzioni olomorfe

1.1 La funzione exp in campo complesso

Indichiamo con C il campo dei numeri complessi. Un numero complesso viene
solitamente rappresentato in forma algebrica nel modo seguente

z=x+iy=R(z)+iN(2).

Daremo per note le principali proprieta di C; limitiamoci qui a ricordare che
per “modulo” di z si intende la quantita

2] = Va2 +y?
e che valgono le seguenti disuguaglianze triangolari
(1.1) e+ <+ 1] (el = < |2 = 2]

Definizione 1.1.1. - Si dice che una successione {zp} di numeri complessi
converge a z, in simboli

lim z, =z,
n—r oo

S€

lim |z, —z| =0.
n—oo

Si pué facilmente verificare che la successione di termine generale
Zn = Ty +1Yp

converge a z = x + iy se e solo se la successione {(z,,y,)} converge in R?
a (z,y). Cib equivale a dire che C pud essere identificato dal punto di vista
topologico con R2.

Consideriamo la serie di potenze

o0

(1.2) > %T;

n=0

5
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Si pué dimostrare che la successione delle somme parziali della (1.2) converge
per ogni z. Poiché la sua somma ¢ expx se x € R ¢ allora ragionevole porre

oo n

z
(1.3) expz:eZ:Z—', zeC.
= nl
Dimostriamo la seguente proprieta
(1.4) AT = e

ben nota in campo reale. A tal fine richiamiamo il seguente risultato relativo
alle successioni medie aritmetiche.

Proposizione 1.1.1. - Sia {a,} una successione e a il suo limite; allora

a1 tan
hmiza
n—00 n

Come conseguenza della prop. 1.1.1 si ha il seguente risultato.
Proposizione 1.1.2. - Siano a, b i limiti delle successioni {a,}, {bn}; si ha

(1.5) lim G0t e g

n—oo n

Dimostrazione. Abbiamo

(16) arby, + n tapby a1+ n tan by — b) + n +an (b —b)

Per la prop. 1.1.1 il primo termine a secondo membro nella (1.6) ha per limite
ab. Per la proprieta triangolare (1.1) risulta inoltre

an<b1—b>+~~+a1<bn—b>‘< (Sup|a |) by = bt F b =Bl

n n

Sempre per la prop. 1.1.1 'ultimo termine in (1.6) & infinitesimo. Si ¢ ottenuto
in tal modo la (1.5). O

Definizione 1.1.2. - Per serie prodotto secondo Cauchy di due serie di termini
generali ay e by si intende la serie il cui termine n-mo e

(1.7) Cp = a1by + - +apby = Z arbn—py1 -
k=1

Proposizione 1.1.3. - Se le serie di termini generali ay e by sono assoluta-
mente convergenti tale é anche la serie prodotto secondo Cauchy e si ha

k=1
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Dimostrazione. L’assoluta convergenza della serie prodotto secondo Cauchy di-
scende dalla disuguaglianza di semplice verifica

et < (3} (o)

Siano A, B,, C,, e A, B, C le somme parziali e le somme delle serie di termini
generali ay, by, cp. Essendo

Cn:aan+"'+anBl

risulta
Ci+-+Cy  AyBi+---+AB,
n N n '
Basta allora utilizzare le prop. 1.1.1 e 1.1.2 per ottenere la (1.8). O

Osservazione 1.1.1. - La (1.8) sussiste anche se si assume che una sola delle
due serie sia assolutamente convergente. Il risultato non wvale se entrambe le
serie sono solo convergenti. A tale proposito basta considerare il caso

1
ap = b, = (_1>k717 .

Vi

Procediamo ora alla verifica della (1.4). Si ha

(per la (1.8))
T;) <k_0 kl(n — k)') nz:% n! (kz_o (k)

(per la formula del binomio di Newton)

oo

S ) ) L

' .
= nl

La serie (1.3) & assolutamente convergente; quindi & possibile riordinare i suoi

termini senza alterarne la somma. Si ottiene pertanto la seguente relazione

2 3 4
o g YL
e = 14wy 5 13!+4!+
2 4 3 5
-~ y: oy ‘ vy
= O‘z*m*”)“@‘m*a‘m>

= cosy+isiny
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da cui, per la (1.4),

e® ="t = e%eW = ¢ (cosy + isiny) .

Si ottengono in tal modo le note formule di Eulero

(1.9) . e — e e+ e W
. siny = ———, cosy=———
2i ’ 2
che suggeriscono le seguenti estensioni a C delle funzioni trigonometriche seno
€ coseno

eiz _ e—iz eiz + e—iz
1.10 ing=-—— = -
(1.10) sin z 5 , COSZ 5
ovvero
) oo N Z2n+1 o N 2211
smz:nZ::O(—l) [k cosz:;(—l) ek

1.2 Derivabilita in campo complesso
Se z = x + iy sia

(L.11) f(z) = f(a,y) = w(z,y) +iv(z,y)

una funzione definita in un aperto A del piano complesso.
Si pué introdurre in modo del tutto naturale la nozione di convergenza e di
continuita. Occupiamoci di estendere quella di derivata.

Definizione 1.2.1. - Si dice che f ¢é derivabile in z se il rapporto incrementale

fz+Az) — f(z)
Az

e convergente, al tendere di Az a zero, ad un complesso che prende il nome di
derivata di f in z e si denota con uno dei simboli

7). L.

Se f & derivabile in ogni punto di A si dice che f é “olomorfa” in A.

E appena il caso di osservare che continuano a sussistere le regole di derivazione
valide per la derivata in campo reale relative alla derivata della somma, del
prodotto e del quoziente di due funzioni, alla derivata di una funzione composta
e a quella dell’inversa.

Teorema 1.2.1. - Se f é olomorfa in A allora u e v sono differenziabili.
Valgono inoltre le sequenti identita (equazioni di Cauchy-Riemann)

(1.12) Up =Vy, Uy = —Ug.
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Dimostrazione. Si incrementi o solo la parte reale o solo la parte immaginaria
di z. Si ha allora

f(x—l—h,y)—f(:c,y)

f(x,y+k)—f(:c,y)

’ T T
fz) =l h = i
da cui
of 10f
1.13 r— L - 24
( ) / Jor i Oy
ovvero
(1.14) [ =uy + ivy =vy — iuy.

Abbiamo in tal modo ottenuto le (1.12).
Resta da verificare la differenziabilita di u, v ovvero dell’applicazione del piano
in sé

(1.15) F: (z,y) — (u(z,y),v(z,y)) .

Ricordiamo che F' ¢ differenziabile se esiste un funzionale lineare J di R2 in sé
tale che

[F(z+hy+k) - Fz,y) = J(h K|

1.16 lim =0
( ) (h-k)—(0,0) Vh? 4 k2
dove | - || indica la norma euclidea in R2. E noto che .J si rappresenta mediante
la matrice jacobiana
Uy Uy
Uy Uy
Per le (1.12) si ha allora
Uy —Up h
J(h, k) = = (ugh — vpk, v h + ugk)
Vg Uy k

= (ug +ivy)(h + ik)
da cui, per la (1.14), posto Az = h + ik,
J(h, k) = f'(2)Az.
Pertanto il numeratore in (1.16) diventa
5+ A2) = f(2) - F'(:)As].
La (1.16) discende dall’olomorfia di f. O
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Osservazione 1.2.1. - Dalle (1.12) si ha

(1.17) C =a(u’v)=|f’|2.

_— (z,y)

o))

Il determinante a primo membro & lo jacobiano della trasformazione (1.15).

Ulteriori semplici conseguenze delle condizioni di Cauchy-Riemann (1.12) sono
elencate nella seguente

Proposizione 1.2.1. - Sia f olomorfa in un aperto A connesso.
e Se f' ¢ identicamente nulla in A allora f & costante;
e se la parte reale o quella immaginaria di f & costante allora f & costante;
e se il modulo di f é costante allora anche f ¢ costante.
Esempio 1.2.1. - La funzione
Z—Z=x—1y

non & olomorfa in quanto non risultano soddisfatte le (_1.12).
Pii in generale, se f & olomorfa tale non pud essere f a meno che f non sia
costante.

Esempio 1.2.2. - Poiché
(1.18) (z4+A2)" — 2" = Az[(z + A2)" P4 2(z 4+ A2)" 2 4 2"
st ha

(z+ Az)" — 2"

n—1
Az—0 Az

Quindi, come nel caso reale, la derivata di 2™ é nz""".

In realta le condizioni di Cauchy-Riemann caratterizzano le funzioni olomorfe.
Sussiste infatti il seguente risultato.

Teorema 1.2.2. - Se u,v sono differenziabili in A e se valgono le (1.12) allora
la funzione f =u+ iv é olomorfa in A.

Dimostrazione. Essendo u,v differenziabili si ha

u(lx + h,y+ k) —ulz,y) = ux(z,y)h—kuy(x,y)k—FO(\/h2—|—k2)

v+ hy+k)—v(z,y) = vi(x,y)h+vy(z,y)k+o (\/ h? + k2) :
Sez=ax+1iye Az =h+ik per le (1.12) risulta
fz+ Az) = f(2) = [ua(2,y) + iva(2,y)] Az + 0| A2])
da cui olomorfia di f. O
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Denotiamo con il simbolo arg z (si legge “argomento” di z) la funzione a piu va-
lori che associa ad ogni z non nullo le determinazioni dell’angolo che il segmento
orientato, i cui estremi sono l'origine e z, forma con il semiasse reale positivo.
Con Argz €] — m, «] si denota la determinazione principale della funzione arg z.
Un numero complesso z si pud allora rappresentare ricorrendo alle coordinate

polari
p=Vr2+y?, 0 =argz.

Scriviamo la (1.11) come funzione di tali coordinate polari

J(z) = f(pe) = f(p.0).

Poiché
af / i0 af / - 10
1.1 — = - =
(1.19) =l o= @i
si ha
of _ 107
(1.20) Fp_ip80'

La (1.20) va letta come una ulteriore formulazione delle condizioni di Cauchy-
Riemann.

1.3 Serie di potenze

Si consideri la serie di potenze di punto iniziale zy € C
o0

(1.21) Zan(z—zo)".
n=0

Si pué caratterizzare l'insieme di convergenza facendo ricorso al seguente risul-
tato per la cui dimostrazione rimandiamo a [6].

Proposizione 1.3.1. - Se la serie (1.21) converge in un punto w allora essa
converge totalmente in ogni cerchio di centro zg e raggio minore di |w — zg|.

Dalla prop. 1.3.1 si deduce che si pué verificare uno dei seguenti tre casi.
(i) La serie (1.21) converge per ogni z.

(ii) La serie (1.21) converge in un cerchio aperto di centro z e raggio r > 0;
essa non converge in alcun punto esterno a tale cerchio.

(iii) La serie (1.21) converge solo nel punto iniziale.
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Nel caso (ii) il valore r prende il nome di “raggio di convergenza” della serie;
tale termine viene usato anche negli altri due casi: nel primo si pone r = +o00,
nel terzo r = 0.

Il cerchio aperto di centro zy e raggio r > 0, ovvero tutto C se r = +00, & detto
cerchio di convergenza della serie (1.21). La convergenza ¢ uniforme in ogni
compatto contenuto nel cerchio di convergenza.

Per il calcolo del raggio di convergenza si pué ricorrere al seguente risultato (cfr.
per esempio [6]).
Teorema 1.3.1. (Teorema di Cauchy-Hadamard) - Sia

1
(1.22) — = limsup V/|a,|

r n—oo
con ovvio significato del simbolo se r = 0 oppure r = +o0o. Allora r é il raggio
di convergenza della serie (1.21).

In particolare se la successione { {/|an|} € regolare si ha

1
— = lim
r n—o00

ap .

Come nel caso reale € possibile dimostrare che una serie di potenze e derivabile
termine a termine.

Teorema 1.3.2. - La somma f della serie di potenze (1.21) ¢é olomorfa; si ha
inoltre

(1.23) f(z) = Znan(z—zo)"_l.
n=1

Dimostrazione. Possiamo ovviamente sempre ricondurci al caso zg = 0.
Ricorrendo alla (1.22) si pué dimostrare che la serie a secondo membro nella
(1.23) ha lo stesso raggio di convergenza r della serie (1.21). Per la prop. 1.3.1
essa converge assolutamente nel cerchio di convergenza; si ha quindi

(1.24) Z nlan| A"t < +oo

n=1
per ogni h € [0, 7.
Fissato h < r, se z un punto del cerchio di convergenza, scegliamo ¢ in modo

tale che |z + Az| < h se |[Az| < 4.
Si ha

Af=flz+A2) = f(2) =) anl(z+A2)" = 2"]
da cui, per la (1.18),

Af

(1.25) A

= Z an(z+22)" P F 2z + A2)" 2 4 4 2T
n=1
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Poiché
|an(z + A"V 2(z 4+ A2)" 2 4 2] | < nlay| Rl

la serie a secondo membro di (1.25), se |Az| < §, si maggiora con una serie
numerica che ¢ convergente per la (1.24). Essa allora converge totalmente e,
quindi, uniformemente. Passando quindi al limite sotto il segno di serie nella
(1.25) si ottiene la (1.23). O

Osservazione 1.3.1. - Il teo. 1.3.2 implica che la somma di una serie di
potenze di punto iniziale zg ha derivate di ordine m per ogni m € N. Queste si
ottengono deriwvando m volte la (1.21) sotto il segno di serie. Si ha inoltre

_ f(m)(zo)

(1.26) G, -

1.4 1l teorema di Cauchy

Per il resto del capitolo con A indichiamo un aperto connesso del piano com-
plesso.
Sia

(1.27) v :t€ela,b — @) ==x()+iy(t)

una curva generalmente regolare il cui sostegno sia contenuto in A. Per sem-
plicita assumiamo che ’orientamento positivo sia quello delle ¢ crescenti. Indi-
chiamo con 4+ la curva (1.27) in tal modo orientata.

Se f e continua sul sostegno di y il simbolo

(1.28) f(2)dz = / S (1) dt
+ a

denota l'integrale di f esteso a +.

Lemma 1.4.1. - Si ha

(1.29) f(2)d=

+v

<L|f(2)d8-

Dimostrazione. Sia g una funzione continua a valori complessi definita in un
intervallo [c,d]. Se

d
[ atat 2o

dg(t) dt = dg(t) dt
[ soae=]

risulta

ei@
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per un opportuno 8 € [0,27[. Abbiamo quindi

/cdg(t)dt =é)%</cde—i9g<t)dt> :/cd%(e—ieg(t)) dté/cdlg(tﬂdt.

Si ha pertanto

b
< / FO@) (@) dt = / (=) ds

~

b
/ S (1) dt

f(z) dz
+v

cio¢ la (1.29). O

Riscriviamo per esteso 'integrale (1.28)

fe)dz = / u((t), y(2)) + i v (t), y(O)] [/ () + 19/ ()] dt

b
v / fu((t), w(£)) o/ (8) + v(a (), (1)) 2/ (8)] di

/udx—vdy—i—i/ vdr +udy .
+ +

Quindi D'integrale (1.28) si esprime mediante gli integrali curvilinei delle due
forme differenziali

(1.30) udzr —vdy, vdr +udy.

Se f e olomorfa tali forme differenziali risultano chiuse per le condizioni di
Cauchy-Riemann. Esse quindi sono esatte se si assume che le funzioni w,v
sono di classe C*, ovvero se f’ & continua e se A ha una opportuna proprieta
topologica come indicato nel seguente risultato.

Lemma 1.4.2. (Lemma di Poincaré) - Una forma differenziale a coefficienti
di classe C1(A), chiusa in A, aperto convesso rispetto ad un punto, ¢ esatta.

Di conseguenza si ha:

Lemma 1.4.3. - Sia f' continua in A aperto convesso rispetto ad un suo punto
e sia v una curva chiusa e generalmente regolare contenuta in A. Allora

(1.31) f(z)dz=0.
+y
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Se la definizione di olomorfia viene opportunamente modificata con 'aggiunta
della condizione di continuita di f’ (cfr. per esempio [1]) allora vale la (1.31).
D’altra parte questa pud essere ottenuta prescindendo da tale ulteriore con-
dizione. Per pervenire a tale risultato premettiamo alcune nozioni di natura
topologica.

Definizione 1.4.1. - Siano vy ey1 due curve regolari di estremi « e 3, orientate
da o a B e contenute in A. Conveniamo che per esse siano fissate rappresenta-
zioni dipendenti da parametri che variano in [0,1].

Esse si dicono omotope in A se esiste un’applicazione regolare, per esempio di
classe C1,

(1.32) (t,7) €[0,1] x [0,1] — H(t,7) € A

tale che, per ogni t € [0, 1],

(1.33)

e, per ogni T € [0,1],

(1.34) H(,7)=«, H(l,7)=45.

Osservazione 1.4.1. - Se si assume che il vettore Hy; non sia mai nullo
v, t€[0,1] — H(¢t, 1)

¢ per ogni T una curva regolare. La (1.32) allora descrive, al variare di T, il
moto della curva v, i cui estremi sono « e B per la (1.34); essa, per le (1.33),
all’istante iniziale T = 0 coincide con vy e all’istante finale 7 = 1 con y1. In
sostanza la curva 7y subisce una deformazione che la trasforma con continuita
in 1 senza che, durante tale processo, si esca dall’insieme A.

Definizione 1.4.2. - Si dice che un aperto A é “semplicemente connesso” se
curve di A con gli stessi estremi sono omotope. Una formulazione equivalente
di tale proprieta asserisce che ogni curva regolare e chiusa contenuta in A é
omotopa ad una curva a valori costanti, ad una curva cioé il cui sostegno si
riduce ad un punto.

Per riconoscere se un dominio & semplicemente connesso si pué ricorrere al
seguente risultato per la cui dimostrazione rimandiamo a [8].

Teorema 1.4.1. (Teorema di Jordan) - Sia v una curva generalmente re-
golare, semplice e chiusa. Allora essa é la frontiera di un dominio limitato e
semplicemente connesso.

Diamo ora ’enunciato del teorema di Cauchy nella sua versione piu generale.
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Teorema 1.4.2. (Teorema di Cauchy) - Sia f wuna funzione olomorfa in
A semplicemente connesso e sia v una curva generalmente regolare, chiusa
contenuta in A. Sussiste allora la (1.31).

La dimostrazione prevede varie tappe.
Lemma 1.4.4. - Sia f olomorfa in un cerchio C. SeT é un triangolo contenuto
in C' allora
(1.35) f(z)dz=0
+aT

dove ’orientamento positivo di 0T ¢ quello antiorario.

Dimostrazione. Indichiamo rispettivamente con d e p il diametro e il perimetro
di T. Consideriamo i quattro triangoli 11,75, T3, Ty, tutti simili a T, ottenuti
unendo mediante segmenti i punti medi dei lati di 7". Si ha ovviamente

4
dz = d

+oT oT;

Aandz /+aT7-,de .

E possibile scegliere uno dei triangoli T}, che denotiamo con T(M), tale che

/ fdz / fdz| .
+0T +oTW)

Siano dV) e p(V) rispettivamente il diametro e il perimetro di 7(!); si ha ovvia-
mente dV) = 2-1d e p() =27 1p.

Ripetiamo la procedura con T al posto di 7. Si individua in tal modo un
secondo triangolo T simile a T per il quale si ha

/ fdz / fdz

+oT(™M +0T ()

/ fdz / fdz|.
+0T +0T(2)

Inoltre il diametro e il perimetro di T7® sono la meta del diametro e del
perimetro di 7.

Cos{ procedendo si determina una successione decrescente {T(™} di triangoli
simili. Se d™ e p(™ denotano, rispettivamente, il diametro e il perimetro di
T si ha

e quindi
4

<y

i=1

<4

<4

e quindi

< 4?

(1.36) d™ =2 g p =277p.
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Inoltre per induzione si dimostra che

/ fdz / fdz| .
+oT +oT (™

E noto che Dintersezione di una successione decrescente di compatti € non vuota.
Tale ¢ quindi lintersezione dei triangoli 7). Per la (1.36) la successione dei
diametri di tali triangoli tende a zero; quindi I'intersezione dei triangoli si riduce
ad un unico punto zy di A. Essendo f derivabile in zg si ha

f(z) = f(z0) + f'(20)(2 — 20) + €(2)(z — 20)

con ¢(z) funzione infinitesima per z che tende a zo.
La funzione

(1.37) <4n

f(z0) + f'(20)(2 = 20)

¢ olomorfa e, inoltre, la sua derivata ¢ continua. Pertanto (cfr. lemma 1.4.3)
per essa vale senz’altro la (1.31); si ha allora

/ [f(20) + f'(20)(z — 20)] dz = 0
+8T(™

e quindi

(1.38) /+ NCEE /+ =),

Fissato o si scelga § in modo tale che risulti |e(2)| < o se |z — 20| < J; si fissi
poi I'indice n in modo tale che sia d™ < §. II triangolo T ¢ allora contenuto
nel cerchio di centro zy e raggio ¢. Dalla (1.38), ricordando le (1.36) e la (1.29),
si ha

/a ()f(Z)dz S‘7/a ()|Z—Zo|d8§0d(n)p(n):4—no_dp
+oT(n .

e quindi, per la (1.37),

(2)dz| < odp.

+oT
Per l'arbitrarieta di o si ha la (1.35). O

Osservazione 1.4.2. - La (1.31) vale se v é una poligonale chiusa; infatti in
tal caso lintegrale curvilineo si pud scrivere come somma di integrali estesi a
frontiere di triangoli.

Definizione 1.4.3. - Si dice che F' é una “primitiva” di f in A se

per ogni z € A.



18 CAPITOLO 1. FUNZIONI OLOMORFE

Di immediata verifica sono i seguenti risultati.

Proposizione 1.4.1. - Se F' ¢ una sua primitiva di f allora

(1.39) | 1)z =F ()~ Fl)

dove +v € una curva regolare orientata i cui estremi, nell’ordine, sono a e (3.

Proposizione 1.4.2. - Se Fy e Fy sono due primitive di f in A allora esse
differiscono per una costante.

Un primo importante risultato e il seguente.

Lemma 1.4.5. - Sia f olomorfa in un cerchio C; allora f ha una primitiva.
Sussiste inoltre la (1.31) per ogni curva chiusa v contenuta in C.

Dimostrazione. La funzione candidata ad essere la primitiva si costruisce in
modo standard: sia F'(z) il valore che assume lintegrale di f esteso ad una
poligonale, che colleghi il centro di C' e z, formata da due tratti rettilinei il primo
parallelo all’asse reale, il secondo all’asse immaginario. Se 4+ e il segmento di
estremi z e z + Az, orientato dal primo al secondo punto, utilizzando in modo
opportuno il lemma 1.4.4, si dimostra che

(1.40) Fle+82) = F() = | fQ)dC.

Si ha quindi

F(z+ Az) — F(z)

1
=8 e

|Az|

/ F(O) — F(2)]dC
+v

(per la (1.29))

IA%' / F(O) — £(2)]ds

da cui, essendo f continua, si ottiene F'(z) = f(2).
Dalla (1.39) si ottiene che 'integrale di f esteso ad una curva chiusa ¢ nullo. O

Lemma 1.4.6. - Siano vy e y1 due curve regolari orientate di estremi o e 3.
Se esse sono omotope in A risulta

(1.41) (2)dz = f(z)dz.
+70 +m

Dimostrazione. L’applicazione (1.32) trasforma il quadrato [0,1] x [0, 1] in un
compatto contenuto in A; la sua distanza d dalla frontiera di A & positiva.
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Per il teorema di Cantor, fissato £ < d, & possibile determinare § in modo tale
che

(1'42> IH(t’ T/) - H(t>7—n)| = h"r’ (t) - '77'”(”' <e

per ogni t e per ogni 7/, 7" con |7’ — 7| < 4. Fissato 7/ ricopriamo la curva 7,
con la famiglia F dei cerchi aperti di raggio ¢ i cui centri sono i punti della curva.
L’unione dei cerchi di F & un aperto; se |7 — 7'| < § la curva 7, & contenuta in
tale aperto per la (1.42). L’unione delle due curve, in quanto insieme compatto,
¢ ricopribile con un numero finito C1,Cy,--- ,C,, di cerchi della famiglia F; si
puod fare in modo che il primo contenga «, 'ultimo 3, e che I'intersezione di due
successivi cerchi C; e C; 41 sia non vuota.

Siano F; e F5 due primitive di f, la prima in C1, la seconda in Cs la cui esistenza
¢ assicurata dal lemma 1.4.5. Per la prop. 1.4.2, a patto di aggiungere a F;
una costante, possiamo fare in modo che F; coincida con F, nell’intersezione di
C7 e C5. Resta in tal modo definita una primitiva di f nell’insieme unione dei
primi due cerchi. Con la stessa procedura e possibile estendere la primitiva da
(4 all’'unione dei cerchi C;. Per la (1.39) si ha

(1.43) (z)dz = f(2)dz |lr =7 <d.
+yr +Yrr

Scegliamo ora una decomposizione
O=mp << - <Tp1<mp=1

di [0,1] tale che ogni intervallo [r;,7;+1] abbia ampiezza minore di §. Per la

(1.43) si ha
. (z)dz[r f(z)dz

Vit

per ogni i. Ci6 implica la (1.41). O

Dimostrazione del teorema di Cauchy: Sia v una curva chiusa contenuta
in A aperto semplicemente connesso. Se «, 3 € « si considerino i due archi di
~ di estremi « e 8 presi nell’ordine. Essendo tali curve omotope, per il lemma
1.4.6 si ha la (1.31).

Come ulteriore conseguenza del lemma 1.4.6 si ha il seguente risultato.

Teorema 1.4.3. - Sia f olomorfa in A semplicemente connesso. Allora f ¢
dotata di primitiva in A.

Dimostrazione. Fissato zg in A si costruisca la funzione che attribuisce a un
punto z di A il valore dell’integrale di f esteso ad una qualsiasi curva di estremi
2o e z. La verifica che tale funzione ¢ una primitiva di f & standard (cfr.
dimostrazione del lemma 1.4.5). O
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Le def. 1.4.1 e 1.4.2 di omotopia e di semplice connessione, proposte nel caso
bidimensionale, possono essere ovviamente estese, la prima a curve di RV, la
seconda ad aperti di RY.

Il teorema di Cauchy assicura che una funzione olomorfa ha una primitiva ovvero
che le due forme differenziali (1.30) chiuse sono esatte nell’ipotesi che I'insieme
in cui le funzioni sono definite sia semplicemente connesso. La dimostrazione
puo essere facilmente adattata per ottenere un criterio di integrabilita per forme
differenziali chiuse nel piti generale contesto degli spazi RY.

Ricordiamo che una forma differenziale

N
(144) ZXl(Qil, ,.%'N)d.%‘i7
=1

i cui coefficienti X; sono di classe C'(A) con A aperto di RY, & chiusa se

X,  0X;
8.Z‘j o 8$l

per ogni coppia di indici ¢, j.
Sussiste il seguente risultato.

Teorema 1.4.4. - Una forma differenziale chiusa, a coefficienti di classe C*,
definita in un aperto semplicemente connesso é esatta.

1.5 Analiticita

L’obiettivo di tale paragrafo € invertire il risultato del teo. 1.3.2, far vedere cioe
che una funzione olomorfa in un aperto A & sviluppabile in serie di potenze di
punto iniziale a per ogni a € A. una funzione siffatta dicesi “analitica”.
Strumento essenziale ¢ il seguente risultato.

Teorema 1.5.1. (Formula integrale di Cauchy) - Sia f olomorfa in A e
sia C' un cerchio contenuto in A. Se z é interno a C si ha

(1.45) Flz) = 1)

21 +aC C —Z

dc.

Dimostrazione. La funzione sotto il segno di integrale in (1.45) & olomorfa
nell’insieme non semplicemente connesso A\{z}.
Per poter applicare il teorema di Cauchy procediamo nel modo seguente.
Sia € tale che il cerchio C. di centro z e raggio ¢ sia interno a C. Fissato o
eliminiamo i punti di C\Cy, appartenenti al settore con vertice in z e apertura
o, della forma

z+pe, 0€)0,0].

La frontiera dell'insieme C;, in tal modo ottenuto e una curva generalmente
regolare, semplice e chiusa costituita dalle circonferenze 9C e 0C¢, private de-
gli archi intercettati dal settore, e da due segmenti appartenenti alle rette che
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delimitano il settore stesso. Essa pué essere vista come una curva chiusa conte-
nuta in un insieme semplicemente connesso in cui la funzione sotto il segno di
integrale in (1.45) & olomorfa. E possibile applicare il teo. 1.4.2; si ha quindi

[ 9,
voc., C—%

Facciamo tendere o a zero; tenendo conto che i contributi relativi ai due segmenti
che fanno parte di dC ,, per questioni di continuita, tendono a compensarsi
I’'uno con I’altro, si ha

(1.46) /+ Q) e /+ 1) e

oc C— 2 ac. C— 2

Alla (1.46) si poteva pervenire pii semplicemente osservando che le curve chiuse
0C e 9C. sono omotope e applicando il lemma 1.4.6.

Risulta
2
(1.47) / 1(©) d¢ =i f(z+eeydb.
+oc. C— 2 0
Per la continuita di f si ha
27 )
(1.48) lim f(z+ee?)dh = 2nf(2).
e—=0 Jo
Dalle (1.46), (1.47), (1.48) si ottiene la (1.45). O

Definizione 1.5.1. - Se zg € A per distanza di 2y dalla frontiera 0A di A si
intende la sequente quantita
dist(zg,0A) = inf |z — zg].
ist(zp, 0A) 216118A|z 20|
Teorema 1.5.2. - Se f ¢ olomorfa in A e zg € A allora f é somma di una

serie di potenze di punto iniziale zo. Il raggio di convergenza di tale serie é non
minore della distanza di zo da OA.

Dimostrazione. Sia 7, la circonferenza di centro zp e raggio r < dist(zg, 0A).
Per la (1.45) risulta

(1.49) f(z) = ! /(©) d¢

T omi 4y C— 7

per ogni z interno a ;.
Essendo
zZ— 20

¢—2

zZ — Z
:| O|<17 Cel\/r
r




22 CAPITOLO 1. FUNZIONI OLOMORFE

si ha X . , , - N
zZ— 20
(-2 (-2 1_H):<ZOT;)(CZO>
¢— 20
e quindi
oo
(1.50) Z z‘ZOnH Q)

Poiché f & limitata su -, la serie a secondo membro in (1.50) si maggiora con una
serie geometrica convergente; quindi essa & totalmente convergente. La (1.49)

diventa
o0

1
f(Z):%Z(Z—ZO)n/ (C_fignﬂdf

n=0 +r
ovvero

(1.51) 1) =Y an(z - 20)"
n=0

con

1 f(©)

(1.52) ~omi ), C—z)T

dc .

Per il modo in cui abbiamo scelto scelto r possiamo anche concludere che il
raggio di convergenza della serie (1.51) ¢ almeno pari alla distanza del punto
iniziale dalla frontiera di A. O

Osservazione 1.5.1. - In quanto somma di una serie di potenze f & dotata di
derivate di qualsiasi ordine. Per i coefficienti dello sviluppo (1.51) wale quindi
la (1.26).

Proponiamo ora alcuni importanti risultati che discendono dal teo. 1.5.2.

Teorema 1.5.3. - Sia f olomorfa in A. Se ~y,. & la frontiera di un cerchio di
centro zg e raggio v < dist(a, 0A) allora vale la “proprieta di media”

1
1.53 =— ds.
(1.53) S0 =g [ 1
Inoltre per ogni m € N sussistono le “disequaglianze di Cauchy”
m)!
(1.54) 7 (@) < ™ supl 1.
Yr

Dimostrazione. Dalla (1.52) si ha

1 fQ 1
57 L T—% d¢ = % f(zo + et )d9

f(z0) = a0 =
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ovvero la (1.53).
Dalla (1.52), ricordando la (1.26) nonché la (1.29), si ottiene inoltre facilmente
la (1.54). O

Teorema 1.5.4. - Sia f olomorfa in un aperto A e sia D un dominio contenuto
in A con frontiera sufficientemente regolare. Allora

(1.55) f(z)dz=0
+0D
(1.56) flz)= QLW’L /+8D (f(—oz d¢

per ogni z interno a D.

Dimostrazione. Sia f = u+iwv; le funzioni u, v sono di classe C'. Per le formule
di Gauss-Green si ha quindi

flz)dz = / udx—vdy—l—z’/ vdx +udy
+0D

+0D +0D

—/(uy—kvx)dxdy—i—i/(—vy—kum) dxdy
D D

e quindi, per le (1.12), si ottiene la (1.55).
Per dimostrare (1.56) basta applicare la (1.55) al dominio D\C, dove C' & un
cerchio di centro z contenuto in D, e alla funzione olomorfa

¢eD\C — Cf(cl .
Si ha allora £0) £0)
d¢ = —2=d
A(‘)DC_Z ‘ /JracC—Z ¢
da cui, per la (1.45), si ottiene la (1.56). O

Osservazione 1.5.2. - Per la (1.56) 4 valori assunti da una funzione olomorfa
all’interno di un dominio a frontiera sufficientemente regolare sono determinati
m modo univoco dai valori che essa assume sul bordo. Tale proprieta marca
una ulteriore significativa differenza tra le funzioni derivabili nel campo reale e
le funzioni olomorfe.

Osservazione 1.5.3. - Si pud dimostrare che é possibile derivare sotto il segno
di integrale la (1.56). Si ottiene la sequente formula

(1.57) f'(z) = ;ri/JraD(qu?)QdC

con z interno a D.
Su tale questione ritorneremo pid avanti (cfr. prop. 1.11.4).
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Il seguente risultato inverte il teorema di Cauchy.

Teorema 1.5.5. (Teorema di Morera) - Sia f una funzione continua in A.
Se per ogni triangolo T contenuto in A sussiste la (1.35) allora f é olomorfa.

Dimostrazione. Ragionando come nella dimostrazione del lemma 1.4.5 la (1.35)
consente di costruire una funzione F' per la quale vale la (1.40). La continuita
di f consente di dimostrare che F' ¢ una primitiva di f; tale funzione, in quanto
derivata di una funzione olomorfa, & olomorfa. O

Teorema 1.5.6. (Teorema di Liouville) - Sia f una funzione intera, una
funzione cioe olomorfa in tutto il piano complesso. Se f ¢ limitata allora essa
e costante.

Dimostrazione. Sia

Z f(n) +ZOO an Py
n=0 n=0

lo sviluppo in serie di potenze di punto iniziale zero di f. Per le (1.54) si ha
M
‘an‘ < ey

dove M & lestremo superiore di f e r ¢ un qualsiasi numero positivo. Cié
comporta che tutti i coefficienti a,, con n > 0 sono nulli. La funzione f & quindi
costante. O

Dal teorema di Liouville discente il seguente risultato noto come “teorema
fondamentale dell’algebra” per la cui dimostrazione rimandiamo a [1] e [6].

Teorema 1.5.7. - Ogni polinomio di grado non nullo ammette almeno una
soluzione in C.

Definizione 1.5.2. - Sia A un aperto del piano. Una funzione u € C?(A) si
dice “armonica” se risolve in A ’equazione di Laplace
0?u  0%*u

L’operatore A prende il nome di “laplaciano”.

Proposizione 1.5.1. - La parte reale e il coefficiente dell’tmmaginario di una
funzione olomorfa f sono armoniche.

Dimostrazione. Sia f = u—+1iv; basta allora derivare la prima delle equazioni di
Cauchy-Riemann rispetto alla variabile x e la seconda rispetto a y per ottenere
che u & armonica. In modo analogo si prova che v ¢ armonica. O

Lo stretto collegamento tra funzioni olomorfe e funzioni armoniche & descritto
dal seguente risultato.
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Proposizione 1.5.2. - Sia u armonica in A, insieme semplicemente connesso
del piano. Allora é possibile definire una ulteriore funzione armonica v, unica
a meno di una costante, tale che

(1.59) flz+iy) =u(z,y) +iv(z,y)
¢ olomorfa in A.

Dimostrazione. La forma differenziale
W= —Uy dr + Uy dy
¢ chiusa e, quindi, per il teo. 1.4.4, esatta. Sia v una primitiva di w; si ha
Up = —Uy, Uy =Ug.

Le funzioni u e v verificano le condizioni di Cauchy-Riemann (1.12); la funzione
(1.59) ¢ quindi olomorfa per il teo. 1.2.2. O

Definizione 1.5.3. - Se nella (1.51) i coefficienti a,, sono nulli per n < m e se
am # 0 si dice che zg € uno zero per f di ordine m. Si ha allora

(1.60) f(z)=(z—=20)"fm(2)
con fm(z0) # 0.

Teorema 1.5.8. - Se zy ¢ uno zero di ordine m per f allora esiste un intorno
di zg in cui f non ha altri zeri.

Dimostrazione. La funzione f,,, in quanto diversa da zero in zy, non si annulla
in un intorno di zp; per la (1.60) in tale intorno f si annulla solo in z. O

Osservazione 1.5.4. - Il teo. 1.5.8 implica che gli zeri di una funzione sono
punti isolati. L’insieme degli zeri puo avere punti di accumulazione: esst vanno
a collocarsi sulla frontiera del dominio di olomorfia. Una importante conse-
guenza di cio e che se due funzioni olomorfe coincidono su insiemi che non
sono costituiti di soli punti isolati esse devono coincidere in tutto [’aperto in cui
esse sono definite.

Teorema 1.5.9. - Se in un punto zy la funzione f si annulla con tutte le sue
derivate, cioé se zy € uno zero di ordine infinito, allora f & identicamente nulla.

Dimostrazione. Se f e tutte le sue derivate si annullano in un punto zg lo svilup-
po di Taylor di f di punto iniziale zy ha tutti i coefficienti nulli; quindi f € nulla
in un intorno di zy. Pertanto 'insieme dei punti in cui f e tutte le derivate si
annullano ¢ un aperto. Tale ¢ ovviamente anche il complementare; questo deve
essere vuoto in quanto l'insieme di olomorfia ¢ connesso. O
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1.6 Le funzioni elementari in campo complesso

In tale paragrafo diamo qualche cenno sulle procedure da seguire per estendere
al campo complesso alcune delle funzioni elementari definite in ambito reale. 11
modello cui far riferimento & quello proposto nel primo paragrafo in relazione alla
funzione esponenziale e alle funzioni seno e coseno. Per quanto detto nell’oss.
1.5.4 tali prolungamenti da R a C sono univocamente determinati.

Definizione 1.6.1. - Siano f, g due funzioni olomorfe rispettivamente negli
aperti A e B; se A C B e se le due funzioni f, g coincidono in A si dice che g
e il “prolungamento analitico”di f in B.

Sia C' il cerchio di convergenza di una serie di potenze; chiamiamo “elemento
analitico” tale serie. Se f & la somma della serie e z € un punto di C si consideri
lo sviluppo in serie di Taylor di f di punto iniziale z. Per il teo. 1.5.2 il raggio
del cerchio di convergenza di tale ulteriore elemento analitico pué anche essere
maggiore della distanza di z da 9C; & possibile in tal caso prolungare f in un
insieme piu ampio di C. Se si fa variare z in C si ottiene un prolungamento di
f in un aperto costituito dall’unione dei cerchi di convergenza di tutte tali serie
di Taylor di f i cui punti iniziali sono i punti di C. Si pu6 ripetere ovviamente
la procedura in modo da prolungare ulteriormente f. A partire quindi da un
elemento analitico & possibile definire una funzione, eventualmente multivoca,
per la quale si usa il termine di “prolungamento analitico” di f. Per maggiori
dettagli su tale nozione e sui fenomeni che si possono riscontrare si rimanda a

[6] (Cap. V, 1.5).

1. - Il logaritmo

Dall’identita

iarg z log |z|+iarg z

z=|zle =e

si ha che i numeri complessi w = log |z| 4 i arg z rappresentano tutte le soluzioni
dell’equazione ¢ = z. In analogia con la terminologia usata nel campo reale,
per definizione, il logaritmo in ambito complesso € la funzione a pid valori

(1.61) logz =log|z| +iargz =log|z| + i Argz + 2kwi keZ.

Se k =0 in (1.61) si ottiene una funzione definita in C privato della semiretta
cui appartengono i reali non positivi; la restrizione di tale funzione al semiasse
dei reali positivi restituisce l'ordinaria funzione logaritmo in campo reale. Uti-
lizzando le (1.20) si verifica che tale funzione ¢ olomorfa; inoltre, per la (1.19)

abbiamo
dlog (2) = 1
dz oz

z

Ovviamente ¢ sempre possibile scegliere differenti intervalli di variabilita del-
I’argomento di z. Si ottiene in ogni caso una funzione olomorfa. Il logaritmo
quindi presenta infiniti rami; si passa dall’uno all’altro percorrendo per intero
una circonferenza con centro nell’origine facendo variare con continuita i valori
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dell’argomento. L’origine prende pertanto il nome di “punto di diramazione”
ed & un punto singolare per la funzione.

La funzione logaritmo rappresenta un primo esempio di funzione olomorfa a
pid valori. Tale fenomeno, noto come “polidromia” (cfr. [6]), pud essere meglio
descritto se si costruisce la funzione logaritmo a partire dall’elemento analitico

> E ey
n=1

con la procedura di prolungamento descritta all’inizio del paragrafo.
In generale, per fissare un ramo della funzione logaritmo, si pué far riferimento
al seguente risultato.

Proposizione 1.6.1. - Sia A semplicemente connesso; supponiamo che 1 € A
e 0 ¢ A. FE allora possibile definire in A un ramo della funzione logaritmo.

Dimostrazione. Per il teo. 1.4.3 la funzione z~! ha una primitiva F in A che si
annulla in 1. Risulta pertanto

(zexp(—=F(2))) =0.
Poiché A & connesso si ha
zexp(—F(2)) = exp(—F(1)) =’ =1

e quindi exp (F(z)) = 2. La funzione F rappresenta un ramo del logaritmo
definito in A. O

Dimostriamo ora la seguente generalizzazione della prop. 1.6.1.

Proposizione 1.6.2. - Sia f olomorfa in un aperto semplicemente connesso A.
Se f non ha zeri in A esiste una funzione g olomorfa in A tale che f = expg.
Essa ¢ un ramo della funzione polidroma log f.

Dimostrazione. Poiché f & diversa da zero la funzione f’/f & olomorfa in A
insieme semplicemente connesso. Si pud costruire in modo standard una sua
primitiva. Essa ha la seguente espressione

[
+ f(()

dove v & una curva contenuta in A, di estremi zy, punto fisso, e z, orientata da
Zp & z e cg € una costante da determinare. Si ha

f'(z)
f(2)

9(z) =

d¢ + ¢,

9'(z) =

da cui

(f(2)exp(=g(2)))" = 0.
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Esiste pertanto una costante c¢ tale che

f(2) = cexp(g(2))

e quindi
f(z0) = c exp(g(20)) = c expco.
Se cg =log f(2p) si ha ¢ =1 e quindi f =expg. O

2. - Potenza ad esponente reale

Attraverso la funzione logaritmo & possibile definire nel campo complesso la
funzione potenza ad esponente reale a nel modo seguente

(162) P 6a10g2 — |Z|a6iaargz )

Se « & irrazionale la funzione presenta una infinita numerabile di rami; se invece
a=m/n con n > 1 la funzione (1.62) ha esattamente n rami. Per fissare una
determinazione si procede come nel caso della funzione logaritmo; si opera un
taglio del piano complesso escludendo i punti appartenenti ad una semiretta
uscente dall’origine, per esempio, la semiretta dei reali negativi. Se si conviene
di scegliere in (1.62) come argomento di z quello principale resta fissato il ramo
la cui restrizione al semiasse reale positivo restituisce la funzione potenza nel
campo reale. La derivata di tale funzione & ovviamente o z*~ 1.

Se a« = 1/2 la funzione radice quadrata ha due rami. La determinazione la
cui restrizione all’asse dei reali positivi e I'ordinaria funzione potenza in campo

reale & .
V2| exp (;Argz> .

3. - Le funzioni trigonometriche
Riprendiamo ora lo studio delle funzioni trigonometriche (1.10).
Se z = x + iy si verifica facilmente che

sinz = sinx coshy + ¢ cosx sinhy .

Da tale formula si deduce che il seno non ha altri zeri oltre quelli reali; inoltre,
contrariamente a quanto si verifica per la corrispondente funzione definita in R,
essa non € limitata. Analoghe considerazioni possono essere fatte per la funzione
coseno.

Soffermiamoci ora sulla estensione della funzione arcoseno a C.
Per ogni z € C consideriamo 1’equazione nell’incognita w

Si ha
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La funzione f & una funzione con due rami; i punti di diramazione sono —1 e
1. Per fissarne uno ramo bisogna effettuare nel piano complesso dei tagli tali
che una curva chiusa non possa avvolgersi attorno ad uno solo dei due punti
di diramazione. Cié si realizza per esempio escludendo i punti di due semirette
dell’asse reale i cui estremi sono 1 e —1. Si ottiene in tal modo un insieme
semplicemente connesso. Se si tiene conto che f non si annulla in tale insieme
¢ possibile applicare la prop. 1.6.2. Esiste quindi una funzione g tale che

expg(z) =iz+V1—22

da cui
1

1
w:fg(z):flog(inr 1722) .
1 i

Ha senso quindi porre
. 1 ,
arcsin z = - log (zz +v1 - 22) .
i

La funzione arcoseno ¢ una funzione polidroma. E ovviamente possibile fissar-
ne una la cui restrizione all’intervallo | — 1, 1] restituisce la ordinaria funzione

arcoseno. Si ha inoltre 1

V1i—22'

(arcsin)’(z) =

A partire dalla funzione tangente, definita in modo usuale come rapporto del
seno e del coseno, introduciamo la funzione arcotangente.
Consideriamo 'equazione nell’incognita w

sinw 1e — g~tw
z=tanw = = —— —
Ccos w 1, e"W 4 emW
Si ha allora
: 1 — 2z
(1.63) et = =
1+ z

Se eliminiamo dal piano complesso due semirette dell’asse immaginario di estre-
mi ¢ e —¢ otteniamo un insieme semplicemente connesso in cui la funzione a
secondo membro in (1.63) non si annulla. Ricorrendo di nuovo alla prop. 1.6.2
¢ possibile definire la funzione arcotangente nel modo seguente

11—z

1
t =—1 .
arctanz = o Ogi—i—z

Anche in questo caso abbiamo costruito una funzione polidroma: ¢ e —i sono
punti di diramazione. E possibile selezionarne un ramo in modo che la restrizione
all’asse reale restituisca l'ordinaria funzione arcotangente. Abbiamo infine

1
14227

(arctan)’(z) =
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1.7 Sviluppi in serie di Laurent

Sia zp un punto di un aperto A e sia f olomorfa in A\{zp}. La (1.45) consente
di scrivere la funzione f come somma di una serie di potenze di (z — z) con
esponenti in Z.

Teorema 1.7.1. - Sia C un cerchio di centro zy contenuto in A. Se z € C\{z}
vale la sequente formula

+oo

(1.64) F& =Y anlz—z0)",

n—=—oo

nota come “sviluppo in serie di Laurent” di f di punto iniziale zy. Si ha

(1.65) apn, = ! / Ld(, nez
+

= % , (C _ Zo)n+1

comn y circonferenza con centro in zg contenuta in C.
La convergenza di (1.64) é uniforme in ogni compatto contenuto in C\{zo}.

Dimostrazione. Consideriamo la corona circolare C,. r delimitata dalle due cir-
conferenze ., vg di centro zg e raggi r, R con r < R. Per la (1.56) si ha

(1.66) f(2) = 1 jf_ f(©) dc— f(©) dc

T omi C—=z 2 4y C— 2

per ogni z interno a C}. g.

Per il primo integrale a secondo membro si pud seguire la stessa procedura
utilizzata nella dimostrazione del teo. 1.5.2; quindi esso si scrive come una serie
di potenze di punto iniziale zg.

Consideriamo il secondo integrale. Se ¢ € ~, si ha

¢— 2

Z— 20

-

1.67 = :
(1.67) Py

Vale la seguente identita

11 1 1 i C—2\"
C—z z—zol_C—Zo_ Z— 2o Z— 2

n=0

Z— 20

inoltre, per la (1.67), la convergenza & uniforme al variare di ¢ su ~,. Risulta
pertanto

“+o0
1 1) dcz—Z% /+ (¢ —20)" " F(O) dC.

= - —
2mi Jon, C— 2 — (= 20)

Abbiamo ottenuto quindi la (1.64).
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E inoltre evidente che la convergenza della serie & uniforme nella corona circolare
Cy.r €, quindi, in ogni compatto contenuto in C\{zo}.

Per quel che riguarda infine le espressioni dei coefficienti a, basta osservare
che gli integrali che compaiono nelle (1.65) sono indipendenti dalla particolare
circonferenza -y scelta. O

Nello sviluppo (1.64) la serie di potenze ad esponenti non negativi prende il
nome di “parte regolare” mentre la serie i cui termini sono potenze ad esponenti
negativi si chiama “parte singolare”.

Si possono verificare i seguenti casi.

e Lo sviluppo (1.64) si riduce alla sola parte regolare. E allora possibile pro-
lungare per continuita f in zp in modo da ottenere una funzione olomorfa
anche in zg. Si parla in tal caso di “singolarita eliminabile”.

e Nella parte singolare di (1.64) sono presenti solo un numero finito di ter-
mini; esiste cioé un intero m € N tale che a_,, #0e a_, =0 se n > m.
Si dice allora che f presenta in zg un “polo di ordine m”.

e Esistono infiniti indici negativi n in corrispondenza dei quali i coefficienti
(1.65) sono diversi da zero. Si dice che zp € una “singolarita essenziale”.

Per ognuno dei casi sopra descritti si parla di singolarita isolata.

Proposizione 1.7.1. - Se f ¢é limitata in un intorno di zy allora zo € una
singolarita eliminabile per f.

Dimostrazione. Valela (1.66). Consideriamo il secondo dei due integrali. Poiché
=22z ==|=r, V(e

e |f(¢)| < M per una opportuna costante M, si ha

fO dC‘ < 2nMr
4y (=2 |z — 20| — 7
da cui
lim 1©) d¢=0
r=0/4,, (=2
e quindi
1 [
6= [ M
T Jiny C— 2
per z # zy. Basta allora ricordare la dimostrazione del teo. 1.5.2 per concludere.

O

Proposizione 1.7.2. - Se zy é uno zero di ordine m per f allora 1/f ha in z
un polo di ordine m. Viceversa se zg € un polo di ordine m per [ la funzione
1/f ha in zy uno zero di ordine m.
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Dimostrazione. Basta applicare la formula (1.60). O
Proposizione 1.7.3. - Il punto zg ¢ un polo per f se e solo se

(1.68) lim [f(z)| = 4o0.

zZ—r20

Dimostrazione. Se zg € un polo di ordine m per f si ha

lim (z — 20)" f(2) =a—m #0

Z2—r20
da cui si ottiene facilmente la (1.68).
Viceversa, se vale la (1.68), la funzione 1/f ¢ limitata in un intorno di zo ed ¢
anche infinitesima. Per la prop. 1.7.1 essa deve avere uno zero in zg; tale punto
quindi € un polo per f per la prop. 1.7.2. O

Esempio 1.7.1. - Siano P,Q polinomi irriducibili e siano z; gli zeri di Q) cia-
scuno con molteplicita m;. La funzione razionale P/Q é olomorfa in C privato
degli zeri di Q; in z; essa presenta un polo di ordine m; per la prop. 1.7.2.

In base alle prop. 1.7.1 e 1.7.3 per riconoscere se un punto zy € una singolarita
essenziale basta riconoscere che la funzione |f(z)| non & regolare in zp. Un
risultato pid preciso sul comportamento di f in un intorno di una singolarita
essenziale & contenuto nel seguente

Teorema 1.7.2. (Teorema di Casorati-Weierstrass) - Se f presenta una
singolarita essenziale in un punto zy allora il codominio di f é denso in C.

Dimostrazione. Procediamo per assurdo. Esistono allora un punto w € C ed un
valore r positivo tali che
1f(z) —w| >r

per ogni z appartenente al campo di olomorfia di f.

La funzione g(z) = (f(z) — w)~! & quindi limitata; per la prop. 1.7.1 essa &
regolare in zg. Se g(z0) # 0 la funzione f & regolare in zg; se invece g(zg) = 0,
per la prop. 1.7.2, la funzione f — w presenta in zg un polo. In ogni caso si
perviene ad un assurdo. O

Esempio 1.7.2. - Sussiste il sequente sviluppo di Laurent
= —_—.
—n zZ"

Lo zero quindi é una singolarita essenziale per la funzione considerata. Si
verifica facilmente che il codominio della funzione é C\{0}.

=

€

Lo sviluppo in serie di Laurent pué essere utilizzato per classificare il compor-
tamento all’infinito di una funzione olomorfa.
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Sia f olomorfa nel complementare di un cerchio. La funzione

(1.69) 9 CAO—g(Q) = f (2)

¢ allora olomorfa in un intorno circolare dell’origine C privato dell’origine stessa.
Il suo sviluppo in serie di Laurent

+oo
g(C): Z b ("

ha i seguenti coefficienti (cfr. (1.65))

1 g(¢)
b= g [, G e

dove 7, € la circonferenza con centro nell’origine e raggio r contenuta in C.
Allora, operando il cambio di variabili ¢ = 1/z, per f si ottiene il seguente
sviluppo in un intorno del punto all’infinito

(1.70) f(z)= Z anz"

dove

1 f(z)
1.71 n=b_, =—— dz.
( 7 ) a 27 v, Zn-‘,—l z

Si attribuisce al punto all’infinito lo stesso tipo di singolarita che g ha in zero.
In particolare I'infinito & un polo di ordine m se lo sviluppo (1.70) ha la seguente

forma m
f(z) = Z anz"

n=—oo

con a,, # 0. L’infinito & una singolarita essenziale per f se nella parte singolare
—+o0
E anz"
n=1

infiniti coefficienti sono non nulli.
1l punto all’infinito & regolare per f se nello sviluppo (1.70) compaiono solo
termini con potenze ad esponente non positivo. In particolare se

an, =10 n=0,-1,---,—(m—1) Gm # 0

si dice che l'infinito € uno zero di ordine m per f. E evidente che l'infinito &
uno zero di ordine m per f se e solo se l'origine & uno zero dello stesso ordine
per la funzione (1.69).
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1.8 1l teorema dei residui

Tra tutti i coefficienti (1.65) un ruolo importante ¢ assunto dal termine

(1.72) a_1 = ZLm A f(2)dz = Res(f; z0)

noto come “residuo” di f in zy.
E possibile anche definire il residuo all’infinito nel modo seguente

(1.73) Res(f;00) = 2%”/7 f(z)dz.

Ovviamente nella (1.73) la curva 7 & una circonferenza di centro 'origine e f &
olomorfa in tutti i punti ad essa esterni.

In analogia con quanto fatto per le singolarita al finito, & possibile mettere in
relazione tale residuo con un opportuno coefficiente dello sviluppo (1.70). Dalle
(1.71) si deduce che

(1.74) Res(f;00) = —a_1 .

Contrariamente al caso dei punti al finito il residuo pud essere non nullo pur
essendo f regolare all’infinito.

Sussistono i seguenti risultati.

Teorema 1.8.1. (Teorema dei residui) - Sia f olomorfa in A\{z1, -+, z;}
e sia D un sottoinsieme limitato di A a frontiera sufficientemente regolare; si
assume inoltre che D contenga al proprio interno i punti singolari z;. Si ha
allora

k
(1.75) /MD f()dz = 270 Y Res(f;25).

Dimostrazione. Siano C; C D cerchi centrati in z; a due a due disgiunti. Per il
teo. 1.5.4 si ha

k
f(z)derZ/iaC.f(z)dz:O.

+0D
Si ottiene allora la (1.75) se si tiene conto della formula (1.72). O
Teorema 1.8.2. - Sia f una funzione olomorfa in C\{z1,--- , zx}. Allora
k
(1.76) ZRes(f;zj)—i—Res(f;oo) =0.

J=1
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Dimostrazione. Consideriamo una circonferenza -y, con centro in zero, che con-
tenga al proprio interno i punti singolari di f. Per il teo. 1.5.4 si ha

—v;

k
f(z)dz—i—z f(z)dz=0
+ j=1

con vy; circonferenza di centro z; che sia interna a vy e che non contenga altri punti
singolari oltre z; e che non si intersechi con nessuna delle altre circonferenze.

Si ottiene allora la (1.76) ricordando le espressioni (1.72) e (1.73) dei residui nei
punti al finito e all’infinito. O

Il calcolo del residuo e relativamente semplice nel caso di una singolarita polare.
Si pué infatti procedere secondo quanto indicato nel seguente risultato.

Proposizione 1.8.1. - Sia zg un polo di ordine m per f. Allora

(1.77) Res(f:20) = lim L [(z — 20)" f(2)] ")

z—z0 (M — 1)
In particolare, se zg € un polo del primo ordine, si ha

(1.78) Res(f;20) = lim (2 — 20) f(2).

Z—r20

Dimostrazione. Proviamo la (1.78). Si ha

a_

f(z) =

Z— 20

+ Z an(z — 20)"
n=0

da cui

Jim (== 20)f(2) = s

ovvero la (1.78).
Sia 29 un polo di ordine m > 1. Allora a_; ¢ il coefficiente di (z — z)™ ! dello
sviluppo in serie di potenze di punto iniziale zy della funzione

(z—20)" f(2) .
La (1.77) discende allora dalla (1.26). O

Proposizione 1.8.2. - I residuo all’infinito di una funzione f ¢é uguale al
residuo in zero della funzione

+4(¢)

SN

Dimostrazione. Basta operare il cambio di variabile z = (7! nella (1.73). O

Concludiamo con una formula attraverso la quale & possibile determinare il
numero degli zeri di una funzione olomorfa attraverso il calcolo di un integrale
esteso alla frontiera del dominio al cui interno sono collocati gli zeri.
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Teorema 1.8.3. (Formula dell’indicatore logaritmo) - Sia f olomorfa in
A e sia D un dominio regolare di A. Se z1,- -+ , z, sono zeri di f, rispettivamente
di ordini mq,--- ,my, tutti interni a D, allora

k

(1.79) ! I g, = S my.

2mi +op f(2)

j=1
Dimostrazione. Per la (1.60) si ha
F1(2) = (2 = 2)"™ 7 mg fm,y (2) + (2 = 2)) frn, ()] = (2 = 2)™ " gim, (2)

con g, (2;) # 0. Quindi z; ¢ uno zero di ordine (m; — 1) per f’. Cié comporta
che la funzione f’/f presenta in ogni z; un polo del primo ordine. Per la (1.78)
si ha allora

. Gm,(2)
Res(f'/f;2z;) = lim =———-——< =m, .
(f /f j) z—2zj fmj (Z) 7
Da tale formula e dal teo. 1.8.1 si ottiene facilmente la (1.79). O

1.9 Applicazioni del teorema dei residui

Tale paragrafo ¢ dedicato al calcolo di alcuni integrali di funzioni a valori reali;
i risultati sono frutto di un uso accorto del teorema dei residui.
Premettiamo alcuni risultati.

Lemma 1.9.1. - Sia f continua nel settore
S1={z:|z—2|>ry, a<arg(z—2z) <p}

con a, 8 € [0,2n]. Se

(1.80) | llim (z—20)f(2) = A

allora

(1.81) lim f()dz=iX(8— )
r—oo fo

dove . € Uarco di circonferenza, di centro zg e raggio r, contenuto in Sy e
orientato in senso antiorario.

Dimostrazione. Per la (1.80), fissato e & possibile determinare r. in modo tale
che risulti

(1.82) [(z—20)f(z) = A <e¢

se |z| > r..
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Osservato che

d
-/+ Z_ZZO:i(ﬂ_a)a
Tr

fo lro===5] =

(per la (1.29))

se r > re, si ha

f(z)dz—iX(B—a)

+r

(z = 20) f(2) = Al
R
(per la (1.82))
< e(f-a).

Dall’arbitrarieta di e discende la (1.81).
Lemma 1.9.2. - Sia f una funzione continua in
So={z:0<]z—2| <719, a<arg(z—2zp) <P}
con a, B € [0,27x]. Se
lim (z — 20) f(2) = A

Z—Z20

allora

(1.83) lim f(z)dz =iX\(B — a)

r—0 e

37

dove . € Uarco di circonferenza, di centro zg e raggio r, contenuto in Sa e

ortentato i senso antiorario.

Dimostrazione. Si procede come nel lemma 1.9.1. La (1.82) in questo caso

sussiste se |z — zg| < r. per un opportuno 7. < 7.
Lemma 1.9.3. - Sia f continua in
Sy={z:|z| >ro, a<argz <}

con a, B € [0,7]. Se

(1.84) lim f(z)=0
|z| =00
st ha
(1.85) lim e f(2)dz =0
r—00 +'Y'r

O

per ogni > 0; la curva 7, € larco di circonferenza, con centro nell’origine e

raggio T, contenuto in S3 e orientato in senso antiorario.
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Dimostrazione. Si ha

/ e f(2)dz
+r

< / I ( )||€wz|d8<rmax‘f|/ e—krsing gp
Ir

< rmax|f|/ e Hrsind g — o max|f|/ e Hrsind gg
(essendo sin® > 2710 in [0, 7/2])
3 1
< 2r max|f|/ e 2urm 0 qp
Tr 0
+oo B
< 2r max|f|/ e=2mrm 10 gp
= max\f|/ 7rlsd5:5max|f|.
TR
Per la (1.84) si ha
lim max|f| =0;
r—00 Y
si ottiene quindi la (1.85). O

Riportiamo ora alcuni esempi.

1. Sia

Se 0 < r < R poniamo
Crr={z:r<|z| <R, 0<argz<m}.

Siano v, e yr le semicirconferenze, rispettivamente di raggio r e R, parte
della frontiera di C; g.

Per il teo. 1.4.2 si ha

B _ cosx
- /m,.,R J(z)dz =2 / S [ @ [

da cui

R J—
(1.86) / 1& do =1 / e+~ [ f2)d
r x 2 —r 2 +YR

Essendo 4
1—e®| <1+e 303 <2
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si ha
i 21 =0
e quindi, per la (1.80),
lim f(z)dz=0.
R=00 Jtqp
Poiché
lim =f(2) = i,

per il lemma 1.9.2 si ha

71-1—%/_% f(z)dz = —7.

Facendo tendere r a zero e R a infinito nella (1.86) si ha

oo
]__
/ 1-Co8 fp= T
0 xr 2

2. Scelti Cy. g, vr € 7r come nell’es. 1, per il teo. 1.4.2 si ha

et® Bsing et® e'®
Oz/ —dz=2i/ dx—l—/ —dz—l—/ —dz
+8C.n # ro 7z +vr * -y ?

da cui

R _: ; iz . iz
(1.87) / Smdxzf/ e—dz+3/ g
R 2 Jing % 2).,, =

Al primo integrale a secondo membro nella (1.87) & possibile applicare il
lemma 1.9.3. Infatti la funzione z~1 soddisfa (1.84); per la (1.85) si ha

lim e—dz:O.

R—o0 +vR z

Al secondo integrale si pué applicare il lemma 1.9.2; abbiamo

eiz
lim —dz = —im.
r—0 [_ z
Yr

Facendo tendere r a zero e R a infinito nella (1.87) si ha in definitiva

(1.88) / Y ge ="
0 2

xT

Da sottolineare che la funzione nell’integrale a primo membro della (1.88)
non e sommabile; si tratta quindi di un “integrale improprio”.
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3. Per dimostrare che

/°° log = dx:wlOga
o 2 +a? 2a

si integra la funzione

log =
22 +a?

(1.89)

lungo la frontiera del dominio C, g dell’es.1 con » < a < R. Si applica
quindi il teorema dei residui tenendo in conto che il punto singolare ia
della funzione (1.89) ¢ interno a C, g.

. Sea>1siha

2m
/ 1 d0 — 2ra .
o (a+cos)? (a2 —1)3/2

Basta osservare che l'integrale a primo membro &

é/ 2
i Jico (224 2az+1)2 ?

dove C' & la circonferenza con centro nell’origine e raggio 1. Si applica
quindi il teorema dei residui tenendo conto del fatto che all’interno di C
la funzione da integrare presenta in

—a++va? -1

un polo del secondo ordine. Per il calcolo del residuo in tale punto si
rimanda alla regola (1.77).

. Si consideri la funzione

—iwz
e

1.90 —_—
( ) 22 + a2

con w < 0. Essa presenta due poli del primo ordine in +ai. Indichiamo
con C il semicerchio, di centro l'origine e raggio r > a, contenuto nel
semipiano ¥(z) > 0. Si ha

e—iwz T e—iwx e—iwz
+0C, —-r +vr

dove 7, € la semicirconferenza con centro nell’origine e raggio r parte della
frontiera di C,. Per la (1.78) si ha

—jwz —a |w|
e e
Res (f;ia) = i — 1 = -
o (i) = lim (e~ 10 =~
e per il lemma 1.9.3
lim ——dz=0.

2 2
r—00 +r A + a
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Si ottiene allora
o0 giwe *° cos(wx) L
Ovviamente la (1.91) vale anche se w > 0.

. Se w > 0 sia
(1.92) Trw={2=x+iy: |z|<r, 0<y<w}.

Per il teorema di Cauchy si ha

22 r z2 r 1 . N2
0= / e 2dz = / e 2 dx — / e 2@ i) gy
+0Tr, 0 —r —r

« 1 S \2 « 1 - \2
+ z/ ez (rtw) dyfz'/ ez (T gy
0 0

« 1 N2 r2 @2
/ 675("“‘1’1?4) dy’ S e 2 / ez dy
0 0

w
lim ez (rtiv)’ dy=0.
r—00 0

Essendo

risulta

In modo analogo si dimostra che
w 1 2\ 2
lim e 2T gy = 0.
T—00 0
Ricordando che
(1.93) / e dx = /7
abbiamo

o 22 o 1 ; 2
(1.94) / e 7T dx = / e 2@ gy — \/2orr .

— 00

. Sia a €]0, 1[. Integriamo la funzione

eaz

- 1+ e?

f(2)

41

sulla frontiera del rettangolo (1.92) con w = 2. La funzione f presenta

nel punto 7 un polo del primo ordine il cui residuo &

: Z— T .
1' 4 — aTm 1' — am .
zglilw(z im)flz) = e zglilﬂ' i+ e* c
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Si ha quindi

. T eaI
f(z)dz = (1—e* / dx
/+6Tr,2n ( ) —_r 14 e”
2m pa(r+iy) 2m pa(—r+iy)
e e
—dy — —d
* /0 1+ ertiv Y /0 1+ertiw®

= —2mie'".

Si ha

27 eal(r+iy) ear
[
oy L+eriv e —1

2 ea(—r+iy) e—ar
/0 [ dy‘ < 27T1—e—’” .
Poiché a €]0,1[ i due integrali estesi ai lati verticali del rettangolo T} 2
sono infinitesimi al tendere di r ad infinito. Si ha pertanto

+oo e . etam T
dr = —2mi S = = .
oo lte® 1 —e?m@  gin(wa)

. (Integrali di Fresnel) - Integriamo la funzione exp(—2z2) lungo la fron-
tiera del settore circolare

SR:{ogpgR,()gegg}.

Per il teorema di Cauchy si ha

2
/ e ? dz=0
+90SRr
ovvero

R - R
1 .
(1.95) / et dt+/ e dz — +’/ e~ dt =0
0 +Yr \/i 0

dove vr denota ’arco della circonferenza con centro nell’origine e raggio
R che ¢ parte della frontiera di Sg.

Risulta
/ e dz
+vr

20 =

™

< R/4 67R2c0520d9'
0

Posto

T
B) ¥
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abbiamo

™

B €7R2 cos 260 do = 1 2 67R2 sin ¢ ng
2
0 0

da cui, procedendo come nella dimostrazione del lemma 1.9.3, si ha

s ™

B —R? cos 20 1/5 _2R% ™
df < — = Pdp < — .
/0 ‘ =2/, © =R

Abbiamo allora

Poiché

144 (B e R, )
edt = — [cost* + sint]dt

I
(3

+ —/ [cost? — sint?]dt,
V2 Jo

facendo divergere R nella (1.95) si ha
/+oo 2 1 /-‘roo[ ) 2] i +oc[ ) 2}
el dt = — cost” +sint dt—i——/ cost” —sint®|dt.
0 V2 Jo V2 Jo
Per la (1.93) in definitiva si ha

oo o /2
/ cost2dt = / sin t2dt = yer .
0 0 4

9. (Integrali di funzioni razionali) - Si consideri la funzione razionale
P(z)
Q(2)

con ) polinomio di grado 2n privo di radici reali e P polinomio di grado
al pid 2(n — 1). Quest’ultima condizione implica che la funzione P/Q ¢
sommabile su R.

Proponiamo un metodo per il calcolo dell’integrale
T P(x)

—o Q)

1l polinomio @ ha 2m radici distinte con m < n. Siano zp (k=1,--- ,m) le
radici di @ contenute nel semipiano (z) > 0 e sia C, la semicirconferenza

con centro nell’origine e raggio r. Se r ¢ sufficientemente grande si ha
|zk| < r e, quindi, per il teorema dei residui

P(z) dx + P@) dz =2mi ZRes (P; zk) .
k=1

dz .

_r Q(z) acC, Q(z) Q
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Per il lemma 1.9.1 risulta

lim P(z) dz=0.
r—=o° Jac, Q(z2)

si ha in definitiva

oo () . m.m <PZ>
n Q(x)d =2 ;Res Q’k .

Per il calcolo dei residui si pué far riferimento alla (1.78): i punti z; sono
infatti poli per P/Q.

1.10 La Z-trasformata

Tale breve paragrafo vuole dare alcuni cenni sulla cosiddetta 2°-trasformata.
Per dettagli ed approfondimenti si rimanda a [3].
Sia {a,} una successione tale che

(1.96) r = limsup /|ay|

n—-+oo

sia finito. Allora la serie
o0
E a, w"
n=0

ha raggio di convergenza r~!.

Definizione 1.10.1. - La funzione

=1
1.97 A(z) = n—
(197) SEE

definita nell’insieme {z : |z| > r} si chiama Z -trasformata della successione
{an} er &il suo raggio di convergenza.

Il legame tra i termini della successione {a, } e la sua Z-trasformata & descritto
dalle seguenti formule

(1.98) a, = —Res(A(2) 2"} 00).

n—1

Basta infatti applicare la (1.73) alla funzione A(z) z
Diamo qui di seguito un cenno di una possibile applicazione.
Si consideri il problema di Cauchy

W)+ b (E) + cult) = F(), € [0,+00]
u(0) =a

W' (0) = 1y .
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Fissato un “passo” h poniamo t, = nh e u, = u(t,). Le derivate prime
e seconde di u in %, si possono approssimare rispettivamente con il rapporto
incrementale primo

Up4+1 — Up

h

e con il rapporto incrementale secondo

Un+2 — 2un+1 + Un
h? '

Il problema di Cauchy viene in tal modo “discretizzato”
Uny2 + BUni1 +YUun =h?fr = gn
Ug = U
up = ug + hu

con
B=bh—2, y=1-bh+ch®.

Dobbiamo quindi determinare i termini di una successione definita per ricorrenza
secondo la legge

(199) Un+2 + Bun—i-l + Y Un = gn

con ugp, up fissati.
Si moltiplichino i membri della (1.99) per z~

™. sommando su n si ha

u o0 u [eS) g
n+2 n+1 n n
Z n+2 +ﬁ Z n+1 Z n = n
z z
n=0 n=0 n=0

ovvero

= u u U g

n 1 Yn n
22 —— — —u | +Bz g —fuo +’y§ = .
n=0 z o n= 0 n= O

Se U & la Z-trasformata della successione {u,} e g quella di {g,} abbiamo
quindi

2 (U(2) = 2 =) + 82 (U() — uo) +7U(2) = g(2)

e quindi
9(2) +uo 2% + (u1 + Bug) 2

22+ Bz2+7
In definitiva se & nota l’espressione della funzione g resta determinata anche
quella della funzione U: le formule (1.98) consentono di risalire ai valori dei
termini w,, della successione (1.99).

Ulz) =
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1.11 Famiglie di funzioni olomorfe

Proposizione 1.11.1. - Sia {f,} una successione di funzioni olomorfe in un
aperto A. Se essa converge uniformemente ad f sui compatti di A allora f é
olomorfa in A.

Dimostrazione. Fissato un cerchio C' C A sia T un triangolo contenuto in C.
Per il teo. 1.4.2 si ha

fn(2)dz=0.
+0T

Sfruttando l'ipotesi di convergenza uniforme di {f,} si ha anche
0= f(z)dz
+aT

da cui l'asserto per il teo. 1.5.5. O

Proposizione 1.11.2. - Nelle stesse ipotesi della prop. 1.11.1 la successione
{fl} converge uniformemente a f' sui compatti di A.

Dimostrazione. Sia K un compatto contenuto in A. Consideriamo il seguente
ulteriore compatto
Ks={z¢€ A : dist(z,K) <4}

con

dist(K,0A
2
Sia g olomorfa in A; proviamo che
, 1
(1.100) sup |g'| < < sup|g].
K 0 K

Dalla (1.57) si ha

iy L _9(Q)
9= 557 | o T

dove C' ¢ il cerchio con centro in z € K e raggio §. Poiché C' C Kj si ha

1 1
CEry| w“ldasfﬁmm
S

=21 Joo I¢ — 2]

e quindi la (1.100).
Inseriamo (f, — f) al posto di g nella (1.100) ; abbiamo

1
sup 11 < 3w | 1.
K Ks

Poiché {f,} converge uniformemente a f in Kj si ha che {f/} converge unifor-
memente a f’ in K; dall’arbitrarietd di K discende lasserto. O
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Dalle prop. 1.11.1 e 1.11.2 si ottiene il seguente risultato.

Proposizione 1.11.3. - Sia data una serie il cui termine generale f, e olo-
morfa in A. Se la serie converge uniformemente in ogni compatto di A allora
la sua somma f é olomorfa. Si ha inoltre

"(2) =Y fn(2)

Proponiamo ora il seguente risultato di derivazione sotto il segno di integrale.
Proposizione 1.11.4. - Sia
f:(zt) e Axa,b] — f(z1)

una funzione continua. Se essa é olomorfa in A per ognit € [a,b] e se f, é
continua rispetto alla variabile t per ogni z € A allora la funzione

z) = /ab f(z,t)dt
Z/abfz(%t)dt

Dimostrazione. Possiamo ridurci al caso in cui Uintervallo [a, b] sia [0,1]. Con-
sideriamo le somme di Riemann

e olomorfa in A e si ha

= %Zf(z,k/n)
k=1

Tali funzioni sono ovviamente olomorfe in A.
Sia K un compatto di A. Si applichi il teorema di Cantor a f, ristretta al
compatto K x [0, 1]: fissato ¢, se n & abbastanza grande risulta

[f(z,k/n) = f(z1)] <e

per t appartenente all’intervallo [(k — 1)/n, k/n]. Si ha quindi

lgn(2) — g(2)| (z,k/n) — f(z,1)] dt

IA

Z/ (z,k/n) — f(z,t)|dt <e.

La successione {g,} converge uniformemente sui compatti di A alla funzione g,
olomorfa alla luce della prop. 1.11.1.
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Si ha
1 n
(1.101) G2 = -3 ek /).
k=1

Per la prop. 1.11.2 la successione {g},} converge a ¢’ mentre la successione a
secondo membro nella (1.101) tende a

/Olfz(z,t) dt .

Abbiamo quindi ’asserto. O
Definizione 1.11.1. - Sia F una famiglia di funzioni definite in un aperto A.

o Le funzioni di F si dicono equilimitate sui compatti di A se, in corrispon-
denza di ogni compatto K C A, ¢é possibile determinare una costante Cy
tale che

|f(2)| < Ck
per ogni z € K e per ogni f € F.

o Le funzioni di F si dicono equicontinue su un compatto K C A se per ogni
€ > 0 esiste un dx > 0 tale che, se z,w € K e |z —w| < 0k st ha

|f(z) = flw)| <e
per ogni f € F.

Per il teorema di Ascoli-Arzela (cfr. appendice C) ogni successione di una fami-
glia F di funzioni equicontinue ed equilimitate in un compatto K ha una sot-
tosuccessione uniformemente convergente. Per famiglie di funzioni olomorfe la
condizione di equilimitatezza assicura in qualche modo quella di equicontinuita.
Sussiste infatti il seguente risultato.

Teorema 1.11.1. - Sia F una famiglia di funzioni olomorfe in un aperto A ed
equilimitate sui compatti di A. Allora ogni successione di funzioni di F ha una
sottosuccessione che converge uniformemente in ogni compatto di A.

Dimostrazione. Sia K un compatto di A. Fissiamo r in modo che
3r < dist(K,04) .

Siano z,w due punti di K tali che |z — w| < r. Per la formula integrale di
Cauchy (1.45) si ha

(1.102) f(z) = fw) = 271ri/+ac ( )f(C) [Ciz _g—lw} @

dove Cy,(w) & il cerchio di centro w e raggio 2r.
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Se ¢ € 0Cy-(w) si ha |¢ —w| =2r e | — z| > r in quanto |z — w| < r; abbiamo
allora

1 |z — wl |z — w|

(1.103) ’ L ‘—
' (—2z C(—w| [(—z[|[C—w] = 22

Sia Ks, il compatto costituito dai punti che distano da K al piu 2r e M una
costante tale che
f() <M, z€ K.

Poiché 0Cy,(w) C Koy, dalle (1.102) e (1.103) si ha

1£) — fw)l < 2wl

per ogni f € F. Da tale stima si ottiene I’equicontinuita su K delle funzioni della
famiglia F: da ogni successione di F, per il teorema di Ascoli-Arzela (cfr. ap-
pendice C), & possibile estrarre una sottosuccussione convergente uniformemente
in K.

Per concludere € necessario far ricorso ad un argomento di diagonalizzazione.
Denotiamo con {K,} una successione crescente di compatti di A invadente A
tale cioe che U, K, = A.

Se {fn} € una successione di funzioni di F sia {f1,} una sua sottosuccessione
convergente uniformemente in Kj. Estraiamo quindi da {f1,,} una ulteriore
successione {f2,} uniformemente convergente in Ky e cosi via. Si viene a
costruire un sorta di matrice, con un numero infinito di righe e di colonne, i
cui termini sono le funzioni {f,, »}. La m-ma riga ¢ una sottosuccessione di
tutte le successioni poste nelle righe che la precedono; essa quindi converge
uniformemente in K; con j <m.

Consideriamo la successione diagonale il cui termine generale € g, = f,, ,,. Essa
¢ estratta dalla successione {f,} e, per ogni fissato m, a patto di non tener
conto dei primi m—1 termini, dalla successione { fy, » }». Essa pertanto converge
uniformemente su ogni compatto K, e, in definitiva, su ogni compatto di A. [
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Capitolo 2

La funzione Gamma

2.1 Misura della sfera di RY

La funzione gamma di Eulero si definisce dapprima sul semiasse reale positivo
nel modo seguente

(2.1) F(a:):/ t"te7tdt, x>0.
0

Integrando per parti si ha
(2.2) MNx+1)=aT(z).

Osservato che I'(1) = 1, dalla (2.2) per induzione abbiamo

(2.3) I'(n+1) =nl, neN.
Essendo - .
r (1> :/ =12t dt = 2/ e dr
2 0 0
e
(2.4) / e dr = vr
0 2

si ha

1
(2.5) r (2) =7
e anche, per la (2.2),

3\ 7
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Pit in generale, per induzione, dalle (2.6) e (2.2) si ottiene la seguente formula

(2.7) r (n + ;) = wﬁ

dove con il simbolo k!! si intende il prodotto degli interi minori o uguali a k con
la stessa parita di k.

Proposizione 2.1.1. - Sia
Sy ={z RN : |z| <1}

la sfera unitaria di RN e sia wy la sua misura. Risulta

k
% se N =2k
(2.8) wy =14
2k+1ﬂ.k

Dimostrazione. Con la sostituzione t = u?/2 la (2.1) diventa
%) W2
(2.9) I(z) = 2171/ u? e T du.
0
Si ha allora
o0 w2 o 2
MNx)T'(y) = 22*3”*9/ u?*le™ T du / v leT T do
0 0
2 2
= ZZ*I*y/ w2l S Qudy
Rt xR+

(passando alle coordinate polari (p, 0))

] 2 77/2
= 22_””_y/ PPt dp/ (cos0)?* ! (sin9)* 1 dh
0 0

(per la (2.9)

w/2
2F(x+y)/ (cos 0)**(sin#)?Y 1 do .
0

Abbiamo pertanto la seguente identita

w/2
Tty _, / (cos 0)22 (sin )26~ df
0
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da cui, dopo aver eseguito la sostituzione z = cos? @ nell’integrale a secondo
membro,

(210) 11:((‘2)—1;(53 :/0 mel(l . Z)yil dz .

Poniamo w; = 2. Per il principio di Cavalieri abbiamo

1 1
oJN:2wN,1/ (1—30?\,)% d:EN:wN,l/ 2_1/2(1—z)¥ dz.
0 0

Per la (2.10) abbiamo quindi la seguente formula di ricorrenza

FA/2)T((N+1)/2)

2.11 = _
(2.11) NS ENITTT T (T N2)
Dimostriamo per induzione che

2%
2.12 = —
(2.12) “N T NT(N/2)

La (2.12) sussiste per N = 2. Assumiamo che valga la (2.12); per la (2.11) si ha

or%  I(1/2)T(1+ N/2)
NT(N/2) T(14 (N +1)/2) °

WN41 =

Facendo ricorso alle (2.2) e (2.5) abbiamo

N+1
2r 2

N+DI'(N+1)/2)

WN+1 = (

cioe la (2.12) con N + 1 al posto di N: risulta provata la (2.12).
Infine, per le (2.3), (2.7), la (2.12) pud essere scritta nella forma (2.8). O

Osservazione 2.1.1. - Sia oy la misura della superficie sferica 0Sy. Osserva-
to che o rN=1 ¢ la misura della superficie sferica di raggio r, con un semplice
passaggio a coordinate polari si ottiene oy = Nwy .

2.2 La formula di Stirling

Dimostriamo innanzitutto il seguente criterio di convergenza uniforme.

Teorema 2.2.1. (Teorema di Dini) - Sia {fa}acr una famiglia di funzio-
ni continue in un compatto K di RY con I sottoinsieme di R non limitato
superiormente.

Siano soddisfatte le sequenti condizioni:
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(a) la famiglia é crescente (decrescente); si ha cioé

a<f=falz) <(2)fs(x)
per ogni x € K;

(b) esiste una funzione f definita in K tale che, per ogni x € K, si ha

lim fo(z) = f(2);

[e%mdee]

(¢) la funzione f ¢é continua in K .
Allora la convergenza di {fo}acr a f € uniforme su K.

Dimostrazione. Supponiamo che la famiglia {f,} sia monotona decrescente.
Possiamo inoltre assumere f = 0; basta infatti ragionare sulla famiglia di
funzioni continue {f, — f}acr-

Sia M, il massimo di f, in K e sia z, un punto di massimo di f,.

Se ao < 8 per la (a) risulta

Mo = fa(®a) = falzp) > fo(zp) = Mpg.
Quindi M, é una funzione decrescente di «; esiste quindi un M > 0 tale che

lim M, =M.

a——+00

Dalla famiglia {x,} C K ¢ possibile estrarre una successione {z4, }, con {oy}
divergente positivamente, tale che

lim z,, =20 € K.
k—-+oo

Fissato «, per I'ipotesi di decrescenza di {f,} e per ay > « si ha

fa(zock) 2 fak(xak) = Mg,

da cui
falxo) = lim fqo(x4,) > lim M,, =M.
k—o0 k—oo
Poiché al divergere di « la famiglia {f,(xo)} ¢ infinitesima si ha M = 0.

Abbiamo pertanto
i () -
o33, \ S ) =0
ovvero la convergenza uniforme in K della famiglia {f,} alla funzione identica-
mente nulla.
Infine, se la convergenza ¢ monotona crescente, si ragiona su {—fo}acr- O

Dimostriamo ora il seguente risultato che descrive il comportamento asintotico
di T e, quindi, del fattoriale (cfr. [2]).
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Teorema 2.2.2. (Formula di Stirling) - Si ha

(2.13) m @D o

z—+o00 3;"”\/5

e quindi anche

Dimostrazione. Operiamo il cambio di variabili ¢ = z(1 + u) nell’integrale in
(2.1)

+oo
(2.14) [(z+1)=2a"Te® / (I+u)*e "*du.

—1
Consideriamo la funzione

2
-1 s ) ﬁ[u—log(l—&—u)] seu#0
u €| — 1, +oo|— nu) =

1 seu=20.

Verifichiamo che h ¢ decrescente. Si ha

2
- 2log(1+u)—u—L seu#0
u

1+u
W (u) =

1

—3 seu=20.
Posto u

2log(1 —u — =k

og(1+u) —u— 15— = k(u)
risulta

Klu) = - <1—1:u>2 =0

Poiché k(0) =0 si ha k(u) > 0se u <0 e k(u) < 0sewu>0. Risulta b’ < 0: la
funzione h ¢ allora decrescente.

Essendo
w2
(I+u)e ™ =exp {—2 h(u)}

la (2.14) si pu6 scrivere nel modo seguente

+oo 2

(2.15) T(z+1) = xﬁleﬂ/ —%

3 h(u)} du.

exp {

Operiamo ora la sostituzione u = y/2/x s nell’integrale in (2.15). Abbiamo

T “+oo
(2.16) W: s ds
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dove
exp [—8211(\/%5)] ses>—\/m
0 sesg—\/m.

(2.17) Yu(s) =

Per ogni s € R si ha
(2.18) lim v, (s) = exp(—s?).

r— 00

Essendo h decrescente la famiglia {#,(s)}, ¢ monotona crescente se s > 0,
monotona decrescente se s > 0.
Per la (2.18) risulta

(2.19) Ye(s) < exp(—s?), s€]—00,0[.

Inoltre, se ci limitiamo a considerare i valori di x per esempio pit grandi di 2,
si ha

(2.20) Va(s) < aha(s) = e 25(1 +5)%, s €]0,+o0[.

Entrambe le funzioni a secondo membro nelle (2.19), (2.20) sono sommabili:
quindi tale & ¥, per ogni x > 2. Fissato ¢ si pud scegliere allora a in modo tale
che risulti

(2.21) /_—a |2 (5) — exp(—s?)| ds < _—a Y (s)ds + /_—a exp(—s?)ds < ¢

(2.22) /OO |92 (5) — exp(—s?)| ds < /OO Py (8) ds + /OO exp(—s?)ds < ¢.

Per quanto gia osservato la convergenza di {1, } &€ monotona crescente in [—a, 0],
decrescente in [0, a. E possibile applicare alla famiglia {¥.} il teo. 2.2.1: la
convergenza ¢ uniforme nell’intervallo [—a,a]. Si determini quindi ¢ in modo
che risulti

(2.23) /a |2 (5) — exp(—s?)|ds < €.

—a

per T > 4.
Dalle (2.21), (2.22), (2.23) si ha

+o00
/ |92 (5) — exp(—s?)| ds < 3¢,

se x > §, ovvero
+oo +oo
lim Ve(s)ds = / exp(—s?) ds.
z—oo J_ o

Dalla (2.16), ricordando la (2.4), otteniamo la (2.13). O



2.3. PROLUNGAMENTO ANALITICO DI GAMMA o7

2.3 Prolungamento analitico di Gamma

Un primo prolungamento di I' & relativo al semipiano
(2.24) K={z: R(z)>0}.

Proposizione 2.3.1. - La funzione (2.1) si prolunga analiticamente a K. In
tale prolungamento si conserva l’espressione di I'; si ha cioé

(2.25) I'(z) = /OOO t*~letdt.

Dimostrazione. Essendo

|tz—1e—t‘ — téR(z)—le—t

e R(z) > 0 la funzione sotto il segno di integrale in (2.25) ¢ sommabile.
Per verificare I'olomorfia di I' in K basta dimostrare che essa ¢ olomorfa in ogni
striscia
K.={z:e<R() <!}
con ¢ €]0,1].
Se n € N la funzione N
F,.(z) = / t*"te tat

1/n

¢ olomorfa in C per la prop. 1.11.4. D’altra parte

1/n +o00
/ et dt 4 / et
0 n

1/n +o00
< / A / R 1=t gy
0 n

I0(z) = Fa(2)] =

(2.26)

Se t €]0,1/n[ e z € K, si ha t®(*)=1 <=1 Abbiamo pertanto

1/n 1/n
(2.27) / tRE et gt < / =7t dt =
0 0

ent’

Set>mneze K. si ha tR®-1 < =7 "=1 inoltre 5 1 < a.et/? con ae
costante opportuna. Abbiamo pertanto

—+oo —+oo . —+oo
/ tR(2) -1t dtg/ e Tlet dtgozs/ e t2 at
n n n

+oo
(2.28) / tREA et gt < 20, 72

e quindi
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Fissato ¢ > 0 ¢ allora possibile per le (2.26), (2.27), (2.28), determinare un
indice v tale che
I0(z) = Fu(2)| <o

per n > v e per ogni z € K..
La successione {F,} tende uniformemente in K. a I'. Per la prop. 1.11.1 la
funzione I' € olomorfa in K. e quindi, per 'arbitrarieta di ¢, in tutto K. O

Osservazione 2.3.1. - La derivata di T, sempre nel semipiano (2.24), ¢é

—+oo
F’(z):/ t*"tlogtetdt.
0

La formula si ottiene ripercorrendo la dimostrazione della prop. 2.3.1 e richia-
mando la prop. 1.11.2.

L’ulteriore prolungamento di I' € meno immediato. A tale proposito sussiste il
seguente risultato (cfr. [8]).

Proposizione 2.3.2. - La funzione I' puc essere prolungata a tutto il piano
complesso privato degli interi non positivi. Questi sono poli del primo ordine
con 1 sequenti residus

(2.29) Res (I;0) =1
(2.30) Res ([; —n) = (—n1')n , neN.

Dimostrazione. Se R(z) > 0 vale la (2.25) e quindi

1 ]

I(z) = / Fle=t g 4 / 1o~ gt = To(2) + T (2).
0 1

Verifichiamo che I'; ¢ una funzione intera, cio¢ una funzione olomorfa in C.

Posto

Fn(z):/1 t*" e tdt

si ha
I'i(z) = lim F,(2).

n—oo

Ciascuna funzione F),, ¢ intera per la prop. 1.11.4. Procediamo come nella
dimostrazione della prop. 2.3.1. La successione {F;,} converge uniformemente a
I'; nel semipiano {R(z) < €} con ¢ arbitrario. La funzione I'; & allora olomorfa
in tale semipiano e, quindi, in tutto C.

Occupiamoci ora di I'y. Integrando termine a termine abbiamo

n=0 n=0
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L’identita (2.31) vale nel semipiano {R(z) > 0}. Basta allora verificare verificare

che la serie -
Z (="
nl(n+ z)

n=0

¢ prolungabile con le proprieta descritte nell’enunciato.
Fissato h € N consideriamo il cerchio

Cn={z: bl <n+3).
Risulta
ST S o I S S G D
(252 n;)n!(nJrZ)72:0”!(’”%)+ 2 nl(n+z)

n=2h+1

Il primo termine a secondo membro & una funzione olomorfa in C} con poli
del primo ordine in 0,—1,---,—h. Per il calcolo dei residui si pué utilizzare la
(1.78): si ottengono in tal modo i valori (2.29), (2.30).
Seze(Cypen>2h+1siha

1 1
n+2lzn—|z|>2h+1-h—o>h+5>h.

Quindi la serie a secondo membro in (2.32) si maggiora con la serie numerica
o0
> o
nlh’
n=1

Essa e allora totalmente convergente in C},. La sua somma ¢ olomorfa in tale
cerchio per la prop. 1.11.3. Dall’arbitrarieta di h discende ’asserto. O
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Capitolo 3

Spazi di Banach e spazi di
Hilbert

3.1 Richiami

L’obiettivo di tale capitolo & quello di trasferire in spazi astratti alcune proprieta
tipiche degli spazi euclidei. Solitamente si parte dalla definizione di spazio me-
trico per arrivare, passando per gli spazi normati, alla struttura pid ricca, gli
spazi di Hilbert.

Per “distanza” (o anche “metrica”) in un insieme M si intende un’applicazione

(z,y) € M? — d(z,y) € R

tale che

(M) d(z,y) = d(y,z)

(Mz) d(z,y) =0

(Ms) d(z,y) =0z =1y
(My) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

La (M) & nota come proprieta triangolare.
La coppia (M, d) prende il nome di “spazio metrico”.

Esempio 3.1.1. - Se k & un intero lo spazio euclideo R* ¢é Uinsieme delle k-ple
ordinate

(i) = (n1,- -+ ,o8).

La distanza euclidea tra due punti (x;), (y;) &
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Se x € M e r & un numero positivo I'insieme
Sr(z) ={y e M : d(z,y) <r}

prende il nome di “intorno sferico” di centro z e raggio r.

Si puo allora riproporre in tale contesto la nozione di punto interno, di punto di
accumulazione, di insieme aperto e chiuso, di insieme limitato e di quant’altro
si possa esprimere attraverso definizioni che facciano riferimento alla nozione di
intorno sferico.

Definizione 3.1.1. - Sia {z,} una successione di punti di M. Se

lim d(zn,z) =0

n—-+oo

Si dice allora che la successione converge a x; in simboli

lim =z, ==x.
n—-+oo

Definizione 3.1.2. - Sia f una funzione definita in (My,dp,) a valori in
(Ma, d, ).

Si dice che f e continua in xg se, comunque si fissi € > 0, esiste un § > 0 tale
che

dM2 (f(x)v f(xO)) <e

per ogni x con dyg, (x, o) < J.

Alcune metriche, in ogni caso tutte quelle di cui ci occuperemo nel seguito, si de-
finiscono a partire da una “norma”. Con tale termine si intende un’applicazione
definita in uno spazio vettoriale V'

(3.2) veV — ||| eR,
che goda delle proprieta

(V) [l =0

(N2) ([l =0 <= v =0

(N3) Se a € C allora ||av|| = |af v

(Na) [lo +wl| < o]l + [w]-

La (Ny) & anch’essa nota come proprieta triangolare.

Una volta introdotta una norma si definisce la distanza tra due elementi v, w di
V' mediante la posizione
d(v,w) = |jlv —w||.

Si puo facilmente verificare che sono soddisfatte tutte le proprieta che caratte-
rizzano una metrica. Lo spazio metrico in tal modo ottenuto prende il nome di
“spazio normato”.
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Osservazione 3.1.1. - In uno spazio normato vale la sequente ulteriore pro-
prieta che solitamente si accompagna alla (Ny)

(3.3) Hvll = flwl | < [lo —wll,  Vv,weV.

La (3.3) pud essere utilizzata tra Ualtro per dimostrare che la funzione (3.2) é
continua nel senso della def. 3.1.2.

Osservazione 3.1.2. - Siano || - || e || - ||* due norme definite sullo spazio
vettoriale V. Si dice che esse sono equivalenti se esistono due costanti positive
a,b tali che

(3.4) allz)| < [lz]* < bllz]|, Ve V.

Da (3.4) discende facilmente che le due norme inducono lo stesso tipo di conver-
genza e, quindi, la stessa struttura topologica; con cio intendiamo dire che una
successione convergente rispetto alla metrica indotta da una delle due norme
converge anche in relazione alla metrica indotta dall’altra.

Esempio 3.1.2. - In R* la norma

(3.5) ]| =

induce la metrica euclidea (3.1).
E possibile introdurre in R¥ wlteriori norme quali per esempio

k
i=1

Si pud dimostrare che tali norme sono equivalenti alla norma (3.5).

Alcune norme possono essere definite a partire da un “prodotto scalare”. Con
tale termine si intende un’applicazione

(3.6) (v,w) €V? — <v,w>€R
che goda delle seguenti proprieta

S1) <v,u>>0

Sa

<v,0>=0<=v=0

Sy

(
(52)
(S3) Se a € R allora < av,w >=a < v,w >
(S4) <v,w>=<w,v>

(55)

S5) <utv,w>=<u,w >+ < v,w >.
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Se l’applicazione (3.6) ha valori nel campo dei complessi, al posto della (S4) va
inserita la seguente proprieta di Hermite

(S1) <v,w>=<w,v>.
Da (S}) e (S3) discende in modo ovvio

(S%) Se a € C allora < v,aw >=a < v,w >.

Esempio 3.1.3. - In R¥ il prodotto scalare di due vettori (z;), (y;) & dato da

k
i=1

Se (2;), (w;) sono due vettori di C* il prodotto scalare diventa

k
>
i=1
Proposizione 3.1.1. - La quantita
(3.7) vl = vV<wv,v>.
€ una norma.

Dimostrazione. Le prime tre proprieta sono di facile verifica. Per dimostra-
re la proprieta triangolare ¢ necessario preliminarmente provare la seguente
disuguaglianza di Schwarz

(3.8) | <v,w > < ollflwl].

Sia w un vettore non nullo di norma unitaria. Si ha, utilizzando le proprieta del
prodotto scalare,

0 < |v—<v,w>w|?=<v—<v,w>wv— <v,w>w>
= <0,v>—<vw><vw>—<v,w><v,w >+ <v,w><v,W >

= |ol? =] <v,w> 2
Pertanto risulta
(3.9) | <wv,w> [ < o]l

Sia w # 0 inseriamo w/||w]| al posto di w in (3.9); si ottiene allora facilmente
la (3.8).



3.1. RICHIAMI 65

Dimostriamo ora che (3.7) verifica la proprieta (N4). Utilizzando le proprieta
del prodotto scalare e la (3.8), si ha

lv+wl|?> = <vdwvtw>=<v,0>F2R(<v,w>)+ < w,w >

IN

[l + 2llllllw] + [lwl* = (ol + llw])?
da cui ovviamente (Ny). O

Definizione 3.1.3. - In uno spazio dotato di prodotto scalare due vettori si
dicono perpendicolari se il loro prodotto scalare é nullo.

Si pone a questo punto in modo naturale la seguente questione: & possibile
stabilire se una norma puo essere definita a partire da un prodotto scalare? La
risposta a tale domanda e contenuta nel seguente risultato.

Teorema 3.1.1. (Regola del parallelogramma) - Una norma pud essere
definita tramite la (3.7) a partire da un opportuno prodotto scalare se e solo se
e soddisfatta la sequente identita

(3.10) 2||uH2—|—2Hv||2 = Hu—HJH?—I— Hu—vH2 Vu,v e V.

Dimostrazione. E intanto evidente che una norma definita a partire da un
prodotto scalare soddisfa la (3.10).
Dimostriamo il viceversa. Si ponga

1
(3.11) <ay>=1 (le+ol?~ o —ulP)
verifichiamo che (3.11) & un prodotto scalare legato alla norma (3.7).
Si ha facilmente che < z,y >=< y,z > e < z,z >= |z|*
Essendo

1
<z 2>+ <yz>= g (o2 + ly+ 20 = llz =20 = ly - 21%) ,

applicando la (3.10) con (x + z) e (y + 2) al posto di u, v e ricordando la (3.11),
si ha

|
I
2

2

1
<x,z>+<y,z>< 5

2
z >2<x+y,z>.

Se y = 0, essendo ovviamente < y,z >= 0, si ha
T
<x,z>:2<§,z> .

Sfruttando tale formula si ottiene allora

Tty
2

<z, 2>+ <y,z>=2< 2 >=<T+Y, 2>
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cioe (S5). Ovviamente si ha anche

n n
(3.12) <in,z >:Z<xi,z> .
i=1 i=1
Dalla (3.12), se z; = x, si ha
(3.13) <nz,z>=n<x,2>
ovvero, se x; = x/n,
T 1
(3.14) < —,z>=—<z,2> .
n n
Pertanto, considerato un numero razionale m/n, per le (3.13) e (3.14), si ha
m x m
< —T,z>=m< —,z2>=— <,z >,
n n n

cioe S3) con « razionale. Infine, per la densitd di Q in R e per la proprieta di
continuita della norma (cfr. oss. 3.1.2), si ottiene la (S3) per ogni a« € R. O

Per concludere richiamiamo la seguente

Definizione 3.1.4. - Una successione {xn} di uno spazio metrico dicesi di
Cauchy se
(3.15) Ve>0 Jv : Vam>v d(zp,z,) <e.

Ovviamente ogni successione convergente ¢ di Cauchy. Non sempre & vero il
viceversa.

Definizione 3.1.5. - Uno spazio metrico dicesi “completo” se ogni successione
di Cauchy é convergente.

Uno spazio normato, se completo, prende il nome di “spazio di Banach”, ovvero,
di “spazio di Hilbert”, se la norma € definita a partire da un prodotto scalare.

3.2 Esempi di spazi funzionali

3.2.1 Spazi di funzioni

Un primo importante esempio di spazio normato & lo spazio C%([a,b]) delle
funzioni continue in [a, b], a valori reali o complessi, dotato della norma

(3.16) [fllco = max [f ()]

z€la,b

La distanza tra due funzioni f, g & allora

(3.17) If = gllco = max [f(z) — g(x)].
z€la,b]
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Si dimostra facilmente che una successione {f,} converge in C°([a,b]) ad f
se e solo se tale successione converge uniformemente in [a,b]. Dal criterio di
convergenza di Cauchy per le successioni uniformemente convergenti discende
allora che C%([a, b]) dotato della norma (3.16) & completo.

Ovviamente quanto sopra detto in relazione allo spazio C°([a, b]) pué tranquil-
lamente essere esteso al caso delle funzioni continue su un compatto di R¥.

Sempre in C°([a, b]) & possibile definire ulteriori norme.
Un primo esempio & costituito da

b
(3.18) 1] = / (@) da;

la distanza tra due funzioni f, ¢ in tal caso e

(3.19) / (@) — g(2)| de

Osserviamo che mediante le (3.17) e (3.19) si misura in modo differente la di-
stanza tra due funzioni: nel primo caso la (3.17) ¢ la massima distanza verticale
tra i grafici delle due funzioni, nel secondo la (3.19) misura in un certo senso
I’area dell’insieme delimitato dai grafici delle due funzioni.

Pitd in generale, se p €]1, oo[, poniamo

b P
(3.20) ||f|p< / If(fv)pdl'> .

Vedremo pit avanti che la (3.20) ¢ una norma; limitiamoci qui ad osservare che
solo nel caso p = 2 essa si ottiene a partire dal prodotto scalare

b
<f,g >=/ fgdz.

Si pu6 dimostrare che C°([a, b]) con la norma (3.18) o (3.20) non & completo; si
pudé prendere spunto da tale considerazione per introdurre un tipo di integrale
pit generale rispetto a quello di Riemann.

3.2.2 Spazi di successioni

Passiamo ora a discutere il caso degli spazi i cui elementi sono successioni a
termini reali o complessi.

Indichiamo con ¢! lo spazio vettoriale delle successioni z = {z,} per le quali
risulta

(3.21) |zl = |n| < +oo.
n=1
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Si verifica facilmente che | - ||; € una norma.
11 simbolo ¢?, con p > 1, denota lo spazio delle successioni = {z,,} per cui

oo
Z |zn|P < 400.
n=1

Per poter intanto affermare che P & uno spazio vettoriale bisogna verificare che
esso € chiuso rispetto all’operazione di somma. A tal fine ricordiamo la seguente
diseguaglianza

(3.22) (u+v)P <2071 (wP +oP) w,v € RT

semplice conseguenza della convessita della funzione potenza ad esponente p.
Se © = {x,} e y = {yn} appartengono a ¢? per la (3.22) si ha

20+ ynl” < 277 (" + [ynl?)

da cui discende che (z + y) € ¢P.
Poniamo

oo 1/p
(3.23) z]lp = (Z |$n|p>

e verifichiamo che essa ¢ una norma.

Sep>1siaqg= z% I’esponente coniugato di p; si ha allora

1 1
(3.24) -4+ -=1.
p q
Richiamiamo la seguente disuguaglianza
p q
(3.25) uv< L+ &
p q

con u,v > 0.
Se {z,} € P e {y,} € €7 si ha per la (3.25)

o0 oo o0

T 1 P 1 ¢ 1 1
§:|n| |yn|<7§:|n|p+7§:‘yn| S |
n=1 pn:l ||.’E||p qn:l

lzllp [lyllg — lvlle » g
da cui
o0
(3.26) > 12n ynl < l2llpllylly -
n=1

Siamo ora in grado di dimostrare la proprieta triangolare. Se {x,}, {yn} € ¢ si
ha, per la (3.26),

o0 o0 o0
Z|xn+yn|p < Z|xn||xn+yn|p_l +Z |yn||xn+yn|p_l
n=1 n=1 n=1
1 1 po1
oo P oo P oo P
< (z |mn|p) + (z W) (z - ym)
n=1 n=1 n=1
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da cui

(3.27) (Z |2, +yn|p> < <Z |$n|p> + (Z |yn|p> :

La (3.27), nota come disuguaglianza di Minkowski, altro non & che la proprieta
triangolare.

Osservazione 3.2.1. - La (3.27) vale ovviamente anche per somme finite.

Pertanto se x = (v;) € R¥
k v
i=1

e un’ulteriore norma. FEssa risulta equivalente all’usuale norma euclidea.

Tra tutti gli spazi £7 un ruolo particolare riveste lo spazio £2 che & I'unico la cui
norma ¢ indotta dal prodotto scalare

<A{zn}, {yn} >= an?ﬁ

ovviamente finito per la (3.26).

Infine con il simbolo ¢°° si intende lo spazio delle successioni = {z,,} limitate
con la norma

(3.28) |2l co = sup |@n] .
n

Un sottospazio notevole di £°° & costituito dall’insieme ¢ delle successioni
infinitesime.

Ricordiamo che tutti gli esempi proposti in tale paragrafo sono da annoverare
tra gli spazi vettoriali a dimensione infinita; con ci6 intendiamo dire che in tutti
i casi considerati non & possibile determinare sistemi finiti di generatori. Per
quanto riguarda ¢ vedremo pit1 avanti che si pué introdurre un sistema infinito
di generatori, una sorta di base, costituita dalla successione di vettori tra loro
ortogonali

(3:29) ei = {0i;}
dove

0 sei#j
(3.30) 0ij =

1 set=j

¢ noto come “simbolo di Kroneker”.
In un certo senso 2 si presenta come la naturale versione infinito-dimensionale
degli spazi euclidei.

Per caratterizzare la convergenza negli spazi /P & utile riportare il seguente
risultato.
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Teorema 3.2.1. - Sia {z%’“} una successione di elementi di (P con p € [1,+00];
allora tale successione converge a {x,} se e solo se

(1) per ognin € N risulta
Jim ) =

(i) per ogni e > 0 esiste un indice v tale che

o 1/p
( Z |m£k)|p> <e

i=v—+1
per ogni intero k.

Quindi, contrariamente a quanto avviene negli spazi euclidei, la convergenza non
¢ assicurata dalla convergenza delle successioni numeriche costituite dai termini
delle varie successioni che occupano la stessa posizione.

A tale proposito emblematico ¢ il caso della successione (3.29). Infatti le suc-
cessioni numeriche formate dai termini della successione (3.29) che occupano la
stessa posizione sono tutte infinitesime. Essa invece non tende alla successione
nulla. Infatti se cosi fosse, per la continuita della norma (cfr. oss. 3.1.1), la
successione numerica {||e;||2} dovrebbe essere infinitesima in contrasto col fatto
che |le;|]2 = 1 per ogni ¢ € N.

Osservazione 3.2.2. - Se z € 2 si ha

lim <e;,z >= lim z; =0.
1—00 11— 00

Si dice che la successione {e;} “converge in senso debole” alla successione nulla.
Per concludere proviamo il seguente risultato.

Teorema 3.2.2. - Gli spazi £P con p € [1,400] sono spazi di Banach. In
particolare 2 & uno spazio di Hilbert.

Dimostrazione. Basta ovviamente provare la completezza.
Sia {z(™} una successione di Cauchy di ¢?. Allora, fissato ¢ > 0, esiste un indice
v tale che

+oo
(3.31) 2™ — 2P =3 |2 — 2™ P < e
k=1

per ogni n,m > v. Pertanto le singole successioni numeriche {a:;c”)} sono conver-
genti: denotiamo con xy i relativi limiti. Posto @ = {x}} dobbiamo dimostrare
che x € (7 e che esso & limite della successione {z(™}.

Fissato l'indice h, dalla (3.31) abbiamo

h

Z |:E’(€n) B :E’(fm)‘p <P
k=1
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da cui, passando al limite su m,

h
(3.32) Sl —alP <ev.
k=1

Per la disuguaglianza di Minkowski (cfr. oss. 3.2.1) si ha
1 1
h P h P h
(Soer) = (i) o (- )
k=1 k=1 k=1
Dalla limitatezza della successione {z(™} e dalla (3.32) discende che

—+o0 %
(Z |xk|p> < o0,
k=1

quindi = € ¢P. Inoltre dalla (3.32), facedo divergere 'indice h, si ha

“+o00 %
(Zix;’” |> =

k=1

1
P

per ogni n > v; si ha quindi ’asserto. O

Osservazione 3.2.3. - Se p > 1 si pud dimostrare che valgono le sequenti
inclusioni
thcrcee.

3.3 Separabilita e compattezza

Richiamiamo la seguente

Definizione 3.3.1. - Uno spazio metrico M si dice separabile se esiste un
sottoinsieme numerabile D che sia denso in M; cioe ogni elemento di M e
limite di una successione di elementi di D.

Osservazione 3.3.1. - La struttura dei reali é un primo esempio di spazio
metrico separabile: infatti l'insieme Q dei razionali ¢ numerabile e denso in R.
Piti in generale lo spazio euclideo R* ¢ separabile: un sottoinsieme numerabile
e denso ¢ costituito dalle k—ple le cui componenti sono numeri razionali.

Osservazione 3.3.2. - Tutti gli spazi {P con p € [1,+00[ sono spazi separabili.
Un sottoinsieme numerabile e denso é costituito dall’insieme delle successioni
con un numero finito di termini non nulli e tutti razionali. Tra Ualtro tale
proprieta attribuisce a £2 un ruolo centrale nella teoria degli spazi di Hilbert. Si
pud infatti dimostrare che ogni spazio di Hilbert separabile ¢ isomorfo a €2 e,
quindi, in qualche modo con esso identificabile.
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Proposizione 3.3.1. - Lo spazio {>° non & separabile.

Dimostrazione. Si consideri 'insieme S delle successioni i cui termini sono o
zero o uno. Tale insieme non € numerabile, inoltre due suoi elementi distinti
hanno distanza uno. Supponiamo che esista una successione D densa in £*° e
ricopriamo S con le sfere con centri i punti di D e raggio 1/3. In almeno una di
queste devono esserci due punti di S; siano z,y tali due punti e sia z il centro
della sfera. Si ha allora

1 2

1
l=|lz—y| <|z- —z<Z+Z==.
o=yl < o =2l +lly =2l < 5 + 5 = 5

L’assurdo cui siamo pervenuti prova 1’asserto. O

Osservazione 3.3.3. - Lo spazio C°(|a,b]) con la norma (3.16) ¢ anch’esso
separabile. Cio e consequenza di un risultato, noto come teorema di appros-
simazione di Weierstrass (cfr. appendice). In base a tale risultato é possibile
approssimare in modo uniforme una qualsiasi funzione continua mediante poli-
nomi a coefficienti razionali. Si pué dimostrare che linsieme costituito da tali
polinomi & numerabile.

Definizione 3.3.2. - Un sottoinsieme K di uno spazio metrico dicesi compatto
se ogni sua successione ha una sottosuccessione convergente ad un elemento
dell’insieme stesso.

Ricordiamo che la compattezza ha un ruolo importante anche nelle applicazioni
dal momento che interviene, per esempio, ogni volta che si vuole minimizzare
una funzione.

Teorema 3.3.1. (Teorema di Weierstrass) - Sia [ una funzione numerica
continua in un compatto K di uno spazio metrico. Allora f & dotata di minimo
e di massimo, esistono cioé due punti T,,,xr € K tali che, per ogni xz € K,

flam) < f(o) < flzn).

Dimostrazione. Sia
m = inf f(z).
nf f(z)
Per le proprieta dell’estremo inferiore ¢ possibile determinare una successione
{z,} di elementi di K tale che

(3.33) lim f(z,)=m.

n—oo
Essendo K compatto dalla successione {z,} & possibile estrarre una sottosuc-
cessione {z,,} convergente ad un elemento Z € K. Per la continuita di f
risulta

lim f(zy,) = f(Z).

h—o0

Tenendo presente la (3.33) si ottiene f(Z) = m, ovvero l’asserto.
In modo analogo si dimostra che f ha massimo. O
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E noto che negli spazi euclidei ogni successione limitata ha un’estratta conver-
gente. Da tale risultato discende tra l’altro che un insieme € compatto se e solo
se ¢ chiuso e limitato.

Tali proprietd non valgono in spazi a dimensione infinita (cfr. in appendice il
teorema di Riesz). A tale proposito puo essere utile ancora una volta ricordare la
successione (3.29); tale successione ¢ limitata ma da essa non € possibile estrarre
ovviamente alcuna successione convergente. Altro esempio riguarda C°([0,1]):
la successione di funzioni

ze€l0,1] — 2"

non ha alcuna sottosuccessione convergente perché essa, e quindi ogni sua sot-
tosuccessione, converge puntualmente ad una funzione discontinua.

E possibile in molti casi caratterizzare i compatti di uno spazio metrico. Per
C%([a, b]) tale caratterizzazione & riportata nel teorema di Ascoli-Arzela la cui
dimostrazione ¢ in appendice.

Premettiamo la seguente

Definizione 3.3.3. - Le funzioni di E, sottoinsieme di C°([a,b]), si dicono
equicontinue se, comunque si fissi € > 0, esiste un § > 0 tale che

(3.34) |f(z) = fly)l <e
per ogni coppia di punti x,y € [a,b] con |x —y| < & e per ogni f € E.

Teorema 3.3.2. (Teorema di Ascoli-Arzela) - Sia E un sottoinsieme chiuso
e limitato di C°([a,b]); supponiamo inoltre che le funzioni di E siano equicon-
tinue. Allora E & compaito.

Riportiamo per completezza il seguente ulteriore criterio di compattezza.

Teorema 3.3.3. - Un sottoinsieme E di {? ¢ compatto se é chiuso e limitato e
se, per ogni € > 0, é posstbile determinare un indice v tale che risulti

oo

Z jzi* < e

i=v+1

comungque si prenda {x;} € E.
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Capitolo 4

L’integrale di Lebesgue

4.1 Introduzione

L’approccio alla nozione di integrale solitamente avviene con la definizione che
si fa risalire a Riemann. Tale definizione, modellata sul caso delle funzioni
continue, mostra tutta la sua efficacia in tale ambito.

E ben noto che, se {f,} & una successione di funzioni continue, uniformemente
convergente in un intervallo [a, b], allora la funzione limite ¢ continua e si ha

b b

(4.1) lim fn(z)dx :/ <1im fn(x)) dx .

n—oo a a n—oo
In altri termini 'operazione di passaggio al limite sotto il segno di integrale, I'im-
postazione alla Riemann si rivela adeguata se si fa riferimento alla convergenza
indotta dalla norma (3.16) .
Abbiamo gia osservato che C°([a, b]) con la norma (3.18) non & completo; esisto-
no cioe successioni {f,}, di Cauchy rispetto alla norma (3.18), che convergono,
in qualche senso da precisare, a una funzione che non integrabile secondo Rie-
mann. Sipué intervenire sulla definizione di integrale in modo da recuperare tali
funzioni tra quelle integrabili e fare in modo che continui a valere la (4.1). Tale
questione fu affrontata agli inizi del novecento da Lebesgue che propose una no-
zione di integrale adatta allo scopo. Premessa indispensabile &€ una teoria della
misura di tipo nuovo anch’essa dovuta a Lebesgue.
Per motivare la necessita di precisare meglio la nozione di misura prendiamo in
considerazione una classica questione di calcolo delle probabilita.
Rappresentiamo una successione di lanci di una moneta mediante una sequenza
{a,} di cifre dove a,, pud assumere uno dei due valori 0, 1

(42) W:a1;02,"',an,"‘-

Indichiamo con s, (w) il numero di volte che, nei primi n lanci, compare la faccia
della moneta con il simbolo croce, cui facciamo corrispondere per esempio il

(0]
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valore numerico 1; si ha ovviamente

Sn(w) = Zai .

La legge dei grandi numeri afferma che

. Ssp(w) 1
4. 1 - .
(4.3) Jim  — 5

c’e da aspettarsi cioe che il caso non preferisca una delle due facce della moneta.
La (4.3) va in qualche senso precisata; a tal fine ¢ utile richiamare la nozione di
insieme di misura nulla secondo Lebesgue.

Definizione 4.1.1. - Si dice che un sottoinsieme X di R ha misura nulla
secondo Lebesgue, in simboli m(X) = 0, se, fissato e, esiste una successione di
intervalli aperti I,, =|a,, by[ tale che X CJ,, I, e

i(bn —ap) <e.
n=1

Sia B linsieme delle successioni (4.2), dette successioni di Bernoulli. Identifi-
chiamo B con un opportuno insieme numerico nel modo seguente. Associamo
alla successione (4.2) il numero reale, che continuiamo a denotare con w, la cui
rappresentazione nel sistema binario e

o0

(4.4) w:O,a1a2-~an~-~:Z;—Z;
n=1

w appartenente ovviamente all’intervallo [0, 1].

L’applicazione in tal modo costruita non & a stretto rigore biunivoca. Infatti

gli allineamenti (4.4) che presentano la cifra 0 al posto n e la cifra 1 a partire

dall’indice n + 1 vanno identificati con quelli che hanno tutte le cifre nulle a

partire dalla cifra di posto n+ 1 e con 1 al posto n. Se si prescinde da tali casi

che, essendo in quantita numerabile, rappresentano un insieme trascurabile in

quanto di misura nulla, ¢ possibile identificare I'insieme B con tutto 'intervallo

[0,1]. Ad ogni sottoinsieme FE di B (E ¢ detto evento) corrisponde quindi un

sottoinsieme dell’intervallo [0, 1].

Ci6 premesso enunciamo il seguente risultato secondo il quale la probabilita che

il caso preferisca una delle due facce della moneta ¢ effettivamente nulla.

Legge dei grandi numeri - Consideriamo 'evento

) Cgm @) L1
E_{we[oal] : ngrfoo n 7&2}7

allora m(E) = 0.

Riportiamo ora due esempi interessanti di insiemi di misura nulla.
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Esempio 4.1.1. - Denotiamo con D [l'insieme dei numeri razionali contenuti
in [0,1]. E noto che Uinsieme D & numerabile; risulta quindi D = {r,}tnen.
Fissato € > 0, per ogni n € N consideriamo l’intervallo
€ €
In:]Tn—f r"+27[
SihaDcCU,In e

[es) o0 1

mily) = 2¢€ — =€,
S m(I,) =26 o =2
n=1 n=1

dall’arbitrarietd di € discende che m(D) = 0.
In modo analogo si dimostra che ha misura nulla qualsiasi insieme numerabile.
Si pud inoltre verificare che D non é misurabile secondo Peano-Jordan.

Esempio 4.1.2. - Posto Ey = [0,1] sia

b

l’insieme che si ottiente da Eqy eliminando i punti dell’intervallo aperto ] %, % [, il
cosiddetto terzo medio. Si elimini ora il terzo medio in ognuno dei due intervalli
che compongono E1; si ottiene in tal modo [’insieme

1 21 27 8
Ey=10,=|U|Z,2|Ul|Z, 2| U|=,1].
o= los]o (53] (53] (5]
Cosi procedendo si ottiene una successione di plurintervalli { E,,} con le sequenti
caratteristiche:
i) E, ¢é unione di 2™ intervalli di ampiezza 37";

i) la successione {E,} ¢ decrescente nel senso che En11 C Ey,.

Allora

DX

C= E,

n=1

si chiama insieme di Cantor. Tule insieme, in quanto intersezione di chiusi, e
chiuso. Si pud dimostrare che appartengono a C' soli i punti dell’intervallo [0, 1]
che si possono rappresentare nella forma

oo
A

n=1 3"
con la cifra o, che assume o il valore 0 o il valore 2. Appartengono quindi a
C solo quei numeri di [0,1] che, in base tre, si rappresentano mediante allinea-
menti in cui non compare mai la cifra 1; cid tra Ualtro comporta che C' non é
numerabile ma ha la potenza del continuo. Si pucé dimostrare inoltre che C e
privo di punti interni e di punti isolati.
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Infine C' ha misura nulla; basta osservare che C C E, con E, plurintervallo
di misura (%)", ovviamente cio implica che e nulla anche la misura secondo
Peano-Jordan di C.

Linsieme di Cantor e il primo significativo esempio di insieme frattale; per tali
insiemi si pud introdurre la nozione di dimensione frattale che mon sempre e
rappresentata da un intero. Nel caso dell’insieme C' la dimensione é

J— log 2

= =0,63....
log 3 ’

4.2 Misura secondo Lebesgue

Per definire la misura di un sottoinsieme di R il punto di partenza consiste
nell’attribuire intanto una misura agli intervalli I = [a, b] per i quali

m(l)=b—a.
Come passo successivo si considerino gli insiemi della forma
P=UL,
k=1

i cosiddetti “plurintervalli”, unione di un numero finito di intervalli I a due a
due privi di punti interni comuni; si pone

(4.5) m(P) =Y "m(Iy).
k=1

Va osservato che la definizione (4.5) ¢ ben posta dal momento che il valore
numerico in tal modo determinato non dipende dal modo in cui P viene de-
composto in unione di intervalli. I plurintervalli costituiscono i tasselli necessari
per costruire la misura secondo Peano-Jordan. Per pervenire ad una genera-
lizzazione di tale nozione di misura ¢ necessario intanto ampliare la nozione di
plurintervallo.

Definizione 4.2.1. - Sia A un sottoinsieme limitato di R. Per “ricoprimento”
di A intendiamo una successione {I,} di intervalli aperti tale che

Ac| I,
Si definisce “misura esterna” di A la quantita
m*(A) = inf {Z m(In)} ,

dove ’estremo inferiore é ottenuto al variare dei ricoprimenti di A.
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Sembra quindi che con tale nozione si possa attribuire una misura ad un qualsiasi
sottoinsieme di R. Purtroppo peré la misura esterna non risponde ad un requisi-
to essenziale, noto con il nome di numerabile additivita: si richiede che I'unione
di una successione di insiemi misurabili, a due a due disgiunti, sia misurabile e
che la sua misura sia la somma delle misure dei singoli insiemi. Per recupera-
re tale proprieta bisogna selezionare una opportuna classe di sottoinsiemi di R
mediante il seguente procedimento.

Definizione 4.2.2. - La misura interna di un insieme limitato A é la quantita
m.(A) =m(I) —m*(I\A)

dove I é un intervallo contenente A.
Si dice che A ¢é misurabile se m,(A) = m*(A) ovvero se

m*(A) +m*(I\A) = m(I).

Si pone allora
m(A) =m,(A) =m*(4).

La definizione di misurabilita pué essere estesa al caso di insiemi non limitati. Si
dice che A & misurabile se risultano misurabili gli insiemi limitati A, = AN[—r, 7]
per ogni r > 0. La misura secondo Lebesgue di A ¢ allora

m(A) = lim m(A4,).

T—>00
Ovviamente tale misura pu6 anche non essere finita.

Denotiamo con M l'insieme dei sottoinsiemi di R misurabili secondo Lebesgue.
Riportiamo le principali proprieta di M e di m.

Teorema 4.2.1. - La famiglia M é un o-anello:

e sc A, B € M allora AUB e A\ B appartengono a M;

o se {Ar} € una successione di insiemi appartenenti a M allora

UAkGM.
k

La misura m & “numerabilmente additiva”: se {Ar} é una successione di insiems
misurabili a due a due disgiunti allora

() -z

Osservazione 4.2.1. - Ovviamente risulta misurabile anche un insieme che sia
intersezione di una successione di insiemi misurabili.
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E appena il caso di ricordare che la nozione di misura secondo Lebesgue genera-
lizza quella di misura secondo Peano-Jordan e che, come osservato nell’es. 4.1.1,
esistono insiemi misurabili secondo Lebesgue ma non secondo Peano-Jordan.

Esempio 4.2.1. - Costruiamo un ulteriore insieme misurabile secondo Lebe-
sgue ma non secondo Peano-Jordan con una procedura simile a quella utilizzata
nell’es. 4.1.2 per definire l'insieme di Cantor.

Partiamo sempre dall’intervallo [0,1]. Fissato a €]0,1[ si cancellino i punti
dell’intervallo aperto, di centro % e di ampiezza 5, i cui estremi sono % -ge
% + - Dai due intervalli rimanenti cancelliamo gli intervalli aperti, centrati
nei rispettivi punti medi, di ampiezza 55. Restano quattro intervalli chiusi: da
questi, con la stessa procedura, cancelliamo gli intervalli aperti di ampiezza 55 .
Dopo aver ripetuto il procedimento n wvolte la misura del plurintervallo unione

degli intervalli in tal modo eliminati é

1 n 1 . 1
a —_— —_— - e — .
2 22 2n
Tterando il procedimento si ottiene una successione di plurintervalli la cui unione
ha misura a; il complementare in [0,1] di tale insieme ha quindi misura 1 — a.

Poiché tale insieme & privo di punti interni la sua frontiera non ha misura nulla;
quindi, esso non pud essere misurabile secondo Peano-Jordan.

4.3 Integrale secondo Lebesgue

Premettiamo la seguente definizione.

Definizione 4.3.1. - Si dice che una funzione f definita in R e a valori reali
e “misurabile” se per ogni o € R

(4.6) {z: f(z)>a}
e misurabile.

Osservazione 4.3.1. - Il segno > che compare in (4.6) pud essere sostituito
da uno qualsiast dei simboli <, < e >.

Si pué dimostrare facilmente che la somma e il prodotto di due funzioni misu-
rabili & misurabile. Per i nostri scopi e di particolare importanza il seguente
risultato.

Teorema 4.3.1. - Sia {f,} una successione, eventualmente finita, di funzioni
misurabili. Allora sono misurabili le funzionsi

(4.7) inf f,, supfn,, liminff,, limsupf,.

In particolare se la successione converge puntualmente allora il suo limite é
misurabile.
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Dimostrazione. Dimostriamo che € misurabile la funzione sup,, f,. Osservato
che

{z : sup fn(x) >a}—U{x:fn ) > a}
il risultato consegue dal fatto che M & un o-anello (cfr. teo. 4.2.1). In modo
analogo si procede per la funzione inf,, f,.

Questo basta anche per poter concludere che le altre funzioni in (4.7) sono
misurabili. O

Definizione 4.3.2. - Dato un sottoinsieme E di R per funzione caratteristica
di E si intende
1 sex € F

xe(r) =
0 sex ¢ E.

Definizione 4.3.3. - Una combinazione lineare di funzioni caratteristiche di n
insiemi misurabili e limitati E;, a due a due disgiunti,

(+5) s(@) = 3 e (a)

si dice “funzione semplice”.
Le funzioni (4.8) sono ovviamente misurabili. Si ha il seguente risultato.

Teorema 4.3.2. - Sia f una funzione misurabile e non negativa. FEsiste allora
una successione crescente di funzioni semplici {s} tale che

lim si(x) = f(x).

k—o0

Dimostrazione. Fissato un intero k consideriamo gli insiemi misurabili
Fp={z: f(z) = k}

e, se j & un intero al pit uguale a k2%,

Fkyj{x:jlgf(x)<j}.

Consideriamo la funzione semplice

E2F .
(4.9) su(@) = kyp, ( +Z oF XF,” ).

Si verifica facilmente che la successione {s;} ha le proprieta richieste. O
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Le funzioni semplici hanno un ruolo strategico nella trattazione dell’integrale
secondo Lebesgue in primo luogo perché per tali funzioni esso pué essere definito
in modo naturale. Infatti 'integrale della funzione semplice (4.8) &

(4.10) /sdm = Zcim(Ei) ;

si adotta la convenzione che se s € nulla su un insieme F; di misura non finita
allora € nullo il relativo termine nella somma a secondo membro in (4.10) .

Definizione 4.3.4. - Sia f > 0 una funzione misurabile. Indichiamo con S
l’insieme delle funzioni semplici s tali che s < f. Per integrale secondo Lebesgue
di f siintende la quantita, non necessariamente finita,

/fd:r:sup/sdx.
seS

Se lintegrale e finito si dice che f é sommabile.

Resta da discutere il caso in cui la funzione sia di segno variabile. Le funzioni
f(@) = max{f(z),0}, [~ (z) = max{—f(z),0}

sono misurabili per il teo. 4.3.1. Si dice allora che f & sommabile se tali sono le
due funzioni T, f~; si pone allora

/fd:cz/f*d;z:f/f*d:r.

Se f e una funzione a valori complessi essa si dice sommabile se tali sono la sua
parte reale e il coefficiente dell’immaginario.
Infine, se f & definita in un insieme misurabile E, si prolunghi f in R ponendola
uguale a zero al di fuori di E. Se tale funzione & misurabile il suo integrale si
indica con il simbolo
/ fdz.
E

L’insieme delle funzioni definite in £ e sommabili , a valori reali o complessi, si
indica con il simbolo L'(E). Ovviamente, se f € L'(E) e F & un sottoinsieme
misurabile di E allora la restrizione di f a F appartiene a L'(F).

Se f € L'(FE) vale la seguente proprieta
(4.11) m(E):O:>/fdx:0.
E

Dalla (4.11) discende che l'integrale di una funzione f non cambia se ne modi-
ficano i valori su un insieme di misura nulla.

La (4.11) prende il nome di proprieta di assoluta continuita dell’integrale rispetto
alla misura di Lebesgue. Di solito la (4.11) viene anche formulata nel modo
seguente
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(AC) Ad ognie > 0 corrisponde un § > 0 tale che

/Ffda:

per tutti i sottoinsiemi F' di E misurabili tali che m(F) < 0.

<e

Definizione 4.3.5. - Diremo che una certa proprieta riferita a una o pit fun-
zioni definite in un insieme E € M sussiste quasi ovunque (sinteticamente q.0.)
i E se essa vale per tutti i punti di E tranne che per quelli appartenenti ad un
insieme di misura nulla.

Teorema 4.3.3. - Sia E € M; sussistono le sequenti proprieta.

a) Per ogni a, B € R e per ogni f,g € L*(E) risulta

/E(af-l-ﬁg)dsc:a/Efda:—i-ﬁ/Egdx;

b) se f,g € LY(E) e f < g q.0. in E allora

/fdzé/gd:v;
E E

c) se f € LY(E) allora anche |f| € L*(E) e si ha

]/Efdx < [ 1f1as:

d) se E = U,E, con {E,} successione, eventualmente finita, di insiemi
misurabili a due a due disgiunti, allora

/Efdx:Z/Enfdx.

Solo per semplicita ci siamo limitati a illustrare le nozioni di misura, di funzione
misurabile e di integrale secondo Lebesgue nel caso unidimensionale. Esse pos-
sono essere estese in modo naturale a spazi euclidei di dimensione superiore. Per
denotare l'integrale per esempio di una funzione f esteso al piano utilizzeremo
il solito simbolo

f(z,y)drdy.
R2

Limitiamoci qui a ricordare il seguente risultato (cfr. per esempio [7]).

Teorema 4.3.4. (Teorema di Fubini-Tonelli) - Sia f una funzione misura-
bile in R2.
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(i) Se f & sommabile in R? allora per q.o. x € R la funzione
(4.12) yER — f(z,y)

e sommabile; ed ¢ sommabile anche la funzione
+oo

(4.13) xER—>/ flz,y)dy.
—0o0

Si ha inoltre

(4.14) /]R F@.y) da:dyz/:o dx/:o Floy) dy.

(ii) Sia f > 0 quasi ovunque. Se la funzione (4.12) é sommabile per quasi ogni
x e la funzione (4.13) ¢ sommabile allora f ¢ sommabile in R? e vale la
(4.14).

Analoghi risultati valgono se si scambiano i ruoli delle variabili x,y.
Definizione 4.3.6. - Siano f,g due funzioni misurabili in R; la funzione

+oo
(415) W)= (Fx9)e) = [ ) gta—y)dy
prende il nome di “prodotto di convoluzione” di f e g.

Sussiste il seguente risultato.

Proposizione 4.3.1. - Se f,g € LY(R) allora il loro prodotto di convoluzione
appartiene a L*(R).

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che la funzione g(z — y) ¢ misurabile
in R2.
Per quasi ogni y la funzione

r— [f(W)llg(z —y)|
¢ sommabile. Risulta infatti
—+o0
|11l - )l = s 171
da cui discende che

+oo
y—»/: F@)llg(e — )| dz

e sommabile.
Per la parte (ii) del teo. 4.3.4 si ha che g(y)f(z — y) & sommabile in R2.
Si ha inoltre

leé/ﬁm@</+mmwﬂﬁw—yﬂw>:ﬂmgh

— 00 —00

da cui 'asserto. O
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4.4 Passaggio al limite sotto il segno di integrale

Il primo risultato di passaggio al limite sotto il segno di integrale ¢ il seguente
“teorema della convergenza monotona”.

Teorema 4.4.1. - Sia {f,} una successione di funzioni misurabili e definite in
un insieme E € M; se

(4.16) 0< fi(x) < falx) <+ < fplx) <o+, gqo.inE

e [ & la funzione, definita quasi ovunque in E, limite puntuale di {f,} allora

n—oo

(4.17) /Efdx: lim Efndx.

Dimostrazione. La funzione f & misurabile per il teo. 4.3.1.
Per la (4.16) risulta crescente la successione numerica il cui termine generale &

/Efndx;
/Efnde/Efdx

(4.18) Lg/ fdz.
E

sia L il suo limite. Poiché
si ha

Dimostriamo che
(4.19) L> / fdx.
E

Sia s una funzione semplice non negativa tale che s(z) < f(z).
Fissato ¢ €]0, 1], poniamo

E,={z€E: f,(xr) >ds(x)}.

La successione {E,} & crescente e risulta E = J,, E,,. Si ha

Lzlim/ fnde/fnda:Z fndx >6 sdx,
n E E E, En
da cui, per 'arbitrarieta di d,

(4.20) LZ/ sdz.
E

n
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lim/ sdm:/sdas.
" JE, E

Poniamo A; = Ey e, se n > 1, A, = E,\E,_1. Per la proprietad d) del teo.
4.3.3 si ha

sdxr = /sdleim /sdx = lim sdx .
/E kZ:l Ay, " (kz_l Ay, ) " JE,

Dalla (4.20) si ha allora
L> / sdx .
E

Dalla definizione di integrale secondo Lebesgue discende la (4.19) e, quindi,
ricordando la (4.18), 1’asserto. O

Verifichiamo che

Dimostriamo ora il seguente risultato noto come “lemma di Fatou”.

Lemma 4.4.1. - Sia {fr} una successione di funzioni non negative e misurabili
in un insieme £ € M. Si ha allora

(4.21) / (liminf fk> dz < liminf (/ fx dm) .

Dimostrazione. Poniamo

gn(z) = ggg fr(z)

)

Le funzioni g,, sono misurabili per il teo. 4.3.1. Inoltre la successione {g,}
crescente e ha per limite la funzione

f =liminf f; .
k—o0

Risulta anche

lim a, = liminf (/ fn(x) d;v) .
n— 00 n—oo E

Essendo ¢, (z) < fr(x) se n <k si ha

/gndxg/fkdx Vk>n
E E

/gndxéan-
E

In definitiva, per il teo. 4.4.1, si ha

e quindi

n—oo n—oo

/fdx: lim gndr < lim a,
E E

da cui 'asserto. O
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Terminiamo con il seguente risultato noto come “teorema della convergenza
dominata”.

Teorema 4.4.2. - Sia E € M e sia {fn} una successione di funzioni misurabili
convergente q.o. in E ad una funzione f; supponiamo inoltre che esista una
funzione g € L*(E) tale che per ogni n

(122) @) < g(e), o inB.
Allora f € LY(E) e vale la (4.17).

Dimostrazione. Facciamo vedere innanzitutto che f ¢ sommabile. Infatti per il
lemma di Fatou e la (4.22) si ha

/|f|dx:/ lim |fn\dx§liminf/ |fn|dz§/gd:v.

Essendo le funzioni g + f,, non negative sempre per il lemma di Fatou si ha

/E(f_|_g)dx<limkinf/E(fk+g)dx:Iimkinf(/Efkdx> +/Egdm

da cui

(4.23) /Efdx < lirnkinf (/E I dx) .

Allo stesso modo, prendendo in considerazione la successione di funzioni non
negative {g — f}, si ha

/E (9~ f)d < limint ( /E (g— fn)dx) _ /E gdo —limsup ( [E fi daz)

da cui
(4.24) limsup/ I dxg/ fdx.
k E E
Da (4.23) e (4.24) si ottiene la (4.17). O

La definizione di integrale secondo Lebesgue & modellata sulla definizione di in-
tegrale secondo Riemann; la differenza sta nel diverso significato da attribuire
alle funzioni semplici nei due contesti. Infatti in relazione all’integrale di Rie-
mann le funzioni semplici sono combinazioni lineari di funzioni caratteristiche
di intervalli.

Proposizione 4.4.1. - Una funzione f limitata e integrabile secondo Riemann
i un intervallo I é anche integrabile secondo Lebesgue; inoltre i due integrali
coincidono.
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Dimostrazione. Per ogni n decomponiamo I in 2" intervalli di eguale ampiezza

i cui estremi denotiamo con xy (k= 1,---,2"). Definiamo le funzioni semplici
2’!1
Sn(x) = Z < inf f) X[mk,l,zk](x)
iy \[Zr-1,7]

Sn(l') Z < sup f) X[afk—l»xk](x)'

k=1 \[Tr—1,Tk]

Le successioni {s,} e {S,} sono monotone, la prima crescente, la seconda de-
crescente; siano s, S i rispettivi limiti. Si ha ovviamente s < f < S. Inoltre, per
il teorema 4.4.2, essendo f integrabile secondo Riemann, risulta

OS/(S—s)dxzlim/(Sn—sn)dx:O.
I noJI

Ci6 implica che s = f = S e che U'integrale di Lebesgue di f coincide con quello
di Riemann. O

Proponiamo una interessante applicazione del teorema della convergenza domi-
nata.
Consideriamo la seguente funzione di classe C*°(R)

e 2.

x—rn(z) =

Per la (2.4) si ha

—+o0
(4.25) / n(x)de =1.
Per ogni € > 0 poniamo
1 T

4.26 - (f) :
( ) ne(z) - n -
tali funzioni prendono il nome di “mollificatori”.

Un altro modo di pervenire a mollificatori ¢ partire dalla funzione

¢ exp [1} se |z] <1
x? -1
(127) i(z) =

0 se |z| > 1,
dove la costante ¢ va scelta in modo tale che risulti soddisfatta la (4.25).

Se f € LY(R), consideriamo il “prodotto di convoluzione”

+oo

(4.28) J(2) = (e = )(a) = / ne( — ) (y) dy

—0Q0

Sussiste il seguente risultato.
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Teorema 4.4.3. - Le funzioni (4.28) sono di classe C*®. Se f é continua e
limitata si ha inoltre

(4.29) lim f.(z) = f(x)

e—0

uniformemente sui compatti di R.

Dimostrazione. Si ha

fa(x+h})l—fs(af) _ 1/:"]1 {n (Hh—y) . (—y)] F)dy.

Il limite della funzione integranda, per h che tende a zero, &

% {77 (x;yﬂ fw);

inoltre, per il teorema di Lagrange, essa si maggiora con

L (sup o'l 7] € L*(R)

Per il teo. 4.4.2 si ha allora

oy OIS L [T (20)] g,

h—0 h €

Essendo

risulta

D) 20 (5) -t

Si ha in definitiva

+oo
e = [ -l S dy.

— 00

Quindi f. & derivabile e la sua derivata si ottiene derivando sotto il segno di
integrale.
In modo analogo si ragiona per ottenere tutte le derivate successive.

Ricorrendo al cambio di variabili x — y = €z si ha

as =1 [ (S = [ aese e,

€ J_x —o0

Per I'ipotesi di continuita di f in x, per ogni o > 0 esiste un § tale che

[f(@) = fy)l <o
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se |z —y| < 4.
Tenendo presente la (4.25) si ha

o) — F(@) ]/ifmwﬂx—mmZ—ﬂm/*mmmw

— 00

IN

+oo
/' n(2)|f (@ — e2) — f(x)) dz

— 00

/’ n(2)|f (@ —e2) — f(2)| dz
|z|<d/e

+ /’ n(2)|f (@ —e2) — f(@)|dz =T, + I,
|z|>d/e
Sia e < §; se |z| < 0/e si ha

(4.31) |flx —ez) = f(z)| <o

e quindi I; < 0.
Se M = sup|f| risulta
I,<2M n(z)dz.

|z|26/e

Esiste un ¢’ tale che, se e < ¢’, per la (4.25) si ha

/ n(z)dz <2Mo
|z[=6/¢

da cui I < o se si sceglie € secondo quanto sopra indicato.

Abbiamo quindi la (4.29).

Se si osserva che, per il teorema di Cantor, la (4.31) vale per x appartenente ad
un compatto si ottiene I'uniforme convergenza di f. a f sui compatti di R. [

Osservazione 4.4.1. - [l risultato ottenuto afferma in sostanza che le funzio-
ni continue si possono approssimare in modo uniforme con funzioni di classe
C™ e le funzioni approssimanti si possono ottenere per quadratura mediante un
prodotto di convoluzione tra la funzione data e un mollificatore. Accenneremo
pit avanti ol fatto che tale procedimento pud essere utilizzato anche per funzioni
meno regolari; la convergenza ovviamente non sara quella uniforme.

Osservazione 4.4.2. - La famiglia di funzioni {n.} converge a zero in R\{0}
e quindi quasi ovunque. In tal caso peré non si puc passare al limite sotto il
segno di integrale in quanto da (4.25) discende che

+oo
/ Ne(x)dx = 1.

Si conviene che {n.} converge ad una “misura concentrata” nell’origine nota
come “delta di Dirac”.
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4.5 Gli spazi L?

Abbiamo accennato nel paragrafo precedente al fatto che 'integrale di una fun-
zione misurabile non risente delle eventuali variazioni dei valori della funzione su
insiemi di misura nulla. Cié suggerisce di identificare funzioni che differiscano
solo su insiemi di misura nulla. Formalmente cié viene fatto introducendo in
LY(E), con E € M, la seguente relazione di equivalenza

f~g< f(x)=9g(xr) qo. inFE.

L’insieme L!(E) viene in tal modo ripartito in classi di equivalenza. Nel seguito,
per funzione intendiamo per I'appunto una tale classe di equivalenza. All’atto
pratico tale punto di vista non comporta alcun problema perché possiamo sem-
pre riferirci ad una delle funzioni della classe; ogni altra funzione differisce da
quella scelta solo su un insieme di misura nulla.

Fissato p € [1,+o0[, consideriamo l'insieme LP(E) delle funzioni misurabili in
E tali che

/ |f|Pdx < 4+00.
E

Innanzitutto va verificato che LP(E) & uno spazio vettoriale.
Dalla (3.22) si ha

/|f+g|”dx§2p‘1 (/ \f|de+/ g|pdx) < oo,
E E E

Se f € L?(F) poniamo

(132) i1 = ([ fl”dw>; .

Verifichiamo che (4.32) & una norma. Si ha ovviamente
lflp=0<=f=0 qo.inE.

Per quanto detto all’inizio del paragrafo possiamo affermare che f = 0, inten-
dendo con ci6 che si sta prendendo in considerazione la classe di equivalenza cui
appartiene la funzione identicamente nulla.

Si ha anche

laefllp = lel 11 fllp -

Resta quindi solo da verificare la proprieta triangolare.
Cominciamo dimostrando la seguente disuguaglianza di Holder.

Teorema 4.5.1. - Se f € LP(E) e g € LY(E) con p,q che soddisfano la (3.24)

st ha
/ fgdz
E

< ( / f|de)” ( / |g|‘1dx)q = 171l llglla.

(4.33)
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Dimostrazione. Facendo uso della disuguaglianza (3.25) si ha

F@) lo@)| _ 1IF@P  1lg@)
1o ol = o 175 T lold

Sfruttando tale disuguaglianza, le proprieta a), b), c) del teo. 4.3.3, le (4.32) e
(3.24), si ha

/ ;9 dx‘ < [ Mg
e I fllp llgllq e I fllpllglle
L[ fP L[ gl L1
- dz + - r=—-+-=1,
pJe fllp qJe lgld P q
ovvero la (4.33). O

Siamo ora in grado di dimostrare la disuguaglianza triangolare

(4.34) If+gllp < W fllo + llgll,, VS, 9 € LP(E),

nota anche come disuguaglianza di Minkovski.

Se p = 1 la (4.34) discende in modo banale dalle proprieta dell’integrale secondo
Lebesgue riportate nel teo. 4.3.3. Soffermiamoci quindi sul caso p > 1. Si
verifica facilmente che

(4.35) 17 +gl"Hlg =11 + gl -

Si ha allora

IF gz = /\f+g|pdw=/|f+g\|f+g|p‘1dw
E B
< /\f||f+g|”’1da:+/ gl 1f + gl da
E E
(per la (4.33))
< IS + o7 g + gll 1f + gl

(per la (4.35))

= (Ifllp + lgllp) I1f + gllp™

da cui ovviamente la (4.34).
Riportiamo i seguenti risultati.

Proposizione 4.5.1. - Sia {f,} una successione di funzioni convergente a f
in LP(E). Per ogni g € LY(E), con q esponente coniugato di p, si ha

lim /fngdxz/fgdx.
n—-+4oo E E
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Dimostrazione. Per la (4.33) si ha

‘/ fngd:r—/fgdw

da cui I'asserto in quanto per ipotesi la successione converge a f in LP(E). O

/ (o — £ glde < | — Flollala

Proposizione 4.5.2. - Sia E un insieme di misura finita. Allora se p < q si
ha LY(E) C LP(E).

Dimostrazione. Per la disuguaglianza di Holder si ha

p/q _
[ 1srar< (/ fl"dar> m(E)" T
E E

1fllp < m(B) 5 |1 £llg -

In definitiva se la norma di f in LY(E) ¢ finita lo & anche la norma in LP(FE). O

ovvero

Definizione 4.5.1. - Si dice che [ appartiene a L*°(E) se esiste una costante
A tale che |f(x)] < X per ogni x € E\E) con m(E)) = 0. L’estremo inferiore
dei valori \, noto di “estremo superiore essenziale” di f, é una norma. Essa si
denota con il simbolo || f]|oo-

Teorema 4.5.2. - Gli spazi LP(E), con p € [1,00], sono completi.

Dimostrazione. Consideriamo dapprima il caso p < oo. Sia {f,} una successione
di Cauchy. E possibile allora determinare una sottosuccessione {f,, } tale che

(436) ||fnk+l - fnk ”P < 2_k .
Posto X
Sk(l‘) = Z ‘f’%+1 (33) - fni (l‘)|
1=1

per la (4.36) e per la disuguaglianza di Minkowski si ha
[1Skllp <1

Se
S(z) = liin Sk(x)

per il lemma di Fatou si ha

/Spdxglim/Sidacgl.
E kE JE

Quindi la funzione S & quasi ovunque finita; pertanto, sempre per quasi ogni
z € F, risulta assolutamente convergente la serie

(437) fn1 + Z fn7+1 fn,( )) ’
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indichiamo con f la somma di (4.37) e prolunghiamo f a zero sull’insieme di
misura nulla nei cui punti la serie potrebbe non convergere. La successione delle
somme parziali di (4.37) & {f,, }; si ha quindi

liin frn = f(2).

Abbiamo in definitiva dimostrato la convergenza puntuale ad f di una sottosuc-
cessione di {f,}. Verifichiamo ora che tutta la successione converge in L?(E) a
f. Fissato € > 0 esiste un indice v tale che || f,, — fil|l, < € se n,m > v. Allora,
per ogni n > v si ha, applicando il lemma di Fatou,

/|fnff|pdx§1iminf/|fnffnk_|pdx§5p.
E k E

Ci6 implica che le funzioni f,, — f appartengono a LP(FE). Quindi anche f & in
LP(E); inoltre la successione converge a f in LP(FE).

Per quanto riguarda L°°(E) si pué dimostrare che una successione di Cauchy
converge uniformemente ad una funzione limitata su E\ Ey con m(Ey) = 0 e cié
basta per concludere che anche L°° & completo. O

Gli spazi LP(E) quindi sono tutti spazi di Banach. Tra questi particolare at-
tenzione merita lo spazio L?(E) la cui norma pud essere definita a partire dal
prodotto scalare

<fg>= [ fodo;
E
esso e pertanto uno spazio di Hilbert.

Occupiamoci ora di alcuni risultati di approssimazione, mediante funzioni rego-
lari, di funzioni appartenenti a LP(E).

Definizione 4.5.2. - Sia g una funzione continua. Il “supporto” di g ¢ la
chiusura dell’insieme

{z : g(x) #0}.

Sia Cy(R) l'insieme delle funzioni continue a supporto compatto. Punto di par-
tenza ¢ il seguente fondamentale risultato che riportiamo senza dimostrazione.

Teorema 4.5.3. (Teorema di Lusin) - Sia f una funzione misurabile e li-
mitata su E, insieme di misura finita. Fissato € > 0 esiste una funzione g di
classe Co(R) tale che

m({z : f(z) #9(x)}) <e

I9lloe < I flloo -

Cominciamo dimostrando il seguente risultato.

Teorema 4.5.4. - L’insieme delle funzioni semplici ¢ denso in LP.
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Dimostrazione. Sia f > 0 e sia {si} la successione (4.9) puntualmente conver-
gente a f. Essendo

|f(z) = si(@) [P < |f(2)]",
utilizzando il teo. 4.4.2 si ottiene I’asserto.

Per una generica f si applica quanto prima dimostrato alla sua parte positiva e
a quella negativa. O

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente risultato di approssimazione.

Teorema 4.5.5. - Se p < co allora Cy(R) ¢ denso in LP.

Dimostrazione. Se n & un intero definiamo la seguente funzione, detta troncata
di f,

n se |f(z)] >n
f™(@) =
f(z) se|f(z)| <n.
Se
Fy={z: [f(2)] = n}
allora
nh_)ngo m(F,)=0.

Quindi per la proprietd (AC) di assoluta continuita, fissato € > 0, & possibile
determinare un valore n in corrispondenza del quale

/ |f|P da < P

n

da cui
(4.38) If=F"lp <e.

Alla luce di quanto riportato nella dimostrazione del teo. 4.5.4 & possibile
determinare una funzione semplice s < f tale che

(4.39) 177 = sl <.

Fissiamo o > 0. Per il teorema di Lusin esiste una funzione g € Cy(R) tale
che g(z) = s(x) tranne che per valori x appartenenti ad un insieme di misura
minore di o; inoltre

9(2)] < [lslloc <m.

Si ha quindi
/ lg— sl dz = / 19— si7 dz < (2lsl|)?0 < 20)P0
{z | g(x)#s(x)}

da cui, se 0 < eP(2n)7P,

(4.40) llg —sll, <e.
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In definitiva dalle (4.38), (4.39), (4.40) abbiamo

1F = gllp < I = Fllp + 15 = sllp + lls — gll, < 3¢

da cui 'asserto. O

Nell’ottica di quanto illustrato nel par. 4.4, si pué dimostrare che le funzioni
(4.28) convergono ad f in L? al tendere a zero di e.

Proposizione 4.5.3. - Se 1 < p < +oo linsieme C*(R) N LP(R) ¢é denso in
LP(R).

Dimostrazione. Se n denota la funzione (4.27) dalla (4.30) si ha

JrOO 1 1
@) < / ()" ()b | flx — e2))dz

— 00

(per la (4.33))

(f j waa:) " ([ :O W - s

(per la (4.25))

([ - azw’dz)’l’ .

Applicando il teo. 4.3.4 abbiamo

+oo “+o0 “+o0 “+o0
(4.41) /_ |f5|pda:§/_ n(z) (/_ f(x—sz)|pdx) dz=/_ |fP dx .

Fissato o > 0, per il teo. 4.5.5 & possibile determinare una funzione g € Cy(R)
tale che

Tl=

IN

If = gllp <o;
per la (4.41) si ha allora

(4.42) [fe = gellp <o

La famiglia g. tende a g uniformemente per il teo. 4.4.3; essa quindi converge a
g in LP e si ha

[fe = fllp < fe = gellp + lg = fllp +1lge —gll, <30
da cui 'asserto.

Osservazione 4.5.1. - L’insieme C*°(R) N LP(R) ¢é quindi denso in LP(R).
Utilizzando il teo. 4.5.3 possiamo anche dimostrare che C§°(R), cioé l'insieme
delle funzioni di classe C*°(R) a supporto compatto, é denso in LP(R).
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Poiché le funzioni di classe C'*° possono a loro volta essere approssimate, in base
al teorema di Weierstrass (cfr. appendice D), in modo uniforme con polinomi
a coefficienti razionali che quindi sono densi in LP. Cié comporta che tutti gli
spazi LP, con p < oo, sono separabili. Tale non e L.
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Capitolo 5

Serie di Fourier

5.1 Motivazioni

5.1.1 L’equazione del calore

L’argomento che tratteremo costituisce il primo capitolo di un piu ampio proget-
to noto come “analisi di Fourier”; con tale termine si abbracciano varie tecniche
attraverso le quali una funzione pud essere rappresentata come somma o, pii in
generale, come integrale di funzioni di semplice struttura.

Per precisare un po’ meglio cosa intendiamo dire consideriamo un problema
relativo all’equazione del calore, problema dal cui studio hanno preso le mosse
molte delle questioni di cui ci occuperemo.

L’equazione del calore ¢ un’equazione a derivate parziali che descrive la diffu-
sione di energia termica in un mezzo omogeneo. Nella sua versione pii semplice
essa assume la seguente forma

2

(5.1) Qu_u

ot Ox?
con x, variabile spaziale, appartenente ad un intervallo, e con la variabile tem-
porale ¢t € [0,4o00[, infine u(x,t) rappresenta la temperatura misurata in z al
tempo .
Una soluzione u della (5.1) rappresenta l’evoluzione nel tempo della temperatura
di una sbarra che identifichiamo per esempio con I'intervallo [0, ]; essa & isolata
di modo tale che il calore possa fluire solo attraverso gli estremi. Se assumiamo
che la temperatura a tali estremi venga mantenuta nulla si ha

(5.2) u(0,t) = u(m,t) =0, Vtel0,o00[.
Bisogna infine assegnare la seguente ulteriore condizione

(5.3) u(z,0) = f(z), Vxel0,7]

99
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che rappresenta la distribuzione della temperatura all’istante iniziale ¢ = 0.
Per risolvere il problema (5.1), (5.2), (5.3) utilizzeremo il “metodo della se-
parazione delle variabili”. Come primo passo cerchiamo soluzioni di (5.1) che
assumono la seguente forma

(5.4) u(z,t) = X(x) T(t).
Sostituendo in (5.1) si ha
X(x)T'(t) = X"(z) T(t)

da cui

(5.5) -

Poiché il primo membro dipende solo da ¢ mentre il secondo solo da = i due
membri di (5.5) devono essere costanti. Esiste cio¢ un valore A tale che

T(t) _ X'(x)

T ~ X@) O
da cui
(5.6) X"(@)+ AX(z) = 0
(5.7) T'(t) + AT(t) = 0.

Le condizioni al bordo (5.2) sono soddisfatte se
(5.8) X(0)=X(m)=0.

Deve quindi necessariamente essere A > 0. Posto A = v/A le soluzioni di (5.6)
sono
X(z) = c cos(Ax) + ¢ sin(A\z)

con c/,c” € R.

Sempre per le (5.8) abbiamo ¢ = 0 e sin(Ar) = 0. Si ha allora A = n, con
n € N, e in definitiva

(5.9) X(z) =csin(nx).

Le soluzioni di (5.7) sono

T(t) = cexp(—n?t)

con ¢ € R.
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Le soluzioni del problema (5.1), (5.2) della forma (5.4) hanno la seguente espres-
sione

(5.10) Up(x,t) = bpe "t sin(nzx)

conn € Neb, € R.
Ovviamente una combinazione lineare di soluzioni del tipo (5.10) & ancora
soluzione di (5.1) cosi come & soluzione di (5.1) una funzione del tipo

(5.11) Z bpe ™t sin(nx)
n=1

purché ci si accerti che tale serie converga e che sia lecito derivare termine a
termine due volte rispetto alla variabile z, una volta rispetto alla variabile t.
Per quanto riguarda la determinazione dei parametri b,, essa ¢ da collegarsi alla
condizione iniziale (5.3) sempre che il dato iniziale f possa a sua volta esprimersi
nella forma

(5.12) flz) = bysin(nz).

5.1.2 L’equazione delle corde vibranti

La procedura utilizzata per I'’equazione del calore pué essere adattata all’equa-
zione delle corde vibranti
2 2

(5.13) Ou_ 0u

otz 0x?
In questo caso la funzione w rappresenta lo spostamento in verticale dalla po-
sizione di riposo di una corda elastica fissata agli estremi di un intervallo che,
come nel caso precedente, consideriamo sia [0, 7]; sono allora soddisfatte le con-
dizioni al bordo (5.2). Poiché ora stiamo trattando una equazione del secondo
ordine nella variabile ¢, alla condizione iniziale (5.3) bisogna aggiungere un’altra
relativa alla derivata di u rispetto alla variabile temporale

(5.14) w(x,0) =g(zx), VYrel,n].
Come per I'equazione del calore cerchiamo soluzioni del tipo (5.4); si ha
X(@)T"(t) = X" (2)T(t)

da cui
X'"+AX =0, T'+AT=0.

Sfruttando le condizioni al bordo (5.2) su X si ha ancora una volta A = n? e,
quindi, la (5.9).
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Deve inoltre essere

T(t) = ay, cos(nt) + by, sin(nt) .
La soluzione del problema va quindi ricercata tra quelle che assumono la forma

(5.15) Z sin(nz) [an, cos(nt) + by, sin(nt)] .

n=1

La determinazione dei parametri che compaiono in (5.15) ¢ demandata alle due
condizioni iniziali (5.3) e (5.14). Da queste si ricava infatti che

(5.16) flx) = Z ay, sin(nzx)
n=1

e, ignorando per il momento le difficolta che la derivazione termine a termine
comporta,

(5.17) g(z) = Z n by, sin(nzx) .

5.1.3 L’equazione della membrana elastica

Se nel piano si introduce un sistema di coordinate polari (p, ) l'equazione di
Laplace (1.58) si scrive nel modo seguente

0%u  10u 1 0%u
5.18 A= — 1+ -~ 1+ =0
(518) YT o +p3p+02 262

Cerchiamo soluzioni della forma
(5.19) u(p,0) = R(p)T(0)
Inserendo la (5.19) in (5.18) si vede che deve necessariamente essere

sz/'+pR’__1”_A
R T

con A costante opportuna. Dobbiamo quindi risolvere le equazioni differenziali
ordinarie

(5.20) p*R" +pR — AR =0

e

(5.21) T + AT =0.
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2

Poiché le funzioni T sono periodiche di periodo 27 si ha A = n® con n intero

non negativo; deve pertanto risultare
T(9) = a,, cos(nb) + by, sin(nd) .

In corrispondenza di A = n? I'integrale generale di (5.20) &

n —n
cp” +cap
Essendo interessati a soluzioni regolari deve necessariamente essere co = 0.
In definitiva le soluzioni del tipo (5.19) hanno la seguente espressione

p" (an cos(nB) + by, sin(nd)) .

Come nei casi illustrati precedentemente siamo interessati a soluzioni della forma

oo

(5.22) Z p" (ay cos(nB) + by, sin(nd))

n=0

sempre che sia possibile derivare due volte sotto il segno di serie rispetto alle
variabili p, 6.

Se si vuole ottenere una soluzione nel “disco unitario” D con centro nell’origine
e raggio uno bisogna assegnare una condizione sul bordo dD di D

Au=0 inD
(5.23)
u=¢ sudD.

11 sistema di condizioni (5.23) & noto come “problema di Dirichlet”. E possibile
in tal modo determinare i valori delle costanti a,,, b,.

Siamo quindi arrivati a inquadrare l'obiettivo: caratterizzare le funzioni per
le quali sussiste uno sviluppo quale quello indicato in (5.12), (5.16), (5.17) e
assicurarsi che per le funzioni che si rappresentino mediante uno sviluppo tipo
(5.11), (5.15), (5.22) sia possibile procedere con le necessarie derivazioni termine
a termine.

5.2 Serie trigonometriche

Fissato un intero n non negativo consideriamo il seguente “polinomio trigono-
metrico”
P,(z) = ay, cos(nz) + by, sin(nz) , x € [—m, 7.

1l grafico di P, & una sinusoide di periodo (27)/n; la frequenza & quindi n(27) 1.
Posto

(5.24) H, =+/ad2 +b2,
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sia

an bn
)

HIL

(5.25) ap, =

Esiste un unico valore ¢, €] — 7,7 tale che
(5.26) Qy, = COS Oy, , B = sin @, .

Si ha pertanto
P, (x) = H, cos(nz — ¢,) .

In definitiva il grafico di P, é una sinusoide con frequenza n(27)~!, ampiezza
H, e fase ¢,, dove per fase si intende il punto iniziale del ciclo. Assegnare quindi
le due ay, b, significa di fatto individuare due grandezze quali 'ampiezza e la
fase dell’onda.

Cié premesso, data una funzione f periodica di periodo 27, ci chiediamo se
una tale funzione si possa esprimere come somma, eventualmente infinita, di
polinomi trigonometrici, cioé se

(5.27) f(z) = % + Z [an, cos(nz) + by, sin(nz)] .

n=1

La (5.27) dice che un’onda periodica di periodo 2, il cui profilo & rappresentato
dal grafico di f, si ottiene dalla sovrapposizione di infinite onde sinusoidali con
frequenza n(27)~!, ampiezza e fase iniziali legati ai valori a,,,b, mediante le
formule (5.24), (5.25) e (5.26).

L’espressione a secondo membro in (5.27) prende il nome di “serie trigonome-
trica”.

In alcune situazioni pué rivelarsi pit comodo rappresentare in modo diverso una
serie trigonometrica. Mediante le formule di Eulero (1.9) essa si pué scrivere
infatti nel seguente modo

+o00 .
(5.28) Z cne'™”

dove
ag a, — by, ap + b,

2 R L Rl
(5.29) =%, ¢ 5 5
La (5.27) diventa allora

400 ]
(5.30) f(z) = Z cne .
n=-—oo

Per capire quale legame ci sia tra f e i coefficienti a,,b, supponiamo che la
convergenza della serie (5.27) sia uniforme.
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Moltiplichiamo entrambi i membri della (5.27) per cos(mx); integrando termine
a termine si ha

™

- f(z)cos(mz)dx = % B cos(ma) dx
+ f:l <an /7; cos(nz) cos(mx) dx)

oo

N Z ( / " sin(na) cos(ma) dx) .

In modo analogo, moltiplicando entrambi i membri di (5.27) per sin(mz), si
ottiene

i f(@)sin(mz)dx = 6120/7; sin(maz) dx

(an [ : cos(nz) sin(maz) dx)

+ > (bn /_ 7; sin(nz) sin(ma) da:) .

n=1

+
hE

n=1

Poiché
/ cos(nx)dr = / sin(nz)de =0, neN
0 sen#m
/ cos(nx) cos(mz)dr =
T sen=m#0
0 sen#m
/ sin(nz) sin(mz) de =
T sen=m=#0
/ cos(nz)sin(mz)dx = 0,
si ha
1 ™
an, = = f(z)cos(nx)dr, n>0
™ —T
(5.31)
1 ™
b, = = f(z)sin(nz)de, n>1
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Definizione 5.2.1. - La serie trigonometrica a secondo membro in (5.27), con i
coefficienti an, b, dati dalle formule (5.31), prende il nome di “serie di Fourier”
di f, in simboli

~

ag
5 Z ap, cos(nz) + by, sin(nz)] .

I termini ay, b, si chiamano “coefficienti di Fourier” di f.
Se vale la (5.27) si dice che f é “sviluppabile in serie di Fourier”.

Nel caso in cui la serie trigonometrica assuma la forma esponenziale (5.30) i
coefficienti di Fourier di f hanno la seguente espressione

1 (7 :
(5.32) Cn =5 [W flx)e™"™"dx, neZ.

Le questioni che ora si pongono sono le seguenti: & proprio necessario richiede-
re che la convergenza sia quella uniforme? una volta che si sia accertato che
la serie di Fourier di f in qualche senso converge, chi ci assicura che sussiste
l'uguaglianza (5.27)7

Per dare una risposta a tali quesiti proviamo a impostare il problema in una
forma astratta.

Denotiamo con H uno spazio di Hilbert.

Definizione 5.2.2. - Una successione {v} di H dicesi “sistema ortonormale”
se

(5.33) < Vp, U >= Onk

dove Opy, denota il simbolo di Kroneker (3.30).
Si dice che il sistema ortonormale é “completo” se, per ogni v € H, esiste una
successione {c,} tale che, posto

(5.34) Sn =Y CkUk,
k=1

st ha

(5.35) v= lim s,

n— oo

ovvero, pil sinteticamente,

CLUL .

M

(5.36) v

>
Il
—
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Per quanto detto in precedenza i “sistemi trigonometrici”

cos(nx)  sin(max)

1
5.37 , , , n,mé&eN
(5.37) or NG NG
e
1 )
(5.38) —e", neZz

Ver

sono ortonormali. Dimostreremo pit avanti che tali sistemi sono completi; tale
risultato ci consentira di dare una risposta positiva ad alcune questioni poste in
relazione al significato da attribuire alle identita (5.27), (5.30).

Proposizione 5.2.1. - Sia {vi} un sistema ortonormale di H. Se sussiste la
(5.36) si ha

(5.39) cp =< v, >
cioé ¢ € la “proiezione” di v su vg.
Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che

(5.40) lim < s,,v, >=<v,v; >

n—oo

dove s, ¢ la somma parziale (5.34). Si ha infatti

| < Spyvp > — <v,v > = | <8p—v,05 >
(per la (3.8))

< lsn = ollljorll = flsn — vl

da cui la (5.40) in quanto, per la (5.35), si ha

(5.41) lim ||s, —v| =0.

n—oo

Abbiamo pertanto

n
< v,V > lim < s,,vp >= lim (Z cp < Up, Vg >>
n—oo n—oo

h=1
n
= lim E chéhk = Cg
n—oo
h=1

cioe la (5.39). O
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Osservazione 5.2.1. - Le (5.39) riproducono le formule (5.31) ovvero le (5.32)
nel caso in cui il sistema sia uno dei due sistemi trigonometrici (5.37). C’¢ da
osservare che esse, ottenute in ipotesi di convergenza uniforme, in tale contesto
richiedono la piti debole ipotesi di convergenza in L? (cfr. prop. 4.5.1).

In analogia con il caso dei sistemi trigonometrici i termini ¢ prendono il nome
di coefficienti di Fourier di v rispetto al sistema ortonormale {v;} e

(o)
(5.42) Z < v,vp > Up
h=1

viene chiamata ancora serie di Fourier di v.
Proposizione 5.2.2. - Sussiste la sequente relazione
o0
2 2
(5.43) Sl <von> < ol
h=1
nota come “disuguaglianza di Bessel”.

Dimostrazione. Se s, denota la somma parziale (5.34) e ¢, le quantita (5.39) si
ha

n n n
||sn||2 = < 8p,Sn >=< E ChUR, E CRUE >= E ChilE < Up, Vg >
h=1 k=1 h,k=1
n n
— 20 = 2
= Chlklnk = ) enl”.
h,k=1 h=1
Risulta

n

n n
<, 8y >= E G, < v, vp >= E ch G = E len|? .
h=1 h h=1

=1

Si ha quindi

(5.44) lo = snll* = [10]|* = 2 < v, 50 > +lsall® = [[0]* = D leal®
h=1

da cui la (5.43). 0

Teorema 5.2.1. - Il sistema {vg} € completo se e solo se, per ogni v € H,
sussiste la sequente uguaglianza

oo

(5.45) Sol<vve > = ol
k=1

nota come “identita di Parceval”.
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Dimostrazione. Dalla (5.44) si deduce anche che sussiste la (5.36) se e solo se
nella diseguaglianza di Bessel (5.43) vale il segno di uguaglianza. O

Proposizione 5.2.3. - Sia {d)} una successione di ¢*>. Esiste un vettore u € H
1 cut coefficienti di Fourier sono i termini della successione data. Si ha inoltre

—+oo
u = E dk Vg -
k=1
Dimostrazione. Posto
n
Sp = E dk’l)k
k=1

si ha, se n < m,

m

(5.46) Isn = smll> = > |dil*.

k=n+1

La successione {s,} ¢ quindi di Cauchy. Essendo H completo tale successione
ha limite: sia

n—-+oo

oo
u= lim sn:E dpvy, .
k=1

Per la prop. 5.2.1 si ha che le quantita dy, sono i coefficienti di Fourier di u. Per
essi vale allora la (5.45). O

Osservazione 5.2.2. - Se H ¢ uno spazio di Hilbert dotato di sistema orto-
normale completo l'applicazione di H in £? che ad ogni vettore v associa la
successione dei suoi coefficienti di Fourier ¢ quindi un’applicazione biunivoca
che, per la (5.45), conserva la norma; un tale tipo di applicazione prende anche
il nome di “isometria”. Ogni spazio di Hilbert dotato di un sistema ortonormale
completo pud essere di fatto identificato con £2.

Il seguente teorema fornisce un utile criterio per riconoscere se un sistema
ortonormale & completo.

Teorema 5.2.2. - Un sistema ortonormale {vy} é completo se e solo se l'unico
vettore a coefficienti di Fourier nulli e il vettore nullo.

Dimostrazione. Sia {vy} completo. Se i coefficienti di Fourier di un vettore v
sono nulli & nulla la sua norma per l'identita di Parceval. Quindi v = 0.
Sia v un vettore di H e sia {c,} la successione dei suoi coefficienti di Fourier.

Per la prop. 5.2.3 il vettore
“+oo
u = Z Cn Un,
n=1

condivide con v i coefficienti di Fourier; allora u—v ha coefficienti di Fourier nulli.
Deve pertanto essere u = v; quindi v ¢ somma della sua serie di Fourier. O



110 CAPITOLO 5. SERIE DI FOURIER

Osservazione 5.2.3. - Si pud dimostrare che la completezza di un sistema
equivale a far vedere che per ogni v e per ogni € > 0 esiste una combinazione
lineare di vettori del sistema

n
w = E dk’l)k
k=1

tale che ||[v —w|| < e.

Per concludere ricordiamo che il procedimento di Gram-Schmidt consente di
costruire un sistema ortonormale completo a partire da una successione costi-
tuita da elementi le cui combinazioni lineari generano tutto lo spazio. Tale e,
per esempio, la successione dei polinomi {2"} per il teorema di Weierstrass (cfr.
appendice D). Si ottengono in tal caso i cosiddetti polinomi di Legendre

2n+1 1 d»

2 n
L2 e
2 2npl dxn (2 )"

essi costituiscono un sistema ortonormale completo di L?([—1,1]).
Altro importante esempio di sistema ortonormale completo ¢ costituito dal
sistema di funzioni di Haar

2 k—1 k—3
72n/ se “on S T < 2n2
1
Hoo(x) =1, Hpr(z) =4 on se kg_ni <z< £
0 altrove.

Tali funzioni, contrariamente a quelle che intervengono nei casi precedenti, sono
discontinue. Tale caratteristica si rivela utile per lo studio di alcuni problemi,
per esempio quelli relativi alla ricostruzione di immagini, per la cui natura le
funzioni da approssimare presentano discontinuita. Esse inoltre hanno un ruolo
importante nella teoria delle wavelets.

5.3 Completezza del sistema trigonometrico

Proviamo ora che il sistema trigonometrico (5.37) & completo. Per verificare cié
basta muoversi secondo quanto indicato nel teo. 5.2.2.

Sia u una funzione di L?([—,7]) con tutti i coefficienti di Fourier nulli.
Supponiamo che u, prolungata a R per periodicita, sia continua. In tal caso
essa ha massimo. Se u # 0 possiamo sempre supporre tale valore massimo sia
positivo e che sia assunto in 0. Esiste allora un § > 0 tale che

(5.47) u(z) > —=, Vxe]-4,9[.

Consideriamo la funzione

v(xr) =1—cosd +cosx.
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Si ha ovviamente

(5.48) 1<wv(xz)<2—cosd Vre]—4§4

e

(5.49) lv(z)| <1, Vze |-, 7x]\]d].

Essendo , .
et e

v(z) =1—rcosd + 5

ogni potenza n—ma di v ¢ combinazione lineare di elementi del sistema (5.38)
ovvero del sistema (5.37); quindi v™ & ortogonale ad u essendo questa per ipotesi
ortogonale alle funzioni appartenenti ai due sistemi sopra richiamati. Si ha allora

-4 é T
(5.50) 0:/ uv"dx—i—/ uv"dx—i—/ uvdr =1L+ I+ 1I5.
— =5 s

Per la (5.49) si ha

(5.51) [I1] + |Is] < 27 max |u] .

Per la (5.48) ¢ possibile determinare un valore reale h €|1,2 — cosd[ e un
intervallo [—a, a] C] — ¢, 0] tale che risulti

v(z) > h, VYz€|—a,al;

si ha allora, ricordando (5.47),
a
I, > / wv" dx > u(0)h"a

Quindi, essendo h > 1 la quantita I pud rendersi grande a piacere al divergere
di n; cié, insieme alla (5.51), ¢ in contrasto con la (5.50). Deve pertanto essere
u = 0.

Liberiamoci ora dell’ipotesi iniziale di continuita.

Definizione 5.3.1. - Una funzione f, definita in R, dicesi assolutamente con-
tinua se ad ogni € > 0 corrisponde un § > 0 tale che, comunque si fissino
intervalli in numero finito a due a due disgiunti Ja;,b;[ (i =1,--- k) con

k

Z(bl —ai) < (S,

si abbia
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Richiamiamo ora il seguente risultato che estende al caso delle funzioni integra-
bili secondo Lebesgue il teorema fondamentale del calcolo integrale.

Teorema 5.3.1. - Sia f € L'([a,b]). Se xg € [a,b] la funzione integrale

F(z) = / £(t) dt

¢ assolutamente continua e si ha F'(z) = f(x) g.o. in [a,b]. Vale inoltre la
sequente formula di integrazione per parti

b b
(5.52) / F(z) ¢ («) dz = F(b)g(b) — F(a)g(a) — / f(@) g(a) de

per ogni g € C*([a,b]).

Poniamo

Ulz) = /W w(t) dt.

Essendo u ortogonale al sistema trigonometrico (5.37) si ha

(5.53) Ur) = /ﬂ w(t)dt =0,

—Tr

Utilizzando la regola di integrazione per parti (5.52) e la (5.53) abbiamo

/77 U(z)sin(kx) dz = %/W u(z) cos(kz)dr =0.

—T —T

In modo analogo si dimostra che

/Tr U(z)cos(kx)dr =0.

—T

Abbiamo quindi mostrato che U & ortogonale a tutti gli elementi del sistema
trigonometrico (5.37) ad eccezione del primo. Se allora poniamo

1 ™
2w ).

Co U(z)dx,

la funzione (U — Cy) & ortogonale a tutte gli elementi del sistema trigonometrico
(5.37). Essa inoltre, per la (5.53), se prolungata per periodicita a R & continua.
Per quanto dimostrato al passo precedente deve essere U — Cy = 0. 1l teo. 5.3.1
assicura che

0=(U-Cy) =u, qo.in]—mmn|

da cui l'asserto.
Resta da analizzare il caso in cui u sia una funzione a valori complessi; il risultato
si ottiene ragionando separatamente sulla parte reale e sulla parte complessa.
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Osservazione 5.3.1. - Se si ripercorre la dimostrazione sopra riportata si pud
osservare che Uipotesi che u appartenga a L? non é essenziale. Basta infatti
che uw € L*([—m, w]). Pertanto una funzione siffatta, i cui coefficienti di Fourier
sono uguali a zero, é nulla quasi ovunque.

Siamo in grado quindi di enunciare il seguente risultato.

Teorema 5.3.2. - Se
N
(5.54) Si@) = > cpem
n=—N

¢ la somma parziale della serie di Fourier di f € L*([—m,7]) allora la (5.30) va
intesa nel senso che

(5.55) im [ |f@) - sjfv(x)f dz=0.

N—oo J_

T

Proposizione 5.3.1. - Nel caso dei sistemi trigonometrici l’identita di Parceval
(5.45) assume la sequente forma

L[ 2 _|a0|2 - 2 2
(556) o ) @R = 5 ol )
ovvero
1 T n=-4oo
(557) o | @Par= Y fel?

Dalla prop. 5.3.1 discende il seguente risultato.

Teorema 5.3.3. (Teorema di Riemann-Lebesgue) - Le successioni {a,},
{b,} e {cn} dei coefficienti di Fourier di f € L*([—m, ) sono infinitesime.

Osservazione 5.3.2. - Poiché le somme parziali della serie di Fourier di una
funzione di classe L? sono funzioni continue, dal teo. 5.3.2 si ottiene la proprieta
di densita di C° in L?.

5.4 Convergenza puntuale

11 risultato di convergenza in L? della serie di Fourier contenuto nel teo. 5.3.2,
per quanto possa ritenersi elegante data la sua generalita, si presenta per certi
versi inadeguato. E possibile pervenire ad un risultato che riguardi la conver-
genza puntuale o, meglio, uniforme? Vedremo che cié ¢ possibile se si fanno
opportune ipotesi di regolarita su f.

A tal fine premettiamo alcune definizioni.

Definizione 5.4.1. - Sia f una funzione periodica di periodo 2.
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o Si dice che f é “continua a tratti” se
(i) f é continua in | — m,7[\{z1, - ,Zm};
(ii) n ogni zi la funzione f ha limite destro e sinistro finiti e distinti:

lim f(z) = f(e;) # lim_f(z) = f(]);

e—a] e—a]
(iil) f é convergente in —m e .
o Se f ¢é continua in | —m, | e
(5.58) f=m) = f(=n") = f(z") = f(r)
si dice che essa & di classe Coy.

e Se f, continua a tratti, ¢ derivabile tranne che in un numero finito di punti
e se la sua derivata € a sua volta continua a tratti essa dicesi “regolare a
tratti”.

Osservazione 5.4.1. - Il grafico di una funzione continua a tratti presenta un
numero finito di salti.

E utile sottolineare il ruolo della condizione (5.58). Infatti essa assicura che il
prolungamento per periodicitd di una funzione continua in | — w, 7| sia continua
in R.

Se si restringe una funzione f regolare a tratti ad uno degli intervalli in cui f' &
continua allora, prolungata f per continuita f agli estremi di tale intervallo, la
funzione ottenuta € dotata di derivata in tali estremi. In sostanza una funzione
f €& regolare a tratti se il suo grafico presenta al pit un numero finito di salti e
un numero finito di punti angolosi.

Siamo ora in grado di provare il seguente risultato relativo alla convergenza
puntuale della serie di Fourier di una funzione.

Teorema 5.4.1. - Se f ¢é regolare a tratti la sua serie di Fourier converge a

1

(5.59) 5 @)+ )]

per x €] — m, [, converge a

(5.60) [f(=mF) + f(=7)]

| =

m L.
Se [ e di classe Cor la serie di Fourier di f converge a f ovunque.

Dimostrazione. Ricordando l’espressione (5.32) dei coefficienti di Fourier ¢, di
f la somma parziale (5.54) si scrive nel modo seguente

N N
1 T in(x— 1 T in(t—x
Sk =5- > [ swenetae= o 3 [ peentoa
n=—N"Y"T n=-N"Y"T
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dove nell’ultimo passaggio si ¢ semplicemente mutato n in —n.

Posto

N N
(5.61) Dy(1) = % e = % + % Zcos(m’)
n—=-— n=1
si ha
(5:62) Sh@) = [ 70Dyt~ ) de = (75 Dx)(@).

Le funzioni (5.61) sono note come “nuclei di Dirichlet”.

Con il cambio di variabili t —z = 7, usando la periodicita delle funzioni presenti
negli integrali, si ha

(5.63) St (x) = / fx+7)Dn(r)dr = | fla+7)Dn(7)dr.
Se 7 # 0 si ha
1 —iNT T 2NT\ __ 1 —iNT ei(2N+1)T -1
Dy(1) = 5-¢ (1+em 4+ 4e?7) = 5-¢ ]
e quindi

1 ei(NJrl)T — ¢~ iNT

(5.64) Dn(r) = - ———

Moltiplicando numeratore e denominatore per e~*7/2 e ricordando le formule di

Eulero (1.9) otteniamo la seguente espressione per i nuclei di Dirichlet

1 i(N+1/2)r _ —i(N+1/2)T 1 sin(N +1/2
(5.65) DN(T):—e ' e :7sm(. +1/2)7
2 et/ —e=iT/2 2w sin(7/2)

Dalla (5.61) si ha

0

(5.66) /07r Dy(7m)dr = 3 Dy(r)dr = % .
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Sh(@) — 5 [f@) + ™))

(per le (5.63) e (5.66))

0 s
/ [f(z+7) — f(z7)] Dn(r)dr + / [f(z+7) — fa*)] Dy(r) dr

—T

(per la (5.64))

O flx +eiTT)_—1f(x_) (ei(N+1)T —e N dr

T.

n /077 f(x +6ZT)_—1f(£U+) (N7 _ miNT) g

Quindi, posto
flat7)—f(z7)

se —m<17<0

elm — 1
g(t) =
flzt ) - fz7) se0<T<T;
eir —1 I
si ha
(.67 S~ 5 )+ 1] = 5- [ " g(r) [ — i) g

La funzione g ha la stessa regolarita di f per 7 # 0; d’altra parte per la regola
di de I’'Hopital si ha
fllatr)  fah)

lim g(7) = lim — = -
=0+ 70+ e’ (]

e, analogamente,

lim g(7) =

70—

f’(ﬂf) .

Quindi ¢ & continua a tratti; in particolare essa & di classe L2. Dal teo. 5.3.3 i
suoi coefficienti di Fourier

1 [7 ,
C,=— te ™ dt
5 /_ﬁg( )e

tendono a zero al tendere di n a +0o e —oo. Poiché ’espressione a secondo
membro in (5.67) non ¢ altro che C_(y;1) — Cy si ha

lim S{(z) = 2 [f(@) + f(a)]

N—+4o00 2

cioe 'asserto. O
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Una interessante conseguenza del teo. 5.4.1 ¢ il seguente risultato noto come
“teorema di localizzazione”.

Teorema 5.4.2. - Il comportamento della serie di Fourier di f in un punto
zo € determinato dai valori assunti da f in un intorno di xg arbitrariamente
scelto.

Dimostrazione. Sia g una funzione che soddisfi le ipotesi del teo. 5.4.1 e che
coincida con f in un intorno di z¢. La funzione f — g € allora continua in zg: le
serie di Fourier di f e g si comportano in x( alla stessa maniera. O

Osservazione 5.4.2. - La dimostrazione del teo. 5.4.1 pud essere utilizzata
anche in ipotesi pit generali. Se per esempio [ diverge in un punto ma rimane
sommabile essa conserva la regolarita indicata nel teo. 5.4.1 in tutti i punti
eccettuato quello in cui essa diverge. Basta applicare un risultato che estende il
teo. 5.3.3 al caso di funzioni di classe L*(R)(cfr. [1]).

Consideriamo ora alcuni esempi.
Premettiamo il seguente risultato di semplice verifica.

Teorema 5.4.3. - Se f € pari la serie di Fourier di f si riduce ad una serie di
soli coseni, mentre se f € dispari essa diventa una serie di soli seni.

Esempio 5.4.1. - Consideriamo la cosiddetta “onda quadra”

-1 sex€]—mx,0]

(5.68) fz) =

1  sexe[0,n
Poiché f ¢ dispari la sua serie di Fourier é una serie di soli seni; si ha

0 sen € pari

™
b, = 7/ sin(nz)dz = 4
0 —  sen € dispari.
nm

La serie di Fourier di f ha allora la sequente espressione
* Z blIl 2” + 1
2n+1

Tale serie, per il teo. 5.4.1, ha per somma 1 n tutti i punti x €]0,7[. In
particolare, ponendo x = /2 si ha

= 2n+1
Se inoltre si applica a f Uidentita di Parceval (5.56) si ha

> 1
:ZW'

n=0
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Esempio 5.4.2. - Sia
flx)=z, ze€l[-mmn|.

Essendo [ dispari la serie di Fourier é la serie di soli seni

QZ n+1bln x);

essa converge a f in tutti i punti di | — w, 7[.

Esempio 5.4.3. - Sia
flz)=lz|, =ze€l[-mmn].
Essendo f pari la serie di Fourier € la serie di soli coseni
™ 4 Z cos(2n — 1)z
(2n —1)2
che converge a f in tutti i punti di [—m, 7| essendo f di classe Cay.
Esempio 5.4.4. - Sia
0 sex €] —m,0f
fla) =
sinz  sex € [0,7].

Si ha

1 72(:05 an sinx
4n2—1 2

Esempio 5.4.5. - Consideriamo la funzione
flx)=2*, z€[-mn].

Essendo tale funzione pari la sua serie di Fourier € una serie di soli coseni.

Risulta )
1 [T 2
ag = — / z2dr = %

™ J_x

1/, 4
n=— de = (—-1)"—, 0.
a / x“ cos(nx) dr = (—1) 2 n #

—T
Poiché tale funzione é continua e agli estremi soddisfa la condizione di raccordo
(5.58) si ha, sempre per il teo. 5.4.1,

2 = ,cos(n
:? Z ), x € [-m, 7.
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In particolare, se x = 7, si ha

mf‘
I
[]#
3, —

3
I
—

e, utilizzando (5.56),

813
I
M8
3_’;‘,_.

3
Il
_

Esempio 5.4.6. - Se
0 sexe€]—m0f

x sex€l0,n],

risulta
(_ 1)n+1

Si ha allora

™ cos(2n + Dz »Sin(nz)
_Z_;Z Z(—l) —, zé€l—m,7.

2n—|—1 — n

Esempio 5.4.7. - Fissato ¢ > 0 sia
1/(2¢e) selz|<e
flz) =

0 see < x| <.
La serie di Fourier ¢

+
Z cos (nx).

Esempio 5.4.8. - Fissato ¢ > 0 sia

e 2(e—z]) selr|<e

f(x) =
0 see <|z| <.
La serie di Fourier ¢
1 2 1-— e
1 25~ 1—cos(ne) cos(n).

2t 0w n2e?
n=1

119
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5.5 Derivazione termine a termine

Se f, di classe Cy,;, € regolare a tratti vale il teorema fondamentale del calcolo
integrale

(569 | rwat= @) - s
nonché la seguente regola di integrazione per parti
b b
610 [ S @) de = fe0) - f@gla) - [ f()gta)ds

dove g & una funzione di classe C([a, b]).
Siano an, by, ¢, i coefficienti di Fourier di f e

1 us
a, = — f'(x) cos(nx) dx
™ —T
/ 1 " ! .
b, = — f'(x) sin(nx) dzx
71— —T
C/ _ i " f/(CE) efina: dax
" 27 J_,

quelli di f’. Sussiste il seguente risultato.

Lemma 5.5.1. - Sia f regolare a tratti e di classe Cor. Allora tra i coefficienti
di Fourier di f e [’ sussistono le sequenti relazioni

(5.71) al, =nb,, b, =-na,, c,=inc,.

Dimostrazione. Si ha

a, = % 7rf’(ac)cos(nac)dac

(per la (5.70))
= %[f(w) cos(nm) — f(—m) cos(—nm)] + % _F f(x)sin(nx) dz

(per la (5.58))

- f(z) sin(nzx) dz = nb,
™ —T

da cui la prima delle due relazioni (5.71).
Le altre due relazioni si ottengono in modo analogo. O
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Siamo ora in grado di dimostrare il seguente risultato di derivazione termine a
termine.

Teorema 5.5.1. - Se f soddisfa le ipotesi del lemma 5.5.1 e [’ & regolare a
tratti allora le serie di Fourier di f'

(5.72) Z [nby, cos(nz) — nay, sin(nz)]
n=1
e
+oo ]
(5.73) > incy e
n=-—oo

hanno per somma f'(x) in tutlti i punti in cui f é derivabile e

1

(5:74) S @)+ )]

nei punti in corrispondenza dei quali il grafico di f presenta un punto angoloso.

Dimostrazione. In base al lemma 5.5.1 la serie di Fourier di f’ si ottiene de-
rivando formalmente termine a termine la serie di Fourier di f. Poiché per
ipotesi f ¢ regolare a tratti & possibile applicare il teo. 5.4.1 a f’. Si ha quindi
I’asserto. O

Pit in generale si ha il seguente risultato.

Teorema 5.5.2. - Sia k un intero. Se le derivate di f fino a quelle di ordine
(k — 1) sono regolari a tratti e di classe Cor e se f%) ¢ regolare a tratti allora
la somma della serie che si ottiene derivando termine a termine k volte la serie
di Fourier di f ha per somma f*)(x) nei punti in cui f*) ¢ continua oppure
la media tra il limite sinistro e destro nei punti in cui f*) ¢ discontinua.

Osservazione 5.5.1. - Se f, periodica di periodo 27, ¢ di classe C*(R) e se il
suo coefficiente di Fourier ag ¢ nullo dalla (5.56) e dal teo. 5.5.1 si ha

/ FPdr =73 (lanf? + [bal?)
- n=1

/ |f’|2dx:7r2n2 (|an|2—|—|bn|2) .
- n=1
Si ottiene allora la disuguaglianza di Wirtinger
(5.75) / P dr < / P de.

In (5.75) wale ovviamente l'uguaglianza solo se tutli i coefficienti di Fourier
Gn, by conn > 2 sono nulli; cio si verifica solo se f é combinazione lineare delle
funzioni seno e coseno.



122 CAPITOLO 5. SERIE DI FOURIER

5.6 Convergenza uniforme

Si e parlato fin qui di sola convergenza puntuale. Per recuperare la convergenza
uniforme & necessario rafforzare le ipotesi sulla regolarita di f.

Teorema 5.6.1. - Sia f regolare a tratti e di classe Cor. La serie i cui termini
sono i suoi coefficienti di Fourier di f ¢ assolutamente convergente; la serie di
Fourier ¢ allora totalmente convergente.

Dimostrazione. Ragioniamo sulla forma esponenziale della serie di Fourier. Val-
gono le (5.71); inoltre la successione {c/,} appartiene a £2, in quanto f’, essendo
limitata, appartiene a L?([—m, 7]). Per la disuguaglianza di Schwarz abbiamo

1/2 1/2
1
Z \Cn\*\COHZ < leo| + Zﬁ > e ? < 400.
n=—o0 n#0 n#0 n#0
Essendo

’Cneinw| < ‘Cn‘

la serie di Fourier di f & allora totalmente convergente; come tale essa & assolu-
tamente ed uniformemente convergente. O

Per il teo. 5.6.1 una serie di Fourier pud essere integrata termine a termine se
f e regolare a tratti e continua. In realta basta molto meno.

Teorema 5.6.2. - Sia f continua a tratti. Se xg,x € [—m, 7| allora

(5.76) / f(®) (x —x0) + Z [an/ cos(nt) dt + by, /w sin(nt) dt] .

n=1 0
Dimostrazione. La funzione
Flz) :/ ()~ %] ar

soddisfa la condizione F(—m) = F(m) = 0, quindi & di classe C . Essa & inoltre
regolare a tratti essendo F’ = f nei punti in cui f & continua.
Per le (5.71) si ha

(5.77) an,=nB,, b,=-nA,

dove A,,, B,, denotano i coeflicienti di Fourier di F. Risulta
| 1@t e~ o) = Fla) - Flao)
o

= Z[An(cos nx — cosnxg) + By (sinnx — sinnxg))

n=1

da cui la (5.76) per le (5.77). O
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Osservazione 5.6.1. - La convergenza assoluta della serie di Fourier di una
funzione f é strettamente legata alle proprieta di regolarita di f. Infatti nei casi
riportati negli es. 5.4.1, 5.4.2, 5.4.6, 5.4.7, 5.4.8, in cui le funzioni non sono
continue, le rispettive serie dei coefficienti di Fourier non convergono assoluta-
mente in quanto i loro termini generali, in valore assoluto, si comportano come
la serie armonica. Al contrario negli es. 5.4.3, 5.4.4, 5.4.5, in cui la funzione
soddisfa le ipotesi del teo. 5.6.1, la serie dei coefficienti di Fourier & assoluta-
mente convergente in quanto confrontabile con la serie armonica generalizzata
di esponente due.

Si pud ottenere la convergenza uniforme per funzioni f solo di classe Cy; a
patto di accontentarsi di approssimare f con polinomi trigonometrici non ne-
cessariamente somme parziali della sua serie di Fourier. Il procedimento, noto
come metodo di Fejér, fa intervenire le medie aritmetiche della successione delle
somme parziali della serie di Fourier di f

=
(578) (TN(CL') = — Sk(f7 :I?) .

k=0

Teorema 5.6.3. - Se [ é di classe Car la successione (5.78) converge unifor-
memente a f.

Dimostrazione. Posto

| Nl
(1) = 7 3 Pale)
per la (5.65) risulta
N-1

- 2N~ sin(z/2)

Le funzioni Fjy sono note come nuclei di Fejér.
Per le formule di prostaferesi si ha

sin(z/2) sin((n + 1/2)z) = % lcos na — cos((n + 1)z)]

e quindi
. . 1 o (N
T;) sin(x/2) sin((n + 1/2)x) = 3 [1 — cos(Nz)] = sin <2ac>
da cui

1 sin? (Nz/2)

En@) = one 2 /2)




124 CAPITOLO 5. SERIE DI FOURIER

Le funzioni Fy sono quindi positive; inoltre, per la (5.66) risulta

1 [t

(5.79) Fy(z)dx=1.

2 ),
Fissato 6 > 0 per 0 < |z| < 7 si ha

sin?(x/2) > sin?(6/2)

e quindi
1
F < ——————.
n(@) < N sin?(§/2)
Ci6 comporta che
(5.80) lim Fy(z)dx =0.

N=+o0 Js<|z|<n

La funzione f & uniformemente continua. Per il teorema di Cantor, fissato ¢,
esiste un J tale che

(5.81) [fz—y) = flx) <e

se |z —y| < 4.
Per la (5.79) si ha allora

—+7

Fn()lf(x —y) — f(2)]dy

—T

|(f * F)(x) = f(2)]

+m
Ex)lf(x —y) — f(z)|dy

—T

/| AN =)~ @)l dy

IA

IN

s [ R - @Iy =TI
6<]yl<m

Per le (5.79) e (5.80) si ha I; < €. Essendo f limitata esiste una costante M
tale che |f| < M. Si ha allora

IggzM/ Fa(y)dy.
o<|y|<m
Per la (5.80), se N & abbastanza grande, si ha I < ¢.

Abbiamo in tal modo ottenuto 'asserto. ]

Osservazione 5.6.2. - Con piccole modifiche si pud dimostrare che la succes-
sione (5.78) converge a f(x) in tutti i punti x in cui f é continua, a (5.59) nei
punti di discontinuita e a (5.60) agli estrems.



5.7. APPLICAZIONI 125

Concludiamo con un risultato che mette in relazione la regolarita di f con la
velocita di convergenza a zero della successione dei suoi coefficienti di Fourier.

Teorema 5.6.4. - Se f, periodica di periodo 2m, ¢ di classe C*(R) allora

(5.82) lim nfe, =0.
|n|—+o00

Se

(5.83) [ea = 0(|n| =+

con a > 1 allora f ¢ di classe C*.

Dimostrazione. Se f ¢ di classe C* allora, per il lemma 5.5.1, i coefficienti di
Fourier di f*) sono
B = (in)ke, .

Utilizzando il teo. 5.3.3 otteniamo la (5.82).
Da (5.83) discende che
[n*e,| < Cln|~@

con C' costante opportuna. Allora la serie

+oo

Z (in)kcneint

n=—oo

che si ottiene derivando k volte la serie trigonometrica € totalmente convergente.
E possibile quindi derivare k volte termine a termine la serie di Fourier di f. [

5.7 Applicazioni

1.- Riprendiamo lo studio del problema (5.1), (5.2) e (5.3).
A titolo esemplificativo supponiamo f di classe C1([0,7]) e tale che

Prolunghiamo f all’intervallo [—m, 7] in modo che la funzione cosi ottenuta sia
dispari; si pué dimostrare che una siffatta funzione, ulteriormente prolungata
a R per periodicita, ¢ di classe C*(R). Per quanto detto nel teo. 5.4.3 per f
sussiste lo sviluppo (5.12) in serie di soli seni. La convergenza & uniforme per
il teo. 5.6.1; la serie di termine di termine generale b,, € inoltre assolutamente
convergente per il teo. 5.6.1.

Verifichiamo prima di tutto che la (5.11), la cui somma ¢ candidata a essere la
soluzione del problema, si raccorda con il dato iniziale. Non basta che per ¢t = 0
la soluzione (5.11) rida il dato iniziale (5.3); a noi interessa che

%gl(l) u(z, t) = f(x).
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Poiché che la serie (5.11) si maggiora con serie numerica di termine generale b,
che abbiamo osservato essere assolutamente convergente, si ha che la (5.11) &
uniformemente convergente nell’insieme

{(z,8)|0<z<m,t>0}.

E possibile quindi passare al limite sotto il segno di serie ed ottenere quanto
richiesto.

Occupiamoci ora del problema della derivazione termine a termine della (5.11).
Osserviamo che

bne_"zt sin(nx)| < Ce_"zd7 se t>d>0

dove C' & una costante che maggiora i coefficienti b,, .

D’altra parte, la serie che si ottiene dalla (5.11) derivando termine a termine
o una volta rispetto alla variabile ¢ oppure due volte rispetto alle variabile x
esibisce al posto n-mo il fattore extra n?. La comparsa di tale termine non
desta preoccupazione perché la serie cosi ottenuta € maggiorata dalla serie

2
E ’I’L26 n*d
n

che & ancora convergente data la presenza dell’esponenziale. Dai teoremi di
derivazione termine a termine delle serie di funzioni si pué dedurre che effettiva-
mente ¢ possibile procedere in tal senso; quindi essa € soluzione dell’equazione
del calore (5.1).

Resterebbe da verificare che la soluzione trovata € anche unica; su ci6é per6é non
¢ possibile soffermarci.

2.- Occupiamoci ora dell’equazione delle onde e del relativo problema (5.13),
(5.2), (5.3), (5.14). Contrariamente a quanto accade nel caso dell’equazione del
calore la questione relativa alla convergenza della serie (5.15) & piu delicata in
quanto manca il fattore esponenziale; ancora pii complesso ¢ il problema della
derivazione termine a termine. Infatti se anche (5.15) convergesse, differenzian-
do formalmente la serie due volte, comparirebbe un fattore n? che crea non pochi
problemi. Per ovviare a ci6 di solito si impongono opportune ipotesi di regolarita
sulle funzioni f e g. Si prolunghino dapprima f, g a [—m, 7] in modo che le fun-
zioni ottenute siano dispari; imponiamo che sia f(0) = f(7) = ¢g(0) = g(7) = 0.
Supponiamo inoltre che il loro successivo prolungamento per periodicita a R pro-
duca funzioni che siano, la prima, di classe C*(R), la seconda, di classe C3(R).
Allora, per il teo. 5.6.4 si ha

lan| = 0™, |ba] = 0(n?).

Si derivi due volte la (5.15); la serie in tal modo ottenuta, essendo controllata
dalle serie armonica di esponente due, € totalmente convergente. Ci6 assicura la
possibilita di eseguire le dovute derivazioni sotto il segno di serie. Ovviamente
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le ipotesi sopra riportate, se da una parte risolvono il problema matematico,
non sono soddisfacenti dal punto di vista delle applicazioni in quanto sembrano
un mero espediente tecnico che serve ad aggirare una difficolta non sostanziale.
D’altra parte la funzione (5.15) pud essere riscritta nella forma seguente

u(z,t) = % Z ap sin(n(x +t)) + % Z ap sin(n(x — t))
~ % S by cos(n(z +1)) + % S b cos(n(z — 1))
n=1 n=1

x+t
- e rra—ol+s [ o

dove, nell’'ultimo passaggio, abbiamo sfruttato il fatto che & possibile integrare
termine a termine la serie a secondo membro nella (5.14) (cfr. teo. 5.6.2).
Abbiamo ottenuto una formula alternativa per rappresentare la soluzione del
nostro problema; tale espressione, nota come “formula di d’Alembert”, funziona
se f & di classe C2? e g di casse C'. Non siamo ancora arrivati a condizioni
soddisfacenti sui dati ma abbiamo un sostanziale indebolimento di ipotesi.

3.- Riprendiamo lo studio del problema al bordo (5.23).

Data l'espressione attesa (5.22) della soluzione e la condizione al bordo, il modo
pit ragionevole di scegliere i valori dei coefficienti a,,,b, € prenderli uguali ai
coefficienti di Fourier di ¢. Si ha pertanto

1 27 1 o . 2
u(p,0) = %/0 p(t)dt + = ,;p /0 @(t) cos[n(0 — t)]dt .
Se p < 1 la serie
S () cosln(6 — 1)
n=1

¢ totalmente e, quindi, uniformemente convergente; si ha allora

u(p,0) = %/0 7Tgo(t) {1+2Zp”cos[n(6‘—t)]}dt.

La serie sotto il segno di integrale ¢ la parte reale della serie geometrica di
ragione p et privata del primo termine. Si ha allora

00 i(0—t) —t) — p2
pe pcos(d—t)—p
" cos[n(f —t)] =R . =
;p cosin(® =1 (1 - 06“‘9‘“) 1+ p? —2p cos(0 — t)

da cui

00 = o [ ot
wet = or 0 v 14+ p2—2pcos(f—t)

Resta ovviamente da verificare che tale funzione risolve il problema di Dirichlet.
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Capitolo 6

La trasformata di Fourier

6.1 Motivazione

Le serie di Fourier si prestano bene a rappresentare funzioni periodiche di pe-
riodo 27 o di qualsiasi altro periodo 27'. In quest’ultimo caso, sempre se f &
regolare tratti, si ha

(6.1) :?O i {ancos( )—l—b 81n(n;$)] , xe[-T,T)

n=1

1 (T nmt
= —_— S _ >
an T/Tf(t)cos<T>dt, n>0

Supponiamo ora che f sia definita su tutto ’asse reale e che non si ritenga
conveniente procedere con una sua troncatura ad un qualsiasi intervallo limitato.
Quale procedura seguire per provare a scomporre la funzione f analogamente a
quanto fatto nel caso delle serie di Fourier?

Sia f € L*(R). Supponiamo inoltre che f sia regolare a tratti; con tale termine
si intende una funzione che e regolare a tratti su ogni intervallo limitato di R.
Consideriamo la restrizione di f all'intervallo [-T,T]. Sostituendo i valori (6.2)
dei coefficienti ay, by, in (6.1) abbiamo

con

(6.2)

f(z) 2T/ f(t dt—I—Z /f cos (x—t)}dt, xe[-T,T].

Cosa succede al divergere di T'7

129
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Osserviamo innanzitutto che, poiché f € L*(R), risulta

T [e%s}
Jim [ fmar= [ o

si ha quindi

Posto Aw =7T" 1 e

si ha

(6.4) ir}/_i f(t) cos [n%(x —t)} dt = i A;d/_i f(¢) cos [wn(x — )] dt.

Se poniamo .
hor(w) = %/Tf(t) coslw(x — 1)) dt |

Pespressione a secondo membro in (6.4) diventa

i hr(wn)Aw .
n=1

Si tratta di una sorta di somma di Riemann relativa all’integrale

/OOO hr(w) dw .

Facendo tendere Aw a zero, ovvero T a infinito, ricordando (6.3), (6.4), &
ragionevole attendersi che

(6.5) f(z) = i/ooo (/O; F(t) coslw(z — 1)] dt) dw .

La (6.5) pud essere riscritta nella forma pid espressiva

f(z) = /Ooo[a(w) cos(wzx) + b(w) sin(wz)] dw,

con

a(w) = %/_OO f(t)cos(wt)dt, blw)= %/_Oo f(t)sin(wt) dt .
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Tali formule, nella loro struttura, ricordano rispettivamente la (5.27) e le (5.31).
Esse di fatto ne rappresentano la versione continua: un integrale sostituisce la
sommatoria e i valori discreti n vengono rimpiazzati da w, parametro continuo.

Se, invece di prendere le mosse dalla serie (6.1), si prende in considerazione la
forma esponenziale

f(z) = Z cnem#

n=-—oo

con

inmwt

I g
(6.6) cn—ﬁ[Tf(t)e dt, neZz,

si perviene alla seguente formula

(6.7) F@) = % /_ O; ( /_ Z F(t)eit dt) ¢ .

Definizione 6.1.1. - Se f € L'(R) l’integrale

(6.8) Zw) =) = [ " f)e e da

prende il nome “trasformata di Fourier” di f.

La (6.7) allora pué essere interpretata come una formula di inversione

(6.9) F@) = % /_ T B w)e du.

Essa cioe consente di risalire alla funzione originaria f una volta che ne sia nota
la trasformata di Fourier. Le condizioni che assicurano la validita della (6.9)
sara ’obiettivo principale del capitolo.

Esempio 6.1.1. - Sia X[—q,q la funzione caratteristica dell’intervallo [—a,a].
Si ha allora

~ R glow _ g—iaw sin(aw
(6.10) X[=a,a) (W) :/ e dr = o =2 <(u ) .

—a
Si osservi che la trasformata di Fourier non e sommabile.

Esempio 6.1.2. - Posto

0 sex <0

fz) =

e sex>0

st ha

“ oo . 1
fw) /0 e e = T
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Fssendo
1

V14 w?

anche in questo caso f non appartiene a L'(R).

Esempio 6.1.3. - Se

f(w) =

z€R— f(z) = el

allora
. 2a

) =are
In tal caso la trasformata f e sommabile.

Esempio 6.1.4. - Sia
1

x24+a?’

fz) =
Per la (1.91) si ha
Fy= Teral

La trasformata ottenuta nell’es. 6.1.3 mostra che per f wale la formula di
inversione (6.9).

Esempio 6.1.5. - Consideriamo la funzione

0 sex ¢ [—1,1]
fz) =

1—|z| sexe]-1,1].

Poiché f ¢é pari si ha

Fw) 2/01(1x)cos(wx)d:v {2 sin (;’)]2

Esempio 6.1.6. -Sia

(6.11) x € R — Gu(x) = exp (_gxz) .

Si ha
~ +oo w ) —+o00 e o2
Ga(w) = / e_gl‘z_lwwdx:/ 6_%(\/67“—"_1%)2_%(1‘%

+OO
2 1 . 2
= e Uﬁa/ 6_5(\/5964-17) I

— 00

Ricordando la (1.94) abbiamo

(6.12) Ga(w) = ﬁe—i

e, sea =1,
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6.2 Proprieta della trasformata di Fourier

Riportiamo qui di seguito 1’elenco delle principali proprieta della trasformata di
Fourier.

Teorema 6.2.1. - Sia f di classe L'(R).

(i)

(i)

(iii)

Per ogni ¢ # 0 si ha

(6.13) Z(f(ex)|(w) = ‘%ﬂw/«:).

Posto
Tef iz €R— f(z—c)

con c € R, si ha

(6.14) Flrefl(w) = e f(w)
(6.15) Tl f@)(w) = flw—c).

Se [ & continua e sommabile e se ' & continua a tratti e sommabile allora
(6.16) F1f)w) = iwfw).

Pit in generale, se f, f',--- f*=D sono continue e sommabili e se f*) ¢
continua a tratti e sommabile allora

(6.17) FU )W) = (iw)*fw).

Se la funzione x f & sommabile allora f ¢ derivabile e si ha

(6.18) Fla flw) =i f'(w).

Se z" f con h € N & sommabile allora f e derivabile h volte e si ha
(6.19) Fla" flw) =i" P (w).

Se f,g € LY(R) allora

(6.20) Ff # gl(w) = f(w) §lw)

dove [ x g denota il prodotto di convoluzione di [ e g (cfr. def. 4.3.6).
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Dimostrazione. Le (6.13), (6.14) e (6.15) sono di semplice verifica.
Data la regolarita di f vale la (5.69); si ha allora

f(a) = / " F)dt+ £(0)

da cui

+oo
lim f(z) = /0 f'(t)dt + f(0).

Tr——+0o0

Quindi f converge se x diverge positivamente. In modo analogo si prova la
convergenza di f al divergere di x negativamente. Data la sommabilita di f
deve essere

(6.21) lim f(z)=0.

z—+o0

Integrando per parti e sfruttando la (6.21) abbiamo

Zf N (w) = / fl(z)e™ ™" dp = iw/ Fl@)e ™ do = iw f(w)
ciot (6.16).
La (6.17) si ottiene applicando k volte la (6.16).

Essendo

si ha

- ' = d d [ .
/ f(x)e*mfr dI:Z[ f(l')@e*’bwf dx:Z@[ f(x)efzwx dx

T
—00

ovvero (6.18). La derivazione sotto il segno di integrale & conseguenza del
teorema sulla convergenza dominata. Si ha

Civn e—iwa -1 —irAw _ 1
f(z)e A <l|zf(v)| Ao |
Poiché
‘e‘”A” — 1| < [zAw|
risulta A
e < lofla)]

Aw

Essendo z f(z) sommabile & possibile applicare il teo. 4.4.2; si ha quindi

lim /Oo f(m)eiw‘”emmJ_ldx—/oo f( )i —iwz g
Aw0 oo Aw ) T’ v
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Applicando piu volte la (6.18) si ottiene la (6.19).
Per il teo. 4.3.4 si ha

Firvdew) = [ ([ re-nemar) e
/Z e g (y) </o; e~ ia=) f( ) dx) dy
(/Z o) dy) ( / Z e f(2) dz) = fw)iw)

ciot la (6.20). O

Esempio 6.2.1. - Osservato che

Xlc—a,c+a] (1’) = TcX[~a,a) (1‘) )
per la (6.14) e la (6.10) si ha

. —iew Sin(aw)

(6.22) Xle—a,c+a] (w) =2e T

Esempio 6.2.2. - Otteniamo con un altro procedimento la trasformata della
funzione (6.11) ottenuta nell’es. 6.1.6.

Essendo

Gl (z)+azGu(x) =0,
per le (6.16) e (6.18) si ha

a G (W) +wGq(w) =0.
Risolvendo tale equazione differenziale si ottiene
Go(w)=Ce %,

Per determinare il valore della costante C' basta osservare che

a

) < L2 2
C’:Ga(O):/ e dt =)L

— 00

Si ha in definitiva la (6.12).

Alcuni degli esempi riportati mettono in evidenza che non sempre la trasformata
di Fourier di una funzione & sommabile. Tale inconveniente suggerisce partico-
lare cautela quando si vuole dare significato alla formula (6.9). In compenso
la trasformata di Fourier presenta interessanti proprieta di regolarita. Sussi-
ste infatti il seguente risultato, noto come “teorema di Riemann-Lebesgue”,
che, come il teo. 5.3.3 con la stessa denominazione, da anche informazioni sul

comportamento asintotico di f.



136 CAPITOLO 6. LA TRASFORMATA DI FOURIER

Teorema 6.2.2. - Se f € L'(R) allora f ¢ limitata. Si ha

(6.23) £l < I1£112
(6.24) lim flw)=0.

Inoltre f e uniformemente continua in R.

Dimostrazione. Abbiamo
fels [ il

da cui la (6.23).

La (6.22) assicura che le combinazioni lineari di funzioni caratteristiche di in-
tervalli sono continue e soddisfano la (6.24).

Per il teo. 4.5.4 tali funzioni sono dense in L'. Sia {f,} una successione di
funzioni semplici convergente a f € L!(R). Per la (6.23) si ha

Flw) - fw)] < /°° ul®) — fOldE,  VweR

da cui si ricava la convergenza uniforme di {f,} a f. Cié implica che f &
continua. Si ha inoltre

lim f(w)= lim <lim fn(w)) = lim ( lim fn(w))

w—+too w—+oo \n—oo n—oo \ w—too

da cui la (6.24).
Infine, la continuita di f e la (6.24) comportano 'uniforme continuita di f. O

Proposizione 6.2.1. - Se f,g € L'(R) si ha

+oo +oo
(6.25) / F(t)g(t) dt = / (g dt.

— 00 —0o0

Dimostrazione. Per la prop. 6.2.2 le funzioni f g e f § sono sommabili.
Per il teo. 4.3.4 si ha

/_ +: fg(tydt = / :" < / ; it ) dT) o8t

(s o

- [T

ciot la (6.25). O
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6.3 Formule di inversione

Per quanto riguarda la formula di inversione (6.9) proponiamo alcuni risultati.
Adottiamo per semplicita di esposizione la seguente convenzione: si modifica
una funzione regolare a tratti assegnando ad essa in ogni punto di discontinuita

z il valore
f@)+ f(=h)
5 .
Teorema 6.3.1. - Sia f sommabile e regolare a tratti. Allora

+oo 2.2 A
(6.26) lim — / e T f(w)dw = f(x).

Dimostrazione. Sia € > 0. Essendo

. w2

la funzione )
- 2w

(w,y) — Ve f(y)
¢ sommabile in R2. Applicando il teo. 4.3.4 si ha

[ e

ei”(”"_y)e—EZ%f( ) dy dw
- y)ay

—0o0
oo too 2 w2
[y [T et g,
o e
D’altra parte, sfruttando la formula (6.12), abbiamo
+o00 o2
/ =) =<t gy = 9[6752%]@ —z)= me“r( ol
NS €

In definitiva si ha

(z—1)?

dy = (f *n:)(x)

1 [t 202 1 oo
— e“Te™ T f(w)dw = / e
o fw) s/ f(y)

dove 7. & il mollificatore (4.26). Basta allora applicare il teo. 4.4.3 per ottenere
la (6.26). O

Dimostriamo il seguente risultato che estende alla trasformata di Fourier quanto
provato per le serie di Fourier nel teo. 5.4.1.

Teorema 6.3.2. - Se f € L'(R) ¢ regolare a tratti si ha

(6.27) f(z) = lim / fw)e™® dw .

r=>+oo 27

Se f e LY(R) vale la (6.9).
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Dimostrazione. Poiché

F)e =D < | f(1)]

la funzione
t— f(t)e W)

¢ sommabile nella striscia
Sy ={(t,w) : te R, we [—r,7]}

dal momento che

/S [F(pyeett= dtdw=2r/+oo|f(t)dt.

Per il teo. 4.3.4 si ha

L flw)e“®dw = L[ (/+Oo f(t)ei“’tdt) e duw

27 J_, 2 J_, \J_s

1 —+oo r )
= = f(®) < / eW<“>dw) dt
T J -0 -r

_ /*00 £0) sinr(t — x)dt

oo 7(t — )
- / Flo+t) 22t
o it
Dimostriamo che
Foo sinrt 1
: _ e+
(6.28) TEIJPOO ; flx+1) — dt = 2f(a: ).

Per la (1.88) si ha

LT e e = [ RO

T Jo 7t 0 7t
T + +o0 .
t) — t
= / flett) = flz )sinrtdt—l—/ f(x—l—t)bmr dt
0 it T 7t
+oo s
t
— f(l'+)/ S dtzll —‘y—[g—i—[g
T Tt
Sia ¢ > 0.
SeT > 1siha
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e quindi

1 [t
i<y [ 1ol

T
Essendo f sommabile e possibile scegliere T in modo che risulti

(6.29) L] < e.

La (1.88) comporta che

+oo
lim
T—+o00 T e

Anche in questo caso si fissi 7' in modo che risulti
(6.30) |I5] < €.

Determinato T in modo tale che siano soddistatte le (6.29) e (6.30) valutiamo
I'integrale I;.
Poniamo
e+t = S
g(t) = mt

0 altrove.

se0<t<T

La funzione g converge per t che tende a zero da destra data la regolarita di f.
Ci6 basta per assicurare che essa ¢ sommabile. Si ha allora

“+oco ei'rt _ efirt
n= [ el S = ola(-n) - 40,

Per la (6.24) il termine §(—r) — §(r) & infinitesimo al divergere di r. E possibile
determinare quindi un 7. in modo tale che risulti

(6.31) L) <e, r>rc.

Da (6.29), (6.30) e (6.31) discende la (6.28).
In modo analogo si prova che

0 .
. sinrt 1 -~
TEIEOO /,oo Jatt) mt dt = if(x )

AbbAiamo provato quanto affermato nell’enunciato del teorema.
Se f € L'(R) 'integrale improprio nella (6.27) & un integrale in senso proprio.
Vale quindi la (6.9). O

Ma quando f ¢ sommabile? A tale domanda risponde il seguente risultato.

Proposizione 6.3.1. - Se f ¢ di classe C2(R) allora f € L'(R).
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Dimostrazione. Per la (6.23) la funzione f & limitata. Inoltre per la (6.17), con

k=2, si ha
Fel=o0()

Ci6 basta per assicurare che f € L'(R). O

Una conseguenza immediata della (6.26) ovvero della (6.27) & il seguente risul-
tato.

Proposizione 6.3.2. - Siano f, g sommabili e regolari a tratti. Se f = g allora

=g

6.4 La trasformata di Fourier in L2

Quando si ¢ introdotta la serie di Fourier una particolare enfasi ¢ stata riservata
alla teoria L?. Solo in una fase successiva ci si ¢ soffermati sulle proprieta di
convergenza puntuale o uniforme. Quest’ultimo punto di vista ci ha fin qui gui-
dato nel proporre le principali proprieta della trasformata di Fourier. Vogliamo
in questo paragrafo illustrare per la trasformata di Fourier un punto di vista
che pud essere messo in relazione con quanto illustrato per le serie di Fourier di
funzioni di classe L?.

Sia f € L?(R); poiché non & detto che f sia sommabile la definizione di trasfor-
mata di Fourier richiede una certa attenzione. A tal fine & utile introdurre una
tipologia di funzioni per le quali tale problema non si pone.

Definizione 6.4.1. - Si dice che f ¢ a “decrescenza rapida” se f é di classe
C*®(R) e le funzioni P f*) sono limitate per ogni polinomio P e per ogni intero
k > 0. L’insieme costituito da tali funzioni si denota con il simbolo .7 (R).

Definizione 6.4.2. - Si denota con C§°(R) o anche con il simbolo Z(R) lo
spazio delle funzioni di C*°(R) il cui supporto (cfr. def. 4.5.2) é compatto.

Osservazione 6.4.1. - Si ha Z(R) C .Z(R). Inoltre 7(R) ¢é contenuto in ogni
spazio LP(R).

Osservazione 6.4.2. - Si verifica facilmente che le due funzioni (4.26) e (4.27)
appartengono, rispettivamente, a . (R) e 2(R).

Proposizione 6.4.1. - La trasformata di Fourier ¢ un’applicazione biunivoca
di L (R) su .7 (R). Vale inoltre lidentita

(6.32) f@) = (27) f(-2).

Dimostrazione. La funzione (14 z?)2" f*)(z) ¢ limitata comunque si scelgano
h, k interi non negativi. Si ha quindi

o f ) ()] <

C’ P
S Chky
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con Cj,  costante opportuna. La funzione z" f®)(z) & allora sommabile. Cié
comporta che sono sommabili anche le funzioni D* (2" f(x)) essendo queste com-
binazioni lineari di prodotti di potenze di x e di derivate di f. La trasformata
di Fourier di D*(z" f(x)) & pertanto limitata per la (6.23). Inoltre per le (6.17)
e (6.19) risulta

(6.33) ﬁ[Dk(th(x)](w) = ih+kwkf(h) (w).

Quindi il prodotto di un polinomio e di una qualsiasi derivata di f ¢ limitato.
Ci6é comporta che f € .7 (R).

Per la definizione di trasformata di Fourier e per la formula di inversione (6.9)
si ha infine

+oo
Ff)(~x) = / F(@)e® dw = 27 f(z)

— 00

ciot la (6.32). O

Utilizziamo quanto detto sulla trasformata di Fourier in .#(R) per estendere
tale nozione a funzioni di classe L?(R). Premessa indispensabile ¢ I'identita
di Plancherel che fa le veci di quella di Parceval (5.45) e che ¢ riportata nel
seguente risultato.

Teorema 6.4.1. - Se f € (R) si ha
(6.34) 1£llz = V2 || £]l2

Dimostrazione. Consideriamo due funzioni f,g € #(R). Esse ovviamente ap-
partengono a L?(R). Tenendo presente la formula di inversione (6.9) si ha

2n [ s = [ sw) ( | atpein dw) o
- [ ([50ea)
(per il teo. 4.3.4)
= [a@ ([ swe)
-/ Z Fw)3(@) do
Se f = g si ottiene la (6.34). O

Sia ora f una funzione di L?(R). Si pué dimostrare che .7 (R) & denso in L?(R);
esiste quindi una successione {f,,} di funzioni a decrescenza rapida convergente
a f in L*(R). Per la (6.34) si ha

V27 | fn = flle = |1fn = Fnll2 -
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La successione { fn} ¢ quindi di Cauchy in L?(R): il suo limite ¢ per definizio-
ne la trasformata di Fourier di f. Ovviamente tale limite non dipende dalla
particolare successione { f,,} scelta.

Si dimostra facilmente il seguente risultato.

Teorema 6.4.2. - Se f,g € L*(R) si ha

(6.35) 27?/_OO f(z)g(z)dx = /_Do f(w)g(w) dw .

Vale inoltre Uidentita (6.34).
La trasformata di Fourier infine ¢ un’applicazione biunivoca di L*(R) su L*(R).

Proponiamo ora un modo alternativo di pervenire allo stesso risultato.
La restrizione di f a [—r, ] appartiene a L'([—r,7]) per la prop. 4.5.2. Ha senso
quindi calcolarne la trasformata di Fourier

(6.36) br(w) = j f(t)e ™t dt.

Si pué dimostrare che le funzioni (6.36), al divergere di r, convergono in L?(R)
af.

Osserviamo per concludere che per funzioni di classe L?(R) vale anche una
formula di inversione (6.9); tale formula va per6 correttamente interpretata.
Poniamo

(6.37) U (x) = f(w)e™® dw;

si pué dimostrare che, al tendere di r ad infinito, la famiglia di funzioni (6.37)
tende in L2(R) a f. Quindi la formula di inversione (6.9) in un certo senso
continua a sussistere purché si interpreti nel modo giusto il simbolo di integrale.

6.5 Applicazioni

1 - Riprendiamo lo studio dell’equazione del calore (5.1) nel semipiano delle y
positive con la condizione iniziale

(6.38) u(z,0) = f(z), zeR.

Non ci sono condizioni al bordo che vanno sostituite da ipotesi che assicurino

che la soluzione u e il dato iniziale f tendano a zero in modo sufficientemente

rapido per |z| che diverge.

Per ogni fissato valore della variabile ¢ si applichi la trasformata di Fourier

all’equazione (5.1). Per il momento non ci preoccupiamo della liceita dei vari

passaggi matematici; procedendo in modo formale e ricordando la (6.16) si ha
i

a(w,t) + w?a(w,t) = 0.
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Per ogni w fissato abbiamo quindi una equazione differenziale ordinaria del primo
ordine nella variabile ¢. Se si aggiunge la condizione iniziale

i(w,0) = f(w)

si ottiene .

w(w,t) = f(w)exp(—w?t).
Dobbiamo adesso risalire all’espressione della soluzione u del nostro problema.
Si osserva innanzitutto (cfr. (6.12)) che exp(—w?t) & la trasformata di Fourier

della funzione
1 x?
Hele) = Vini P\

nota come “nucleo del calore”. Essa risolve I’equazione (5.1) nel semipiano delle
t positive e, essendo uguale al mollificatore (4.26) con € = V2t, quando t va a
zero, “tende” alla delta di Dirac.

In definitiva si ha

i(w,t) = fw)Ki(w).
Ricordando la (6.20) si ottiene allora
Flu] = F[f « Ki

da cui

ety = [+ )0 = = [ e (-E L) ay.

Abbiamo in tal modo ottenuto una espressione per la soluzione del nostro pro-
blema; che tale funzione sia effettivamente la soluzione cercata e oggetto di
verifica.

2 - Counsideriamo l'equazione di Laplace (1.58) nel semipiano delle y positive ed
associamo ad essa la condizione iniziale (6.38). Cerchiamo soluzioni limitate.
Per ogni fissato y applichiamo la trasformata di Fourier; si ottiene la seguente
equazione differenziale

0% 9 n
a—yQu(w,y) — wl(w,y) =0.
La soluzione ha la seguente struttura
w(w,y) = cl(w)eflw‘y + cQ(w)e‘“"y
ovvero, visto che siamo interessati a soluzioni limitate
i(w,y) = c(w)e™ @Y,

Per la (6.38) deve essere @(w,y) = f(w). Abbiamo quindi

(6.39) i(w,y) = f(w)e v,
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Posto y
P =
si ha (cfr. es. 6.1.4)
Plw,y) =e ¢l

Dalla 6.39, ricordando la (6.20), si ottiene
+oo
yf(z —1t)
u(x,y) = (f x P)(x,y) = == dt.
(z,y) = (f* P)(z,y) /_0o 1)
Come al solito bisogna verificare che u e effettivamente soluzione del problema.

3 - Per concludere riportiamo il seguente risultato, attribuito a Shannon, molto
utilizzato in “analisi dei segnali”.

Teorema 6.5.1. (Sampling theorem) - Supponiamo che f € L*(R) sia a
“banda limitata”, risulti cioé

(6.40) flw)y=0, per|w|>T

con T costante opportuna.
Allora f ¢ completamente determinata dai valori che essa assume nei punti

Ty = n%r , neZ.
Piu precisamente si ha
- sin(Tx — nm)
6.41 = p)— 7
(6.41) RO

Dimostrazione. L’utilita di un tale risultato ¢ evidente; un segnale infatti pud
essere ricostruito semplicemente facendo rilevazioni su un insieme discreto di
valori della variabile temporale.

Sia ¢ una funzione appartenente a .(R). Si ha

o [ e = [ fwrea

— 00 —0o0
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La prima uguaglianza consegue dalla (6.35), l'ultima dal teo. 4.3.4. Data
I’arbitrarieta di ¢ deve essere

1o
6.42 = — T dw .
(6.42) O
Dalla (6.42) consegue intanto che f & continua.
Consideriamo la restrizione di f allintervallo [—T, T e sviluppiamo tale funzione
in serie di Fourier nella sua forma esponenziale

(6.43) flw) = Z c_pe”

Per le (6.6) si ha

in

(6.44) Cop = % /O:o Flw)e™ ™ dw.

Per la (6.42) la (6.44) diventa
T, (nm

In definitiva, sempre per la formula di inversione (6.9), utilizzando (6.43) e
(6.45), risulta

A ‘ T ) . A
f(x) = % \/7T f(w)elwzdw = % . (n_zoof (TL?’]T) €T> T g

1 i s nmy [T —inze ey = nm\ sin(Tx — nm)
TooT < (?>/7Te ¢ wf_Zf(?) Tx —nm
n=—oo n=—oo
cio¢ la (6.41).
Si osservi che, nel calcolo appena effettuato, abbiamo proceduto commutando il
simbolo di serie con il simbolo di integrale. Tale operazione e lecita in quanto,
indicata con Sy la somma parziale N —ma della serie (6.43), la successione {Sy }
converge in L? a f . Ricordando la prop. 4.5.1 abbiamo

T T .
/ fw)e¥dw = lim / Sy (w)e™*dw
-T -T

N—oc0

N T ]

= lim E C_n e T e"“Tdw

N—oo _T
n=—N

_inmw
= E c_n/ e T edw.
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Capitolo 7

La trasformata di Laplace

7.1 Definizione ed esempi

Sia f una funzione definita in R che risulti nulla nell’intervallo | — oo, 0[. Per un
tale tipo di funzione si usa talvolta il termine “segnale”. Per tutto il capitolo,
anche se non espressamente indicato, faremo esclusivamente riferimento a tale
tipologia di funzioni.
Se

t € [0, +oo[— e " f(t)

& sommabile per un opportuno zy € C si dice che f ¢ “Laplace-trasformabile”.
Se R(z) > RN(zp) si ha

[ (1) = RO F()] < T F(0)] < e F(0)];

la funzione e=*! f(t) & allora sommabile.
Posto
olf] =inf{R(z) : e 2! f(t) € L*([0, +00])}

la funzione e=*! f(t) & sommabile se z appartiene al semipiano
(7.1) {z€C: R(z) > 0o[f]}.

La quantita o[f] viene chiamata “ascissa di convergenza” di f.
Se o[f] = —oo l'insieme (7.1) coincide con tutto C.

Definizione 7.1.1. - Se z appartiene al semipiano (7.1) la funzione

+oo
(7.2) 21f)(z) = / e f(t) dt

prende il nome di “trasformata di Laplace” di f.

Un utile criterio per riconoscere se una funzione ¢ Laplace-trasformabile e con-
tenuto nella seguente proposizione.

147
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Proposizione 7.1.1. - Se esistono due costanti M e « tali che
(7.3) [f()] < M e
allora f & Laplace-trasformabile e o[f] < a.

Dimostrazione. Basta ovviamente verificare che la funzione f(t) e #* & somma-
bile se 5 > «. Per la (7.3) si ha infatti

[f®)]e Pt =|f(t) e el Pt < MelaD)T
da cui I’asserto. O

Riportiamo il seguente risultato per la cui dimostrazione rimandiamo a [1].

Teorema 7.1.1. - La trasformata di Laplace (7.2) é olomorfa nel semipiano
(7.1). Si ha inoltre

+o0o
(7.4) d%z[f](z) _— /O £ F(E)etdt.

Elenchiamo qui di seguito le principali proprieta della trasformata di Laplace.

Proposizione 7.1.2. - Se f,g sono due funzioni Laplace-trasformabili con
ascisse di convergenza ol|f] e olg] allora, se a, b € C,

ZLla f+bgl(2) = aZ[f](2) +bZL[g](2)
per ogni z tale che R(z) > max{o[f], olg]}.

Dimostrazione. E una semplice conseguenza della definizione di trasformata di
Laplace. U

Teorema 7.1.2. - Sia f una funzione Laplace-trasformabile.
(i) Sec>0 si ha
(7.5) ZIf(et)l(z) = T Z[f(2/c)
per ogni z tale che R(z) > co[f].

(ii) Posto
Tf i teER — f(t—c)

conc> 0, st ha

(7.6) Lrefl(z) = e 2 Z[f1(2)
per ogni z tale che R(z) > o[f].

Sea € C si ha

(7.7) L' f(1)](2) = L))z - a)

per ogni z tale che R(z) > o[f] + R(a).
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(iii) Se f é anche continua e regolare a tratti e se f' é Laplace-trasformabile
st ha

(7.8) Z[f'(z) = 2Z[f](z) - f(0)
per ogni z tale che R(z) > max{o[f],o[f’]}.

(iv) Se g é Laplace-trasformabile allora
(7.9) Z[f *gl(z) = Z[f1(2) L9l ()
per ogni z tale che R(z) > max{o[f],o[g]}.

Dimostrazione. Le (7.5), (7.6) e (7.7) sono di semplice verifica.

Proviamo la (iii).
Si ha .
/ = [ —zt g/
2U716) = Jim_ [ o

Data la regolaria di f e possibile integrare per parti. Se » > 0 si ha

/ Ly dt = - / @) e+ ) — £0).
0 0

I due integrali convergono al divergere di r dal momento che le funzioni inte-
grande sono sommabili. Risulta quindi finito il seguente limite

lim e *"f(r).

r—4o0

Poiché f & sommabile si ha che f ¢ infinitesima all’infinito. Risulta in tal modo
provata la (7.8).

Occupiamoci ora della (iv).
Poiché le funzioni f, g sono nulle sul semiasse negativo abbiamo

(f *)( / F(r)g(t =)
Per il teo. 4.3.4 si ha

LAl = / (/f gt —7) d¢> dt
/0+°O e 2T f(T) (/TJ”X’ gt — 7)e===7) dt) 0

(ponendo t — 7 = s)

_ </0+°O T (7) dT> (/;00 e g(s) ds>

ovvero la (7.9). O
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Esempio 7.1.1. - Consideriamo la funzione di Heaviside

1 set>0
(7.10) H(t) =
0 set<O.

Si ha

z

+o0 1
1H](2) :/ etdr— L
0
per ogni z tale che R(z) > 0.
Piti in generale, se f(t) = et e R(z) > R(a), allora
t e ( )t
11 “¥(z) = “Cetgp—
(7.11) Zle1(2) /0 ’ dt =
Esempio 7.1.2. - Se f(t) = x[o,n(t) si ha
h 1—e Pz
2 = [ e ta =
0

z

per ogni z € C.

Posto
(7.12) n(t) = x(0,n)(t) /1
abbiamo

1—e P2
(7.13) ZLon®)](2) = ———

La famiglia di funzioni dy, tende q.o. alla funzione nulla. Si prova facilmente
che

+oo
(7.14) lim On(t)p(t) dt = ¢(0)

h—0 S

per ogni funzione ¢ € CO(R): la famiglia {01} ha per limite la cosiddetta delta
di Dirac (cfr. oss. 4.4.2).

1

Esempio 7.1.3. - Consideriamo la funzione f(t) =t~ con a > 0.

Si ha o[f] = 0. Se z é reale risulta

Do)

ZO(

+o0 1 too
2= [ eteta= L [ et =
0 0

z

E possibile estendere per prolungamento analitico tale formula a tutti i valori
complessi z posti nel semipiano {z : R(z) > 0}.
Sea=n+1, conn €N, perla (2.3) si ha

n!
Zn+1'

Z[t")(z) =
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Pitii in generale, se a € C, risulta

_ I'(«)
1 atya—1 —
(7.15) L) = i
per ogni z tale che R(z) > R(a).

Esempio 7.1.4. - Facendo appello alle formule di Eulero (1.9), alla prop. 7.1.2
e alla (7.11) abbiamo

w z

(7.16) ZL[sinwt](z) = a2 ZLcoswt](z) = e

per ogni z con parte reale positiva.
Le (7.16) sono suscettibili delle sequenti generalizzazioni

w

ZLle! sinwt](z) = G_af+a?

(7.17)

f[eat coswt](z) = m

Esse sono conseguenza dalla (7.7).

Analogamente si ha

Z[sinhwt](z) = A Zcoshwt|(z) = — -

22 —w?’ 22 —w?’

In tal caso z va scelto con parte reale maggiore di w.

Proposizione 7.1.3. - Se f ¢é periodica di periodo T allora

1 T —zt
(7.18) LU = 1 | O
per ogni z con parte reale positiva.

Dimostrazione. Si ha

+oo  (n+1)T
206 = > [ e

n=0"vnT

(con il cambio di variabile t =7+ nT)

+o00 T
= ZeiZ"T/ e *T f(r+nT)dr
n=0 0

(per la periodicita di f)

</OT e f(t) dt) :zje—z"T.
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Poiché ‘e’ZT‘ =e RAHT <1 gj ha

—+o0
Z e ? nT __ 1

- _ Tz~
= 1—e

Abbiamo pertanto la (7.18). O

Esempio 7.1.5. - Sia f la restrizione al semiasse positivo dell’onda quadra
(5.68). Per la (7.18) si ha

1) = kl[/dt—/dt]

1(l—e™)2 11—e 7™ 1 m
= - = - :ftanh(fz)
z 1—e 27z zl4e ™ 2

7.2 La formula di inversione

Sia f Laplace-trasformabile. Se x > o[f] la funzione e=** f(t) & sommabile; per
la sua trasformata di Fourier vale la seguente formula

+oo
(o) FeT ) = [ = 2+ ).

La (7.19) mette in evidenza lo stretto legame tra la trasformata di Fourier e
quella di Laplace.
Un primo risultato riconducibile alla (7.19) ¢ il seguente.

Proposizione 7.2.1. - Se f ¢ Laplace-trasformabile si ha

(7.20) lim Z[fl(x+iy)=0

ly|—+o0
per ogni x > o[f]. Se f soddisfa la (7.3) risulta
(7.21) lim Z[f](z+iy) =0

T—r+0o0
per ogni .

Dimostrazione. La (7.20) consegue dalle (7.19) e (6.24).
Sussista la (7.3) e sia > a+ 1. Si ha

(7.22) [f()e” EH < (1) < [f(B)|e™* e < Me".
La (7.22), per il teo. 4.4.2, consente di passare al limite sotto il segno di integrale
+oo
lim & iy) = i tye~@Hint g
Jim Zerin) = dim [ s

+oo
= li e~ @it} g — 0.
[ (s ) aso

Abbiamo in tal modo la (7.21). O
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Occupiamoci ora della formula di inversione della trasformata di Laplace.
Ricordiamo la convenzione secondo la quale nei punti di discontinuita f assume
il valore (5.59).

Teorema 7.2.1. - Sia [ regolare a tratti e Laplace-trasformabile. Se § > o[f]
allora

1 . B+ir »
(7.23) ft) = o3 rLHfoo o Z[fl(z)e*" dz .
L’integrale si intende esteso al segmento di C di estremi (f —ir) e (B+1ir).

Dimostrazione. La funzione g(t) = e #!f(t) ¢ sommabile e regolare a tratti.
Riscriviamo la (7.19) nel modo seguente

gw) =Z[fl(B+iw).

Per la formula di inversione (6.27) abbiamo allora

_ " iwt g Lo " L\ iwt
o) = 3= tim [ g edo= 5= tm [ UG+ iwpet do
ovvero, posto z = 4+ iw,
1 B+ir
e PLf(t) = — lim ZL[f(z)eF Ptz

27 rtoo Beir

Semplificando il termine e~#* si ottiene la (7.23). O

7.3 Applicazione alle equazioni differenziali

Se u & una funzione di classe C"~ ([0, +o0[) e u(»~1) & regolare a tratti e Laplace-
trasformabile allora, applicando n volte la (7.8), abbiamo

(7.24) Lu™](z) = 2"Z[u)(z) — [z" " uP0) + 2" 2D (0) +- - +uD(0)]

dove si & posto (9 = u e u®) ¢ la derivata k-ma di u.

Si consideri il problema di Cauchy relativo ad una equazione differenziale lineare
di ordine n a coefficienti costanti

u(n) +a1 u(n_l) +...+Qnu: f

u(9(0) = ug

w1 (0) = up_1 .
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Applicando la trasformata di Laplace ai due membri dell’equazione e utilizzando
la (7.24) si ha
P(z) Zul(z) = Z[f](2) + Q(2)

dove
P(z)=z2"+a 2" ' 4+ +ag

Qz) = wuo 2V 4 (u1 + ag up) 2P

+  (Up—1Fa1Up—2+ -+ an_1u).

In definitiva abbiamo

(7.25) Llu)(z) = 21f)(5) o + L)

A questo punto, per ottenere la soluzione, & necessario “antitrasformare”. Se
si decompongono le funzioni razionali P~' e Q@ P~! in fratti semplici si pué
ricorrere (7.11), (7.15) e (7.17) per ottenere le due v e w le cui trasformate di
Laplace sono rispettivamente P~! e Q P~!. Infine, per la (7.9), si ha la seguente
espressione della soluzione

(7.26) u=f*v+w.

Per semplicita di esposizione limitiamoci d’ora in poi al caso di equazioni diffe-
renziali del secondo ordine. Riscriviamo il relativo problema di Cauchy

u' +auv +bu=f
u(0) = ug
uw'(0) = uy
La (7.25) diventa
Z[f](z) up z + (u1 + aug)

7.27 A =
( ) [u](2) 224+az+b 224az+b
Per le funzioni razionali
1 ug z + (u1 + aug)
Ri(2)= —— Ro(z) =
1(2) 22+az+b’ 2(2) 22+az+b

e semplice risalire alle antitrasformate come gia sopra indicato.
Esempio 7.3.1. - Applichiamo il metodo sopra descritto al problema di Cauchy
v —3u +2u=f
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con
sint set e |0,n]

ft) =

0 set>m.
Per la (7.27) si ha

L), -3
22 —-324+2 22-3z+2

Zul(z) = Z[f1(2) Ba(2) + Ra(2) .-

Per la (7.15) le antitrasformate di Ry e Ry sono rispettivamente
v=e?t—e', w=2e —e2t.

La soluzione ha ’espressione (7.26). Per ottenere la soluzione bisogna calcolare
la convoluzione delle funzioni f e v.

Esempio 7.3.2. - Consideriamo il problema di Cauchy

Wt u=f
u(0) =1
u'(0) = -1
con f(t) =t.
Si ha

Zlflz)  z-1
Z = =
W@ =717+ 251
Per le (7.17) le antitrasformate di Ry e Ry sono rispettivamente

Z[f1(2) R1(2) + Ra(2) .-

v(t) =sint, w(t)=cost—sint.

A questo punto non resta che calcolare il prodotto di convoluzione

t
(fxv)(t) = / sint (t —7)dr.
0
Esempio 7.3.3. - Per quanto riguarda il problema di Cauchy
u —2u +u=f

ancora con f(t) =1t si ha

L1 = P s = 26 L) + 2.

La soluzione ¢é .
u(t) = / e T(t—T7)dr +te'.
0



156 CAPITOLO 7. LA TRASFORMATA DI LAPLACE



Capitolo 8

Distribuzioni

8.1 Definizioni ed esempi

Definizione 8.1.1. - Una funzione misurabile u dicesi “localmente sommabile”
se & sommabile la sua restrizione ad un qualsiasi intervallo limitato. Lo spazio
costituito da tali funzioni si denota con il simbolo L] (R).

Ad ogni funzione u € L] (R) si pué associare il funzionale lineare
+oo
(8.1) v € IR) —<u,p>= / u(z)p(x) dx

—00

dove Z(R) ¢ lo spazio introdotto nella def. 6.4.2. La funzione u ¢ ¢ integrabile
in quanto essa € non nulla in un intervallo limitato e, in tale intervallo, essa ¢ il
prodotto di una funzione sommabile e di una limitata.

Sussiste il seguente risultato.

Proposizione 8.1.1. - Se il funzionale lineare (8.1) & nullo allora u é quasi
ovunque uguale a zero.

Dimostrazione. Consideriamo la restrizione di u, per esempio, a [—m, 7] e la
funzione di 2(R)

0 se |x| >

il cui supporto & [—, 7.
Per ipotesi si ha

/7r u(z) n(z)e™ dr =0

—T

157
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per ogni n € Z dal momento che n(z)e* € P(R). 1 coefficienti di Fourier di
un sono quindi nulli. Pertanto (cfr. oss. 5.3.1) la funzione un & quasi ovunque
nulla; cié comporta che la restrizione di u all’intervallo [—7, 7] & quasi ovunque
nulla. Alla stessa conclusione si perviene se si sceglie un qualsiasi altro intervallo.
Abbiamo quindi ’asserto. O

Il risultato appena dimostrato consente in sostanza di identificare una funzione
localmente sommabile con il funzionale lineare (8.1). E questo I'appiglio cui ci
aggrapperemo per estendere la nozione di funzione.

Prima di far cié dobbiamo introdurre una topologia in Z(R) rispetto alla quale
il funzionale (8.1) sia, oltre che lineare, anche continuo.

Definizione 8.1.2. - La successione {¢n} di funzioni di 2(R) converge alla
funzione nulla se

o | supporti delle funzioni p, sono contenuti in un intervallo limitato;
e per ogni intero k > 0 si ha

lim [|¢{ oo =0,

n—-+oo

ovvero le successioni {gpﬁl )} convergono uniformemente a zero.

La successione {@n} converge alla funzione ¢ se {¢o, —p} converge alla funzione
nulla.

Definizione 8.1.3. - Si chiama “distribuzione” un’applicazione lineare
fipePR)— flp) =< f,p>eC
che sia anche “continua” nel senso che
(8.3) lim ¢, =p= lim < f,p, >=<f,0> .
n—oo n—oo
Lo spazio delle distribuzioni si denota con il simbolo 2'(R). Le funzioni di Z(R)
prendono il nome di “funzioni test”.
Di semplice verifica e il seguente utile risultato.

Proposizione 8.1.2. - La continuita di un funzionale lineare su Z(R) va
verificata solo in zero. Altrimenti detto, vale la (8.3) se e solo se

lim ¢, =0= lim < f,p, >=0.

n—oo n—oo

Introduciamo ora topologia in 2’(R) definendo in essa opportunamente la no-
zione di convergenza.

Definizione 8.1.4. - Una successione di distribuzioni {f,} tende a f € 2'(R)
se
lim < fo,o>=<fp>

n—-+oo

per ogni ¢ € 2(R).
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Proposizione 8.1.3. - Una funzione u € L{, (R) ¢ una distribuzione.

Dimostrazione. Per la prop. 8.1.2 basta verificare che il funzionale (8.1) &
continuo in zero.
Se {pn} converge a zero in Z(R) allora

+o0o
\/ 2)pu() da| < /\u Jde ) loallco

dove [a,b] & un intervallo che contiene i supporti delle funzione ¢,,. Poiché

lim || co
n—oo
si ha ’asserto. O
Di semplice verifica € il seguente risultato.
Proposizione 8.1.4. - Il funzionale
(8.4) do 1 € Z(R) — ¢(0)
e una distribuzione.

Definizione 8.1.5. - Il funzionale (8.4) prende il nome la “delta di Dirac”.
Pid un generale con il stimbolo

oz + p € Z(R) — ()
st denota la “delta di Dirac concentrata in x”.

Proposizione 8.1.5. - La distribuzione (8.4) non si pud identificare con una
funzione.

Dimostrazione. Procediamo per assurdo. Sia ¢ una funzione localmente som-
mabile tale che

“+o0
(85) | d@) e ds = p(0)
per ogni funzione test ¢.
Se n € N poniamo ¢, (z) = n(nx) dove n & la funzione (8.2). Tali funzioni sono
convergono a zero (.0.. Inoltre
pul@) <™, we[-ma.

Per il teo. 4.4.2 si ha
+m

lim 5(z) gn(z) dx = /W 5(z) ( lim o (z )> dz =0.

n—-+o0o o . n—-+oo

D’altra parte per la (8.5) si ha

+o0 R
/ 5(@)on () dr = pn(0) = ¢

abbiamo quindi un assurdo. O
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Osservazione 8.1.1. - Abbiamo piu volte accennato a famiglie di funzioni che
convergono, nel senso della def. 8.1.4, alla delta di Dirac. Il procedimento attra-
verso il quale si perviene ai mollificatori (cfr. par. 4.4) rappresenta un modello
per costruire funzioni che approssimano la delta. Altre famiglie di funzioni sono
i nuclet di Dirichlet (cfr. par. 5.4), quelli di Fejér (cfr. par. 5.6), le funzioni
sin(rt)/(mt) che intervengono nella dimostrazione del teo. 6.3.2, il nucleo del
calore e, per finire, la famiglia di funzioni 0y, dell’es. 7.1.2.

Proposizione 8.1.6. - La famiglia {Z[0]} delle trasformate di Laplace delle
funzioni (7.12) converge nel senso delle distribuzioni, al tendere di h a zero, alla
funzione identicamente uguale a 1.

Dimostrazione. Se p € P(R), per il teo. 4.3.4 si ha

T apiweme = [ (/ st i) (o) d

— 00 — 00 — 0o

[ ([ s

Per la (7.14) la famiglia {d;,} delle funzioni (7.12) converge alla delta di Dirac
al tendere di h a zero. Si ha

+o0 +too
i [ Zol@pta e = [ pta)da

—0o0
da cui I'asserto. O
Osservazione 8.1.2. - [l precedente risultato suggerisce di porre ZL[6o](z) = 1.

Esempio 8.1.1. - Poniamo

1
(5.6) L |z| > €
: Ue =

0 selz|<e.

Se ¢ ¢ una funzione test sia [—r,r] un intervallo contenente il suo supporto. Si

ha
<%w>:/‘ wmdm:/ p(z) —9(0)
e<fal<r e<[z|<r

xT €T

dal momento che

/ @ der =20
e<lz|<r T

La funzione

(8.7) v 20— 2B =¢0)
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ha una singolarita eliminabile in zero; essa € quindi localmente integrabile.
L’integrale a secondo membro é costante per valori di r abbastanza grandi.
Si pone

im [ 2@ =00 ) /+°° p(@) = #0) .

r—+oo J_ . x oo x

dove lintegrale a secondo membro non vuole indicare l'integrale in senso ordi-
nario della funzione (8.7) essendo questa non sommabile: esso prende il nome
di “integrale valor principale” o anche di “integrale alla Cauchy”.

La famiglia di distribuzioni (8.6) converge quindi nel senso della def. 8.1.4 al
funzionale lineare

@) = p(0)

X .

(8.8) pePR)— (V.p.)/

Proposizione 8.1.7. - Il funzionale (8.8) ¢ una distribuzione.

Dimostrazione. Dobbiamo solo verificare la continuita. Sia {¢,} una succes-
sione di Z(R), con i supporti contenuti in [—r,r|, convergente a zero. Per il
teorema di Lagrange si ha

on(T) — pn(0)

| < llgnllen

da cui si deduce che

" onle) = oal0)

lim rz=0.
n—-+oo _r

Quindi il funzionale (8.8) & una distribuzione ed ¢ il limite in 2’ (R) della famiglia
di funzioni (8.6). O

Definizione 8.1.6. - La (8.8), nota come “distribuzione valore principale di
1/x”, viene indicata con simbolo

(v.p.) % .

Da osservare che 1/x non é localmente sommabile e quindi la distribuzione non
pud in alcun modo identificarsi con tale funzione.

8.2 Derivata di una distribuzione

Per definire la derivata di una distribuzione il punto di partenza & la seguente
identita

+oo +oo
(8.9) / o (z)p(z) de = —/ u(z)y' (x) dx
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valida per funzioni u di classe C1(R) e per funzioni test ¢. Per la (8.9) la distri-
buzione associata alla funzione u’ si pud descrivere attraverso una distribuzione
che coinvolge solo la u. La (8.9) viene presa a modello per introdurre la nozione
di derivata di una distribuzione.

Definizione 8.2.1. - La derivata di una distribuzione f é il funzionale lineare
e continuo su Z(R)

(8.10) ffipe2R) — —< fp > .
Vale cioé la sequente relazione
<fhe>=—<f¢>

che estende alle distribuzioni ’identitd (8.9).

Esempio 8.2.1. - Calcoliamo la derivata della funzione di Heaviside (7.10). Si
ha

<H' p>=—-<H, ¢ >= /()+Oogo’(x)dx ©(0).
Quindi H' = 4.
Esempio 8.2.2. - La distribuzione 8}, agisce nel modo sequente
< Ohyp >=— < g, ' >= —¢'(0).
Proposizione 8.2.1. - La derivata dilog|z| é la distribuzione (8.8).

Dimostrazione. Se ¢ € 2(R) e [—r,r] ne contiene il supporto si ha

+o00 T
/ log |z] ' () dar = / log [z][(x) — p(0)]' dz

—00 -

li
e—

m / log lallp(x) - £(O) da + lim / log ] l¢(z) — p(0)] da

= iy [ O o iy (loge [p(e) ~ 9(0)) - 9(0)logr
~ i Mdﬁgn (loge [p(~&) — (0)]) + (0) log r
L[y [T,

- —<(V.p.)%7tp>

da cui 'asserto. O
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Esempio 8.2.3. - Per semplificare le notazioni indichiamo con f la distribu-
zione (8.8). Procedendo come nell’es. 8.1.1, scelto r in modo che il supporto di
© sia contenuto in [—r,r], si ha

T Y@) - ¢0)

T

<fhe> = —<ﬁ¢>=—/

-T

= [ @ - e0) - ¢l s

T

_ WpJ/+“¢@ﬂ—¢m)—¢%mwd%

2
o T

Il seguente risultato estende al caso delle distribuzioni un ben noto teorema del
calcolo differenziale.

Proposizione 8.2.2. - Se f' =0 allora [ ¢ costante cioé

+oo
(8.11) < fip>= c/ plx)de, Yee Z(R)

— 00
con c € C. Si ha cioe f =c.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che le derivate di funzioni test si carat-
terizzano come funzioni test ad integrale nullo. La condizione f’ = 0 equivale
quindi ad affermare che < f,4 >= 0 per ogni ¢ € Z(R) tale che

+o00
Y(x)dr =0.

— 00

Sia ¢ una funzione test tale

ha integrale nullo. Quindi

+oo

0=<ﬁw>=<ﬂ¢>—</

— 00

me)<ﬁ%>

OvVvero
—+oo

<ﬂ¢>=<ﬂwo>(/

— 0o

@@&Q.

Abbiamo cioe la (8.11) con ¢ =< f, po >. O
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Definizione 8.2.2. - Se ¢y € C®°(R) e f € P'(R) il prodotto di 1) e f & la
distribuzione
Vf:e—=<fie>.

Esempio 8.2.4. - Si ha
< xdp,p >=< g,z >=0

per ogni @ € Z(R). Quindi la distribuzione x 0y & la distribuzione nulla.
Poiché
<z dp,p >=< 6,z >=— <o, Ty >=—p(0)
si ha x 6y = —do.
Se f denota la distribuzione (8.8), posto v = x ¢, si ha

et [

<z f,p>=<f,1p >=(v.p.) p(z)dx.

X

— 00 — 00
Risulta quindi x f = 1.
Di semplice verifica ¢ il seguente risultato.

Proposizione 8.2.3. - Se ¢y € C*(R) e f € 2'(R) allora

W) =d"f+uf.

8.3 Distribuzioni temperate

Ci accingiamo a definire la trasformata di Fourier di una distribuzione.
Punto di partenza & la (6.25): se f € L' e p € Z(R) si ha

+oo +oo
| iwewd= [ e,
—o0 —o0

L’idea e di definire la trasformata di Fourier di una distribuzione f in modo che
risulti

(8.12) <fiop>=<fp>.

Non & per6 detto che ¢ appartenga allo spazio Z(R) delle funzioni test. La
via d’uscita consiste nel cambiare lo spazio delle funzioni test propendendo per
uno che sia stabile rispetto alla trasformata di Fourier. Ad un tale ruolo ben si
presta lo spazio .¥(R) (cfr. prop. 6.4.1). Dobbiamo per6 prima provvedere ad
introdurre in tale spazio una topologia.

Definizione 8.3.1. - Una successione {¢,} di funzioni di 7 (R) converge alla
funzione nulla se, per ogni coppia h,k di interi non negativi, {x" @y} converge
uniformemente a zero.

Si dice che {p,} converge alla funzione ¢ se {p, — ¢} converge alla funzione
identicamente nulla.
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Si verifica facilmente che una successione convergente in Z(R) & convergente
anche in . (R). Esistono invece successioni di 2(R) convergenti in .#(R) ma
non in Z(R). La successione di funzioni

1
() = o 0z —n),
dove 7 & la funzione (4.27), converge a zero in .(R). Infatti, se h, k sono interi
non negativi, si ha

(n+1)"

(n+ 1)t
2’ﬂ

"rh Dknn(x” < om

9] = ™

da cui si ottiene che la successione {z" D*7,} converge uniformemente a zero.
La successione {n,} non converge invece in Z(R) visto che i supporti delle
funzioni 7, non sono confinati in un intervallo compatto.

Perché il secondo membro della (8.12) sia continuo su .%(R) abbiamo bisogno
del seguente risultato.

Proposizione 8.3.1. - La trasformata di Fourier é un’applicazione continua di

Z(R) in sé.

Dimostrazione. Per la prop. 6.4.1 resta da verificare solo la continuita. Bi-
sogna cioé provare che {¢,} converge in .(R) alla funzione nulla se {¢,} fa
altrettanto. Dalle (6.33) e (6.23) si ha

(8.13) |w* D" (w)| = | F[D* (z"pn) ()] < D" (2" o)1 -
La successione il cui termine generale &
(1+2) D" (a" ¢ (2))
converge uniformemente a zero. Esiste quindi una costante C tale che
(1+2%) [D*(z"pn(2))| < C

ovvero C
k(. h
| D" (2" pn(z))] < T2

Il teo. 4.4.2 consente allora di affermare che

lim || D" (@)l = 0.
Dalla (8.13) si deduce che la successione {w*D"@,,} converge uniformemente a
zero. Abbiamo quindi ottenuto la convergenza a zero in . (R) di {¢,}. O

Definizione 8.3.2. - Un funzionale lineare e continuo su .7 (R) é detta “di-
stribuzione temperata”. Lo spazio costituito da tali distribuzioni si denota con

Z'(R).
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Una distribuzione temperata ¢ un funzionale continuo che agisce su uno spazio
pid ampio e pid ricco di successioni convergenti di quanto non sia 2(R). In
realta .’ (R) & strettamente contenuto in 2’(R). Basti pensare alla funzione
localmente sommabile e®”.

Definizione 8.3.3. - Per “funzioni a crescita lenta” si intendono le funzioni
che si presentano come prodotto di un polinomio e di una funzione sommabile.

Proposizione 8.3.2. - Le funzioni a crescita lenta sono distribuzioni tempera-
te.

Dimostrazione. Sia f = Pu con P polinomio e u € L'(R). Se {¢,} converge a
zero in Z(R) si ha

+oo
g/ (@) P(2) @n(@)] dz < [[ul1][P @nlloo -

—0oQ

]/:fﬂmwawdx

Poiché
Jim [P ¢nflec =0
si ha
+oo
i - f(@) pn(z)dz =0
da cui I’asserto. O

Proposizione 8.3.3. - Sono a crescita lenta i polinomi e le funzioni apparte-
nenti a un qualche spazio di Lebesgue LP(R).

Dimostrazione. Se f € un polinomio di grado n allora la seguente scrittura

_ f@)
14 a2

(.14) /(@) (14 22) = u(z) (1 +22),
con u ovviamente sommabile, comporta che f & a crescita lenta.
Se f € LP(R) basta scrivere f come in (8.14) avendo cura di scegliere n in modo
tale che (1 + 22")~! appartenga a LI(IR) con ¢ esponente coniugato di p: in tal
caso infatti la funzione
f(z)
14 x2n

appartiene a L'(R) per la disuguaglianza di Holder.
La (8.14) consente anche di concludere che le funzioni limitate sono a crescita
lenta. O
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8.4 Trasformata di Fourier in .#’'(R)

Siamo ora in grado di definire la trasformata di Fourier per una distribuzione
temperata f. In tal caso il termine a secondo membro nella (8.12) &, per la
prop. 8.3.1, un funzionale lineare e continuo su .#(R) cio¢ una distribuzione
temperata.

Definizione 8.4.1. - La distribuzione temperata
fioped —<f¢p>

é la trasformata di Fourier di f.

Esempio 8.4.1. - Si verifica facilmente che le delta di Dirac 6y sono distribu-
zioni temperate. Essendo

~ “+o0 )
<5)\7§0 >= 5A7¢ >= (ﬁ()\):/ (p(t)efl)\tdt

— 00

si ha che 0y coincide con la funzione limitata e M.

In particolare si ha che 6o = 1.

Esempio 8.4.2. - Sia f(z) = e**. Se p € Z(R), per la formula di inversione
(6.9) si ha

<fo>= /m e p(x) dz = 21 p(N)
da cui
(8.15) Fe™] = 271 6,
e, in particolare,
(8.16) F1] =2ndp.

Definizione 8.4.2. - Se f ¢ una distribuzione indichiamo con il simbolo f(—x)
la distribuzione

< f(=2), p(x) >=< f(z),p(=2) > .

Se f(x) = f(—x) la distribuzione f(x) dicesi pari; se invece f(x) = —f(—x)
essa dicesi dispari.

E possibile estendere la formula (6.32) alle distribuzioni temperate.
Si ha

< fip>=<f,¢p>=<f,o>=2r < fp(~z) >=271 < f(~2),p >
ovvero

(8.17) fla) =27 f(~2).
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La trasformata di Fourier gode, anche in tale nuovo contesto, di tutte le proprieta
elencate nel teo. 6.2.1. Queste sono una quasi immediata conseguenza delle

corrispondenti proprieta valide per funzioni a decrescenza rapida.
Si ha

<ZFflle> = <flo>=—-<[f,¢ >=i <[, Flry] >

z‘<f,xcp>:i<xf,<p>

OVVero
(8.18) Flf=ixf.
Si ha inoltre
<flo> = —<fid>=—<fF]>=—i < fizp>
= —i<zf,p>=—i < ZFlxfl,p>
ovvero
(8.19) if = ZFlf].

Esempio 8.4.3. - Per semplicita indichiamo con f la distribuzione (8.8) che
st dimostra essere temperata.
Per la (8.19) e per quanto osservato negli es. 8.2.4 e 8.4.2 abbiamo

(8.20) if = Zlxf]=F1)=2rb.
Se

1 set>0

sgn(t) =

-1 set<0

denota la funzione “signum”, si ha
1

(8.21) H(t) = B [sgn(t) + 1]

e quindi sgn’(t) = 28q. E allora possibile riscrivere la (8.20) nel modo sequente

(i f —msgn(t)) =0.
Per la prop. 8.2.2 risulta zf = 7 sgn(t) + ¢ con ¢ costante. Poiché [ ¢ dispari
tale e anche f: deve essere allora ¢ = 0. In definitiva si ha

(8.22) f=—insgn(t).

Applicando la trasformata di Fourier ad entrambi i membri della (8.22), per la
(8.17) e tenendo conto che f ¢é dispari, abbiamo

fit) =21 f(~t) = =23 f(2).
Infine, per la (8.21) e (8.16), si ha
H=—if+md.

F[sgn(t)] =

3~
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8.5 Distribuzioni periodiche

Definizione 8.5.1. - La distribuzione
f(z—=z0) : ¢ € Z(R) —< f(z), p(z + 20) >
prende il nome di “traslata” di f.

La nozione di funzione periodica di periodo T si estende alle distribuzioni nel
modo seguente.

Definizione 8.5.2. - La distribuzione f ¢é periodica di periodo T se

fl+T) = f(z)
ovvero se
< (o +T), (@) >=< f(), oz —T) >
per ogni ¢ € D(R).

Sia u tale che u(t) = 0(|t| ™) con a > 1.

La funzione
+oo

up(t) = Z u(t —kT),
k=—o0
periodica di periodo T, prende il nome di “ripetizione periodica” di u. Va
osservato che la serie converge uniformemente su ciascun intervallo di periodicita
per l'ipotesi sul comportamento asintotico di u.

Si consideri la restrizione di ur all’intervallo [-=T'/2,T/2] e i suoi coefficienti di
Fourier (6.6). Si ha

T/2 iagee T/2 +oo 2

T/2 -T/2
1 & 7 (2pn s
= = u(t — kT)e~ dt
T k:z—:oo /T/2

(con la sostituzione t — kT = T)

1 X TR i2pes 1 [t i2pns
= — u(r)e™" T dr = —/ u(r)e™ " T dr
T k::z—oo /—T/2—kT T /) -

_ 1, (2

Se la funzione w ¢ sufficientemente regolare, per esempio di classe Z(R), la
funzione ur € somma della sua serie di Fourier. Abbiamo quindi

= 1,27r71t 1 = R 2nm i2nnt
urp(t) = Z (t —nT) Z cne =7 Z u(T> e T

n=—oo n=—oo n=—oo
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da cui, posto ¢t = 0 e scambiando n con —n,

(8.23) ic u(nT)z% io u(ggﬂ>

n=-—oo n=—oo

Passiamo ora a considerare un esempio notevole di distribuzione periodica

Z §(t —nT) Z Sn

n=—oo n—=—oo

detta “pettine” di delta di Dirac con passo T o, anche, “treno di impulsi”.
Verifichiamo innanzitutto che essa ¢ una distribuzione temperata.
Se ¢ € Z(R) si ha
“+o0
<frp>= Y @n);
n=—oo
la serie converge vista la rapidita con cui ¢ tende a zero all’infinito.
Sia {¢r} una successione convergente alla funzione nulla in .(R). Si ha

+oo
(1 +n°T?)py(nT)
< f7 Y > = Z 1 +n2T2
+o0 1
2

Dal momento che
lim [(1+ 2?)@klloo = 0

k—+
si ha

li 0.
m < fipr >=

Per la (8.23) abbiamo

= 1 2nm = oo P2z ne
Zw(nT)=TZ¢( ) Z/ - dt

che, mutando n in —n, pud essere scritta nel modo seguente

400 1 +o00
i2mnt
< Z 6nTa<p>:<T Z e T o>

n=-—oo n=—oo

per ogni ¢ € .Z(R).
Abbiamo quindi

= 1 <X e
Z 6nT:T Z e T

n=—oo n=—oo
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uguaglianza da intendersi nel senso delle distribuzioni.
Infine, per la (8.15) si ha

+oo 25 +oo
ylz dur | =5 D Gage.
n=-—oo n=-—oo

In definitiva la trasformata di Fourier di un pettine di delta di Dirac con passo
T & un pettine di Dirac con passo (27)/T.
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Appendice A

Il teorema di Riesz

Lemma A.0.1. (Lemma di Riesz) - Sia V' un sottospazio lineare chiuso e
proprio di uno spazio di Banach. Allora, comunque si fissi € > 0 é possibile
determinare un elemento u di norma unitaria tale che

(A1) dist(u, V) >1—¢.

Dimostrazione. 1l fatto che V sia chiuso e che sia un sottoinsieme proprio
consente di scegliere un elemento ug & V tale che d = dist(ug, V) > 0. Essendo

d = inf ||jug —v|,
inf [lug — o]
per le proprieta dell’estremo inferiore esiste un elemento vy € V tale che

d
A2 < luo — —.
(A2) d < [lug Uo||<1_€

Allora il vettore di norma unitaria
Uo — Vo
UY=—
[|uo — vo|

verifica la (A.1). Infatti se v & il generico elemento di V' si ha

lluo — (vo + v[jug — voll)||
[[uo — vol|

[u— o] =

Poiché (vg + v||ug — vo]|) € V si ha, per le (A.2),

d
> —= _ —1—
lu=vll > gy =1 <,

da cui, essendo v arbitrariamente scelto in V, la (A.1). O

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente risultato.
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Teorema A.0.1. (Teorema di Riesz) - Se la sfera unitaria di uno spazio di
Banach & compatta allora lo spazio ha dimensione finita.

Dimostrazione. Procediamo per assurdo. Esiste allora una successione di sot-
tospazi vettoriali il cui n—mo termine V,, ha dimensione n ed ¢ quindi chiuso;
sia inoltre V,, C Vj41. E possibile allora, per il Lemma di Riesz, costruire una
successione di vettori {v,,} di norma unitaria, con v, € V,, e

dist(vy,, Vp—1) > % )

Sia n > m; si ha allora |[v, — v,,|| > 3. Dalla successione {v, } non & possibile
quindi estrarre alcuna sottosuccessione convergente. O



Appendice B

Il teorema di Ascoli-Arzela

Consideriamo una successione di punti

(B]') Y1592, 3y Yny "o

densa in [a,b]. Sia {f,} una successione di funzioni di E. Tale successione &
limitata: quindi & limitata la successione numerica {f,(y1)}; da essa estraiamo
una sottosuccessione convergente che denotiamo nel modo seguente

fll(y1)7f12(y1)7 e 7f1n(y1)7 e

Consideriamo ora la successione numerica { f1,(y2) }; in quanto limitata da essa
e possibile estrarre una sottosuccessione convergente

Ja1(y2), fa2(y2), -+ 5 fan(y2), - - .

Con tale procedura si ottiene la seguente tabella ad infinite righe e colonne

fll f12 f13

f21 f22 f23
(B.2)

f31 f32 f33

con le seguenti caratteristiche:

a) ogni riga rappresenta una successione estratta da ciascuna delle successioni
contenute nelle righe precedenti nonché dalla successione { fy, };

b) la successione che occupa la riga k—ma converge in y, e quindi, per quanto
detto al punto a), in ogni y, con h < k.
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Consideriamo la successione diagonale, cioe la successione il cui termine n—mo
e gn = fnn
Tale successione converge in ogni punto y in quanto essa, a parte un numero
finito di termini, e estratta da tutte le successioni che costituiscono le righe della
tabella (B.2).
Sfruttando 'equicontinuita & ora possibile dimostrare che la successione {g, }
converge in ogni punto dell’intervallo [a,b] e che tale convergenza & uniforme.
Fissato € > 0 si determini ¢ secondo quanto indicato nella def. 3.3.3. Suddivi-
diamo l'intervallo [a, b] in m intervalli tutti di ampiezza inferiore a ¢ e scegliamo
in ciascuno di tali intervalli un punto della successione (B.1); denotiamo tali
punti con i simboli

21,22, yZm -

Fissato un punto x supponiamo che esso appartenga all’intervallo cui appartiene
il punto z;. Si ha allora

gk () — gn ()] < lgr(®) — gr(2:)] + g (2:) — gn(2:)] + gn(2i) — gn(w)| < 3¢

vuoi per la condizione di equicontinuita (3.34) vuoi per la convergenza della
successione numerica {gx(z;)}. E evidente che la stima vale per h, k maggiori
di un opportuno indice v, lo stesso indice v a partire dal quale risulta, per la
convergenza di {gx(2i)},

|9k (2:) — gn(zi)| <e.

Va sottolineato il fatto che le successioni numeriche {gx(z;)} sono in numero
finito. Cié e essenziale per poter concludere che la stima sopra ottenuta e
uniforme al variare di x.

Abbiamo in tal modo dimostrato che E € compatto in quanto da ogni sua
successione abbiamo estratto una successione che converge uniformemente.
Osserviamo che e anche possibile invertire tale proposizione; si pué infatti di-
mostrare che se ¥ ¢ compatto allora necessariamente F deve essere un insieme
chiuso, limitato e con la proprieta che le funzioni che ad esso appartengono sono
equicontinue.



Appendice C

Il teorema di
approssimazione di
Welerstrass

Riportiamo la dimostrazione del seguente risultato di approssimazione di Weier-
strass dovuta al matematico ucraino S. Bernstein.

Teorema C.0.1. - Data f € C°([a,b]), per ogni e > 0 esiste un polinomio p
tale che

If =plleo <e.

Dimostrazione. Supponiamo che l'intervallo di definizione sia I'intervallo [0, 1]
e consideriamo i cosiddetti polinomi di Bernstein

z k ,
pol) =Y (1)1 () st -,
k=0
Derivando rispetto a z la classica formula del binomio di Newton
(C.1) (x+y)" = Z (Z) xhyn—k
k=0

e moltiplicando per x si ha
(C.2) nr(z+y)" = Z k (Z) T

k=0
Differenziando due volte la (C.1) rispetto a 2 e moltiplicando per x? si ottiene
(C.3) n(n —1)az?(z +y)" 2 = Z k(k—1) (Z) T

k=0
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Ponendo y =1 — z nelle (C.1), (C.2) e (C.3) si ha rispettivamente

Si ha pertanto

n

3 (k — na)? (Z) 2k (1 — z)n*

k=0
— ;::)k? (Z)x’“(l —z)" Tk~ 2n§k<2)xk(1 — )k

+ n*2? Y, <Z) 281 — 2)"% = [nz + n(n — 1)2?] — 2n%2? + nz?

da cui

n

(C.4) 3 (k- na)? (Z) 2k (1 —2)"* = nz(1 - z).

k=0

Per l'uniforme continuita di f, fissato € > 0, si pu6 determinare un § > 0 tale
che

(C.5) F@) = fy)l <e  Vaye[01];
sia inoltre M tale che

(C.6) |f(z)| < M, Vz € [0,1].

Si ha allora

@) — @] =[5 (st - (5)) (1)t~

k=0

| 5 - () (o
|5 s E) o

|k—nz|>dn
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Se |k — nxz| < nd si ha anche |z — k/n| < ¢ e quindi, per la (C.5),

‘f(w) oy (i)‘ <e
(1) Q-

|k—nz|<dn

pertanto risulta

< lkgj@ fla)—f (f;) (Z)x’%l — )
< e (k_gm <Z> 2 (1 — z)”k>
<

e (é <Z> 2k (1 — x)"k> —e.

Se invece |k — na| > nd si ha

£ (o) (e

|k—nz|>dn

(per la (C.6))

<2M (kgm (Z) 21— x)"k)

(essendo [k —nal > 1)
no

= 32]?2 (i(k — na)? <Z) (1 x)""“>

k=0

(per la (C.4))

2M

Poiché z(1 — ) < 1/4 in definitiva si ha

|f(z) = pu(z)| < e+ a2
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Se allora si sceglie n in modo tale che risulti

> R
" 2nd?

si ha
|f(z) = pu(z)| < 2¢

da cui 'asserto. O



Appendice D

Partizione dell’unita

Negli spazi metrici completi la nozione di compattezza pud essere formulata
in due modi diversi tra loro equivalenti. Infatti alla tradizionale definizione di
compattezza per successioni si pué affiancare quella per ricoprimenti.
Premettiamo la seguente definizione.

Definizione D.0.1. - Una famiglia di aperti {A;}icz di uno spazio metrico X
e un ricoprimento se
X=[JA:.

i€L
La famiglia {A;}jes con J CZI é un sottoricoprimento di {A;}icz se
x=1J4.
JjeT
Vale il seguente risultato (cfr. [5]).

Teorema D.0.1. - Uno spazio metrico X completo ¢ compatto per successioni
se e solo se ogni suo ricoprimento ha un sottoricoprimento finito.

Dimostrazione. Sia X compatto. Facciamo vedere che, comunque si fissi €, &
possibile ricoprire X con un numero finito di sfere di raggio e.

Ragioniamo per assurdo. Fissato z; sia S7 la sfera di centro x1 e raggio ¢. Esiste
certamente un punto xo € X\S1, altrimenti S; ricoprirebbe X. Per induzione
si genera una successione di sfere {S,}, di raggio ¢ tali che, se x,, & il centro di
S’rL7

(D.1) Top1 & | Sk-
k=1

Poiché X & compatto la successione {z,} ha un punto di accumulazione z.
Denotata con S la sfera di centro z e raggio £/2, siano h, k, due indici tali che
sia xp,xr € S. Se h < k abbiamo x; € S} in quanto la distanza tra z; e xj ¢
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minore di €; ci6 ¢ in contrasto con la (D.1). Quindi & possibile ricoprire X con
un numero finito di sfere di raggio prefissato.

Fissato un intero n, consideriamo un ricoprimento finito di X costituito da sfere
di raggio 1/n. Se dal ricoprimento {A4;};cz non fosse possibile estrarne uno
finito allora almeno una di tali sfere non & ricoperta da un numero finito di
elementi della famiglia {4;};cz. Denotiamo con S, una tale sfera e scegliamo
in essa un punto z,. La successione {z,} in tal modo ottenuta ha un punto di
accumulazione z che appartiene ad un aperto A; del ricoprimento. Scegliamo r
in modo tale che la sfera S di centro x e raggio r sia contenuta in A;; sia n tale
che la distanza tra z,, e = sia minore di /2 e 1/n < r/2. Risulta allora S,, C 4;
contro la condizione che S,, non & ricopribile con un numero finito di elementi

di {Ai}iEI-

Supponiamo che ora che da ogni ricoprimento di aperti di X se ne possa estrarre
uno finito. Se X non fosse compatto esisterebbe una successione di punti, con
sostegno infinito, priva di punti di accumulazione. Allora per ogni x esisterebbe
un intorno sferico S, di x contenente solo un numero finito di elementi della
successione. La famiglia {5, }.zex € un ricoprimento di aperti di X. Da essa ne
ne puo estrarre uno finito; ma questo comporta che il sostegno della successione
e finito. Si e giunti ad un assurdo. O

Sia f una funzione continua definita in R". La chiusura dell’aperto
{z : f(z) #0}

prende il nome di supporto do f.

Proposizione D.0.1. (Partizione dell’unita) - Sia K un compatto di RN e
sia

(D.2) B={Bi, - ,B.}

un ricoprimento di K costituito da sfere di raggio v > 0; sia inoltre T; il centro
di B;. Esistono n funzioni @; di classe C' tali che il supporto di @; é contenuto
nella sfera di centro T; e raggio 2r e

(D.3) Zcpi(x)zl, reK.

Dimostrazione. Introduciamo la seguente funzione di classe C! il cui supporto
e lintervallo [—2, 2]

1 se |s| <1

(s2 —4)%(25%2 + 1)
27

sel<|s] <2

0 se 2 < [s].
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Sia
o) =1 (122 20)

dove || - || denota la norma euclidea di RY. 1l supporto di g; & la sfera di centro
Z; e raggio 2r. Poniamo

n—1

pr=g1, p2=02(1—g1), -, @n=gn[[(1-gi).

=1

Ovviamente il supporto di ¢,, € contenuto nella sfera di centro Z; e raggio 2r.
Dimostriamo che

(D.4) Z% = I—H(l—gi(x)).

Se2<k<mnsiha

k-1 k
ok = [T =gi(@) = [[(1 = gi(2))
i=1 i=1
e quindi
Yi = 01
2
g2 = (1-g) [0 -y
i=1
n—1 n
Pn = Hl_gz Hl_gz
i=1 i=1

Sommando tutti i termini si ottiene la (D.4).

Dalla (D.4) si ottiene la (D.3). Infatti un generico elemento x di K appartiene
ad almeno una delle sfere B; del ricoprimento (D.2) e quindi g;(z) = 1.
Concludiamo osservando che solo per semplicita abbiamo supposto che le sfere
del ricoprimento (D.2) abbiano tutte lo stesso raggio. O
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Appendice E

Il teorema della divergenza

Sia Q un dominio regolare di RY
(E.1) u=(Xy, -, Xn)

un campo vettoriale a componenti di classe C°(Q) N C1(Q).
La funzione

N
0X;
E.2 di —
(E.2) ivu ;8@

¢ nota come divergenza del campo.

Proposizione E.0.1. - La divergenza ¢ invariante per trasformazioni ortogo-
nali.

Dimostrazione. Procediamo con un cambio di variabili mediante una trasfor-
mazione
r—y=Azx

con A = (a;;) matrice ortogonale.
Ricordiamo che 'ortogonalita di A comporta che

N 1 sej=h
(E.3) Zaijaih =0jn =
i=1 0 sej#h

dove §;, € il simbolo di Kronecher (3.30).
A seguito di tale trasformazione u si muta in un campo v le cui componenti

sono
N

Y, = g ap X .
k=1
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. N :
Poiché 2 = "Ay, ovvero x; = >, _, an;ys si ha

divv = Z@y

(per la (E.3))

N N 8X N
RPN IEDS

ik=1 j=1 j

a 9X;,
Z QijAik Oz,
1 j

=1

N 9x,
= 0 = —di
Z jk: ; axj wvu

J,k=1

cioe ’asserto. O

Vogliamo qui proporre una dimostrazione del seguente risultato (teorema della
divergenza)

(E.4) /divudx:/ <u,v > do;
Q a0

v = (v;) come al solito denota il versore normale esterno alla frontiera di .
Seguiamo lo schema proposto in [2]; esso prevede vari risultati intermedi.

Lemma E.0.1. - Se i supporti delle componenti X; di u sono contenuti in una
sfera aperta B C A allora

(E.5) / divudzr =0.
A

Dimostrazione. Prolunghiamo le funzioni X; su tutto RY ponendole uguali a
zero al di fuori di B; si ottengono in tal modo N funzioni di classe C*(RY). Per
il teorema fondamentale del calcolo integrale si ha allora

T 90X,
(E.G) / 0z, dx; =0.

— 00

Indichiamo con #; l’elemento di RV~ che si ottiene cancellando la i-ma com-
ponente di z. Per una nota formula di riduzione e per la (E.6) abbiamo

0X; T 9X,;
dr = dz; =0
A 89:1 LL’ RN 8951 /]RN 1 i /

e quindi la (E.5). O

Consideriamo il cilindroide
z;, €T;
(E.7) C; =
0<z; < (&)
con T; dominio regolare dell’iperpiano z; = 0 e ¢ funzione non negativa di classe
CY(T). Indichiamo con ¥ la superficie rappresentata dal grafico di ¢.
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Lemma E.0.2. - Se X;, definita in C;, si annulla per x; =0 si ha

/ 8acl / X,v; do

dove v; ¢é la i-ma componente del versore normale esterno v.

Dimostrazione. Per semplicita di esposizione sia ¢ = N. Indichiamo con C il
cilindroide (E.7) e con T il dominio in cui ¢ ¢ definita.
Per una nota formula di riduzione si ha

w(ZN)
/ 0Xn dx:/do}N/ 0Xn dzy .
c OrNn T 0 Oz N

D’altra parte, poiché per ipotesi Xy (Zx,0) = 0, si ha

e(@EN) gx
/ 3 N dzy = Xn(Zn,p(2N)) -
0 N

Abbiamo quindi

0X . . .
) N dr = / XN(CCN,tp(JCN))dIN.
c UTN T
Poiché
1
UN = ——
L+ [[Vell?
dove
IVel® = Z 02,
si ha
/ XN(JA?N,QO(JAIN) diN = / XN UN do.
T pY
Abbiamo pertanto l’asserto. O

Lemma E.0.3. - Sia T un punto appartenente alla chiusura di ). FEsiste un
intorno sferico U di T tale che

(E.8) /divudXZ/ <u,v > do
Q a0

per ogni campo vettoriale w nullo al di fuori di U.

Dimostrazione. Se € un punto interno a €2 sia U un qualsiasi intorno sferico
di & contenuto in €2: basta allora applicare il lemma E.0.1.

Consideriamo ora il caso T € 0. Ricorrendo eventualmente ad una traslazione
ed una rotazione si pué fare in modo che sia positiva ogni componente di T e del
vettore VU (Z), normale alla frontiera.Ovviamente tale cambio di variabili non
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ha effetti sui valori assunti dai due integrali in (E.8) in quanto sia la divergenza
(cfr. proposizione E.0.1) sia il prodotto scalare sono invarianti.
Facciamo vedere che esiste un intorno Uy di Z tale che

X
OXN g = Xy do

E.9
( ) o Oz 0

con X a supporto compatto contenuto in Uy.

Essendo U, (Z) > 0, per il teorema di Dini sulle funzioni implicite & possibile
determinare un intorno sferico di Z tale che la porzione della frontierain esso
contenuta si rappresenti come grafico di una funzione positiva ¢ di & e che la
parte sottostante tale grafico sia contenuta in 2. Possiamo cioe fare in modo che
I'intersezione di tale intorno con € sia contenuta nel cilindroide (E.7) relativo a
. Si puo allora applicare il lemma E.0.2 per ottenere la (E.9).

Se al posto della variabile z si considera un’altra variabile x; si ragiona allo
stesso modo; si ottiene quindi un intorno U; di T tale che

0X;
dx = X,v; do
o 0z o9

se X; ha supporto contenuto in Uj.
Se U ¢ lintersezione degli intorni sferici U; si ottiene la (E.8) a patto che il
campo vettoriale sia a supporto compatto contenuto in U. O

Siamo ora in grado di dimostrare la (E.4).

Dimostrazione. Ricopriamo la chiusura di 2 con un numero finito
{Ula e 7U7L}

di sfere; si pud fare in modo che esse siano interne a §2 oppure che i loro centri
siano punti di 9f.

Sia {¢;} una partizione dell’unita relativa a tale ricoprimento (cfr. proposizione
D.0.1 dell’Appendice A). E possibile applicare a ¢;u, a seconda dei casi, o il
lemma E.0.1 o il lemma E.0.2. Si ha pertanto

/ < pju,v > do= / div(p,u)dx.
o0 o

D’altra parte

N
. 0
[ divteman > | 0 o0 o

N
. 0,
= /Qcpjdlvud:chiE_l/QXi 8:55 dz
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Poiché > ;%5 = 1 sulla chiusura di @ abbiamo

n
/ <w,v>do = Z/ < pju,v > do
1) =1Joe

n N a
= /Q jz:;pj divudx—k;/QXiami Zgoj dzx

j=1
= divudz
Q

cioe lasserto. O

Concludiamo riportando il seguente risultato equivalente al teorema della diver-
genza.

Teorema E.0.1. - Sia u una funzione di classe C°(Q) NC(Q) con Q dominio
regolare; allora

0
Y dazz/ uy;do.
o 0z 29

Le (E.10) sono anche note come formule di Gauss-Green.

(E.10)




190 APPENDICE E. IL TEOREMA DELLA DIVERGENZA



Bibliografia

Barozzi G.C., Matematica per 'Ingegneria dell’Informazione, Zanichelli
Fleming W., Functions of Several Variables, Springer-Verlag

Giaquinta M. - Modica G., Note di metodi matematici per ingegneria
informatica, Pitagora

Gilbarg D. - Trudinger N.S., Elliptic Partial Differential Equations of Second
Order, Springer-Verlag

Giusti E., Analisi Matematica 2, Boringhieri
Greco D., Complementi di Analisi, Liguori Editore
Rudin W., Analisi reale e complessa, Boringhieri

Stein E.M. - Shakarchi R., Complex Analysis, Princeton University Press

191



