Fondamenti di Ingegneria det
Sistemt di Trasporto

Elementi di teoria delle code



Applicaziont

Modellazione di punti di servizio
Casello autostradale

Passaggio a livello pista di decollo
Gate dl |mba 'co %m procedure di decollo
Check point ' gate imbarco
scale mobili di accesso
et percorsi di accesso agli imbarchi

Modellazione di terminali N controll sicurezza

o Insieme di punti di servizio
Inserie

In parallelo I/I/m m\\ biglietteria

Misti

o 0o 0 O O

check-in



Detinizione del problema

Ad ogni punto di servizio sono svolte attivita che
o Richiedono un certo tempo di servizio = capacita
o Impegnano delle risorse

Capacita = numero massimo di utenti che e
possibile servire nell’'unita di tempo

o Es.: barriera autostradale con singolo punto di servizio
Tempo medio di servizio T, = 20 secondi a veicolo

Capacita Cap =1/T; = 1/20 veicoli/secondo =
= 3600/20 = 180 veicoli/ora

2 N.B.: non € un concetto nuovo... nel deflusso stradale
Cap = 1/headway,,



Detinizione del problema

Tasso (medio) degli arrivi
2 Numero di utenti medio in arrivo nell’'unita di tempo

o Es.: barriera autostradale con singolo punto di servizio

Intertempo di arrivo t, = 18 secondi
Tasso degli arrivi a = 1/t, = 1/18 veic/sec = 200 veic/ora
o Se Cap = 180 veic/h = ogni ora la coda cresce di 20 veicoli

Intensita di traffico (grado di saturazione)

o Rapporto tra Tasso degli arrivi e Capacita

o p=alCap

o Se p>1 = sistema sovrassaturo (e non stabile)
(formazione e sviluppo di coda)

o Se p<1 = in media nessuna coda |
(il che non significa che non possano esservi
temporaneamente utenti in coda)



Probabilita delle code

Anche In un sistema non sovrassaturo sono
possibili code
0 Se l'intertempo degli arrivi € una variabile
aleatoria
Es.: t, = 30 secondi

o E per semplicita il tasso di servizio e
deterministico

Es.: ts = 20 secondi



Probabilita delle code

Primo arrivo al secondo 32 Intertempo arrivi
o Non attende 32
o Esce dal sistema al secondo 32+20 = 52 4
Secondo arrivo al secondo 32+4 = 36 31
o Attende fino al secondo 52 (16 secondi) 31
o Esce dal sistema al secondo 52+20 = 72 15
Terzo arrivo al secondo 36+31 = 67 30

o Attende fino al secondo 72 (5 secondi)

o Esce dal sistema al secondo 72+20 = 92
Quarto arrivo al secondo 67+31 = 98

o Non attende

o Esce dal sistema al secondo 98+20 = 118
Quinto arrivo al secondo 98+15 =113
o Attende fino al secondo 118 (5 secondi)

o Esce dal sistema al secondo 118+20 = 138
Sesto arrivo al secondo 113+30 = 143
o Non attende

o Esce dal sistema al secondo 143 + 20 = 163

Tempo attesain coda



Capacita dei sistemi

La capacita di un sistema e diversa da quella del singolo
punto di servizio
o Punti di servizio in serie
Capacita = minimo delle capacita
o Punti di servizio in parallelo
Capacita = somma delle capacita

i : .. Unita di servizio
Per un sistema a barriera occorre definire
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Modello degli arrivi

Per il modello degli arrivi occorre definire
o L’intertempo tra un istante di arrivo qualsiasi ed il successivo
o Il numero di arrivi in un tempo prefissato t

Sono entrambe delle variabili aleatorie
(collegate tra loro)

[l piu famoso ed utilizzato dei modelli degli arrivi
o Processo di Poisson (con parametro «)

1. La probabilita di un arrivo nell'intervallo [t, t+df] € proporzionale
alllampiezza dell'intervallo dt secondo un coefficiente a, a meno
di un infinitesimo di ordine superiore
C}%mo Prob[N(t,t +dt) = 1] = a dt + 0(dt)
2. La prob. che si verifichi piu di un arrivo € un infin. di ordine sup.

C}%mo Prob[N(t,t + dt) > 1] = 0(dt)



Processo deglt arrivi Poissoniani

o Conseguenza di 1) e 2) € che
1. La probabilita che non si verifichi alcun arrivo e:

c}imo Prob[N(t,t +dt) =0] =1 — «a dt

o Inoltre, in un processo di Poisson si deve
verificare che la probabilita di cio che e accade in
un intervallo di tempo [t, t+df] e indipendente da
cio che e accaduto precedentemente

Probabilita uguale alla probabilita condizionata



Processo deglt arrivi Poissoniani

In un processo di Poisson (di tasso «)

o |l numero di arrivi in un intervallo di tempo unitario
€ una v.a. discreta di Poisson

n

p(n) = %e‘“, E[n] = a a = (tasso, portata)

o |l tempo intercorrente tra due istanti di arrivo
successivi € una v.a. continua Esponenziale
Negativa anche essa di parametro o

ft) = a e ¢, E[t] = 1/a =1t
(gli arrivi sono completamente casuali)



Meccanismo di servizio

Numero di canali/unita di servizio

Tempo di servizio
o Tempi di servizio costanti

o Tempi di servizio variabili

Spesso si usa la v.a. di Erlang (con parametri k e Cap)
0 T(k) = tempo necessario per servire k utenti = ¥/,

0 Somma di k variabili esp. neg. indip. di parametro Cap
0 Se k=1, allora esponenziale negativa
Tempo di servizio medio = 1/Cap = T
Processo delle partenze = Processo di Poisson di
parametro Cap



Disciplina della coda

Sistemi ad un canale
o Accesso al servizio In ordine di arrivo

(First In Firt Off — F
o L’ultimo arrivato e i

FO)
primo servito

(Last In First Off —

_IFO)

o Accesso al servizio In ordine casuale

Sistemi a piu cana

2 Unica coda con accesso al primo canale libero

o Una coda per ogni

canale

Con scelta libera da parte degli utenti

Con scelta vincolata da regole deterministiche
(es.: suddivisione per lettera alfabetica)



Notazione di Kendall per le code
A/B/m/CalC (es.. M/M/1/=/FiFo, o M/M/1)

o A = distribuzione tempi di arrivo
G = generica
D = deterministica
M = markoviana (esponenziale negativa)
E, = Erlang di ordine i

o B = distribuzione tempi di servizio
Come A

2 m = numero di server

o K = capacita della coda
se k=« — si omette

o C = Disciplina del servizio
FIFO, LIFO
o Se FIFO — si omette



Variabili significative

w!, = tempo di attesa per 'utente i-esimo
o Tempo da ingresso nel sistema a inizio del servizio

wl, = tempo di permanenza nel sistema per
utente I-esimo

o Tempo da ingresso nel sistema a fine del servizio
wi, = wl + tig

n, = numero medio utenti in attesa

n, = numero medio utenti nel sistema

w, = tempo medio di attesa

w, = tempo medio di permanenza nel sistema



Teorema di Little

Non facciamo dimostrazioni
Valgono le relazioni

U Wa = na / a numero medio utenti in attesa

numero medio utenti nel sistema

tempo medio di attesa

tempo medio di permanenza nel sistema
t

N, =
ng =
W, =
aw,=n,/«a W=
T = tempo di servizio (medio)

o w, =w,— T,

2N, =ng—p (o = alCap)



Esercizio 1

Impianto di risalita (skilift)

o All'arrivo di uno skilift si conta lo sganciamento di
12 sciatori al minuto

o La risalita lungo lo skilift dura 15 minuti

o Quanti ganci ha lo skilift?

Tenere conto che il numero di ganci che salgono sono la
meta del numero totale di ganci

Teorema di Little:

a0 Wg = 15 (minuti), a = 12 (sciatori/minuto)
0 ng=awg=12x 15 = 180 sciatori in salita
o n_ganci =180 x 2 = 360




Esercizio 1 — risoluzione alternativa

= Impianto di risalita (skilift)
a All'arrivo di uno skKkilift si conta lo sganciamento di 12 sciatori al minuto N
a La risalita lungo lo skilift dura 15 minuti Unita di servizio

o Quanti ganci ha lo skilift?

s Tenere conto che il numero di ganci  ytenti—
che salgono sono la meta del Coda
numero totale di ganci 77777777

= La capacita del sistema puo essere considerata
la somma della capacita di n canali di servizio
(i ganci utilizzati dagli utenti per salire)
o Capr = n Cap, = 12 (sciatori /minuto)
o Cap; = 1/Ts = 1/15 (sciatori/minuto)
o n=Cap;/Cap,=12x15=180
2 n_ganci =180 x 2 = 360
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Esercizio 2

Skilift come in esercizio 1... Inoltre:

o La discesa fino al termine della pista richiede 10 minuti
o I numero totale di sciatori sulle piste e di 500

o Quanto si attende in media alla base dello skilift?

Teorema di Little:

o Guardando alla discesa
w = 10 (minuti)
a = 12 (sciatori/minuto)
scendono tanti sciatori quanti se ne sganciano in cima allo skilift
nNg=a wy=12x10=120
o Guardando al sistema complessivo salita + discesa
ng = numero utenti nel sistema = 500

Numero utenti serviti contemporaneamente (in salita o discesa) =
180+120 = 300

n, = numero utenti in coda = 500 — 300 = 200
Da teom. di Little w,=n_,/ a =200/ 12 = 16.67 minuti



Sistemi M/M/1

Si puo dimostrare che la probabilita di avere n utenti nel
sistema e:

a p(n)=pge"

Yn=ob(M) = Xn—oPo@" = PoXn=oe" =1

Sep<1l - Yy ,e"= 1_19 = Ymeop(m)=1= ﬁpo

po=1—-¢e

o Per sistemi non saturi (o < 1)
p(n)=(1-e) e"

Numero medio utenti nel sistema
2 = IRonp() = (1-e) Zione" = 155

oo n_ _@
(Zn=0ne - (1_9)2)




Sistemni M/M/1

# Numero medio utenti nel sistema

- ns - :%p w,=n,/a
= Da teorema di Little w.=n.la
2 Numero medio di utenti in attesa W = Ws— Ty
_ (1_p) pz Ng=Ng—p (,0 = a/Cap)
- "a=ns—0=ﬁ—p=pi_p =

o Tempo medio di permanenza nel sistema
p

a(1-p)

o Tempo medio di permanenza in attesa

p2

a(1-p)

= W,=n,/a=

= W,=n,/a=




Sistemi M/M/1

Funzione di distribuzione F, del numero di
utenti nel sistema

a0 F(N=Pn<r]=Y"_,p(n) =1 —-p) X" _,p" = 1—p™'

Probabilita di avere piu di n utenti in attesa
a P[ng>n] = P[ng >n+1] = p*2

Probabilita di attendere
O Py = P[ns>1] = p2



