APPUNTI PER IL CORSO DI ANALISI MATEMATICA 1

SERIE NUMERICHE
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1 Definizione e primi esempi

Definizione 1.1. Sia a, una successione numerica. Allora la successione

Slzal
So = a1 + a
S3 =a1 +az + a3

n
Sn:a1+a2+a3—|—...—|—an:Zak
k=1

prende il nome di serie numerica. Il termine S,, &€ detto somma parziale n-esima.
Se il limite di .S, esiste, diremo che la serie ¢ regolare. Se tale limite ¢ finito, allora

diremo che la serie & convergente e chiameremo il limite somma della serie. Si
pone

+0o0
nh_)IEOS :’;ak:al—l—a2+...+an+....

In tal caso la quantita

+o0
R,=S-S5,=an+1+apio+...= Z ag
k=n+1

prende il nome di resto n-esimo.
Se S, = 400, diremo che la serie diverge positivamente, e in tal caso scriveremo

—+00
g ap = +00.
k=1

Analogamente, se S, — —oo diremo che la serie diverge negativamente e
scriveremo

Infine, se S,, non ammette limite diremo che la serie é oscillante.



Per motivi di praticita, con il simbolo
+oo
>
k=1
ci riferiremo sia alla serie che alla sua somma.
In generale, il calcolo di una somma di una serie non é un’operazione semplice. Il
nostro obiettivo principale é quello di studiarne il carattere, ossia verificare se, data una

serie, questa & convergente, divergente o oscillante. Vediamo alcuni esempi importanti di
serie numeriche.

1.1 La serie geometrica

Definizione 1.2. Fissato x € R, la serie

—+o00
Zx”:1+x+x2+...+m”+...

n=0

prende il nome di serie geometrica di ragione x.

Detta
S,=1+z+z>+...+2", n >0,

¢ immediato verificare che per x = 1 la serie diverge, in quanto in tal caso S, =n + 1;
inoltre se x # 1 si ha
1— anrl
Sp=—F——"—,
1—=z
e la serie converge se e solo se —1 < x < 1, in quanto per tali  si ha che 2"t! — 0.
Inoltre

~+00 1
Zx” = lim S, = ——, perxze€|—1,1].
= n—00 1—2xa

Esempio 1.1. Si consideri il quadrato di la-

to 1, e si suddivida il quadrato in triangoli
isosceli come in figura. La superficie del qua-

drato viene ricoperta da infiniti triangoli iso-

sceli di area 2% L’area totale del quadrato
coincide con la somma infinita delle aree dei
triangoli:

N[ =

N

0ol




1.2 La serie di Mengoli e le serie telescopiche

Proposizione 1.1. La serie dv Mengoli

io . .t 1.1 .
“nm+1) 12 2.3 3.4 7 n-(ntl)

& convergente e la sua somma é pari a 1.

Dimostrazione. Infatti, poiché

1 1 1

nn+1) n n+1’

si ha
o (DG (D)
2 2 3 3 4 n—1 n n n+1 n+1
Pertanto
R

O]

La serie di Mengoli appartiene ad una classe pitl generale di serie, dette serie telesco-
piche, ossia del tipo

+0o0

Z(bn - anrl)a

n=1

1
dove b, € una data successione. Nell’esempio di Mengoli, b, = —.
n

+o0
Proposizione 1.2. Data b, successione numerica, la serie telescopica E (by, —

o=l
bnt+1) converge se e solo se b, & convergente, e in tal caso, detto b = lim,, by, si ha

—+00

> (bn = bnt1) = by —b.

n=1

Dimostrazione. Segue immediatamente osservando che

Sp= (b1 —b2)+ (b2 —b3)+ ...+ (bp—1 — bn) + (bn — bps+1) = b1 — bpt1.



Esempio 1.2. La serie

diverge positivamente. Infatti, poiché

1
log (1 + > =log(n + 1) — logn,
n

la serie (1) ¢ una serie telescopica, e

+00
Z(log(n +1)—logn) = li_>m log(n 4+ 1) = +o0.
n=1

1.3 La serie armonica

L : 1 . : .
Definizione 1.3. La serie di termine generale a,, = — prende il nome di serie
n

armonica:

+o0

1 1 1 1 1
1+-—4+-+-+...+— :E —.
+2+3—|—4+ +n+ 2

Proposizione 1.3. La serie armonica diverge positivamente.

Dimostrazione. Ricordiamo che per ogni n € N

1 n
<1+) < e,
n

dunque

1 1
log(1+><
n n

e quindi

n n

1< 1
— 1 1+-) = log(k +1) —logk) = log(1
kzlk>;og(+k) S gk + 1)~ log) = log(1 ),

da cui, per il criterio del confronto,

-l—oo1



1.4 Prime proprieta delle serie

Elenchiamo alcune basilari proprieta delle serie numeriche.

+o00
Proposizione 1.4. Se la serie Zan converge, allora
n=1
lim a, = 0. (2)

n—00

Dimostrazione. Sia S la somma della serie. Poiché
Sp—=8Sp—1=(a1+...+ay)— (a1 + ...+ an-1) = an,
si ha
liTILnan = 1171111(571 —Sp—1)=85-5=0,

cioé la tesi. O

Osservazione 1.1. La condizione non ¢ sufficiente per verificare la convergenza di una

serie. Basta ricordare, infatti che la serie armonica diverge, pur essendo lim — = 0.
n

L’esempio 1.2 suggerisce la stessa conclusione.

Una condizione necessaria e sufficiente affinché una serie converga ¢ data dal seguente

+o0
Teorema 1.1 (Criterio di convergenza di Cauchy). La serie Z an converge se e
n=1
solo se per ogni € > 0 esiste un indice v tale che
lant1 4+ ...+ ank| <e (3)

per ogni n > v e per ognt k € N.
Dimostrazione. Applicando il criterio di Cauchy alla successione S,,, si ha che la serie
converge se e solo se per € > 0 esiste v tale che
|Sm — Sn| <&, Vm,n > .
Sceltom=n+k, k € N, si ha
|Snak — Snl = |ant1 + -+ anpk] < e,

da cui si ha la tesi. O



Osservazione 1.2. Osserviamo che la (3) implica che qualunque sia k € N

ngrfoo (ap+1+ ...+ apsx) = 0.

Quindi ad esempio

2n
lim E aj =0
n—-+00 |
j=n+1

Esempio 1.3. Verifichiamo anche col criterio di Cauchy che la serie armonica diverge.
Ricordando 'osservazione precedente abbiamo che

1 n n 1 S 1 1
e+ —>n.— ==
n+1 on — on 2’

e pertanto la serie armonica non converge, dunque (essendo a termini positivi) diverge.
Dalle proprieta dei limiti segue immediatamente la seguente proposizione.

Proposizione 1.5. Si ha:

“+o0o “+00
1. se E an € convergente, allora per ogni X € R la serie E Aa, & convergente,
TI:=1 n=1
e st ha

+o0o +oo
ZAan:AZan; (4)
n=1 n=1

—+00 “+00 “+00
2. se Z an e Z bn, sono convergenti, allora la serie Z(an—i-bn) é convergente
n=1 n=1 n=1
e si ha
+o00 +00 +oo
> an+b) =D an+ Y bn (5)
n=1 n=1 n=1

Osservazione 1.3. Analogamente a quanto detto per le successioni, l'identita (4) si puo
estendere anche ad una serie divergente, a patto che A sia diverso da zero, mentre la
(5) si puo estendere anche alle serie divergenti tranne nel caso delle forme indeterminate
(400 — 00).

Osservazione 1.4. Il carattere di una serie non cambia se ad esso sostituiamo un numero

finito di termini, o se la somma parte da indici diversi. Chiaramente pero, se la serie
+00

risulta regolare, in generale la somma non sara la stessa. Ad esempio, la serie g on é
n=3



convergente, e la sua somma €

*i’f 1 =21 11 1 7 1
_——= _— —7——2 = 71 _— = —.
Lygn — Laon 2 2 1-1 4 4

2 Serie a termini nonnegativi

Consideriamo ora le serie a termini nonnegativi, ossia quelle per cui risulta a, > 0. Tali
serie non possono essere oscillanti. Infatti, vale la seguente

+00
Proposizione 2.1. Se a, > 0, allora la serie Zan o converge o diverge

. n=1
positivamente.
Dimostrazione. Poiché a,, > 0, si ha
Sp = Sn—1+an > Sy—1,

pertanto S, & una successione monotona crescente. Dal teorema di regolarita delle
successioni monotone si ha la tesi. O

2.1 Criteri di convergenza per le serie a termini non negativi

Elenchiamo ora alcuni criteri di convergenza per le serie a termini nonnegativi.

2.1.1 Criteri del confronto

Proposizione 2.2 (Criterio del confronto). Siano ay,b, due successioni
nonnegative e tali che per ogni n € N risulta

an < by,. (6)

Si ha:

+oo +oo
1. se Z b, converge, allora Z an converge;

n=1 n=1

+oo “+oo
2. se Z an diverge positivamente, allora Z b, diverge positivamente.
n=1 n=1

Dimostrazione. Dall’ipotesi (6) si ha

Spo=a1+...+a, <b1+...+b,=T,, VneN.



Essendo S, e T, regolari, la tesi segue immediatamente dai criteri del confronto per le
successioni. ]

Osservazione 2.1. La tesi della proposizione precedente continua a valere anche se la
condizione (6) vale solo definitivamente.

Dal criterio del confronto segue facilmente il seguente importante criterio.

Proposizione 2.3 (Criterio del confronto asintotico, I). Siano a, > 0, b, > 0
due successioni. Se

g Qn, . .
lim — =¥, con{ finito e diverso da zero
n—o0 n

allora le serie
—+o0 —+o0o
§ Ap, § bn
n=1 n=1
hanno lo stesso carattere.

Dimostrazione. Sia 0 < € < ¢. Dalla definizione di limite si ha che

€—5<an<€—|—€

n

definitivamente. Pertanto
0<(l—e)b, <an<(l+e)by
definitivamente, e dal criterio del confronto (Prop. 2.2) si ha la tesi. O

Esempio 2.1. La serie

-i-oo1

> (7)

n=1

converge. Inoltre
+00 1
1<) — <2
n=1

Per verificare cio utilizziamo il principio del confronto, ricordando la serie di Mengoli

R | =7 1
n(n+ 1) n n+1
n=1 n=1



Si ha, per ogni n > 2:
1 1
<
n? ~ n(n—1)

e dunque per il criterio del confronto la serie (7) converge. Inoltre
=1 " =
1< — =1 — <1 — =2
n=1 n=2 n=2

Osservazione 2.2. Mentre calcolare la somma della serie di Mengoli

I S S
1.272.3 3.4 Tnint1)

& un’operazione semplice, calcolare la somma di

TR VR
1ttt

¢ un problema molto pitt complesso, e non si pud effettuare con strumenti elementari
come per la serie di Mengoli. Si ha

Jr
— =
n

n=1 6

che vale circa 1.6449. Il problema del calcolo di questa somma ¢é storicamente rilevante
ed & noto come problema di Basilea; fu posto da Mengoli! nel 1644 e rimase aperto per
circa un secolo: fu risolto da Eulero® nel 1735.

Esempio 2.2. La serie a termini positivi

n=1

diverge positivamente. Infatti, poiché

. sin %
lim —* =1,
n—oo —
n

ERCS)
. i 1
ha lo stesso carattere della serie armonica E — = +00.
n

n=1

!Pietro Mengoli, Bologna 1626-1686
?Leonhard Euler, Basilea 1707 - San Pietroburgo 1783

10



Esempio 2.3. La serie a termini positivi
f in
sin —
n
n=1 2

converge. Infatti, poiché

o1

. S1N 554
lim 12 =1,
n—oo —_—
217,

“+o0o +oo
la serie E sin on ha lo stesso carattere della serie convergente E o
n=1 n=1

Nelle ipotesi del criterio del confronto asintotico, abbiamo supposto che il limite del
rapporto non puo essere né zero né infinito. Cosa accade se ci troviamo in uno di questi
casi, dunque? La risposta ¢ data nel successivo risultato.

Proposizione 2.4 (Criterio del confronto asintotico, II). Siano a, > 0, b, > 0
due successiont.

1. Supponiamo

lim — =0
n—o0 by,
Allora
“+o0o +oo
a) se la serie Z b, converge, anche la serie Z Gn CONVETgE;
n=1 n=1
+00 +oo
b) se la serie Zan diverge positivamente, anche la serie an diverge
n=1 n=1
positivamente.
2. Supponiamo
lim &° — +o00
n—o0 by,
Allora
+00 +o00o
a) se la serie an diverge positivamente, anche la serie Zan diverge
n=1 n=1
positivamente;
“+o0o “+00

b) se la serie E an converge, anche la serie E b, converge.

n=1 n=1

11



Dimostrazione. Verifichiamo solo il primo punto, il secondo ¢ lasciato per esercizio. Se

‘g—z — 0, allora per e =1

ap < by

definitivamente. Dal criterio del confronto si ha la tesi. O

Osservazione 2.3. Abbiamo visto che il solo essere a,, — 0 non implica la convergenza
della serie. Dipende da “come” a,, ¢ infinitesima, ossia “quanto rapidamente la successione
va a zero’.

Siano allora ay,, b, due successioni infinitesime. Il rapporto a=/b,, per n — oo, tende
alla forma indeterminata 0/0; allora:

0 an ¢ infinitesimo di ordine superiore rispetto a by,
a ¢ €]0, +o0| ap € by, sono infinitesimi dello stesso ordine
. n
lim =
™| 0n +00 a, ¢ infinitesimo di ordine inferiore rispetto a b,
non esiste gli infinitesimi non sono confrontabili.

Il valore del limite “misura”, in qualche modo, quanto rapidamente va a zero una suc-
cessione a,, rispetto ad un’altra successione infinitesima b,. Dire che, ad esempio, a,,
¢ infinitesima di ordine superiore a b,, sta a dire, intuitivamente, che “a,, va a zero piu
velocemente di b,”, o che “b,, va a zero piu lentamente di a,”; nel dire che a, e b, sono
infinitesime dello stesso ordine, invece, si intende che “tendono a zero allo stesso modo”.
Questa dicitura giustifica intuitivamente il criterio del confronto asintotico per le serie
nei suoi vari casi: ad esempio, date a,, b, successioni positive, se b, ¢ il termine generale
di una serie convergente, e a,, é infinitesimo di ordine superiore a b,,, allora anche a,, sara
il termine generale di una serie convergente, e cosi via gli altri casi.

Nella pratica, la scelta dell’infinitesimo campione cade su b, = 1/n> per a > 0. Per
questa ragione, diremo che a,, ¢ infinitesima di ordine o > 0 se e solo se a,, € 1/n> sono

infinitesimi dello stesso ordine, ossia lim n%a, = ¢ €]0 4 ool.
n—o0

2.1.2 La serie armonica generalizzata

“+oo
Consideriamo ora la serie armonica generalizzata Z o dove o € un numero reale
n=1
positivo fissato. E una serie a termini positivi; abbiamo gia esaminato il caso o = 1 e
a = 2. Studiamo ora tutti gli altri casi.

Proposizione 2.5. La serie armonica generalizzata
+00 1
— (8)

ne
n=1

é convergente per o > 1, divergente per a < 1.

12



Dimostrazione. Per a = 1 e a = 2 abbiamo gia studiato il comportamento della serie.
Pertanto, applicando il criterio del confronto, essendo

1
—g—zsea>2,
n

— > —sea<l,

S
e
S|

si ha che per a < 1 la serie (8) diverge, mentre per a > 2 la serie converge. Completiamo
la dimostrazione nel caso a €]1,2[. Poiché la serie ¢ regolare, bastera verificare che la
serie converge per una particolare estratta. Consideriamo a tal fine la somma parziale
arrestata al termine (2" — 1)-esimo, San_j. Si ha:

SRS S S S SRS S S S
20 " 30 T ga T 5a T ga 7o (2n—T)a (27 — 1)@
<255 <4z <ot Lo

1 1 \? 1 \"!
cre e () e R

Essendo o > 1, si ha 2(}%1 < 1. Pertanto Son_; & maggiorata dalla serie geometrica di
ragione x = 2a—1,1 <1:

1 2(1—1
Sén_1‘< 1— 1 = 2&—1__ 1'

2a—1

Quindi Son_1 converge. Abbiamo trovato un’estratta di S, convergente. Essendo S,
regolare, questo implica che S,, converge e completa la dimostrazione. O

Osservazione 2.4. Notiamo esplicitamente che nella dimostrazione precedente abbiamo
ottenuto una stima per eccesso sulla somma di (8):

+oo 1 20471

ne S a1 1
n=1

Esercizio 2.1. Calcolare
+oo 1

lim

NS Yoo nN’
n=1

13



2.1.3 |l criterio degli infinitesimi

Scegliendo b,, = 1/n> come successione campione nei criteri del confronto asintotico, allora
an b, = n%a,,, e possiamo ottenere il seguente schema.

Proposizione 2.6 (Criterio degli infinitesimi). Sia a,, > 0 e tale che
lim n%a, = /.
n——+00

Allora valgono i sequenti fatti.

Caso 0 <l < +oo‘ Si ha:

+oo
se a > 1 allora Zan converge;
n=1
+oo
se a <1 allora Z an, diverge positivamente.
n=1
Si ha:
+00
a>1= Z a, converge.
n=1
Caso ¢ = —1—00‘ St ha:
“+o0o
a<ll= Z an, diverge positivamente.
n=1

Esempio 2.4. La serie a termini positivi

400 1

_ 9
Zn3—n+1 ©)
n=1

converge. Infatti, poiché

n3

lim ———— =
nd—n-+1

)

dal criterio degli infinitesimi, essendo o = 3 e £ = 1, si ha la convergenza di (9). In altri
termini, cio deriva dal fatto che il termine generale della serie (9) ¢ un infinitesimo dello
stesso ordine di 1/n3, e quest’ultimo ¢ il termine generale di una serie convergente.

14



Esempio 2.5. Si consideri la serie

“+oo

1
—_ 1
Z;nﬂogn (10)

Vogliamo studiarla con il criterio degli infinitesimi. Poiché

. n? . 1
lim —— =1lim
n2logn logn

:0,

allora per a = 2 risulta ¢ = 0, quindi la serie (11) converge. In altri termini, essendo
il termine generale di (11) un infinitesimo di ordine superiore a 1/n2, che ¢ il termine
generale di una serie convergente, si ha che la serie (11) converge.

Esempio 2.6. Si consideri la serie
+00

3 1(;g2n' (1)

n=1

Vogliamo studiarla con il criterio degli infinitesimi. Il fatto che

. n? logn
hm 5 = +OO,
n
non ci permette di applicare il criterio. In parole povere, sapere che 1087/r2 ¢ un infinite-
simo di ordine inferiore a 1/n2, ossia che va a zero piu lentamente del termine generale di
. . . . 1

una serie convergente, non ci permette di concludere nulla sulla convergenza di %.
Tuttavia, poiché

dal criterio degli infinitesimi (con a = % e ¢ = 0) la serie risulta convergente.

Esempio 2.7. 1l criterio degli infinitesimi non si rivela utile per lo studio della serie

+oo

1
_ 12
Z nlog®n’ (12)

n=2
dove « ¢ un parametro reale positivo. Infatti, si ha

lim—" =0, lm—"" = Yy > 1
im-——— = im——— = 400
nlog®n ’ nlog®n ’ T

e quindi non abbiamo alcuna informazione sul carattere della serie. Tuttavia, & possi-
bile studiare la serie (12) col metodo del confronto, in maniera simile a come abbiamo

15



ragionato per la serie armonica a segni alterni. Sia « > 1. Allora calcolando la somma
parziale Son_1 si ha:

Spg=m oty LU L, Lo, L
17 9log”2 " 3log®3 ' 4log®4 ' 5log®5 | 6log”6 | Tlog®7 |
<2gpeas <Aiporas
+ ! +o+ ! =
2n—1]og®2n—1 = """ " (2n —1)log®(2"n — 1)
<2 T
1 1 1

< e =
log® 2 * 22 ]og® 2 et (n —1)*log™ 2

- (i — <1§1<+
~ log®2 20 T (p—1)e log® 2 ne o

n=1

dove la serie a destra ¢ la serie armonica generalizzata, che converge essendo a > 1.
Analogamente, se @ = 1

S+t 1 1 1 1 1 L
> 7 2log2 ' 3log3 ' 4log4 ' 5logh | 6log6 | Tlog7 '« 8log8
>2@ >4m
+ ! s
(214 Dlog(2n-1+1) ' " 2nlog(2n)
>2n o, 10;;(2"7')

S S F I S
2log 2 2 7 on)’

Per n — o0, il termine a destra diverge (serie armonica), e quindi di conseguenza la serie

+o0

1
Zinogn

—+00

risulta divergente. Da questa, per confronto anche Z

5— diverge quando o < 1.
; nlog®n

n=

2.1.4 Criterio del rapporto e della radice

Altri due criteri molto utili per stabilire il carattere di una serie a termini positivi sono
i seguenti.

16



Proposizione 2.7 (Criterio della radice per le serie). Sia a,, > 0. Allora se

lim Ya, =/,
n—oo

st ha:
+oo
1. sel <1, la serie Z an converge;
n=1
+oo
2. sel > 1, la serie Z an diverge positivamente.
n=1

Dimostrazione. Se £ > 1, dal criterio della radice per le successioni a, é divergente
positivamente, e quindi la serie diverge positivamente in quanto non vale la condizione
necessaria per la convergenza. Esaminiamo il caso £ < 1. Sia ¢ > 0 tale che £ + ¢ < 1.
Detto v I'indice della definizione di limite, si ha:

Ya, < l+e VYn>w.
Dunque definitivamente si ha
anp < (L+¢)".

Essendo 0 < £+¢ < 1, allora a,, ¢ maggiorata dal termine generale di una serie geometrica
convergente. Dal criterio del confronto, si ha la tesi. O

Proposizione 2.8 (Criterio del rapporto per le serie). Sia a,, > 0. Allora se

lim =3
n—oo an—l
st ha:
“+o0
1. sef <1, la serie Z Gn CONVETGE;
n=1
+oo
2. sel > 1, la serie Z an diverge positivamente.
n=1

é regolare, dal criterio rapporto-radice si ha

Dimostrazione. Poiché il rapporto

Gp—1
. . Gnp,
lim /a, = lim =/
Gp—1
La conclusione segue dal criterio della radice per le serie. O

17



Esempio 2.8. Studiamo la convergenza della serie

+oo |
mn.

nn’
n=1

Poiché

.+ a1
T W TS h

dal criterio del rapporto si ha che la serie converge.

Osservazione 2.5. Se ¢ = 1 nel criterio della radice, non si puo dire nulla sul carattere
della serie. Basta considerare, ad esempio, le serie

+00 “+o0o
1 1
2w
n=1 n n=1 n
che sono rispettivamente divergente e convergente, e per le quali £ = 1.

Esempio 2.9. Si consideri la serie

0  sen é dispari,

+00
E an, CON Gy = 1
n=1 — sen ¢ pari.

2n

Essa ¢ convergente, in quanto

[e’e) +oo 1
Y= 7 < oo
n=1 k=1

Tuttavia non ¢ possibile considerare il rapporto (a, = 0 per infiniti n), e non esiste il li-
mite della radice n-esima, in quanto le estratte di posto pari e di posto dispari convergono
a numeri diversi:

1
lim 2+vYaor 1 =0 lim Zagr = —.
k—o0 + T koo 2

3 Complementi sulla serie geometrica e sulla serie armonica

3.1 Alcune applicazioni della serie geometrica

Esempio 3.1. Verifichiamo, con l'ausilio della serie geometrica, che

0,9 = 1.
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Infatti
9 9 9

0,9=0,94+0,09+0009+...= —+ — + —— 4+ ... =

’ 98,09 +0,009+ 10 7100 T 1000 T
_91+1+1+1+ 9 19 10_1
10 10 102 103 7)) 10 1_%0_10 9

Questo tipo di ragionamento pud essere effettuato per ogni numero periodico. Ad

esempio, consideriamo il seguente allineamento decimale periodico 0,31 ... By, con 3; €
{0,1,...,9}, che si puo riscrivere come
P | B2 Br B Bh p1

Totie T 1o Tiger Tt g T qgmer T

Indicato con 31 /s . .. By il numero naturale £;10" =1 45,1072 4. ..+ B}, si ha ovviamente

BiB2-.--Bn B Bo Bh
10 _10+102+"'+10h
e quindi

= Bif2...Bn 1 1
=1+ —+ ——+ ...

0.h1-. 107 o T oz T

_BBa By L Bifa..
10" 1—10%1 101

Si ottiene in tal modo la cosiddetta frazione generatrice di 0,01 ...08,. Per esercizio,

ricavare la funzione generatrice di M, ay...a;f51 ... Bh.

Esempio 3.2 (Paradosso di Zenone?). In un’immaginaria corsa tra Achille e una tarta-
ruga, Achille le concede, essendo piu veloce, una certa distanza di vantaggio. Nel lasso di
tempo che impiega Achille a raggiungere la posizione inizialmente occupata dalla tarta-
ruga, questa si sara spostata, mantenendo un certo vantaggio su Achille. A questo punto
Achille raggiungera la nuova posizione della tartaruga, che perd intanto avra continuato
a muoversi, e quindi continuera ad essere in vantaggio. La conclusione paradossale sta
nel fatto che in questo modo Achille non raggiungera mai la tartaruga.
Vediamo dove sta l’errore in questo ragionamento. Sia

A(t) := posizione occupata da Achille all’istante ¢;

T(t) := posizione occupata dalla tartaruga all’istante t.

Chiamiamo d il vantaggio che Achille concede alla tartaruga, e per semplicita supponiamo
che Sia Achille che la tartaruga si muovano di moto rettilineo uniforme. Detto tg = 0
Iistante iniziale in cui comincia la gara, allora

A(t) = vat, T(t) =d+vrt.

3Zenone di Elea, ~ 400 a.C.

19



va rappresenta quindi la velocitd di Achile, mentre vy quella della tartaruga. Ovvia-
mente, risulta vp < v4. Se all’istante ¢ = 0 Achille occupa la posizione A(0) = 0, la
tartaruga € nella posizione T(0) = d. Ragioniamo come Zenone, dunque. Chiamiamo ¢;
I'istante in cui Achille raggiunge posizione occupata dalla tartaruga all’inizio della gara.
Quindi deve essere

A(t1) = T(0),
ossia vat1 = d. Dunque

d
t=—.
vA

Chiamiamo ora to 'istante in cui Achille raggiunge la posizione della tartaruga all’istante
tli

Alts) = T(t1).

Sostituendo, si ha vats = d 4 tjor = d + 2L ossia

va
d

to = — <1+ UT) .
VA VA

Chiamando t3 l'istante per cui A(t3) = T'(t2), si ha

Ragionando iterativamente imponendo A(t,) = T'(¢,—1), si ha

d T vr 2 vT n-t
th=—(1+—=—+ (=) +...4 (= .
VA vA vA vA
Dunque t,, ¢ espresso in termini della somma parziale relativa alla serie geometrica di

ragione % < 1. Per n — 400 la serie converge e

d
t* =limt, = ———.
n VA — Ur

Che ¢ l’istante in cui si incontrano Achille e la tartaruga.
L’errore del paradosso sta dunque nell’assumere implicitamente che un numero infinito
di intervalli di tempo implica un tempo infinito.

Esempio 3.3 (Tappeto di Sierpinski*). Un quadrato di lato unitario & suddiviso in nove
quadrati uguali e il quadrato centrale viene colorato. I rimanenti otto quadrati vengono
similmente divisi e viene colorato il quadrato centrale di ciascuno di essi. Il procedimento
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Figura 1: Tappeto di Sierpinski

viene iterato infinite volte. Si vuole calcolare ’area complessiva della superficie colorata.

Indicando con A, l'area colorata al passo n—esimo, si avra

1 1 1 1 8 1
Al = —; Ay == +8 - — 4 — 464 —
13 2= % g gt T am
in generale
n
8k—1
An=D 5
k=1

Pertanto ’area complessiva A della superficie colorata & espressa da

+oo k
. 1 8 1 1
A—J;%An—gkz_()(g) EREI N

Notiamo che, benché I'area complessiva dell’area colorata sia uguale all’area del quadrato
iniziale, non tutti i punti vengono colorati, anzi si prova che 'insieme dei punti che non
vengono colorati ¢ pitt che numerabile. Tale insieme prende il nome di insieme di Cantor.

Esercizio 3.1 (Curva di Koch®). Partendo da un triangolo equilatero di lato unitario,
dividere in tre parti uguali ciascun lato e sulla lato di mezzo costruire un nuovo triangolo
equilatero. Ripetere la costruzione per ciascuno dei lati della nuova figura ottenuta.

Waclaw Sierpinski, Varsavia 1882-1969
SHelge von Koch, Stoccolma, 1870-1924
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1. Verificare che la “lunghezza” di tale curva ¢ infinita,;

2. Calcolare I'area della regione di piano da essa delimitata.

Soluzione. Ad ogni passo la lunghezza ¢, della curva viene moltiplicata per quattro
terzi:

1
ly=3; (1 = 3(lati) - 4(n.segmenti per lato) - g(lunghezza segmento);
1 4\"
— 2 . —
Quindi lim ¢, = +oc.
n—oo . . .
Invece per le aree ad ogni passo si aggiungono tanti triangoli equilateri quanti sono i
lati della spezzata, e ciascuno ha area % del precedente:

V3 1 1 4 a 4
= — = A: 1 —_ A: 1 —_ —_ = —_ 1 —_ N
Ao 1 a, Ay a<+39>, 9 a<+3+392> a+3<+9>,

in generale

e [4\"
A, = — —| .
a+3k20<9)
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Pertanto

a 1 23

A:Ii?;LnAn:a—i—?)qf 5

3.2 Complementi sulla serie armonica

Abbiamo visto che la serie armonica é una serie divergente. Possiamo dimostrare che
la serie armonica diverge come il logaritmo naturale di n. Infatti, proviamo il seguente
risultato.

n

Proposizione 3.1. La successione Z T logn converge ad un numero finito
k=1
diverso da 0. Il valore di tale limite,

n
i 1
i (305 - oen) <o
k=1

prende il nome di costante di Eulero-Mascheroni (v ~ 0.577). Si puo scrivere
quindi

1

Z% =logn+~y+r,, n— -+o0o,

k=1

dove 1, — 0 per n — oo.

Osservazione 3.1. Dalla Proposizione 3.1 si deduce che

|
D%
k=1

lim =1.
n—oo logn
Infatti:
n n n
1 1 1
kzk logn—i-kzk—logn 2 E—logn
lim =L — Jim = =1+ lim = —1.
n—oo logn  n—oo logn n—00 logn

Dimostrazione della Proposizione 3.1. Riscriviamo log n nella forma

n—1 n—1
1
1 = log(k +1) —logk) = 1 I+-).
ogn =3 (gl + 1)~ logk) = 3 tog (1+ )

Consideriamo la serie

S (11 1)). (13

k=1
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e supponiamo di aver provato che la serie (13) converge. Denotiamo con + la sua somma
e con vy, la somma parziale:

/1 1 ,
%zZ(k—log(lJrk)), v = lim 7.
k=1
Allora
1 B | - | 1
k—% logn = Z*—Zog o) =mtlog (14—,

che, per n — +o00, prova la tesi.
Per concludere la dimostrazione bisogna provare che (13) converge. Poiché ¢ noto dallo
studio del numero di Nepero che

1 n 1 n+1
<1—|—> <e<<1+> )
n n

1 <1 1+1 <1
o : L
n+1 & n n’

si ha

ossia

1 1 1 1
O0<—=log|l4+—)<—— .
n n n n+1

Pertanto la serie (13) & una serie a termini positivi maggiorata dalla serie di Mengoli:

o<+f<1—10g<1+k>) 1.

O]

La serie armonica diverge molto lentamente. Questo suggerisce l'idea di provare a
sommare, al posto di tutti i reciproci degli interi, solo una parte P di essi.

Esempio 3.4. Prendendo come P l'insieme dei numeri pari, la serie diverge. Infatti
11 1 11 X1
Sh=-4+-4+...+—== - - =
nTo Tyt 2%1« kz_:k:

Esempio 3.5. Prendendo come P 'insieme dei quadrati perfetti, la serie converge, come
abbiamo gia visto.
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Esempio 3.6. Prendendo come P l'insieme di tutti i numeri naturali n > 1 tali che n si
scrive in base 10 senza usare la cifra 5, la serie converge.

Fissiamo un numero & di cifre. Quanti sono i numeri di k cifre che si scrivono senza
usare 57

8:9-9.....9=8.9F1

considerando che la cifra piu a sinistra non puo essere né 0 né 5 (8 scelte), mentre ognuna
delle altre & —1 non puo essere 5 (9 scelte). Inoltre, ogni numero n di k cifre é pit grande
di 101, Cosa si puo dire sulla somma dei reciproci?

1 w1
Z E§8'9 '10k71‘

nep
n ha k cifre
Quindi
+o0 k—1

1 9

— <8 — .
> S8 <10) < +oo
nep k=1

Osserviamo che possiamo raggruppare i termini a seconda del numero di cifre perché
sono tutti positivi.
Piu in generale,

+o0 k—1
1 9
< 7
ne — 82 (10a> ’
nep k=1

che converge se 10* > 9, ossia a > log;7 9. Se o < log;( 9, essendo ogni numero di £ cifre
minore di 10¥, ragionando come prima si ha

1 w11
Z n7a28'9 '10ak'

nep
n ha k cifre

Pertanto
+00 k
1 9
2283 () =+
nepP k=1

Questo prova anche il caso a = log( 9.

Infine, vale il seguente risultato.

Proposizione 3.2. Sia P l'insieme dei numeri primi. Vale che

le—koo.

peEP p
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Dimostrazione. Ricordiamo che per ogni n € N

1 n
<1 + ) < e,
n
dunque
1 1
log (1 + ) < -
n n

e quindi
n

. 1
- > 1 1+ =

> 5> > (14 7)

k=1 k=1 k=1

Preso un numero naturale x > 1, si consideri ora la funzione

1

P = I 1

p primo
p<w
L ossia

-1
Ricordando che (1 — }3) ¢ la somma della serie geometrica di ragione

(log(k + 1) — logk) = log(n + 1).

=

1 11 1
=l4+-+S+...+—+...
p P p

1—

D=

si verifica che

Pla)= 3,
neA(x)
dove A(x) ¢é l'insieme di tutti gli interi n che si fattorizzano con primi minori di z, ossia
che sono prodotto di potenze di primi minori di . Ne segue che ogni intero n per cui

S

n < x appartiene ad A(x), per cui

Z% < P(z).

n<x
In conclusione, osservando che 2t > —log(1 —t) per ¢t < 1, si ha
I log P(x) > 1 }:1 log(log(1 + 2))
—— | =log P(x ) — | =log(lo x)).
p g g n gllog

1
2 E - > — g log
p<z p p<w n<x
p primo p primo

Da cui per confronto segue che

p primo
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4 Serie di segno variabile

4.1 Serie a segni alterni e criterio di Leibniz
Una classe notevole di serie é rappresentata dalle serie a segno alterno:

“+oo
Z(—l)”_lan =qa)—as+a3—as+as...

n=1

dove a, € una successione nonnegativa. Un tipico esempio ¢ rappresentato dalla serie
armonica a segni alterni:

+o00o
1 1 1 1
e I T ol o ) L S 14
> =yt stz ()T (14)
n=1
Verifichiamo che la serie (14) converge. Consideriamo le somme parziali con indice pari

Sop,. Si ha:

Somig=1— + 4 LI L _
M2 T Ty o+ 1 42
1 1
= So, + > So,

m+1 2n+2

in quanto ﬁ — ﬁ > 0; quindi la successione Sy, é crescente. Analogamente si prova
che la successione Sy, 11 delle somme parziali di indice dispari é decrescente:

P 1+ 1 N 1 1+_ 1
Il T Ty T T o 2 "o —1  2n ! 2m+1
1 1
=891 — — < Sy,
2n—1 2n+2n+1 2n—1 ,

in quanto —ﬁ + ﬁ < 0.
Essendo

1
Sl>52n+1252n+m>52n>52 (n>1)

le successioni So,, Son+1 sono limitate e quindi convergenti. Poiché

. 1
(S2nt1 — Son) = nh_{lcﬂ)o o+ 1

lim
n—oo
si ha
lim S2n+1 = lim Sy, =S €R
n—oo n—oo
e quindi anche

lim S, = 6S.

n—0o0
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Con gli stessi argomenti utilizzati per dimostrare la convergenza di (14) abbiamo:

Teorema 4.1 (Criterio di Leibniz). Se la successione {a,} & nonnegativa,
o0

decrescente e infinitesima la serie a segni alterni g (71)”_1an converge.

n=1

Osservazione 4.1. Se una serie verifica le ipotesi del criterio di Leibniz, detta S =

:3(—1)”*1% allora V’errore che si commette nell’approssimare la somma S con la

somma parziale S, &

[Rn| =[S = Sl < anta. (15)
Infatti essendo

Son =01 — a2+ ...+ aop_1 — A2, Sopt1 =01 —as+ ...+ aop_1 — a2 + A2+ 1,
si ha

0< S — Sop = azns1 — (a2n42 — a2n43) — (A2n4a — A2n45) + ... < Q2py1;

0 < Sop—1— 8 =az, — (a2n+1 — a2nt2) — (@2n+3 — a2nt4a) + ... < agp;

pertanto per ogni n € N vale la (15).

Osservazione 4.2. Utilizzando il metodo per il calcolo della costante di Eulero-Mascheroni
& possibile determinare la somma della serie armonica a segni alterni. Infatti:

+o0 n—1

-1
SOV oge
n=1 n

Abbiamo gia provato che la serie converge. Inoltre

22"(—1)“_ 1 1 1

=1—-— — e — —
k 2+3jL 2n
k=1
ity ! S o
~ '35 2n—1 \2 4 6 ~ 2n
_1+1+1+1+1 + 1 +1 2 1+1+1+ +1
o 2 3 4 577 2n—-1 2 2 4 6 7 2n
2n n 2n n
1 1 1 1
-3y g3 -3
k 2k k k
k=1 k=1 k=1 k=1
In pia
2n1 nl
> = > 7 = 720 +10g(2n) — 7 — log(n) = 1082 + 20 — T
k=1 k=1

Passando al limite si ha la tesi.
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4.2 Assoluta convergenza

+oo
Definizione 4.1. Una serie g an, si dice assolutamente convergente se €

n=1
convergente la serie dei valori assoluti

+o00
D laal.
n=1

+oo .
. . smn .
Osservazione 4.3. La serie g 5— ¢ assolutamente convergente, in quanto
n
n=1
. +oo
sinn| _ 1 1
<—, e g — converge .
n? n?’ n? &
n=1
Z”“ (="
La serie ——— pur essendo convergente, non € assolutamente convergente, poiché
n=1
“+o0o
(=)™ 1 1
=—, € E — = +00.
n n n
n=1
+oo
Teorema 4.2. Una serie E an assolutamente convergente é convergente; inoltre
) n=1
st ha

+00 +oo
Zan < Z lan|. (16)
n=1 n=1

o

Dimostrazione. Applichiamo il criterio di Cauchy alla serie Z lan|. Fissato e > 0, esiste
n=1

un indice v tale che

|ant1| + |ante| + ...+ |ansk] <e  Vn>v, Vke N
D’altra parte per la disuguaglianza triangolare si ha

lan+1 + anto+ . oo+ apak| < |ans1| + |antal + -+ ansk] < e Vn > v, Vk € N.

oo
Quindi la serie g an, verifica la condizione di Cauchy e dunque converge.

n=1
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Infine, poiché per la diseguaglianza triangolare
+oo
a1 +ag + ...+ an| < lar| + laz] + ..+ lan] <D Janl,
n=1

mandando n — +oo si ha la (16). O

Se adesso poniamo a;7 = max{an,,0}, a,, = max{—ay,0} risulta

0<af <lanl, 0<a, <lay|
e, inoltre
lan| = af +a,  an=a —a,.

Deduciamo quindi quanto segue.

oo
Proposizione 4.1. La serie E lan| converge se e solo se convergono le serie

n=1
0

o0

+ — :

a E a,, ; risulta inoltre
n=1

n=1

e} [ee) oo
S:Zan:Za:—Za;:S+—5’_. (17)

Osservazione 4.4. Se una serie converge ma non assolutamente, vale che

+oo +o0o
Za,‘f:Za; = +o00.
n=1 n=1

+oo
Osservazione 4.5. Sia g an una serie convergente; permutandone in modo del tutto

n=1
—+o00 —+o00
arbitrario i termini si ottiene una serie che indichiamo con E b,,. Ci chiediamo se E by,
n=1 n=1
+oo
converge, e se converge alla stessa somma E an. In altri termini: continua a valere la
n=1

proprieta commutativa per le serie?
Per cominciare a capire cosa accade, consideriamo la serie armonica a segni alterni

ot r +«4WA+ = log2
5 3 1 5 6 7 3 e n ... = 10g 2.
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Dividendo per due, si ha

2 276 810 12 14 16 m T g8
Sommando termine a termine, risulta
1+1 1+1+1 1+1+1 1+ 31 2
-t -t -4+ -4+ ——=+...==log2.
3 2 57 479711 6 9 %%

La serie a primo membro & un riordinamento della serie di partenza, la cui somma non
coincide con la somma della serie di partenza.

L’esempio precedente suggerisce che per la serie armonica a segni alterni non vale la
proprieta commutativa. Tuttavia, questo comportamento é una caratteristica delle serie
semplicemente ma non assolutamente convergenti. Valgono infatti i seguenti risultati,
che riportiamo senza dimostrazione.

Teorema 4.3. La somma di una serie assolutamente convergente non si alte-
ra permutandone i termini. Viceversa, se la somma di una serie convergente
non st altera permutandone in modo arbitrario © termini la serie € assolutamente
convergente.

+o0o
Teorema 4.4 (Riemann-Dini). Sia data una serie E a, convergente ma mon
n=1
assolutamente convergente. Allora:
+oo +o0

1. esiste un riordinamento di E an che diverge positivamente, e uno di E an

g . n=1 n=1
che diverge negativamente;

“+oo
2. qualunque sia o € R, esiste un riordinamento di E an la cui somma é a;

n=1

+0o0
3. esiste un riordinamento di g an per cui la serie & oscillante.

n=1

5 Esercizi

5.1 Testi

Esercizio 5.1. Determinare il carattere della serie
+o0

Z(eﬁz_1>.

n=1
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Esercizio 5.2. Determinare il carattere della serie
—~ log(n!)

Esercizio 5.3. Determinare il carattere della serie

>
~ nlog(n!)’

Esercizio 5.4. Determinare il carattere della serie

=X (2n)!

N
g
3

n=1

Esercizio 5.5. Determinare il carattere della serie

+00
>0 (Y1),

e verificarne la convergenza assoluta.

Esercizio 5.6. Sia a,, > 0 e a,, decrescente. Allora

“+oo
Zan < +o00 = limna, = 0.

n=0

Verificare con un esempio che l'implicazione precedente non & pitt vera se a, non &
decrescente.

Esercizio 5.7. Provare che se la serie

§a1+a2+...+an
n
n=1

converge allora a,, = 0 per ogni n € N.

Esercizio 5.8. Sia a,, > 0, n € N. Provare che

+oo “+o00 a

Z an converge <~ Z n converge.
1 n=1 1+an

n—= =

Esercizio 5.9. Verificare per quali o > 0 la serie

Z log" «,

n=2

converge, e per tali valori calcolare la somma.
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Esercizio 5.10. Stabilire il carattere della serie

S (e (1+4))

n=1

Esercizio 5.11. Studiare il carattere della serie
“+o00
=k
log {1+ .
> tox (14 2
Piti in generale, determinare per quali valori di « la serie
“+00
—1)n
Z log <1 + (a)>
n=1 n

converge.

Esercizio 5.12. Stabilire il carattere della serie

“+oo

Z (arctan(sinn))" .

n=1

Esercizio 5.13. Siano r,s due semirette uscenti dal vertice O di e che formano un
angolo di 5. Detto Ay il punto di r che dista 1 da O, sia A; il piede della perpendicolare
condotta da Ay ad s, sia poi As il piede della perpendicolare da Ay ad r. Si prosegua
indefinitamente nel modo anzidetto. Si dia una definizione della lunghezza della spezzata
infinita AgA1A5A43... A, ... e si calcoli tale lunghezza.

Cosa succede se si cambia I’angolo da % ad un qualunque o €]0, 5[?

Ay

0 Lt

Ay Ao Ag T

Esercizio 5.14. In un piano riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali Oxy é
dato il punto Ap = (1,0).
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Si costruisca il triangolo rettangolo OAyA;
avente il vertice Al sull’asse delle ordinate e
sia o 'angolo OAgA;1. Si conduca per A; la
perpendicolare alla retta AgA; che incontra
I’asse delle ascisse in As; si conduca per As la
perpendicolare alla retta A; Ay che incontra
I’asse delle ordinate in A3 e cosi via, ottenen- a

do una spezzata AgA; Ay ... Ay, 1cul vertici Ay Ay
di indice dispari appartengono all’asse delle
ordinate e quelli di indice pari all’asse delle
ascisse.

As

1. Dimostrare che le lunghezze dei lati della spezzata sono in progressione geometrica
e so calcoli la lunghezza /,, della spezzata;

2. determinare il limite ¢ di ¢,, al tendere di n;
3. studiare come varia ¢ = ¢(«) al variare di a.

Esercizio 5.15. Determinare il carattere delle seguenti serie

Zlog<1+ng>; > Z%n :

n=1 n:l(n) n=1

> > arctan > (225
n=1 £~k=1k n=1 n=0 k=0

Esercizio 5.16. Determinare per quali valori di a € R la serie

>
n=1 1+;§‘—1
€ convergente.
Esercizio 5.17. Determinare il carattere delle seguenti serie numeriche:
400 1\" e 1
a ntan — | ; b —_.
w0 S
n=1 n=2

Esercizio 5.18. Determinare al variare del parametro a € R, il carattere della seguente
serie numerica

> o log(e‘/ﬁ —n)
E: n2 !
= log(4™ +/n)

Esercizio 5.19. Sia a, una successione di numeri positivi. Provare che

+o0o +o0o
Zan < 400 = Z (e(_l)na" - 1) converge.
n=1 n=1
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5.2 Soluzioni

Soluzione Fs. 5.1. La serie & a termini positivi. Poiché
. 9 1
lim n (en2 — 1) =1,
n—oo
la serie converge per il criterio degli infinitesimi. ]
Soluzione Fs. 5.2. Poiché n! < n"™ per ogni n € N, si ha
log(n!) <log(n™) = nlogn,

e dunque la serie assegnata diverge, in quanto

+oo 1 +o0 1

- > = 400
E n = g
= log(n!) = nlogn

(la serie a destra della diseguaglianza precedente ¢ stata studiata nell’Esempio 2.7).
Piu precisamente, é possibile verificare che ’andamento asintotico del termine generale

¢ esattamente quello di ———. Infatti, poiché
nlogn

Yl
log(n!) = nlog Vn!=n <log RAL log n> ,
n

. V! .
e ricordando che <™ — %, si ha
nlogn

log(n!)

— 1 pern — oo.

Soluzione Es. 5.3. Abbiamo:
li n” I L
im ——— = lim ——— =
n—-+00 nlog(n') n— 00 log vn!

La serie assegnata converge in quanto il termine generale ¢ un infinitesimo di ordine
+oo

superiore a 23, e g — converge. L]
n n2

n=1

Soluzione Fs. 5.4. La serie & a termini positivi. Applichiamo il criterio del rapporto.
Poiché

(2n +2)! 2" 1(2n+2)(2n+1)
2t (n + 1)t (2n)) 2 DI+ L
n n)! (n+1)(1+7)
+oo (271 |
la serie nz:l (2n)” diverge positivamente. O
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Soluzione Es. 5.5. Dividiamo lo svolgimento in due punti.

+o0o
o La serie Z(—l)" ({/n — 1) converge per il criterio di Leibniz. Infatti poiché {/n >
n=1

le {n — 1, allora {/n — 1 é& positiva e infinitesima. Inoltre ¢ anche decrescente.
Infatti:

1 n
"Wn+l-1<i¥n—1 = (n+1)" <" —= <1—|—> <mn,
n

e 'ultima diseguaglianza ¢ vera per ogni n > 3, in quanto dal limite che definisce
il numero di Nepero sappiamo che (1 + %)n < e < 3. Questo prova la monotonia
(per n > 3) della successione, e dunque la convergenza della serie.

e La serie non converge assolutamente. Infatti

‘(_1)”(%_ 1)‘ - W— 1 :elOg %_ 1 :eilogn_ 1.

Inoltre
elo% —1
logn - 1’
n
=R 1ogn =
e poiché Z k2K diverge positivamente, per confronto la serie Z ({Vﬁ — 1) di-
n=1 n n=1
verge positivamente.
O
Soluzione Es. 5.7. Consideriamo la serie
Xa + as + +a a1 +a a; +az+a ai +az + +a
Zl 2t ... n:a1+1 2, @ 2 3, L@ 2t ... no
= n 2 3 n

con a, > 0. Vogliamo dimostrare che a,, = 0 Vn € N. Supponiamo per assurdo ay > 0,
per qualche N € N. Abbiamo:

at+a+...+tany+...+tay an

> ——sen>N
n n
—+o0o “+00 400
an 1 : aip+az+...+ap
Essendo E — =apn g — = 400, per confronto dovrei avere E =
n n n
n=N__ . _n=N ) n=N )
400, contro l'ipotesi che la serie ¢ convergente. Pertanto ay deve essere necessariamente
nullo, e dunque a, = 0 qualunque sia n € N. O

36



an

Soluzione Es. 5.8. . Supponiamo che la serie > a, converga. Allora 0 < - < ape
n
g an , an an
per il criterio del confronto ) 5 15— converge. Viceversa, se > 1 14— converge, allora 1 v

é infinitesima, e dunque necessariamente anche a,. Pertanto per il criterio del confronto
asintotico, essendo

lim —"— = lim(1 + a,) = 1
1+an
si ha che }_ {2 converge. O

Soluzione Fs. 5.9. La serie é una serie geometrica di ragione log «, che converge se e solo
se —1 < loga < 1, ossia se e solo se % < a < e. In tal caso si ha

+00 400 1 lo 20£
E (log )™ = E (loga)”—l—logoz:i—l—loga:gi.

1—-loga 1—loga
n=2 n=0

O

Soluzione Es. 5.10. Poiché (1 + %)” ¢ crescente e tende ad e, allora e — (1 + %)” é
infinitesima, nonnegativa e decrescente. La serie quindi converge per il criterio di Leibniz.

O]

Soluzione Fs. 5.15. La lunghezza di ApgA; €

1
AOA1 = OAO sin% = 5

Il triangolo di vertici Ag, A1, Ao & simile al triangolo di vertici OAgA;. La lunghezza di
AjAs

T 1V3 V3
AiAy = AgAycos & = 2 V2 _ V3
1412 010086 22 4

quindi

A2A3 = A1A2 COS% = =

6 2\ 2
Pertanto
E_l*i(ﬁ)”_l [
n=0 2 2 1_§ 27\/5
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In generale,
AgA; =sina, A1As = AgAq cosa = sinacos a,

AsAs = AjAscosa = sinacos’ o, ... AnApi1 =sinacos” a;
) + 3

Pertanto, essendo « €]0, 5 si ha

Si osservi che

lim /¢, = +o0, lim /¢, = 1.
a—0t a—}g_

Soluzione Es. 5.14. Sia a €]0, 5[ I'angolo iniziale. Allora

OA 1

ApAr = 0 — , OA; = ApAjsina = sin v = tan «;
cosa  cosa cos «
OA tan «

A1 Ay = L OAy = A Agsina = tan? o

cosa  cosa’
in generale si ha
OAs tan? o tan” o

Ay As = - o ApAn = .
COS «x COS v COS v

Pertanto £, = —— 37" tan” o, e per a €]0, Z[ si ha

1 1
0=/ = lim ¢, = . .
(o) nl—g:o " cosa 1—tana

Notiamo che

lim /(a) =400, lim {(a)=1.

a%% - a—0t

FEsercizio 5.15. Prima serie. La serie é a termini positivi. Essendo

1
1 3 —_— =
nEIfoon log <1 * n3> 17

per il criterio degli infinitesimi (« = 3) la serie converge.
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Seconda serie. La serie ¢ a termini positivi. Applichiamo il criterio del rapporto.
Poiché

limﬂzlim (Bn)! (4 DR+ @n+2)@e+ Do+l 4
n (3(:++11)) n n!(2n)!  (3(n+1))! n B3n+3)(3n+2)(3n+1) 27 7

la serie assegnata converge.
Terza serie. La serie & a termini positivi. Applichiamo il criterio della radice per le
serie. Poiché

. o[ nvn ) a1
lim —— =— lim nv» =—- lim ev®» = —¢
n——+o0 on 2 n—+o0 2 n——+oo

la serie assegnata converge.
Quarta serie, primo metodo. Ricordando che essendo

|
1i71£n [; . logn] =7,

dove v ~ 0.57 ¢ la costante di Eulero-Mascheroni, abbiamo

I1 criterio del confronto asintotico garantisce che la serie assegnata diverge positivamente,
in quanto ha lo stesso carattere della serie

+oo

1
Z logn = oo

n=2

Quarta serie, secondo metodo. Per il teorema della media aritmetica, risulta

et % 1 i1k
lim =Lk — lim = =07, ossia lim =ELE = 4o
n—+00 n non n—-+o0
Quindi la successione b,, = ﬁ tende a zero “pitl lentamente” della successione a,, = %
k=1%

Essendo ay, il termine generale di una serie divergente positivamente (la serie armonica),
anche b, ¢ il termine generale di una serie divergente positivamente.

Quinta serie. La serie & a termini positivi. Poiché
2

1
arctan — =1,

limn 3
n n

la serie converge per il criterio degli infinitesimi.
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Sesta serie. Ricordiamo che

1= (H)m 1"
szczl_lz2‘(z>'

k=0 2
Dunque
n
1 1
2= 5 =g
k=0

cioé la serie assegnata ¢ la serie geometrica di ragione %, quindi é convergente:
+00

1
}:522

n=0
]

Esercizio 5.16. La serie ¢ a termini positivi; applichiamo il criterio degli infinitesimi.
Osserviamo preliminarmente che

1
1 \/1+*2+1 1
naizna+:na+2 1+7+1 .
1+L -1 n2 n

TL2
Pertanto
lim n_a_zina = 1
n—00 1+% -1 2

n

e quindi la serie assegnata ha lo stesso carattere della serie ) #, che converge se e

solo se —a — 2 > 1, ossia se e solo se a < —3. O

Esercizio 5.17. Prima serte. La serie € a termini positivi. Dal criterio della radice, si ha
che la serie converge:

1\" 1 1 1
lim { tan— ) =_- 1li dn)tan — | = - < 1.
im (n an ) im [( n) tan 3n] 3

Seconda serie. La serie é a termini positivi. Applicando il criterio degli infinitesimi, si
ha:

1 1 n
limn?———— =lim ——— = lim ————— =0, in quanto Vnl — +00;

o)~ (o) (g g’

dunque la serie converge: il suo termine generale tende a zero “pitt velocemente” di %, e
> s < oo, =
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Esercizio 5.18. La serie converge se e solo se a@ < . Verifichiamolo. La serie ¢ a t.

2
positivi. Si ha:

. log (e\/ﬁ — n) . log <e\/ﬁ(1 - ne_\/ﬁ)) 1+ log <1 — ne‘ﬁ)

" log (47* + v/n) " log (47 (1 + \/n4—"%)) - log4 + log (1 +n4—"*)’

3
a—3

da cui segue che

lirlgnné_@ - log (e\/ﬁ — n) s 1+ log (1 _ ne—ﬁ) .

log (47* + /n) o log 4 + log (1 +nd—"?) - log 4

€]0, +ool.

Pertanto, la serie ha lo stesso carattere della serie %a, che risulta convergente se e
n2 -

3

solosej—a>1,cioéa<%. ]

Esercizio 5.19. Poiché e(=)"n > 1 <= (=1)"a, > 0, ossia per n pari, la serie & a
segni alterni. Poiché

e(=D"n _ 1
(=D"an

e -
lim

= lim
n an, n

=1, in quanto (—1)"a, — 0,

dal criterio del confronto asintotico si ha che la serie ¢ assolutamente convergente, dunque
convergente. O
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