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EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE (ODE): 

PROBLEMI AI VALORI INIZIALI
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Equazioni differenziali Modelli differenziali: le definizioni

Definizioni

Si dice equazione differenziale un’equazione che ha come 
incognita una
funzione 𝑦 = 𝑓(𝑥) e che stabilisce un legame tra 𝑥, 𝑦 e almeno una 
delle sue derivate. 

Il massimo ordine di derivate che compare nell’equazione rappresenta il suo
ordine.

Quindi un’equazione differenziale si dice:
• del primo ordine se compare al massimo la derivata prima.
Ad esempio:

5𝑦ᇱ − 3𝑥𝑦 = 𝑥ଷ

• del secondo ordine se compare al massimo la derivata seconda.
Ad esempio:

𝑦ᇱᇱ + 3𝑥𝑦 − 𝑥ଶ = 𝑦′
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Equazioni differenziali Modelli differenziali: le definizioni

ESEMPIO

L’equazione differenziale
𝑦ᇱ = 2𝑥 + 1

è del primo ordine. 

L’integrale generale è dato dalle funzioni di equazione:

𝑦 = 𝑥ଶ + 𝑥 + 𝑐

Un integrale particolare, ad esempio la funzione soluzione che passa per 
l’origine,
è quella che si ottiene per 𝑐 = 0, cioè la funzione di equazione

𝑦 = 𝑥ଶ + 𝑥
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Esempio 1 - Moto rettilineo uniforme

x(t) = posizione del punto al generico istante t.

posizione all'istante tposizione all'istante t0

v

x(t)

la posizione x(t) soddisfa l'equazione

vtx
dt
dx

 )('

= punto che si muove di moto rettilineo uniforme
con velocità v

Come si determina la posizione all’istante t ?



3

5

Esempio 2 - Decadimento radioattivo 

N(t) diminuisce con velocità di decadimento proporzionale al 
numero di atomi  

t2t1

N(t0) N(t0+t1) N(t0+t1+t2)

il numero di atomi N(t) soddisfa l'equazione

)()(' tkNtN
dt
dN



N(t0) = numero di atomi dell'elemento radioattivo all’istante t0

Qual è il numero di atomi all’istante t=t0+t1+t2 ?
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Esempio 1 Esempio 2

vtx )(' )()(' tkNtN 

In entrambi i casi si vuol risolvere un’equazione la cui 
incognita compare sotto il segno di DERIVAZIONE.

Un’equazione con queste caratteristiche è detta 

Equazione Differenziale 
Ordinaria (ODE).
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Esempio 1 Esempio 2

vtx )(' )()(' tkNtN 

In entrambi i casi si vuol risolvere un’equazione in cui
compare la derivata della funzione incognita

e  
l’incognita è funzione di una sola variabile.

Un’equazione con queste caratteristiche è detta 

Equazione Differenziale
Ordinaria (ODE).
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Equazioni Differenziali 
Ordinarie (ODE) del primo ordine

la derivata di ordine massimo è la DERIVATA PRIMA

la derivata prima è ESPLICITATA A SINISTRA

Esempio 1 Esempio 2

vtx )(' )()(' tkNtN 

Equazioni Differenziali Ordinarie (ODE) 
del primo ordine in forma esplicita.

inoltre 

Nei due esempi,
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Equazioni Differenziali Ordinarie (ODE) 
del primo ordine in forma esplicita

In generale

 ode del primo ordine: la derivata di ordine massimo della 
funzione incognita è la derivata prima 

 ode in forma esplicita: esplicitata rispetto alla derivata di 
ordine massimo della funzione incognita

It     tytfty  )),(,()('

incognita, derivabile in IIy :

funzione notaIf :
I intervallo di 

ODE DEL PRIMO ORDINE IN FORMA ESPLICITA
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Ittytfty           )),(,()('

Soluzioni di una ODE
 TtI ,0

),[ 0  tIintegrando ambo i 
membri tra t0 e t

Itcdyfty
t

t
      ,))(,()(

0


costante arbitraria

It    dyfdytyty
t

t

t

t
  ,))(,()(')()(

00
0

per l'arbitrarietà del
punto (t0,y(t0))

l'equazione ammette una
famiglia di soluzioni (o integrali)
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Esempio 1 - Moto rettilineo uniforme (continuazione)
vtx )('La traiettoria del moto soddisfa

generica soluzione:
𝑥ᇱ 𝑡 = 𝑣

𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
= 𝑣

𝑑𝑥(𝑡) = 𝑣𝑑𝑡

න 𝑑𝑥(𝑡)
௧

௧బ

= න 𝑣𝑑𝑡
௧

௧బ

𝑥|௧బ
௧ = 𝑣 ∗ 𝑡|௧బ

௧

𝑥 𝑡 − 𝑥(𝑡଴) = 𝑣 ∗ (𝑡 − 𝑡଴)

𝑥 𝑡 = 𝑣 ∗ 𝑡 − 𝑡଴ + 𝑥(𝑡଴)

𝑐𝑜𝑛 𝑡଴ = 0 ⇒  𝑥 𝑡 = 𝑣 ∗ 𝑡 + 𝑥(𝑡଴)

x

t
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Esempio 1 - Moto rettilineo uniforme (continuazione)
La posizione del punto  all’istante t dipende dalla 

posizione ad un istante iniziale t0:

0)( xvttx 

,)( 00 xtx  00 t

x

t

UNICA
SOLUZIONE !

0x

5 0 xse
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Esempio 2 - Decadimento radioattivo (continuazione)
Il numero di atomi soddisfa l'equazione )()(' tkNtN 

t

N

𝑁ᇱ 𝑡 = −𝑘𝑁(𝑡)

𝑑𝑁 𝑡

𝑑𝑡
= −𝑘𝑁(𝑡)

න
𝑑𝑁(𝑡)

𝑁(𝑡)

௧

௧బ

= −𝑘 න 𝑑𝑡
௧

௧బ

log 𝑁 𝑡 |௧బ
௧ = −𝑘 ∗ 𝑡|௧బ

௧

log 𝑁 𝑡 − log 𝑁 𝑡଴ = −𝑘 ∗ (𝑡 − 𝑡଴)

log
𝑁 𝑡

𝑁 𝑡଴
= −𝑘 ∗ 𝑡 − 𝑡଴

𝑑𝑁 𝑡

𝑁(𝑡)
= −𝑘 ∗ 𝑑𝑡

𝑁 𝑡

𝑁 𝑡଴
= 𝑒ି௞∗ ௧ି௧బ

𝑁(𝑡) = 𝑁 𝑡଴ ∗ 𝑒ି௞∗ ௧ି௧బ

𝑐𝑜𝑛 𝑡଴ = 0 ⇒ 𝑁(𝑡) = 𝑁 𝑡଴ ∗ 𝑒ି௞∗௧

2 0 Nse
UNICA 

SOLUZIONE !
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Negli esempi precedenti

))(,()(' tytfty 

00 )( yty 

ODE

condizione
iniziale

una ed una sola soluzione 
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Problema di Cauchy o ai valori iniziali








00 y)t(y
It          )),t(y,t(f)t('y

problema

soluzione

dati 


2

2
00

JI:)y,t(f
)y,t(

I:y tale che








00 y)t(y
It     )),t(y,t(f)t('y

condizione iniziale

Equazioni differenziali alle variabili separabili
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Equazioni differenziali Equazioni del primo ordine

Equazioni a variabili separabili

Un’equazione differenziale del primo ordine è detta a variabili separabili se 
si può scrivere nella forma:

𝑦ᇱ = 𝑔 𝑥 ȉ ℎ 𝑦 .
Diamo la procedura di risoluzione:

1. posto ℎ(𝑦) ≠ 0, si scrive l’equazione in modo da separare le 
variabili: 

ௗ௬

ௗ௫
= 𝑔 𝑥 ȉ ℎ 𝑦 →

ௗ௬

௛ ௬
= 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

2.   si integrano entrambi i membri dell’equazione ottenuta
∫

ௗ௬

௛(௬)
= ∫ 𝑔 𝑥 𝑑𝑥

3. si verifica se la condizione ℎ 𝑦 = 0 porta ad individuare altre 
soluzioni dell’equazione

4. si scrive l’integrale generale dell’equazione considerando anche 
gli eventuali integrali ottenuti al punto 3.
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Equazioni differenziali Equazioni del primo ordine

ESEMPIO
Risolviamo l’equazione

𝑦ᇱ = 𝑦ଶ ȉ 𝑥
1. Possiamo scrivere l’equazione nella forma:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦ଶ ȉ 𝑥

e separare le variabili, supponendo 𝑦 ≠ 0:
𝑑𝑦

𝑦ଶ = 𝑥 𝑑𝑥

2. Integriamo entrambi i membri:

න
𝑑𝑦

𝑦ଶ = න 𝑥 𝑑𝑥

cioè

−
1

𝑦
=

𝑥ଶ

2
+ 𝑐 → 𝑦 = −

2

𝑥ଶ + 2𝑐
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ESEMPIO
Risolviamo l’equazione

𝑦ᇱ = −𝑥𝑒௬

1. Possiamo scrivere l’equazione nella forma:
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑥𝑒௬

e separare le variabili, supponendo 𝑦 ≠ 0:
𝑑𝑦

𝑒௬ = −𝑥 𝑑𝑥

2. Integriamo entrambi i membri:

න
𝑑𝑦

𝑒௬ = − න 𝑥 𝑑𝑥

න 𝑒ି௬𝑑𝑦 = − න 𝑥 𝑑𝑥

−𝑒ି௬ = −
𝑥ଶ

2
+ c

𝑒ି௬ =
𝑥ଶ

2
+ c

−𝑦 = log 
௫మ

ଶ
+ c e quindi 𝑦 = −log 

௫మ

ଶ
+ c
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ESEMPIO
Risolviamo l’equazione

𝑦ᇱ − 𝑥 = 𝑠𝑒𝑛𝑥
1. Possiamo scrivere l’equazione nella forma:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑥 = 𝑠𝑒𝑛𝑥

e separare le variabili, supponendo 𝑦 ≠ 0:
𝑑𝑦 = (𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥) 𝑑𝑥

2. Integriamo entrambi i membri:

න 𝑑𝑦 = න(𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑥) 𝑑𝑥

𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑥 +
𝑥ଶ

2
+ c

Con CONDIZIONE INIZIALE 
𝑦 𝑥଴ = 0 = 2 𝑎𝑏𝑏𝑖𝑎𝑚𝑜 2 = 1 + 0 + c  e quindi c = 1


