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1l problema

Minimizzazione di una funzione quadratica convessa

1
min f(z) = 3 TAz —bTz st. ze®R™ (1)

con A € R™™ simmetrica definita positiva e b € R"

Risolvere il problema (1) é equivalente a risolvere uno dei problemi seguenti:

Ax = b,

min || Az — b]|.
zeR
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Il metodo steepest descent

Metodo Steepest Descent (SD)

zg € Rk« O;
go < Axg — b;
while not_stopcondition
Lok . oA
gt Agr’
Th4+1 < Tk — OkJk;
Gk+1 < gk — k. AGr;
k<< k+1; sl
endwhile

af =

Notiamo che zx4+1 = zr + v™ dove

v" = argmin f(z +v) con v € Span{gs}
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Il metodo steepest descent

Notiamo che

Algoritmo di discesa con "passo ottimo"

Tp+1 = Tk + v, con

xg € N"; go < Azxg — b;; k < 0; v* = argmin f(zx + v)
go <= Azo — b;
while not_stopcondition ev € Span{vy}
li ; . .
s vf%gk Ad ogni passo la funzione
= k . . . . e .
Ok =TT Avy obiettivo f(z) viene minimizzata
T4l < Tk + Qg Uk; in uno spazio affine
Zk+1ki%k + apAvg; unidimensionale (o,
— 3 .
endwhile egunvale‘nt'erflente, .f(xo + ) .
viene minimizzata in uno spazio

< vettoriale unidimensionale)
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Il metodo steepest descent

Algoritmo di discesa con "passo ottimo"

xo € R™; go «+ Azxg — b;; k <+ 0;
go + Az — b;
while not_stopcondition
scegli  wvg;
ol gk .
’ugAvk’
Th41 < Thp + QpVk;
Gk+1 + gk + agAvg;
k<+—k+1,;
endwhile

ap = —

Notiamo che

Tp+1 = Tk + v, con

*

v" = argmin f(zr + v)
e v € Span{vy}

Ad ogni passo la funzione
obiettivo f(z) viene minimizzata
in uno spazio affine
unidimensionale (o,
equivalentemente, f(xo + v)
viene minimizzata in uno spazio
vettoriale unidimensionale)

E' possibile minimizzare f(xo + v) in sottospazi di dimensione via via crescente?

x1 = argmin f(x) conx = xo + v, v € Span{vo}

x2 = argmin f(z) con z = zo + v, v € Span{vg, v1}
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Minimizzazione in sottospazi

Minimizzazione in sottospazi

Il problema

1
min f(z) = ixTAx — b7z st. x=m0+v convE S = Span{vo, v1, ..., Uk }

pud essere formulato come segue:

min f(xo + aovo + @11 + ... + arvr) &
min f(zo + Va) con o€ RV = [vo,v1,..., 0] € R

Quindi

@ =argmin f(zg +Va) & Vaf(zo+Va)=0
e VIVf(zo+Va)=0
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Minimizzazione in sottospazi

Minimizzazione in sottospazi

Il problema

1
min f(z) = ixTAl’ — b7z st. x=m0+v convE S = Span{vo, v1, ..., Uk }

pud essere formulato come segue:

min f(xo + aovo + @11 + ... + arvr) &
min f(zo + Va) con o€ RV = [vo,v1,..., 0] € R

Quindi

@ =argmin f(zg +Va) & Vaf(zo+Va)=0
e VIVf(zo+Va)=0

Condizioni di ortogonalita

viVf(zo+Va)=0, i=0,1,...k < Vf(zo+Va)e St =Span{vo,v1,...,vx}"
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Minimizzazione in sottospazi

Minimizzazione in un sottospazio bidimensionale: perché scegliere direzioni
coniugate?

Supponiamo di aver eseguito le prime due iterazioni:

T1 = Zo + QoVo; T2 = T1 + Q1V1.
La scelta del passo ottimo garantisce che

Vi) vo=0 e Vf(z2) v1 =0.

Richiedere che z2 minimizzi la funzione in Span{vo, v1} significa richiedere che valga
anche la condizione di ortogonalita

Vf(:Eg)T’U() = 0
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Minimizzazione in sottospazi

Minimizzazione in un sottospazio bidimensionale: perché scegliere direzioni
coniugate?

Supponiamo di aver eseguito le prime due iterazioni:

T1 = Zo + QoVo; T2 = T1 + Q1V1.
La scelta del passo ottimo garantisce che

Vi) vo=0 e Vf(z2) v1 =0.

Richiedere che z2 minimizzi la funzione in Span{vo, v1} significa richiedere che valga
anche la condizione di ortogonalita

Vf(z2)Tvo = 0.
Ricordando che V f(z2) = Vf(z1) + a1 Avy, abbiamo
Vf(acz)Tvo = Vf(:cl)Tvo + al(Avl)Tvo = aw(:)FAvl
e, dunque, z2 minimizza la funzione nello spazio affine
A={z:2 =20+ aovo + a1v1, ao,a1 € R}

se e solo se le direzioni di ricerca vy e v sono A-coniugate, ovvero vd Avy = 0.
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo delle direzioni coniugate

Proposizione [Coniugatezza e indipendenza lineare]

Se i vettori vy, vs, ..., v sono A-coniugati, allora essi sono anche
linearmente indipendenti

Metodo delle direzioni coniugate: metodo di discesa con "passo ottimo"
in cui le direzioni di ricerca sono mutuamente coniugate.

:-( Necessita di determinare delle direzioni coniugate

:-) Il metodo termina dopo un numero finito di passi (al pid n)
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Metodo delle direzioni coniugate

Vg, V1, ..., Up_1 vettori non nulli A-coniugati
xg € R"; gg + Axg — b; k + 0;
while k < n and ||gi|| > tol
Yk 9k _.
ngvk’
Tp+1 < T + Qg Ug;
k1 < gk + o Avy;
k+—k+1;
endwhile

qf = —

Come scegliere le direzioni v;?
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Metodo del Gradiente Coniugato

zo € R"; go « Azxg — b; vg = —go; k < 0;
while k < n and | gi|| > tol

Vg 9k .
ng'uk’

Tpt1 ¢ T + QpUL;
Gk+1 < gk + o Avg;

qfp — —

Br < 7
Vi1 = —Gk+1 + BrUk;
k—k+1;

endwhile

La direzione di ricerca all'iterazione k é costruita come
combinazione lineare dell’antigradiente in tale iterazione
e della direzione di ricerca all'iterazione precedente.
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il Metodo del gradiente coniugato: proprieta

Siano vy, v1, ..., v le direzioni A-coniugate generate dall'algoritmo CG e siano
x; = xo +v*, conv* = argmin f(zo +v), v € Span{vg, v1,...,v;—1}, @ < k+ 1,

le corrispondenti approssimazioni della soluzione. Quale deve essere il valore di i
affinché la direzione

Vk+1 = —Gk+1 T Brvk
sia A-coniugata alle precedenti?
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il Metodo del gradiente coniugato: proprieta

Siano vy, v1, ..., v le direzioni A-coniugate generate dall'algoritmo CG e siano
x; = xo +v*, conv* = argmin f(zo +v), v € Span{vg, v1,...,v;—1}, @ < k+ 1,

le corrispondenti approssimazioni della soluzione. Quale deve essere il valore di i
affinché la direzione

Vg1 = —gk+1 + BrUk
sia A-coniugata alle precedenti?

Essendo ¢g; = B;_1v;_1 — v;, si ha
Span{go, g1, ---, gi } = Span{vg, vy, ...,v;} Vi <k
e, ricordando la formula ricorsiva che lega i gradienti, si ha anche
Span{vg, v1, ..., v;} = Span{go, g1, ..., gi } = Span{go, Ago, ..., A’go} Vi < k.
Infine, in virtd della coniugatezza delle direzioni e della ottimalita del passo, risulta

gilv;, 7=1,..,i—1 equindi g;Lg;, j=0,...,5— 1
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del Gradiente Coniugato: proprieta

Da vg11 = —gka1 + By discende
vE_HAvi = ng_HAvi + BrvpAvy, i=1,..., k.
Inoltre, per i < k,
0=0¢119 = gly1(gi1 + i1 Avi1) = gl Avi1 =0
Sfruttando la coniugatezza di vg, v1, ..., vx si ha quindi
v Av; =0, i=0,1,,.. k-1, (2)
Vi1 Avg = —gils 1 Avg + BrugAvg. (3)

Da (2) segue che, per qualsiasi scelta di 3, la direzione vg; & coniugata a

V0, V1, ..., Uk—1, mentre da (3) segue che affinché vy sia coniugata anche a vy,
deve essere

_ g1 Avi

Br =

’UkAUk

Gerardo Toraldo (Unina) 1l metodo del Gradiente Coniugato A.A. 2014-2015 11 / 64



Il metodo del Gradiente Coniugato

figuracg. jpg
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del Gradiente Coniugato: proprieta (riepilogo)

Abbiamo dimostrato che il metodo del Gradiente Coniugato

e genera una sequenza di direzioni coniugate
Vg = —gk + Br—1Vk—1,
con B = (9,1 Avi)/ (u] Auy);
e costruisce una sequenza di punti
Tk = xo + v*, con v* = argmin f(z¢ + v), v € Span{vg, V1, ..., Vg_1};
e converge in al pit n passi;
o ¢ tale che

Span{vo, v1, ..., vx } = Span{go, g1, ---, gx } = Span{go, Ago, .-, A¥go }
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del Gradiente Coniugato: espressioni di oy, e 5k

e Da vy = —gr+ Br_1vk_1 € v,%llgk =0 discende

T 7T
op = — Ve 9k 9r 9k
== = :
v, Avi, v, Aug

e Da Avy = (gk+1 — gr)/au discende

ngHAUk g}{+19k+1
Br = = :

vl Avy, 9% gk
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Il problema Il metodo steepest descent Minimizzazione in sottospazi Il metodo del Gradiente Coniugato Precondizionamento - CG

Metodo del Gradiente Coniugato

xg € N"; go « Axg — b; vo = —go; k + 0;
while k < n and ||gi|| > tol

T T
9i 9k Y9k
Qg < ngvk ’UEA’U]C P

Th41 < T + QgUg;
Jk+1 < Gk + apAvg;

g;::+19k+1 g;{HAvk
B — T T A
95, 9k Uy, AV

Vk+1 & —Gk+1 + Brvk;
k<« k+1;
endwhile

Complessita computazionale per iterazione
@ Un solo prodotto matrice vettore per iterazione (Auvg);
o Il prodotto Az non viene mai eseguito;
@ memoria di lavoro: 4 vettori (z, v, Av, e r)
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del Gradiente Coniugato: convergenza

Convergenza e autovalori distinti

Se m ¢ il numero di autovalori distinti di A, allora il metodo CG converge alla
soluzione in un numero di passi £ < m.
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del Gradiente Coniugato: convergenza

Convergenza e autovalori distinti

Se m ¢ il numero di autovalori distinti di A, allora il metodo CG converge alla
soluzione in un numero di passi £ < m.

Dimostrazione. Siano A1, A2, ..., Am gli autovalori distinti di A =UDUT. Supponiamo
per assurdo che i vettori go, g1, ..., gm siano tutti non nulli. Osserviamo inoltre che

m m

[[a-xn=v(][(D-xD|UT =o0.

i=1 1=1

Allora le matrici
IT=A%A4,A% .. A™

sono linearmente dipendenti, e tali sono i vettori
2
9o, A90> A go, -y Amg()'

Ma
Span{go, Ago, A%go, ..., A" go} = Span{go, g1, g2, ..., gm }

e cid é in contrasto l'ipotesi di assurdo.
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Il metodo del Gradiente Coniugato

il Metodo del gradiente coniugato: errore assoluto

Definiamo errore assoluto al passo k la quantita
e, =T —x".
Essendo Ax* = b, si ha
et Av; = (Azy, — Ax*) v, = gfv; =0, i=0,1,....k—1

(e & A-ortogonale (coniugato) alle prime k direzioni di ricerca)

Inoltre, essendo Aeg = go, si ha

Span{go, g1, ---, gx } = Span{vg, vy, ..., V5 } = Span{Aeo,A2eo7 ...7Ak+1eo}
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del gradiente coniugato: errore assoluto

Si osservi che xp 41 € X}, con
Xi={z:xz=129+v}, ve&Span{vg,v1,..., 01},
e quindi exy1 € E}, con
Ep={e:e=ey+v}, veSpan{vg,vy,...,vp} = Span{Aeg, A%e, ..., AFTleg}.
Esistono quindi dei coefficienti reali v1,~a, ..., k41 tali che

k+1

€k+1 = €0+E viA'eq
i=1
k+1

1+ 7iA" | e = prr1(A)eo,
=1

dove pp4+1 € H,lC+1 e H11c+1 é I'insieme dei polinomi di grado k + 1 che valgono 1
nell’origine.
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del gradiente coniugato: errore assoluto

Caratterizzazione dell’errore assoluto

L’errore assoluto ey risolve il problema
min u? Au (4)
st.ueU={u: u=e+s, s€S}
con S = Span{vg, vy, ..., v } = Span{Aey, A2e, ..., A¥Tleg}
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del gradiente coniugato: errore assoluto

Caratterizzazione dell’errore assoluto

L’errore assoluto ey risolve il problema
min u? Au (4)
st.ueU={u: u=e+s, s€S}
con S = Span{vg, vy, ..., v } = Span{Aey, A2e, ..., A¥Tleg}

Dimostrazione. |l problema (4) pud essere riformulato come
min (eg + Va)T A(eg + V)
con V = [vg,v1,...,v1] e a € RFFL

o, equivalentemente,
min o’ VT AVa + 2¢f AVa

(minimizzazione di una funzione convessa).
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del gradiente coniugato: errore assoluto

Scrivendo le condizioni di ottimo si ha:

VIAVa+VTAeg =0 & VIAVa+e)=0 &
VIAu=0 < olAu=0, i=0,1,..,k

L’ultima relazione é proprio la condizione di A-ortogonalita tra e;41 e le direzioni
di ricerca v, ..., v e quindi vale la tesi.

La proposizione precedente pud essere anche formulata come segue:

Caratterizzazione dell’errore assoluto

Kt
lex+1lla = minflull4 = _min |GO+Z%A’€0||
uelU ~YE

= min|jp(A)eolla, p€I},.
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del gradiente coniugato: errore e spettro di A

Si ha (u1,u2, ..., un base ortonormale di autovettori di A)

lp(A) (zo — 2|4 = (0 — (A))2 (w0 — ") =
(3] 4o (Z W) (5
(Z %m) > A ( yiu ) ~idi (p(A:))* ui =

Z% * < max (p(A))* Y 7P A = max (p(A)” [|lzo — =" [[%

1

n
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del gradiente coniugato: errore e spettro di A

Si ha (u1,u2, ..., un base ortonormale di autovettori di A)

Ip(A )(fro — "4 = (w0 - (p(A))* (z0 — ") =

S ) 3 A () i =

Stima dell’errore relativo

len+1ll% 2
—_— min max (p(\;
ool =yt 1222, (PN
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Il metodo del Gradiente Coniugato

| polinomi di Chebyshev

cos[(k + 1)8] = 2 cos 6 cos kO — cos[(k — 1)6].
cosh[(k 4+ 1)0] = 2 cosh 0 cosh k6 — cosh[(k — 1)6],

coshz = cos(iz) = %, cosh™'z=1In(z + 22— 1), i=+—1.
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Il metodo del Gradiente Coniugato

| polinomi di Chebyshev

cos[(k + 1)8] = 2 cos 6 cos kO — cos[(k — 1)6].
cosh[(k 4+ 1)0] = 2 cosh 0 cosh k6 — cosh[(k — 1)6],

coshz = cos(iz) = %, cosh™'z=1In(z + 22— 1), i=+—1.

Il polinomio di Chebyshev di prima specie di grado k si pud definire come segue:

Ty (cosh 0) = cosh(kf), 0 = cosh™ 'z
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Il metodo del Gradiente Coniugato

| polinomi di Chebyshev

cos[(k + 1)8] = 2 cos 6 cos kO — cos[(k — 1)6].
cosh[(k 4+ 1)0] = 2 cosh 0 cosh k6 — cosh[(k — 1)6],

coshz = cos(iz) = %, cosh™'z=1In(z + 22— 1), i=+—1.

Il polinomio di Chebyshev di prima specie di grado k si pud definire come segue:
Ty (cosh 0) = cosh(kf), 0 = cosh™ 'z
& Ti(z) = cosh(kcosh ™' z) = cosh(kIn(z + V22 — 1))
& Ti@) =3 (@ V- D + @ - Va2 - D).

2

T()(:I,‘) = 17 Tl(ac) =T Tk+1(l‘) = 2$Tk(.7}) - Tk_l(CC)
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Il metodo del Gradiente Coniugato

| polinomi di Chebyshev

cos[(k + 1)8] = 2 cos 6 cos kO — cos[(k — 1)6].
cosh[(k 4+ 1)0] = 2 cosh 0 cosh k6 — cosh[(k — 1)6],

coshz = cos(iz) = %, cosh 'z =1In(z + a2 - 1), i=

Il polinomio di Chebyshev di prima specie di grado k si pud definire come segue:

Ty (cosh 0) = cosh(kf), 0 = cosh™ 'z
& Ti(x) = cosh(kcosh™ z) = cosh(kIn(z + /22 — 1))

& Ti(z) 7(23—1—\/ \/2—1)k).

T()(:I,‘) = 17 Tl(ac) =T Tk+1(l‘) = 2$Tk($) - Tk_l(CC)

Teorema

Sl (= (bta) e

Allora Q(z)_Tk( b—a )/Tk( b—a )
min max [p(z)| = max |Q(z)| =

(—(b+ a))
p@l‘[l z€[a,b] z€[a,b] b—a
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del gradiente coniugato: errore relativo e condizionamento

Consideriamo Ty (s(7)), con
. 2T — ()\1 + )\n)
s(r) = TN

Osserviamo che —1 < 5(7) <1 & A1 <7 < Ay Inoltre, considerato

s —5(0)——)\1—~_>\"——K—i_1 con k= 2
R D WD Vi R DY
risulta . X
—1)* K+ 1 K—1
Ti(s0) = ) vk + Ve .
2 NS NCES
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del gradiente coniugato: errore relativo e condizionamento (cont.)

Teorema

k
HekHAS 2 )k §2<a_1) . con a = /a(@)

lleolla —1\* +1
(2) + (=8

Dimostrazione. Consideriamo il polinomio

D)

Si ha: o) Ti(s0) -
llexll% _ 1
||€0‘|?4 < 11,%1%Xn|Q(AZ)‘ < Alrgnraé\n |Q(T)| - |Tk(80)‘7

da cui segue la prima disuguaglianza del teorema. Per dimostrare la seconda
disuguaglianza basta osservare che

k
a—1
2 2(a+1)

a—1 k a+1 ko a—1 2k '
(a+1) +(a—1) (a+1) +1
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo del gradiente coniugato: cluster di autovalori

I risultato del teorema precedente pud essere raffinato, per tenere conto, in particolare,
del caso in cui gli autovalori siano concentrati intorno a A;.

Teorema

Sia m un intero minore di n. Per il metodo CG vale la seguente maggiorazione per gli
a
errori®:

k—m
lex |4 <2 <a — 1> , con a = +/km(A) dove km(A)= Ar;\_m
1

lleolla a+1

?Composite convergence bounds based on Chebyshev polynomials and finite precision conjugate
gradient computations, T. Gergelits, - Z. Strakos

Esempio:
A={1, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 16 1.7, 1.8, 1000}, se consideriamo m = 1 avremo

Kkm(A) = /\9//\1 = 1.8 e quindi 2 ? ~ 0,146

A ={1, 999.1, 999.2, 999.3, 999.4, 999.5, 999.6, 999.7, 999.8, 1000} se

consideriamo m = 1 avremo Kk, (A) = Ao/A1 = 999.8 e quindi a:—l ~ 0,939

Si osservi che in entrambi gli esempi é k(A) = 1000
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Metodi di Krylov

Az = b (A non necessariamente sdp) (S)J

Se A & non singolare la soluzione di (5) & #* = A=1b. A partire da un punto
iniziale o un metodo iterativo di Krylov calcola la generica iterazione h—ma
minimizzando un certo errore nello spazio affine h—dimensionale:

zo + Kj, dove Kj = Span{rg, Arg, ..., A""1ry}

dove rg = Az — b (residuo iniziale)

o Kj = Kp(A,19) k—mo spazio di Krylov;
o r(x) = Ax — b residuo in z (r, = b — Axp);

e Se A é non singolare, allora K,, = 1", e quindi un metodo di Krylov termina
dopo (al pit) n passi.
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Il metodo CG é un metodo di Krylov. L'iterazione xj, € soluzione del problema

min _ ||z* — x| 4, dove K} = Span{rg, Aro,, ...,Ak_lro} (6)
rExo+ Ky

Minimizzazione dell’errore

L'iterazione k—ma determina in 2o + K il punto che ha distanza minima dalla
soluzione z* secondo la norma indotta da A

Gerardo Toraldo (Unina) 1l metodo del Gradiente Coniugato A.A. 2014-2015 27 / 64



Il metodo del Gradiente Coniugato

Nel metodo GMRES, ['iterazione x; € soluzione del problema

min_ ||b — Az||, dove K}, = Span{ro, Arg, ..., A¥"1ry}
r€xo+ Ky

Minimizzazione del residuo

Notiamo che, se € xg + K, allora

k
r(z)=—Az+b=rg— Z v;A'rg = p(A)rg, con p €
0

Teorema (dimostrazione: kelley)

Sia A non singolare, e sia zj la k—ma iterazione generata da GMRES. Allora

[71|| = min [[p(A)ro
pE™,
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Il metodo del Gradiente Coniugato

[[rell = min [lp(A)roll = lIri|l < [Iroll min [Ip(A)]|
PET PET

e quindi vale la seguente

Maggiorazione del k—mo residuo

ll75 I

ol < [p(A)|| per ogni p € 7, (7)

Necessita di stime dell’errore pit "operative" di (7)(ad es., collegate allo spettro o al
condizionamento di A). Occorre fare ulteriori ipotesi su A

Maggiorazione del k—mo residuo

Se [lI — Al < p<1, allora |lgell < p"lrol

Dimostrazione: in (7) si prenda p(A) = (I — A)*.
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Matrici Diagonalizzabili

Una matrice A si dice diagonalizzabile se esiste una matrice non singolare V € C"*" tale
che

A=V AV VAV I =A

A0 0 0 O
0 X 0 0O O
A= o o0 - 0 O
o o0 o0 - O
0 0 0 0 M

con V matrice diagonale costituita dagli autovalori di A.

@ VA=AV (le colonne k—di V & autovettore destro di A di autovalore Ay.
Analogamente le righe di V™! sono autovettori sinistri di A).

@ Dalla invertibilita di V' segue che esiste una base di autovettori d/s (condizione
necessaria e sufficiente per la diagonalizzazione)

© Se V ¢ ortogonale, allora V ha come colonne gli autovettori di A, V! =V, con
VH complessa coniugata di V.

@ Se A é Hermitiana (simmetrica), gli autovettori possono essere scelti in maniera tale
da formare una base ortonormale di C™ (R")
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Matrici Diagonalizzabili: stima del residuo

Se A=V 'AV, allora, per ogni polinomio p(-) si ha che

p(A) =V Ip(A)V. (8)
Da (7-8) segue che
Irell = min Jlp(A)rol < VIV = vl ¥ € m (9)
Tk
< w(V)max|ph)llroll Vp € ik (10)

Teorema (terminazione finita per GMRES (A diagonalizzable)

Se A possiede solo k autovalori distinti A1, Az, ..., Ak, allora GMRES termina dopo (al
pia) k passi.

Dimostrazione Il polinomio

-

v =11 (*57)
=1 K

é tale che p(0) =1, p(A) =0, e quindi, dalla (9) segue la tesi
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Il metodo del Gradiente Coniugato

GMRES (Generalized Minimal RESidual method)

Nel metodo GMRES, ['iterazione xj, € soluzione del problema

min_ ||b — Az||, dove K} = Span{rg, Arq, ..., A¥"1rq} (11)
r€Exo+ Ky

Supponendo di conoscere una base ortonormale {u1, ug, ..ux} di K, allora il
problema (11) potrebbe essere formulato come

Ining—A(l‘o + Yy1ur + Yau2 + .. +ykuk)|| (12)
o, equivalentemente,
min ||b— A(zo + Ury)||, v € R* <= min|jro — A(Ury)||, y € R (13)

dove U = [U]_,UQ, ...,uk}
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Il metodo del Gradiente Coniugato

GMRES: Costruzione di Uy,

Costruzione iterativa dei vettori u;.
Alla prima iterazione:

ro = Axg — byuy = ro/||ro| (14)
Supponiamo di voler costruire uy tale che {uy,us} sia una base ortonormale di
Span{rg, Aro}. Possiamo scegliere: us = Auy + Suq. Imponendo la condizione di
ortonormalita:

ugul =0< (Aug + ﬁul)Tul =0« B =—h'" dove ' = (Aul)Tul = u{Aul;
Au1 — hll’ul
|[Au; — Aty ||

Analogamente, volendo costruire ug tale che {uy,uz,us, } sia una base
ortonormale di Span{go, Ago, A%go}:

e quindi wug =

uz = Aug + aug + Bug;
ulus =0 a=—ul Auy = —h'2;

T, _ _ T _ 122, B _Aus—h2u; —h%2u,
usuz =0& = —uz Aug = —h**;e quindi uz = T —h 2|
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Il metodo del Gradiente Coniugato

GMRES: Algoritmo di Arnoldi

Algoritmo Arnoldi

Q go = Az — bur = go/l|goll
Q for i=1:k
Aui — Z;‘:l h“uj

1 Auw; — 351 hitu|

Uj+1 dove hji = (A’LLj)TUi (15)

E immediato osservare che w;,; é linearmente indipendente dai vettori w1, ..u;,
appartiene a K;1; inoltre, per k <i

i i
ui | Au; — E hiuj | = uj Au; — E hiuTu; = uf Au; — ¥l uy =0
Jj=1 Jj=1

e quindi i vettori uy, ..u;, u;11, rappresentano una base ortonormale di K;;

Gerardo Toraldo (Unina) 1l metodo del Gradiente Coniugato A.A. 2014-2015 34 / 64



Il metodo del Gradiente Coniugato

Algoritmo di Arnoldi: The happy breakdown theorem

Sia A non singolare, e supponiamo che

Allora

l‘* = Ailb € Zo +Kz

Dimostrazione: Kelley (lemma 3.4.1)
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Il metodo del Gradiente Coniugato

Posto v; = || Au; — 22:1 h7%u;]|, considerata la matrice
hll T
21 22

S : (16)

hnfl,l hn71,2 . . hnfl,nfl Yn—1

se H = PT, e Hj, & la sottomatrice di H ottenuta prendendo le prime k colonne e k + 1
righe,

L T
" h22 th
hkk
Yk

allora, per le direzioni di ricerca generate dal metodo di Arnoldi vale la formula

AUy, = U1 Hy,

Osserviamo che la matrice Hy é Hessemberg superiore.
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Il metodo del Gradiente Coniugato

GMRES: Algoritmo di Arnoldi

Supponiamo che I'algoritmo proceda senza breakdown. Ricordiamo che alla
generica iterazione occorre risolvere il problema

min [|go — A(Ur)y||

Essendo Uy1Hy = AUy, e osservando che go/||go|| = Ur+1€1, tale problema pué
essere scritto come

min [|go — (AUx)yl| < min|[|go — (Ur1 Hr)yl| < min [Ug41 (lgoller — Hyy) ||

Quindi, la generica iterazione k—ma pué essere calcolata come x, = 2o + Hyryx,
con

g = axgmin [|lgolles — Hiy ]
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Il metodo del Gradiente Coniugato

GMRES: Algoritmo di Arnoldi

yi = argmin|||lgo[ler — Hyy|* = argmingy” Axy — bi'y

dove Ay = HF Hy, e by, = H ||go||e1, e quindi ad ogni passo del metodo di Arnoldi
occorera risolvere un sistema della forma y = (HL Hy,) "*Hi || gollex

GMRES (Arnoldi)

x9 € R™; k + 0;
ro < b— Axo, Uy = 7“0/”7“0”,
while not_stopcondition
k=k+1;
for j =1...k
hjk — (Auk)T’u_]
endfor
uppr — Aug — Y8 By, g < [lueya
U1 = Ups1/||ungr|
yi — (HE ) HE [lgole:
endwhile
Tsol = To + Uryk

o
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Il metodo del Gradiente Coniugato

GMRES: Algoritmo di Arnoldi

Complessita di tempo: all'iterazione k—ma

o Calcolo dei coefficienti hjx: un prodotto matvet (Avy) + kvetvet;

@ Risoluzione di un sistema k X k (la matrice é fattorizzata come prodotto di matrici
di Hessemberg)

@ altri due prodotti vetvet
Al termine un prodotto matvet per ricostruire la soluzione

Complessita di spazio:
Occorre memorizzare la matrice H e tutte le direzioni di ricerca u;

Inconvenienti numerici:

o Il fenomeno del fill-in rende il metodo poco adatto ai problemi sparsi; in particolare,
dover conservare tutte le direzioni di ricerca pone seri problemi di occupazione di
memoria (possibile rimedio: restart)

o L'accumulo dell’errore di roundoff pué produrre la perdita di ortogonalita fra le
direzioni di ricerca (e il conseguente deterioramento delle proprieta di convergenza
del metodo)(possibile rimedio: ortogonalizzazione di Gram-Schmidt modificata)

per i rimedi: vedi Kelley.
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Precondizionamento - CG

Precondizionamento - CG

Obiettivo: risolvere un sistema equivalente a quello di partenza, con un indice di
condizionamento pil favorevole.

Strategia Determinare una matrice non singolare M, che sia una "approssimazione di
A7 in modo tale che lo spettro di M A "si stringa" intorno a 1, riconducendo la
risoluzione di Ax = b alla risoluzione di

MAz = Mb (18)

Nota: se A & spd, non ¢é detto che AM lo sia (quindi (18) non & applicabile a CG). Si
considera quindi il pit generale schema di precondizionamento

MANy = Mb con y=N "'z (19)J

con M e N precondizionatori sinistro e destro rispettivamente.
Nota: Se A & sdp e N = M7, allora la matrice del sistema (19) sara sdp
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Precondizionamento -

Precondizionamento CG - Jacobi

Metodo di Jacobi per Ax = b:

A=L+D+U
Ar=be (L+D+U)z=b; De=b— (L+U)zx
Zry1 =D 'b— DL+ U)ay,
Precondizionatore sinistro

a;; se 1=17

M = (mi;) : mij = { 0 altrimenti
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Precondizionamento - CG

Precondizionamento CG - Cholesky incompleto

Si consideri una matrice B spd e sia B = UTU la sua fattorizzazione di Cholesky.
Nel sistema precondizionato M ANy = Mb in (19)possiamo sceglire
M=U7T N=UL

Si osservi che, se B = A,

U TAU Yy =UTh U 00U y=U""Th &
U TUTou "y =U""The Iy=U""b (20)
La matrice M dovra essere scelta

@ in modo da "approssimare bene" A ed avere condizionamento pia favorevole
(k(UTAU ) ~1;

@ tale che il costo computazionale per calcolare U sia accettabile;
© U sia facilmente "invertibile"
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Precondizionamento - CG

Teorema

Q(z) = T (L ;f”ja))/n (%)

Allora max [Q(2)|ze[a,p) = Min, ¢ 1 max |p(z)|ze(a,b)
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Metodi di Newton inesatti

Il metodo di Newton per il sistema di equazioni non lineare F'(z) =0
Tr+1 = Tk + S dove
F’(wk)sk =—F(zp) & rp = F'(mk)sk + F(zk) =0
Metodi Newton-inesatti: (44) é risolto in maniera approssimata con un residuo
rr = F'(xzr)sk + F(zy)

(possibilmente) non nullo (e passo sy = F'(xy) 'ry — F'(xx) ' F(xx) ). Che
accuratezza richiedere su r5? Si considera, come "misura di accuratezza" il rapporto

Irell o 1 (zr)|

T E@] T @]
Metodo di Newton Metodo di Newton Inesatto
zo € R k + 0 zo € R k <+ 0
while not_stopcondition while not_stopcondition
solveF'(zy)s = F(zk); approxsolveF'(zy)s = F(zx);
Tpy1 T+ 85 k< k+1; Tpy1 T+ 85 k< k+1;
endwhile endwhile
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Teorema: Convergenza metodi NI

Supponiamo che {nx} sia tale che n, < t < 1, allora esiste £ > 0 tale che, se
|lxzo — || < € la successione {zx} converge a z* g-linearmente e, in particolare,

lokrs — @[« < tllzn — 27|« dove ||yl = [[F'(z")yll (21)

Osserviamo che, poiché F'(z.) & non singolare, per ogni v > 0 esiste p > 0 tale che, se
|z — || < p allora
[1F' () — F'(2")|| <
[F'(2)™" = F'(z") 7 <~
[1F(z) = F'(2z")(z — z.)[| <7llz — .||
e, di conseguenza
IE @)l = [I[F(zx) — F'(z")ex] + F'(z)er|] < 2v]lexll
Inoltre, 1
;Hy\l < lyll+ < pllyll dove p=max{|[F'(z")|, | F'(z")""|I}
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F'(a")ers1 = F'(2")(ex + sx) = F'(2*) [ex + F'(x) v — F'(zx) " F(x1)]
=F'(z")F'(zr) " [F'(zk)ex + e — Flai)] =

F'(@")F'(2x) " |+ (F'(wx) = F'(a"))er + (= F(xx) + F'(2")ex) | 5

1F" (") F () | IF" (@) (F (@) ™" = F'(@") ™) + 1]

L+ | F @) - 1F (@)™ = F@) 7 < 1+

IN

lexsills < U+ (Irell + 1F (xx) = F (@) lllexl] + | F(ze) = F'(z%)erll)  (22)
< ()|l F (@e)ll + llexll + vllexl) < (1 +vp)(2ym 4 27) [lex]]
< (1 + ) (2yme + 27) pllex ||«
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Lemma: (maggiorazione di || F||).

1

WJHF(%Y I}

a = max{||F'(z.)|| +

allora .
Sllz = || < ||[F(2)]l < aflz — 27|
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Teorema: Velocita di Convergenza metodi NI

Supponiamo che la successione {z} generata da un metodo NI converga a z*. La
convergenza € superlineare se e solo se

7]l = o([[F'(z)l) per k — oo

Dimostrazione: supponiamo |lex+1|| = o(|lex]])

rr = F'(xp)sk +F(zx) = F'(zr)ewsr — F'(zr)er +F (xr) — F' (2 )er + F' (2% )ex =
~———

[F(ox) — F'(0)ex] + [(F'(22) — F'(2"))ex] + [(F'(@") + F' (@) = F'(@"))exsa]
e quindi
Ilrill < o(llexll) + o) llex]l + [I1F" (=) + o(1)] o([lexl])
e quindi ||rx[| = o([lexl) = o(|| F'(z)]

) k— o0

Se ||rull = o[ F(zx)

), ricordando ( 22) avremo

lexralls < @+ ym) (sl + I1F (wx) — F' () lllex ]| + [ F(ar) — F' (2" )ex])
= o([[F'(z) ) + o(V)(llex]) + olllex ) = olllex])

Gerardo Toraldo (Unina) 1l metodo del Gradiente Coniugato A.A. 2014-2015 49 / 64



Teorema: Velocita di Convergenza metodi NI

Supponiamo che la successione {z} generata da un metodo NI converga a z*. Se
nr — 0, allora la convergenza é g-superlineare.

Il generico metodo di Newton inesatto per il sistema di equazioni non lineare F/(z) =0
puo’ essere scritto nella forma

Tp41 = Tk + Sk dove (23)
Hysp = —F(xx) (24)

In questo caso

ri = F'(x) (—Hp F(zx)) + F(zr) e quindi
il = | F' (zx) (=HeF(zx)) + F(a)|| < | = F'(zx) Hil| - | F (2|

In particolare, la successione 7, &€ maggiorata dalla successione p; dove
!
pr = [[I = F'(zx) Hy |
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Teorema: Velocita di Convergenza metodi NI

Supponiamo che la successione {z} generata da un metodo NI converga a z*. Se F'(x),
é Lipschitz continua in =™ allora la convergenza é g-quadratica, cioé esiste C' > 0 tale che

s — | < Cllax — 2|1
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Metodo di Newton Inesatto globalizzato
20 ER"; k+0; t€(0,1)
while || F(xy)|| > tol
trova n € [0,1) e sy tali che
[1F(zx) + F' (zr)sill < mil ()| (C1) &
[F(zx 4+ si)ll < 1=t =ne)l|F(ze)l| (C2)
k< k+1; Tpi1 =z + Sk
endwhile

Notiamo che, posto

pred,, = || F(zx)l| — [|F (zx) + F'(wx)sell, areds = [ F(ax)l| — [|F (2 + si)ll

(C1) = pred;, > (1 — )| F ()] (25)
(C2) = aredy, > t(1 — ) || F(zx)]| (26)
e quindi la condizione su si implica
aredy > t(pred,)

che pué essere interpretata come una condizione di fedeltd del modello lineare di F’
ripetto ad F'.
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Metodo di Newton Inesatto con Backtracking
2o €ER™; k + 0; Nmae €10,1), 0 < Omin < Omaz < 1
while || F(xy)|| > tol
Mk € [0, Nmaz] calcola sy tale che
1F () + F'(znr)skll < mell F(zn)|
while |[F(w + si)l| > [1 — t(1 — p)lllF(z1)]
scegli © € [Omin, Omax)
Sk = ®Sk7 Ne = 1-— 6(1 _nk)
endwhile
k< k+1; Tpr1 = xr + Sk
endwhile

Teorema: Convergenza NIB

Supponiamo che la successione {zx} generata da un metodo NIB abbia un punto di
accumulazione z*, con F'(z.) invertibile, allora F(x.) =0 e & — .. Inoltre, per k
sufficientemente grande, i valori iniziali di sx ed 7 saranno accettabili.

Se la successione ¢ limitata allora (in alternativa):
@ Converge ad una soluzione z.
o Ammette punti di accumulazione con Jacobiano singolare.
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Implementazione di NIB: scelta dei parametri

Nmaz = 0.9; Opmin = 0.1; Omaz = 0.5; t =1e —4

Termini forzanti e convergenza:
@ nr =n <1 = convergenza lineare
@ N — 0 = convergenza superlineare

o N = O(||F(zx)||) = convergenza quadratica

Una possibile scelta per i termini forzanti:

Mk = min{Nmaz, Nk} dove

e = WE @)l = |1 F(zr-1) + F'(zr-1) skl
[1F (ze-1)ll
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Metodo delle secanti

Il metodo di Newton per il sistema di equazioni non lineare F'(z) =0
Thi1 =k — (F'(z1)) " F(zk) (27)

é una immediata generalizzazione del metodo delle tangenti (Newton-Raphson) a
funzioni di pia variabili (formalmente ottenuta sostituendo la derivata della funzione con
lo Jacobiano del sistema). Nel caso di funzioni di una variabile, le varianti del metodo di
Newton che non utilizzano le derivate (secanti, falsa posizione, ...)

b—a

Fo) —Fla)' ) )

Thk4+1 = Tk —
sono formalmente ottenute da (27) sostituendo la derivata con una approssimazione alle
differenze finite w (con a, b opportunamente scelti).

Un tale procedimento non é generalizzabile a funzioni di piG variabili. Occorre stabilire

delle opportune condizioni da imporre alla approssimazione By, della matrice Jacobiana
F’(:Ifk)
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Condizione secante

Bisg = yk, dove sy = xk — Tk—1, Yr = F(xr) — F(xr_1) (29)

La condizione (29) ammette infinite soluzioni (che costituiscono uno spazio affine di
dimensione n? — n)
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Condizione secante: Broyden (good)

Biy1 = argminy cqnxn||X — B||r s.t.Xskp =yr con B = By (30)

Il problema (30) nelle n? variabili x;; pué essere formulato come *
min®(X) = XX —2BX s.t. Xs=y, (31)
0, equivalentemente,
min ®(X) = 0.5(XX — 2BX) s.t. ©,(X) = X's=1v;, i = 1.n, (32)

dove X* ¢ la i—ma riga di X e gli indici di sy, yx sono omessi per semplificare le
notazioni. Le condizioni di Lagrange per (32) sono

VO(X)=X-B=Y AMVOi(X)& X' =B =\se X -B=2xs" (33)

Per ricavare il vettore dei parametri di Lagrange in (33), moltiplicando ambo i membri
per s e ricordando il vincolo Xs = y si ottiene

Xs—Bs = As'sey—Bs=\s's dacui (34)
— T _ T
A= VTP quindi X =BT =B+ ¥ B (55
sTs sT's

il prodotto matrice matrice va inteso come prodotto componente per componente:
C = AB7 Cij = a,',jbq‘,j
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Condizione secante: Broyden (good)

iy T
kSk — (Bk—15k)s T k — Br—15k
By = By, + L5k (T )k _ Bi—1 + prsy dove pi = yTi (36)
Sy sk Sy Sk
@ Con la (36) all'iterazione k viene calcolata una approssimazione della matrice

Jacobiana F'(zy) a partire da quella calcolata all'iterazione k — 1 mediante un
update di rango 1.

@ La risoluzione di un sistema lineare é |'operazione pit onerosa per il calcolo del passo
ad ogni iterazione;

@ In generale la successione { By} non converge a F'(z*);
@ La formula (36) non preserva simmetria e pd.
o Convergenza superlineare: limy_; oo % =0
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Metodo di Broyden (diretto) Good
20 ER™; By € R™*™; k1,
Fo = F(xo); S1 —BalFog
Tr1 < Xo + S1, F1 «— F(]Jl);
y1=F —Fp
while || F (z1)|| > tol

Br_15K)sh

T
Yk Sk —(
By <+ Bi_1+ Ter

Sk41 <+ — By ' Fi;

Tht1 < Tk + Sk+1; Frop1 = F(Tr41)

k< k+1; yo = Fr — Fr—1
endwhile
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Condizione secante: Broyden (bad)

Idea: fare una update di una matrice che approssimi I'inversa della matrice Jacobiana.

Formula di Sherman Morrison Woodbury

A T A

Th—1_ 41
(A+vw ) =A T wTATs

A wwT + A~ YowT A= LowT
Ty _ -1, T _
) (A+ovw*)=T+ A" vw" — T T ATy =

41 A lywT AT

14+wTA- 1y
—— —N—

A~ lpwT + A lpwT wT A o —A~LowT — A~y wT A~y wT

I =1
+ 1+wTA-1vy

Utilizzando SMW con By_1 — A, pr, — v, sy — w, H = (B)™' si ha

- _ Hy—1prsy, Hi—
Hi=(Bi) " = (Boor +prst) ™" = Hy_y — 2 1Pk5R ko1 (37)

T
1+ s, He_1pk

T T T

(Hr—1Yx — Sk)Sk He—1/5k Sk (st — Ho—1Y) S Hi—1
= T =Hp—1+ o
14 k—lTyk—Sk Sk sy Hi_1yw
sisk
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Condizione secante: Broyden (bad)

(sk — Hi—1yx)si He—1
st He—1yn

Hiy = Hi_1+ (39)

Con la (39) all'iterazione k viene calcolata una approssimazione dell'inversa della
matrice Jacobiana a partire da quella calcolata all'iterazione k — 1 mediante un
update di rango 1.

Un prodotto matrice vettore ¢ il calcolo pit oneroso richiesto per il calcolo del passo

ad ogni iterazione;

In generale la successione {Hy} non converge a F’(a:*)fl;

La formula (39) non preserva simmetria e pd.

.
xT —x
lzg+1 I 0

Convergenza superlineare: limg_, oo Tor =% =
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Matrici di Broyden: invertibilita

Matrix Determinant Lemma (MDL)

Siano A € R™*™, wu,v € R™, con A non singolare. Allora

det (A + uvT) = (1 + "UTA_lu) det(A)

Matrici di Broyden: invertibilita

By_1 invertibile = By invertibile sse szk__llyk #0
Hy_1 invertibile = Hj invertibile sse s{kalyk #0
Dimostrazione:

A,

B r _B
det(By) = det (Bk—l + ks’“ (Be—15k)sy, ) = det (Bk—l -‘rpké‘{) |:pk = 7% b 1Sk:|
Sk Sk Sk Sk
. . -1 Y& — Br—1s;,
Applicando MDL si ha det(By) = det(Bg—1) | L + s, B, ——F—
s) 5k
sEB vk sEB vk
=det(By_1) [ 1+ E—F=12 — 1) = det(By_1) -1
Sk Sk Sk Sk
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Broyden per F(x) = Az — b

T T
— (Br—

By = By, + L5 (T k1K) Sk
Sk Sk

Yr — Br_15k

T
= Br_1 + prsi dove pr = -
Sk Sk

Se F(z) = Az — b, allora yi, = Asy, e, posto Ex_1 = Bi—1 — A, si ha

A — Bi_1)sk Er_151 L SpSE
P = ( = ) =——= ,equindi By = Br—1 — Fr—1 oy k
Sk Sk Sk Sk Sk Sk

SkSE SkSk
Ey=FE,_1|I— T = ||EkH2 < ||Ek_1||2 essendo |[1 — T =1
S Sk Sk Sk llo

Al crescere delle iterazioni, le matrici di Broyden "si avvicinano" ad A.
Y

Gerardo Toraldo (Unina) 1l metodo del Gradiente Coniugato A.A. 2014-2015 63 / 64



Convergenza dei Metodi di Broyden

genza finita per Az = b (Gay 1979)

Nel caso in cui sia F'(z) = Az — b, il metodo di Broyden Good [Bad] converge in al pii
2n iterazioni, purché la matrice By [Ho] sia non singolare e durante le iterazioni sia
soddisfatta la condizione s{ B, ',y # 0 [s} Hi—1yi # 0]

Broyden: convergenza per F € C!

Nel caso in cui F(z) sia di classe C', . sia tale che F(z.) = 0, det(F’(z.)) # 0 con
F'(z) Lipschitz continua in un intorno di z., e inoltre si verifichi si B, ', yx # 0

[sk Hi—1yx # 0]

il metodo di Broyden Good [Bad] é localmente convergente intorno a z., con velocita
di convergenza superlineare.

| \
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