CAPITOLO 5

VIBRAZIONI MECCANICHE

5.1 Introduzione

Nei capitoli precedenti le macchine sono state considerate come sistemi
costituiti da organi meccanici rigidi e si & visto che in questa ipotesi un
gruppo di macchine si comporta come un sistema ad un grado di liberta.

Gli organi di una macchina sono perbd sollecitati da forze periodiche e per
questo motivo subiscono deformazioni variabili con lo stesso periodo.

Una deformazione variabile configura una vibrazione, sicché si pud affer-
mare che, quando la macchina & in funzione, gli organi della stessa vibrano
a causa di azioni forzanti periodiche. 3

Se le ampiezze di queste vibrazioni sono modeste, & ancora accettabile
I’ipotesi di sistema rigido, ma se al variare delle condizioni di funzionamento
della macchina, le ampiezze della vibrazione e della deformazione diventano
molto grandi, la resistenza meccanica della macchina stessa pud risultarne
compromessa. ‘

Situazioni pericolose di questo tipo sono dovute a fenomeni di risonanza,
che si verificano quando la frequenza delle forze, che sollecitano un organo
della macchina, eguaglia una delle frequenze con le quali I’organo stesso
pud naturalmente vibrare. ’

Per evitare che fenomeni di questo tipo si verifichino durante il funzio-
namento di un gruppo di macchine, & necessario che in sede di progetto
del gruppo stesso, possibili fenomeni vibratori del tipo descritto vengano
esaminati, in modo che sia possibile adottare, gia in quella sede, tutti gli
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accorgimenti adatti ad assicurare un funzionamento esente da pericolose
risonanze.

In questo capitolo verranno esaminati gli aspetti fondamentali delle vi-
brazioni meccaniche: i risultati ottenuti verranno utilizzati nei capitoli suc-
cessivi per studiare i fenomeni vibratori, che piu frequentemente si verifi-
cano nelle macchine.

5.2 Moto periodico

La vibrazione z(t) di un sistema meccanico (v. fig.5.2-1) & periodica, se il
valore dello spostamento z del sistema assume lo stesso valore ad intervalli
di tempo T, ciot se risulta:

z(t+T) = z(t) (5.2-1)

L’intervallo di tempo T viene detto periodo della vibrazione ed ¢ in genere
misurato in secondi.
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Fig.5.2-1

Poiché, come sara detto nel par.5.7, un moto periodico, come qualsiasi
altra grandezza periodica, & esprimibile in serie di Fourier :

z(t) = i n X cos(nwt + ¢o,,,) _ (5.2-2)

cioé come somma di moti armonici semplici, & opportuno iniziare lo studio
di una vibrazione nell’ipotesi che essa sia costituita da un moto armonico
semplice. ‘

Capitolo 5 303
5.3 Moto armonico
Un moto armonico z(t) ¢ rappresentato dalla funzione:
z(t) = X cos(wt + ¢o) (5.3-1)

e risulta completamente definito (v. fig.5.3-1) se di esso sono note ’ampiez-
za X, la pulsazione w e la fase iniziale ¢y = wt,.
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Fig.5.3-1

La pulsazione w & legata al periodo T, espresso in secondi, ed alla fre-
quenza f, espressa in Hz (hertz), dalle relazioni:

T= 27r/(;.) 8 ; f=1/T=w/2x Hz (5.3-2)

La pulsazione w ha quindi le stesse dimensioni, [T‘Il], della velocita an-
golare. :

La velocita £(t) del moto armonico si ottiene derivando rispetto al tempo
la (5.3-1):

#(t) = dz/dt = —Xwsin (wt + ¢o) =
= Xw cos (wt + ¢o + 7/2) (5.3-3)

e risulta quindi essere una grandezza armonica di pulsazione w, avente cioé
lo stesso periodo T e la stessa frequenza f del moto armonico z(t) e di
ampiezza pari ad wX.



304 Vibrazioni Meccaniche

anticipo rispetto allo spostamento z(t) e per questo motivo si dice in qua-
dratura con questo.

L’accelerazione Z(t) del moto armonico si ottiene derivando rispetto aj
tempo la &(t):

E(t) = &z /dt? = —Xw? cos(wt + ¢o) =

= Xw? cos(wt + ¢o + 7) (5.3-4)

Da questa relazione si deduce che 1’accelerazione Z(t) del moto armonico
& ancora una grandezza armonica di pulsazione w, sfasata di 7 rispetto a
z(t) (in opposizione di fase rispetto a z) e di ampiezza w?X.

5.4 Rappresentazione vettoriale di un moto armonico

Come qualsiasi altra grandezza armonica, il moto armonico (5.3-1) pud
essere rappresentato da un vettore rotante con velocitd angolare pari alla
pulsazione w e di modulo uguale all’ampiezza X del moto armonico. Infatti
se, come in fig.5.4-1, si traccia un vettore di modulo X e si immagina che
tale vettore ruoti in verso antiorario con velocitd angolare w, in ogni istante
la posizione del vettore sard individuata dall’angolo (wt+ ¢, ), che il vettore
stesso forma con ’asse v, e la proiezione del vettore rotante sullo stesso asse
coincide con il moto armonico (5.3-1).
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Fig.5.4-1

Si pud concludere quindi che il vettore rotante con velocita angolare w
e di modulo X puo rappresentare il moto armonico (5.3-1), nel senso che
la proiezione di questo vettore sull’asse v coincide con il moto armonico
assegnato.

Dalla (5.3-3) si deduce inoltre che la velocita #(t) & sfasata di /2 i E
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da osservare che all’istante iniziale ¢ = O il vettore rotante risultera
ostato o sfasato rispetto all’asse v di un angolo pari alla fase iniziale ¢
_fig.5.4-2).
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Fig.5.4-2

Tenendo presente che la velocita &(t) e 'accelerazione Z(t) del moto ar-
monico z(t), definito dalla (5.3-1), sono grandezze armoniche rappresentate
dalle (5.3-3) e (5.3-4) rispettivamente, si puo concludere che tali grandezze
sono Tappresentate da due vettori rotanti (v. fig.5.4-2) con velocitd w,
sfasati di 7/2 e  rispetto al vettore X, e di modulo rispettivamente uguale
awX ed w?X.

E da osservare che, poiché i tre vettori X, wX ed w?X ruotano tutti con
Ja stessa velocita angolare w, la loro posizione relativa non cambia durante
la rotazione e quindi il vettore velocita ed il vettore accelerazione risultano
sempre in quadratura ed in opposizione di fase col vettore X.

L’utilita della rappresentazione vettoriale di una grandezza armonica Sara
messa in evidenza nei paragrafi successivi.

5.5 Composizione di due moti armonici diretti secondo lo stesso
asse: battimenti

Si considerino due moti armonici 2:(t) ed z2(t), definiti dalle relazioni:

4 (t) = Xy cos (w1t + ¢o,1)

2 (t) = X, cos (wat + ¢o,2)

I moto s(t), somma dei due moti armonici suddetti, risulta dato da:
s(t) =z (t) + 22(t) =

= X cos(w;t + do,1) + Xz cos(wzt + ¢o,2)

(5.5-1)

(5.5-2)
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Se un punto materiale si muove lungo un asse = con un moto definito
dalla (5.5-2), si dird che il punto si muove con un moto, che risulta dalla
composizione di due moti armonici diretti lungo lo stesso asse z.

Solo se i due moti componenti (5.5-1) hanno la stessa pulsazione
(wy = w; =w) il moto risultante:

z(t) = X, cos{wt + ¢o,1) + X cos(wt + ¢ 2) (5.5-3)

¢ un moto armonico, caratterizzato, oltre che dalla pulsazione w, da una
ampiezza X e da una fase iniziale ¢,.

Cio puo essere dimostrato sia analiticamente, sviluppando con le formule
di trigonometria il secondo membro delle (5.5-3), sia ricorrendo alla rappre-
sentazione vettoriale. Quest’ultima via & la piu semplice e quindi & questa
che seguiremo.

Rappresentati come in fig.5.5-1 i due vettori rotanti X; ed X, all’istante
t = 0, si puo determinare graficamente il vettore risultante X, del quale
risulta determinata, oltre che il modulo X, anche la fase iniziale ¢,.

v

Fig.5.5-1

Dalla fig.5.5-1 si deduce che:

X = /X2 + X2 + 2X,X; cos(do.z — do.1)
Xsingo _ X, singo, + X, sin o (5.5-4)
X cos ¢Q - X1 CcOos ¢o'1 + Xz cos ¢0'2

ta.n¢o =
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Poiché i due vettori X; ed X; ruotano alla stessa velocitd angolare w,
Pangolo (¢o,2 — ¢o,1), compreso tra i due vettori suddetti, non cambia al
variare di ¢ e quindi il vettore X, ruotando con la stessa velocita angolare
w, avra una posizione rispetto ai due vettori X; ed X, costante e quindi
modulo X costante e dato dalla prima delle (5.5-4).

Da quanto detto si deduce che in ogni istante ¢ > O la somma delle
proiezioni sull’asse v dei due vettori X; ed X, & uguale alla proiezione sullo
stesso asse del vettore risultante e quindi:

z(t) = X1 cos(wt + ¢o,1) + X2 cos(wt + ¢o,2) = X cos(wt + ¢o)  (5.5-5)

con X e ¢o dati dalle (5.5-4).

La (5.5-5) esprime che la somma dei due moti armonici z; ed z; di uguale
pulsazione w ¢ un moto armonico della stessa pulsazione, caratterizzato dai
valori di X e ¢ dati dalle (5.5-4).

Se le pulsazioni w; ed w, dei due moti armonici z;(t) ed z3(t) sono di-
verse, il moto risultante non & un moto armonico: basta a questo proposito
considerare che i due vettori X; ed X,, ruotando a velocita angolari diverse,
daranno luogo ad un vettore risultante il cui modulo non & pili costante ma
¢ variabile con ¢.

In questo caso il moto risultante, oltre che non essere armonico, non & in
genere neanche periodico: cid avviene se le pulsazioni w; ed w; non sono
commensurabili, cioé se il loro rapporto non & un numero razionale.

Se invece risulta: '

wyfwe = fi/f2 =T2 /Ty = k1 [ka. (5.5-6)

con k; e k; due numeri interi e primi tra loro, il moto risultante z(t) &
periodico di periodo T dato da:

T-= lel = k2T2 = kl . 27|'/0)1 = kz . 27|'/0)2 (5-5—7)

Infatti al tempo (¢ + T') il moto risultante z(t) & dato per la (5.5-2) e le
(5.5-1) da:

z(t+T) = X, cos|wy (t+ T) + ¢o,1] + Xz cos [wz(t + T) + ¢o,2] =
= X, cos (wyt + ky -+ 27 + ¢0,1) + X, cos (wpt + kg - 27 + ¢o,2) =
= X; cos (wyt + ¢o,1) + Xz cos (wat + do,2) = |
= z(t) : (5.5-8)
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Se a titolo di esempio supponiamo che sia:
fi=25Hz ; f,=15Hz (5-5-9)

si avra:
wl/wg = f]_/fz = T2/T1 =2.5/1.5 = 5/3= k]_/k2

Le grandezze w; ed w; sono quindi commensurabili ed il moto risultante
& periodico di periodo:

T=kT, =kT,=5/25=3/15=2s

E da notare che se le frequenze f; ed f, variano di poco rispetto ai valori
dati dalle (5.5-9), ciot se, ad es., risulta:

fi =255H2 ; f,=1.55Hz

le due grandezze f; ed f; (e quindi w; ed w;) risultano ancora commensu-
rabili essendo: '

wl/OJ2 = f]_/fz = Tz/T]_ = 2.55/1.55 = 51/31 = kl/kz

ma il periodo T' del moto risultante si allunga notevolmente, passando dal
valore di 2 s al valore:

T = k]_T]_ = k2T2 = 51/2.55 = 31/1.55 =208

Un interessante fenomeno si verifica se i due moti armonici hanno pul-
sazioni w; ed wy poco differenti tra loro, cioé se il valore:

Aw Wy — Wy

.5-10
” ” (5.5-10)
& molto piccolo, essendo w &8 wy & wy .
Il moto risultante z(t) pud scriversi:
z(t) = X, cos[(wz — Aw)t + ¢o,1] + X, cos(wat + do,2) (5.5-11)

Se per semplicitd assumiamo come istante iniziale quello per il quale
risulta:

$0,1 = o2 =0
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la (5.5-11) pud scriversi:
z(t) = X, coswyt cos Awt + X, sinw,t sin Awt + X; coswat =
= (X, cos Awt + X3) coswyt + X sin Awtsinwyt =
= (X; cos Awt + X;) cos wyt + X, sin Awt cos(wzt — 7/2) (5.5-12)

Da questa relazione si deduce che il moto z(t) pﬁ(‘) essere considerato,
pelle ipotesi fatte {Aw/w < 1), come risultante di due moti di pulsazione
wa (¢ wy), sfasati tra loro di n/2, di ampiezza X data da:

X =1/(X1 cos Awt + X3)? + X3 sin® Awt =

= 4/ X% cos? Awt + X2 +2X, X; cos Awt + X2 sin® Awt =

=4/X?+ X2+ 2X; X; cos Awt (5.5-13)

L’ampiezza X del moto risultante non & quindi costante, ma varia perio-
dicamente con t tra i valori (X; + X3) e (X1 — X;): il periodo T}, di questa
funzione periodica & dato da:

Ty = 27/ Aw = 2% /(w, ;wl) =1/(f2 - f1) (5.5-14)

1l fenomeno descritto prende il nome di battimento ed & caratterizzato
da un moto risultante rappresentato in fig.5.5-2.
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5.6 Composizione di due moti armonici diretti secondo assi orto.
gonali

Consideriamo il sistema rappresentato in fig.5.6-1, costituito da una
massa m vincolata al telaio T mediante quattro molle di eguale rigidity
K, disposte come in figura.

Se la massa m, inizialmente in quiete, viene “spostata” lungo ’asse z ¢
quindi lasciata libera, essa compie lungo questo asse una oscillazione libera
che, nell’ipotesi di smorzamenti trascurabili, pud considerarsi armonica e
quindi definita dalla legge: '

z(t) = X cos(w,t + ¢o,2) (5.6-1)

Come si dimostrera nel par.5.12 il valore di w,, dipendera dalle caratteri-
stiche (m e K) del sistema, mentre X e ¢ ., oltre che da w,,, dipenderanno
dalle condizioni iniziali, ciod dallo spostamento e dalla velocita impressi alla
massa m all’istante t = 0.

Yi

Fig.5.6-1

Analogamente se la massa m viene inizialmente “spostata” lungo 1’asse
y, essa compie una oscillazione armonica y(t) rappresentabile dalla legge:

y(t) =Y cos(wnt + ¢o,y) (5.6-2)
Le due oscillazioni suddette, mentre avranno ampiezze (X ed V) e fasi

iniziali (@o,, € @o,y) in genere diverse, sono perd caratterizzate dall’avere
la stessa pulsazione wy, .
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Se la massa m viene inizialmente “spostata” lungo un asse diverso da z
ed y, ma contenuto nel piano zy, la massa m descriverd una traiettoria in
genere ellittica con un periodo T = 2x/w, ; tale traiettoria risultera dalla
composizione dei due moti armonici (5.6-1) e (5.6-2), diretti secondo assi
ortogonali.

E evidente che se le due coppie di molle vengono sostituite con due coppie
di rigidita diversa, i due moti z(t) ed y(t) avranno pulsazioni w, ed w, di-
verse e la massa m, opportunamente spostata dalla posizione di equilibrio,
percorrera una traiettoria che risulterad dalla composizione di due moti ar-
monici ancora diretti secondo assi ortogonali (z ed y), ma aventi pulsazione
diversa. ' _

Le traiettorie si presenteranno, in questo caso pil generale, come curve
piane piuttosto complesse, che prendono il nome di curve di Lissajous, dal
nome del matematico francese che nel secolo scorso (1855) studid per primo
I’andamento di tali curve.

-Solo nel caso che le due pulsazioni w, ed w, siano due grandezze com-
mensurabili il moto risultante & periodico.

In questo caso se, in analogia con quanto detto nel par.5.5, indichiamo
con k, e k; due numeri interi primi tra loro, potra porsi:

wefwy = o/ fy =Ty /T = kz [y (5.6-3)
ed il moto piano, risultante dei due moti:

z(t) = X cos(wst + @o,z) |

y(t) =Y cos(wyt + do,y) (5.6-4)

risultera periodico di periodo T = k, T, = k,T,; la traiettoria risulterd una
curva chiusa, percorsa periodicamente ad intervalli di tempo pari a T'.

Limitando ’esame al caso piu semplice di composizione di moti armonici
della stessa pulsazione w:

z(t) = X cos(wt + ¢o,z)

y(t) = Y cos(wt + ¢o.,) (5.6-5)

vedremo come sia possibile determinare, in funzione delle grandezze X, Y,
do,z, do,y, la traiettoria risultante dei due moti armonici.
Nel caso in cui i due moti sono in fase tra loro, cioé se é:

$o.z = $o,y = do (5.6-6)
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dalle (5.6-5) si deduce che per qualsiasi valore di ¢ risulfa.:
z/y=X/Y
e quindi:
y=(Y/X)= (5.6-7)
L.a (5.6-7.) & P’equazione di una retta passante per ’origine degli assi z,y
e di coefficiente angolare Y/X.

Tenendo presente che per le (5.6-5) i valori di z e di y debbono soddisfare
alle relazioni:

~X<z<X -Y <y<Y (5.6-8)

si. deduce (v. fig.5.6-2,a) che la traiettoria & costituita in questo caso dalla
diagonale del rettangolo di lati 2X e 2Y rispettivamente.

a) D) d} e)
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Fig.5.6-2

Tale traiettoria & percorsa con una legge del moto s(t) data da (vedi
fig.5.6-2,a):

s(t) = /22 + 4* = VX? + V2 cos(wt + ¢o) (5.69)

Da questa relazione si deduce che il punto si sposta lungo la diagonale

del 1:etta.ngolo con legge armonica di pulsazione w, percorrendola nei due
sensi (5.6-2,a).

Se 1 due moti sono in quadratura, cioé se risulta:
A¢ = oz — oy =E7/2 (5.6-10)
i due moti armonici avranno le espressioni:

z(t) = X cos(wt + ¢o,.)

y(t) =Y cos(wt + do,» F 7|-/2).= +Y sin(wt + ¢o.z) (5.6—11)
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‘he possono essere scritte:

z/X = cos(wt + Fo,2)

(5.6-12)
y/Y = xsin(wt + do.z)

Quadrando e sommando le (5.6-12) si ottiene ’equazione della traiettoria:

2/X2 4+ /Y2 =1 (5.6-13)

" Da questa relazione risulta che la traiettoria & un’ellisse di semiassi X ed

¥, disposti sugli assi di riferimento z edy (v.vﬁg.5_.6—2,c). .
11 verso con il quale la traiettoria viene descritta dipende dal segno di A¢
risultando:

x/2 — antiorario

g = 5.6-14
A9 = do.x = Py {—11’/2——» orario ( )

Per convincersi di cid basta considerare che per t = 0 le (5.6-11) si
scrivono:

z(0)= Xcosgo.
y(0) = £Y singo,=

Per A¢ =7/2e0< ¢o,z < /2, all’istante ¢ = 0 il punto si trova dunque
nel primo quadrante (v. fig.5.6-2,c) ed al crescere di ¢, decrescendo la z e
crescendo la y, il punto si muove in senso antiorario.

Per A¢ = —7/2e0 < ¢, < 7/2, allistante ¢t = 0 il punto si trova nel
quarto quadrante, ed al crescere di ¢, decrescendo la z e la y, il punto si
muove in verso orario.

Se i due moti z ed y sono in opposizione di fase, risulta:

(5.6-15)

A¢ = ¢o,z — Po,y = L7 (5.6-16)
e quindi:

z(t) = X cos(wt + ¢o,z) (5.6-17)
y(t) = Y cos(wt + ¢o,. £7) = Y cos(wt + ¢o,z)
Dividendo membro a membro le (5.6-17), si ottiene:
z/y=-X/Y

e la traiettoria coincide con la diagonale a tangente negativa del rettangolo
di lati 2X e 2Y e di centro O.
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Anche in questo caso il punto si muove sulla diagonale con legge armonica:

s(t) = V22 + 4% = VX2 + Y2 cos(wt + ¢o,.)

percorrendola nei due sensi (v. fig.5.6-2,¢).

Per 0 < A¢ < =/2, Pellisse risulterd sempre inscritta nel rettangolo
di lati 2X e 2Y, e, partendo dalla condizione A¢ = 0, che si pud consi-
derare caratterizzata da un’ellisse con uno dei due semiassi di lunghezza
zéro, presenterd tale semiasse crescente e 1’altro decrescente con A¢ ed i
semiassi stessi ruotanti in senso antiorario fino a disporsi secondo gli assi
di riferimento z,y per A¢ = n/2 (fig.5.6-2,c).

Per #/2 < A¢ < m, partendo in questo caso dalla condizione di
fig.5.6-2,c), Dellisse, ruotando sempre inscritta nel rettangolo di lati 2X
e 2Y, tende con continuiti, al variare di A¢, alla configurazione di ellisse
degenere, rappresentata in fig.5.6-2,¢).

In alcune applicazioni tecniche si presenta spesso il problema inverso di
quello descritto: in questi casi, infatti, nota la traiettoria di un punto, &
necessario conoscere le ampiezze X ed Y e la differenza di fase A¢ del due
moti armonici componenti. '

%o

_

Fig.5.6-3

In questi casi, tracciato (v. fig.5.6-3) il réettangolo che inscrive la traiet-
toria nota e misurate le lunghezze A e B, dei due lati di questo rettangolo,
ivaloridi X ed Y saranno dati da:

X=A/2 ; Y=B/2

: \Gapitolo 5
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La differenza di fase A¢ si determina con la relazione:
|Ag| = arcsin [b/(B/2)] = arcsin[a/(A/2)] (5.6-18)

essendo a e b (v. fig.5.6-3) le lunghezze dei segmenti comPresi tra l’origine
O degli assi z ed y e le intersezioni di questi con Dellisse. La (5.6-18)

si giustifica osservando che i due moti componenti possono essere espressi

dalle relazioni:
z(t)= X cos(wt + ¢o,2)

y(t) =Y cos(wt + ¢o,z — Ad)

(5.6-19)

Ad = o,z — Po,y
e che le intersezioni dell’ellisse, per es. con ’asse y, si ottengono per:

wt+ oz = 7/2 (5.6-20)

Agli istanti ¢ definiti da questa relazione risulta infatti:

z(t) =0

y(t) = Y cos(x/2 — A¢) =Y sin Ag=1b
e quindi: . |
|A¢| = arcsin(b/Y’) = arcsin [b/(B/Z)]

1 segno di Ag resta definito dal verso col quale ’ellisse viene descritta,
risultando, per quanto & stato detto:

A¢ >0 verso antiorario

A¢ <0 verso orario

E opportuno osservare che per ellissi orientate come in fig.5.6-2,d) risulta

A = —arcsin[b/(B/2)]. N .
Se le ampiezze dei due moti armonici sono uguali:

X=Y=R
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Fig.5.6-4

le curve di Lissajous si presentano come in fig.5.6—4; nel caso particolare in
cui A¢ = 7/2 la curva & una circonferenza.

5.7 Analisi armonica
Una funzione periodica f(t) (v. fig.5.7-1) di periodo T":
f&)=f(t+7T) (5.7-1)

se soddisfa ad alcune condizioni (condizioni di Dirichlet) certamente ve-
rificate in tutti 1 problemi meccanici, pud essere sviluppata nella serie di
Fourier:

f(®) =40+ i nAn cos(nwt + ¢o.,) (5.7-2)

pud essere cioé¢ decomposta in un termine costante A, ed in una serie di
funzioni armoniche di ampiezza A, , di pulsazione nw e di fase iniziale ¢, ,,.

La (5.7-2) esprime il concetto abbastanza intuitivo che ’andamento della
funzione f(t), rappresentato in fig.5.7-1,a) pud essere “ottenuto” a meno
del valore costante Ao, mediante la somma di infinite funzioni armoniche f,
(v. fig.5.7-1,b) in genere indicate come componenti armoniche o armoniche
di f(t), ciascuna di periodo:

T, =27 /nw n=123...

di opportuna ampiezza A,, e che tale risultato si raggiunge sfasando oppor-
tunamente tra loro le varie armoniche f,,.

Quest’ultima circostanza non & stata, per semplicita, rappresentata in
fig.5.7-1, dove tutte le armoniche sono inizialmente in fase tra loro. L’im-
portanza pratica della serie di Fourier risiede nel fatto che, noto il periodo
T della funzione periodica, risulta determinato il valore della pulsazione

fondamentale w:
_ 2r

“TT

TN
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e risultano ovviamente determinati i valori delle pulsazioni di tutte le altre

armoniche della serie.
Tenendo presente che:

Ap cos(nwt + $o,n) = An(cosnwt - cos $o.n — sin nwt sin ¢o,n)
= a, cos nwt + b, sin nwt (5.7-2)

o a, = AncosPon ; bn=—4n sin o n (5.7-3)

Ap =+VaZ +b2 ; tandon = —by, /an 7 (5.7-4)

e quindi:
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la serie di Fourier (5.7-2) puo scriversi:

F(t) = Ao + Z n(@n cos nwt + b, sin nwt) (5.7-5)
1

I due modi (5.7-2) e (5.7-5) di esprimere la serie di Fourier sono equivalenti
e dall’'una all’altra espressione si passa mediante le (5.7-3) o le (5.7-4).
Posto:

z=wt
risulta:
wT =27
e la (5.7-5) pud essere scritta:
f(z) = f(z+27) = A, + Z n(an cosnz + b, sin nz) (5.7-6)

1

Le costanti a, e b, (n=1,2,3...) che definiscono, a meno di Ay, la serie

a secondo membro della (5.7-6), prendono il nome di coefficienti di Fourier:

essi dipendono evidentemente da f(z) e le relazioni che li legano ad f (z)
possono esgere facilmente determinate. '

Integrando infatti la (5.7-6) tra O e 27 ed osservando che per qualsiasi
valore di n &:

2T 2r
/ cos nxdz = / sin nzdz = 0 (5.7-7)
0 0
si ottiene:
2w 2w
/ f(z)dz = Aodz = 27 A,
. 0 0
dalla quale si deduce che;

o= L [t)de (5.1-8)

27 J,
Questa relazione sta a indicare che la costante A, non & altro che il valor
medio della funzione f(z) (v. fig.5.7-1,a).

Moltiplicando primo e secondo membro della (5.7-6) per cos nz ed inte-
grando tra 0 e 27 si ottiene:

X

2 2
f(z) cosnzdz = A, / cosnzdz +
0 0

2w ©o .
+ / Z m (@m cos mz + b,, sin mz) cos nzdz (5.7-9)
)

1
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Osservando che oltre alle (5.7-7) risulta:

2T 2T
/ cos nzsin nzdz = / cosnzcosmzdr =
0 0

2w
= / cosnzsinmzdzr=0  (n#m) (5.7-10)
0

dalla (5.7-9) si deduce che:

2m

2T
f(z)cosnzdz = a, / cos® nzdzr = a7
, 0

Y

e quindi:
2

a, = 1 f(z) cosnzdz (5.7-11)
T Jo
Analogamente, moltiplicando primo e secondo membro della (5.7-5) per
sinnz e tenendo presente che, oltre alle (5.7-7) e (5.7-10), risulta anche:

2w
/ sinnzsinmzdz=0 (n#m) (5.7-12)
0

si deduce che:

2n 2
f(z)sinnzdz = b, / sin® nzdz = b, 7
0 0

e quindi:
1 2
b, == | f(z)sinnzdz (5.7-13)
T Jo

Le (5.7-8), (-11) e (-13) sono le relazioni che legano i coefficienti di Fourier
alla funzione periodica f(z). . -

Se & nota 1’espressione analitica di f(z) le suddette relazioni permettono
il calcolo di Ao e dei coefficienti di Fourier: tale procedimento prende il
nome di analisi armonica di una funzione periodica f(z).

E molto frequente perd il caso in cui della funzione f(z) non & nota
espressione analitica, ma & nota invece solo la rappresentazione grafica.

In questi casi gli integrali, che figurano al secondo membro delle (5.7-8),
(-11) e (-13), vengono calcolati in modo approssimato come sommatorie.
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Si ricorda a questo proposito che per una funzione (reale e continua) ¢(z)
(v. fig.5.7-2), indicata con A P’aréa (A, + As — A) risulta:

27 z—1
A= /(; é(z)dz = Al:r_r}o zo:¢¢(z¢)Az¢
con:
Az =gz, — z; = 2m[z = cost

2z = numero degli intervalli uguali Az.
Hix

& (Xa)

X; Xiuq

Fig.5.7-2

Per z sufficientemente grande si pu6 quindi ritenere che:

A= /0 bz 3 ib(m) Az (5.7-14)

In pratica, noto il grafico di f(z), si suddivide lintervallo (0,2x) in 2r
parti uguali (v. fig.5.7-3) di lunghezza Ag:

Az =2x/2r =x/r (5.7-15)

e si leggono i valori (y1,¥a,.....,¥2r ) della funzione agli estremi di questi
intervalli.

321
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Si potra cosi scrivere:

20 =0 Yo

z, ==x/r %

T2 = 27/r. Y2

........ (5.7-16)
T, =gqn/r Yq

Tpe_y = (2r — )/t Yor-1

Zor = 2 Yar = Yo

Dalle (5.7-8), (-11) e (-13), tenendo presente la relazione (5.7-14), si ot~
tiene:
2r—1 2r—1

1 /2" 1 1
= — z)dz ~ —— YAz = o ¥
po=gz [ fEMam Y ede =5 D
2r—-1

2m 1 T _
a, = %/{; f(z) cosnzdz ~ p Z a¥% COS("G;)A’ =

[}

2r—1
1 T 5.7-17
=13 suecon(na) (5.7-17)
0

1 /2" g 2=l ) ( ”)Az _
1 . 1 na— =
b, = - f(z)sin nzdz ~ - E gYq SR\ N4

o 0

2r—1
1 . )
= - E sin| nq—
LA e ( ")

f

Y=Y,

o
o]
w
»
»x
»
24
i
N
a
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Le (5.7—17),'noti i valori di Yo lg=0,1,...,(2r — 1)], permettono il calcolo
del valor medio Ao della funzione f(x) e dei coefficienti di Fourier 2, eb,.
Il numero 2r viene in genere fissato pari a 12, 24, 48 ed in questi casi g

parla di analisi armonica a 12, 24 ovvero 48 ordinate.

In ogni caso le (5.7-17) permettono il calcolo, oltre che di Ao, di (2r~1)

coefficienti di Fourier: a;,b; ; a,,b, ; ---@r, risultando per le (5.7-17) con
r=n:
1 2r—-1
b, = ; Z gYesingr =0 (5.7-18)
4]

. E 1nﬁ{1e opportuno notare che, una volta calcolati nel modo descritto
i co.eﬂiclenti di Fourier della funzione f(z), della quale si conosceva solo
11_ diagramma, si possiede con la (5.7-8) anche V’espressione analitica, che
risulta evidentemente tanto meglio approssimata quanto pill grande & r.

5.8 Fenomeni vibratori fondamentalj

Lo stiudic? delle vibrazioni di un sistema meccanico ha come scopo la
determinazione della legge del moto del sistema stesso.

a)
x}
aria V/U_ ~
/4 —/J +
: e o T f: Xo 2% .y
a1 ‘\*9 o NS e t
1]
b) :
fluido viscoso
-9 VISCoSo x
. vo
¢ 5\,
2
e |
o N/ o t
Fig.5.8-1

Il moto del sistema si dice libero se esso viene eccitato da assegnate
condizioni iniziali (velocita e spostamenti iniziali), si dice invece forzato, se

Capitolo 5 . 323

esso viene eccitato da un’assegnata causa forzante, che agisce con continuita
sul sistema stesso.

L’esperienza mette in evidenza che, se un sistema meccanico viene ecci-
tato ad oscillare liberamente, esso si comporta in modo diverso al variare
delle azioni smorzanti.

Cosi ad es. il sistema di fig.5.8-1, costituito da un’asta di acciaio, inca-
strata ad un estremo e che porta all’altro estremo una massa m, si comporta
in modo diverso a seconda che il mezzo che lo circonda sia aria ovvero un
liquido molto viscoso.

Nel primo caso il sistema, spostato dalla posizione di equilibrio statico
(x=2=0) di una quantitd z, (spostamento iniziale) ed inizial-
mente (¢ = 0) animato da una velocitd vy (velocitd iniziale), compie una
oscillazione libera, che si estingue dopo un certo tempo: il moto libero & in
questo caso un’oscillazione libera smorzata.

Se in qualche modo si registra il moto libero della massa m, la legge del
moto risulta caratterizzata (v. fig.5.8-1,a) dal fatto che la massa m passa
per la posizione di equilibrio statico (x = 0) ad intervalli di tempo T,
praticamente uguali.

Il moto presenta una delle caratteristiche del moto armonico, la costanza
del periodo T,, mentre I’ampiezza delle successive oscillazioni non &, come
nel moto armonico, costante, ma decrescente col tempo: per questo motivo
Poscillazione libera smorzata di fig.2.5-1 viene anche indicata come moto
armonico o periodico smorzato di pulsazione w, = 27 /T,.

Se il sistema & immerso in un fluido opportunamente viscoso
(v. fig.5.8-1,b) ed il moto viene eccitato con le stesse condizioni iniziali zo
e vp, il moto libero z(t) non ha pill un andamento periodico e viene pertanto
detto moto aperiodico: anche in questo caso il moto si estingue dopo un
certo tempo ed il sistema ritorna nella posizione di equilibrio statico
(z=2z=0). :

Variando quindi la viscosita del fluido, nel quale il sistema di fig.5.8~1 &
immerso, lo smorzamento agente sul sistema varia ed il moto libero passa
da un moto periodico smorzato ad un moto aperiodico: lo smorzamento,
per il quale questa condizione si verifica, viene detto smorzamento critico.

Se sulla massa m (v. fig.5.8-2) agisce una forza armonica F, cos wt, il moto
del sistema & forzato e, dopo un periodo iniziale ¢,, si presenta come un
moto armonico di pulsazione uguale alla pulsazione w dell’azione forzante
Fy coswt (v. fig.5.8-2,a).

L’andamento di z(t) nel periodo iniziale ¢, viene detto transitorio iniziale:
il moto z(t) durante questo periodo & composto dal moto armonico forzato
z;(t) (v. fig.5.8-2,b) e dall’'oscillazione libera z;(t), che — nell’ipotesi di
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Fig.5.8-2

smorzamento inferiore a quello critico — si presenta come un moto periodico
smorzato (v. fig.5.8-2,c); durante tale periodo risulterd quindi:

() = =i () + 2, (¢)

Se, tenendo costante il valore dell’ampiezza F,, si fa variare con continuita
la pulsazione w della forza eccitante in un intervallo (w;,w;), che comprenda
il valore della pulsazione w,, I’ampiezza X dell’oscillazione forzata diventa
massima quando w & w,: questo fenomeno prende il nome di risonanza.

Per w > w, ’ampiezza X; dell’oscillazione forzata decresce con continuita
al crescere di w, sicché per w molto pit grande di w,, ’azione forzante
Fo coswt non & piu in grado di eccitare una apprezzabile vibrazione forzata
del sistema. :

Se si riportano i valori di X; al variare di w si otterrad un grafico del tipo
di quello riportato in fig.5.8-3,a).

Se il sistema ha uno smorzamento superiore al valore critico, ’esperienza
rivela un comportamento sostanzialmente diverso da quello descritto e rap-
presentato in fig.5.8-3,a).

In questo caso, al crescere della pulsazione w della causa ecci-
tante, Fy coswt, 'ampiezza X; dell’oscillazione armonica forzata decresce
con continuitd al crescere di w, sicché 1’esperienza non mette in evidenza
alcun fenomeno di risonanza (v. fig.5.8-3,b).

L’oscillazione armonica forzata di un sistema pud essere eccitata non solo
applicando alla massa m una forza armonica Fj cos wt, ma anche imponéndo
un moto armonico ad uno o piu vincoli del sistema stesso.
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Cosi, ad es., nel caso del sistema semplice di fig.5.8-1, -P’oscillazione
forzata pud essere eccitata imponendo alla sezione d’incastro dell’asta me-

tallica un moto armonico z; = X coswt. '
In laboratorio I’esperienza pud essere effettuata, collegando il sistema ad
una vibrodina nel modo schematicamente indicato in fig.5.8—4.
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Fig.5.8-4
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In questa figura ¢ indicato con G il generatore di segnale e con A 'ampl;-
ficatore di potenza, necessari ad alimentare il tavolo oscillante 7" con una
corre.nte alt.ernata. (armonica) di ampiezza e frequenza opportune.

Nei prossimi paragrafi i fenomeni esposti verranno studiati, ricorrendo a
modelli matematici relativamente semplici.

I risultati qualitativi e quantitativi di questo studio sono in buon ac-
cordo con 1 risultati sperimentali accennati e, pertanto, si dira che i modelli
matematici proposti “interpretano” in maniera soddisfacente la realta che
appare dalla sperimentazione.

5.9 Modelli matematici per sistemi discreti

I i:enomeni descritti nel paragrafo precedente mettono in luce
a.l<.:1§m aspetti fondamentali delle vibrazioni meccaniche e sono certamente
ufslh a c:hiarire concetti generali, come quelli di vibrazione libera e forzata
di condizioni iniziali, di transitorio iniziale e quello, ancora pit importa.nt.e’
per le applicazioni tecniche, di risonanza.

Per lo studio delle vibrazioni di un sistema come quello rappresentato in
fig.5.8-1, si fanno in genere due serie di ipotesi semplificative, a seconda
del grado di approssimazione desiderato. ,

Con la prima serie di ipotesi semplificative si ritiene che:

1° . . o
) la; massa m sia concentrata (massa puntiforme) all’estremita dell’asta
d’acciaio;
oy s —
2°) sia trascurabile, rllspetto alla massa m, la massa dell’asta, sicché questa
possa essere considerata come un semplice vincolo elastico;

o . . .-
3°) questo vincolo elastico eserciti sulla massa 7 una reazione proporzio-
nale allo spostamento della massa m;

4°) siano trascurabili le azioni smorzanti.

Con queste ipotesi semplificative I’equazione del moto libero del sistema

pud essere ricavata applicando il principio di d’Alembert, ottenendo in
questo modo:

mi+ Kz=0 (5.9-1)
La (.5.9-'1) ¢ un’equazione differenziale del secondo ordine, omogenea, a
coefficienti (m e K) costanti, lineare.

' ].L,a soluzior{e della (5.9-1) viene ricercata con i procedimenti noti dell’ana-
lisi matematica e permette di ricavare alcune relazioni fondamentali, che
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definiscono in funzione dei parametri m e K del sistema, il moto z(t) della
massa m. :

E evidente che se il sistema & immerso in un fluido particolarmente vi-
scoso, I’ipotesi 4°) diviene inaccettabile, sicché ad essa si sostituisce una
ipotesi, che tiene conto delle azioni srnorzanti, ma nel modo piti semplice
possibile:
4°") le azioni smorzanti agenti sul sistema siano esprimibili mediante una

unica forza, agente sulla massa concentrata m, proporzionale alla ve-
locita z di m.

Con questa seconda serie di ipotesi semplificative 1’equazione del moto

libero del sistema risulta essere la seguente:

mi + ok + Kz =0 (5.9-1)

e pud essere ottenuta applicando il principio di d’Alembert.

La soluzione della (5.9-1') permette di ottenere risultati pill aderenti alla
realtd fisica, mettendo in evidenza I'influenza dello smorzamento sul com-
portamento del sistema. :

Il procedimento descritto che, partendo dal sistema reale, consente, at-
traverso una serie di ipotesi semplificative ed applicando principi generali
come quello di d’Alembert, di giungere alla (5.9-1) o alla (5.9-1'), prende il
nome di definizione di un modello matematico del fenomeno fisico in esame.

Poiché la soluzione del modello matematico (5.9-1) o (5.9-1') fornisce una
legge del moto z(t) in buon accordo con i fenomeni osservati, si dira che
il modello matematico interpreta con sufficiente approssimazione la realta
fisica.

Il procedimento descritto & generale nel senso che qualsiasi fenomeno
fisico, sia esso meccanico, elettrico, idraulico, ecc., viene analizzato, ricor-
rendo alla determinazione di un modello matematico capace di rappresen-
tarlo nei suoi aspetti essenziali.

A questo-proposito & opportuno considerare che spesso il passo pit difficile
nello studio teorico di un fenomeno non & quello della soluzione matematica
del modello, ma & invece quello della definizione del modello stesso.

Infatti mentre ’elaborazione matematica del modello richiede la cono-
scenza di procedimenti di calcolo in genere gia noti, per la definizione del
modello matematico & necessaria la formulazione di tante ipotesi sempli-
ficative, ognuna della quali impegna D’esperienza, la capacita di giudizio,
P’ingegnosita dello studioso.
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Da quanto precede si pud concludere che:

1° il modello matematico non riproduce la realt fisica, ma la rappresenta

in maniera pili 0 meno approssimata;

2° lo stesso fenomeno pud essere rappresentato da modelli matematici

di diversa approssimazione, nel senso che, partendo da un modello,
relativamente semplice, si pud passare ad un modello matematico via
via pil sofisticato.

Al crescere del grado di approssimazione, il modello matematico diventa
pit complesso e la sua elaborazione richiede procedimenti di calcolo pil
laboriosi.

L’esame del sistema semplice di fig.5.8-1 e delle ipotesi semplificative
fatte, permette di introdurre i concetti di discretizzazione e di lineariz-
zazione di un sistema reale.

Il processo di discretizzazione consiste nel sostituire al sistema reale, nel
quale massa, elasticitd e smorzamento sono distribuiti con continuita, un
sistema costituito da masse, elasticitd e smorzamento concentrati: il siste-
ma cosi ottenuto, ed il modello matematico che lo rappresenta, prendono
il nome di sistema discreto e di modello matematico discreto oppure di
sistema e di modello & parametri (m, o, K) concentrati.

11 processo di linearizzazione consiste nel considerare le reazioni elastiche
e quelle dovute agli smorzamenti, funzioni lineari rispettivamente dello
spostamento e della velocita.

Nella pratica tecnica si ricorre quasi sempre a modelli discreti, sia perché
con una opportuna discretizzazione si ottengono risultati abbastanza rap-
presentativi della realta, sia perché il'modello matematico sara costituito
da un sistema di equazioni differenziali ordinarie. :

Volendo tener conto della continuitd con la quale i suddetti parametri
sono distribuiti, ma ricorrendo sempre ad ipotesi semplificative, si per-
viene a modelli matematici costituiti da sistemi di equazioni nelle derivate
parziali, di pid difficile integrazione.

Per chiarire alcuni aspetti pratici del processo di discretizzazione sup-
poniamo che in sede di progetto di un impianto destinato alla produzione
di energia elettrica si debba studiare il comportamento di una turbina nei
riguardi del fenomeno delle vibrazioni flessionali.

In fig.5.9-1 & rappresentato schematicamente I’impianto ed una sezione
assiale della turbina.

In fig.5.9-2,a) & rappresentato il rotore della macchina sui relativi sup-
porti. '

Supposti questi vincoli rigidi ed assimilabili a due appoggi, in fig.5.9-2,b)
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& rappresentato il sistema discreto ad n masse (a 3n parametri m, o, K )
concentrate.
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Questo sistema si ottiene suddividendo il sistema reale in n tronchi, con-
centrando la massa di ciascun tronco nel baricentro del tronco stesso e
collegando le masse cosi concentrate con elementi elastici, privi di massa e
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di elasticita flessionale pari a quella dei tronchi effettivi.

Se si vuole considerare lo smorzamento del sistema, si suppone che su
ciascuna massa m; agisca una forza smorzante, che nella schematizzazione
piu semplice viene considerata proporzionale alla velocita %; di m;, secondo
un coefficiente costante o;.

E evidente che al crescere di n il modello matematico risulta piu complesso
e meglio interpreta il fenomeno in esame, nel senso che dard informazioni
pill numerose e piu precise sul comportamento dinamico del sistema reale.

A parita di n il modello matematico diventa via via pili sofisticato se si
introducono in esso elementi che tengono conto della elasticitd dei supporti
e del fatto che i tronchi sono costituiti da dischi (effetto disco).

Per quantoriguarda la linearizzazione del sistema, essa consiste nel ritene-
re le reazioni elastiche e smorzanti del sistema proporzionali rispettivamente
allo spostamento z; ed alla velocitd %; di ciascuna massa m;.

Se i coeflicienti di proporzionalita sono ritenuti costanti il sistema & detto
sistema discreto, lineare, a coefficienti costanti.

Sistemi di questo tipo rappresentano in maniera adeguata il sistema reale,
se si considerano vibrazioni di piccola ampiezza.

E interessante osservare che se si trascurano le cause smorzanti il sistema
& conservativo ed il modello matematico & costituito da un sistema di n
equazioni differenziali lineari, a coefficienti costanti che in forma matriciale
possono essere scritte nella forma:

[m]{z} + [kl{=} = {0} (5.9-2)

Se si vuol tener conto, nella maniera pil semplice, delle azioni smorzanti,
il modello matematico si presentera nella forma.:

Im{z} + [0){2} + [K]{z} = {0} (5.9-2")

Vale infine la pena di osservare ’analogia formale esistente tra il modello
matematico (5.9-1) e quello (5.9-2), come ancora quella tra il modello
(5.9-1') e quello (5.9-2).

5.10 Gradi di liberta di un sistema: coordinate generalizzate

Si consideri un sistema costituito da N masse m; (v. fig.5.10~1) concen-
trate in N punti P; (i = 1,2,....N) e si supponga che le masse del sistema
siano collegate, tra loro ed a punti fissi Q;, mediante vincoli elastici di
rigidita K;.
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Se il sistema vibra, la legge del moto del sistema stesso & definita se in
ogni istante & nota la posizione delle N masse m;.

Assunta una terna di riferimento Ozyz la posizione delle N masse m;
& definita se sono note le 3N coordinate cartesiane z;(t), ¥ (), % (). Nel
caso in esame si dira che il sistema ha 3N gradi di liberta.

Q,
z) K Q,
m,
i | ‘
Kz 4
m, K, R
m
B 3
Kg
Q-
m
° K]
Q,
x
Fig.5.10-1

In alcuni casi & preferibile adottare, al posto delle 3N coordinate carte-
giane, un altro insieme di 3N coordinate indipendenti ¢1,9z, ... ,qsn , che
risultano legate alle prime da relazioni del tipo:

T = wi(‘]n‘h» """ ,qSN)
Y= !Ie(‘h; g2y -eern gsN)
H= z-'(fh,‘lz, ----- ,¢13N)

(=1,2,..,N) (5.10-1)

Cosip.es. per individuare la posizione della massa m; si possono assumere
al posto delle tre coordinate cartesiane %;, i, %, le. tre cooro.flu-xa.te p.plafl
pis 0;, ¢ (v. fig.5.10-2,a) o le tre coordinate cilindriche (o semipolari) p;,

8;, z (v. fig.5.10-2,b).
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Le relazioni che legano le coordinate
polari p;, 6;, ¢; sono:
T; = p; cos ¢; cos b;
Yi = p; cos ¢; sin 6;
Z; = p;sin¢;

mentre le relazioni che legano le coordinate cartesiane alle coordinate cilin-
driche sono:

z; = p!lcosd,;

Y; = pl sin by

ZA a) z b’
Reym -____'_'i’epm,
e 2
Zi
(o] ¢| - (o]
Y Y
N 6, . a
Yi Y P'
x X
PFig.5.10-2

In molti casi il moto delle masse m; ¢ limitato dalla presenza di

vincoli e questa limitazione & espressa da equazioni che legano e
coordinate ;, y;, z.

Cio sta ad indicare che a ciascun vincolo, imposto al sistema, corrisponde
un’equazione, detta equazione del vincolo, del tipo:

fh(zlaylyzlax2)y2)12) """ xNnyij)zo (510'2)

Se i vincoli presenti nel sistema sono v (h = 1,2,...v) il numero delle
coordinate indipendenti risulta:

n=3N -y

In questo caso si dira che il sistema ha n gradi di liberta e le n coordi-
nate indipendenti, necessarie per individuare la configurazione del sistema,
prendono il nome di coordinate generalizzate (o generali o lagrangiane).

cartesiane z;, y;, 2, alle coordinate
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Anche le n coordinate generalizzate possono essere scellie in ma.ni‘er:«% op-
portuna: in ogni caso esse debbono risultare indipenden.tl. -Da. un insieme
di n coordinate generalizzate si pud passare ad un .a.ltro insieme di n coor-
dinate generalizzate mediante opportune formule. d1. trasformazione.

A titolo di esempio si consideri il sistema costituito c.la due: masse m; ?
m, collegate tra loro ed a punti fissi mediante elementi elastici di rigidita
K; (v. fig.5.10-3).

z
[‘f‘ m.
m,
zy ' Zp
4 ‘Y
1
Y, e
Ve Y2
X
Fig.5.10-3

Se nessun vincolo limita il moto delle due masse, le coord‘jna.te c.a.rtesifm(?
Z1, Y1, %1, T2, Y2, %2, sono indipendenti: il sistema ha quindi sei gradi dJ
liberta e come coordinate generalizzate possono essere assunte le .6 coordl-.
nate cartesiane ovvero qualunque altro sistema di coordinate indipendenti
¢ (1 =1,2,...6), legate alle prime da relazioni del tipo:

1= (ql)QZ) ----,QG)
V=40 (411,42, ooy qB) (5.10_3)

22 = 22 (ql)q2) ----)qﬁ)

Se si collegano le due masse mediante un’asta rigida, priva di massa, di
lunghezza [ (v. fig.5.10-3), 1’equazione del vincolo, dovendo .esprlmeye la
circostanza che la distanza tra le due masse deve mantenersi costante ed
uguale ad [, risulta-essere:

(z1 —z:)? + (y1 — 92)° + (21 — )= (5.10-4)
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1l sistema ha quindi 6—1 = 5 coordinate indipendenti e quindi un numero
di1 gradi di liberta pari a 5.

Come coordinate generalizzate possono essere assunte le tre coordinate
indipendenti z;, y;, #z; ed i due angoli necessari ad orientare 1’asta nello

spazio.
. X
4 (o]
R
ok - |
¢ 4 : |
- ly
x ) |
\ . |
z I
{
|l ___G
G
Yy vl
Fig.5.10-4 Fig.5.10-5

Nel caso di un pendolo sferico (v. fig.5.10—4), costituito da una massa m,
concentrata all’estremita di un’asta rigida di lunghezza I, di massa trascu-
rabile, I’altro estremo della quale é collegato ad un punto fisso O a mezzo
di una cerniera sferica, ’equazione del vincolo & la seguente:

2+t =P (5.10-5)

Questa relazione esprime la circostanza che la massa m, durante il moto,
ha una distanza da O costante ed uguale ad I, sicché il punto G si muove
su una superficie sferica di centro O e raggio l.

Risulta in tale caso:

n=3—-1=2
cioé il pendolo sferico ha due gradi di liberta e come coordinate generaliz-
zate si possono assumere gli angoli 8 e ¢ di figura.

Se la cerniera in O & cilindrica, con asse coincidente con 1’asse orizzontale
z, il punto G & vincolato a muoversi nel piano verticale zy ed il sistema si
riduce ad un pendolo semplice.

Le equazioni dei vincoli sono in questo caso due:

z2=0
zz+y2=12

e risultando: n = 3 — 2 =1 il sistema ha un solo grado di liberta.
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Come coordinata generalizzata si assume in questo caso I’angolo 8, che
1’asta forma con D’asse verticale y (v. fig.5.10-5).

Tutti i sistemni fin qui considerati sono a vincoli bilaterali, fissi ed olonomi:
all’esame di sistemi di questo solo tipo, fra i pitt diffusi nella pratica tecnica,

saranno dedicati i paragrafi seguenti. . o
A titolo esemplificativo in fig.5.10-6 sono riportati alcuni esempi di siste-
mi ad un grado di liberta di questo tipo.

a) Pendolo_composto bj i X

\\ Sisteml tlesslonéll
e o
(L \

d) Sistema_torsionale

0
4 K, . K, Vi _ _
1 ' : 4 f) Sistema massa-molla
/. .
Y
- @) Pendolo elasticamente vincolato K
A=3=-r
7 IR

Fig.5.10-6

Per ogni sistema rappresentato in figura ¢ indicata la corrispondente co-
ordinata generalizzata; le linee tratteggiate indicano la configurazione del
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sistema agli estremi dell’oscillazione.
In fig.5.10~7 sono riportati alcuni esempi -di sistemi'a 2 gradi di liberta

a) Sistema a_due masse b) Doppio pendolo sempiica c)

o
K‘ 0,
L.

Y — AN ‘
4 2 m,CH

K, i Oz\

Doppio pendoio COmposty

d} Sistema flessionale a due masse

f) Sistema a due gradi di liberta {z,8)
X x2 ' |
m, \ 2z
Aoy '
d i
}
_ 1
)

o) Sistema torsionale a due dischi

—=="16"

(21311

Y, Vi ‘
Fig.5.10-7

1l sistema rappresentato in fig.5.10-7,f) & spesso utilizzato per lo studio

delle vibrazioni (accoppiate) di rimbalzo 2(t) e di beccheggio 8(2) dell
massa sospesa m di un autoveicolo, o di un basamento industria.le. o

E .da.‘ notare a questo proposito che un corpo rigido con vincoli. elastici
CC.)StltulS(?e un sistema a 6 gradi di liberta (v. fig.5.10-8); infatti per indi
viduare, in o.gni istante dell’oscillazione, la posizidne del c,orpo & nsces:llal.ric;
;onoscere gli spostamenti :'c(t), y(t), 2(t) di un suo punto P e le rotazioni

(2), #(2), t,b(t) Intorno agli assi z, y, z di una terna passante per P

L.e e:qlfa.m.om del moto si semplificano se P coincide col baricentro G’ e gli
assi di riferimento coincidono con la terna centrale di inerzia del corpo .
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Fig.5.10-8

1l sistema a due gradi di liberta (z e §) di fig.5.10~7,f) ¢ quello di un corpo
rigido elasticamente sospeso (fig.5.10-8) nell’ipotesi che i moti prevalenti
del sistema siano solo quelli di rimbalzo 2 e di beccheggio 4.

Tale ipotesi semplificativa & in genere accettabile nello studio delle
vibrazioni della massa sospesa di un autoveicolo o di un basamento
industriale.

Essa va tuttavia attentamente vagliata caso per caso, allo scopo di evitare
che con tale semplificazione restino fuori dal modello matematico, aspetti
che invece influenzano in maniera notevole la dinamica del sistema reale.

5.11 Sistemi ad un grado di liberta

Lo studio dei sistemi ad 1 grado di libert é fondamentale nell’analisi dei
fenomeni vibratori e cio non solo perché esso permette di mettere in luce,
nella maniera pidl semplice, aspetti importanti dei suddetti fenomeni, ma
anche perché il moto di un sistema ad n gradi di liberta viene in genere
studiato col metodo dell’analisi modale e risulta dalla sovrapposizione di n
moti indipendenti, ciascuno dei quali definito da un modello matematico
simile a quello di un sistema ad 1 grado di liberta.

Si & ritenuto opportuno far precedere lo studio dei sistemi conservativi a
quello dei sistemi dissipativi.
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5.12 Sistemi conservativi: vibrazioni libere

Si consideri il sistema ad un grado di liberta rappresentato in fig.5.12-1,
costituito da un corpo rigido di massa m, vincolato a muoversi solo nella

direzione dell’asse = da un sistema di guide g. La massa m del corpo &, per

questo motivo, riducibile ad una massa concentrata in un punto qualsiasi
del corpo ed in particolare nel baricentro G di m.

Si supponga che la molla, che collega il corpo al punto fisso O, sia un ele-
mento elastico privo di massa e che il sistema sia conservativo: si riterranno
trascurabili la resistenza del mezzo, la resistenza d’attrito delle guide g, la
resistenza dovuta alla variazione periodica delle sollecitazioni nel materiale
della molla.

X
)} -Kx
d
K3 .
<> X
3
b e v
g ¢cf ¢
Vs /
m:‘ﬁ / %x(t) 3 I
X
y L2420 ,
o4—Y g
Y 4
77

Fig.5.12-1

Si assuma inoltre come origine degli spostamenti z la posizione di equi-
librio statico del baricentro G della massa m. ’

Se al sistema descritto vengono imposte assegnate condizioni iniziali (spo-
stamento e velocitd di m al tempo ¢ = 0}, il sistema stesso compie una
oscillazione libera.

L’equazione del moto libero del sistema si ottiene applicando il princi-

pio di d’Alembert, considerando cioé ’equilibrio dinamico tra ’unica forza

applicata sulla massa m, costituita dalla reazione elastica della molla e la

‘forza d’inerzia della massa m.

Nell’ipotesi di oscillazioni di piccola ampiezza, la reazione della molla puo

-essere ritenuta proporzionale ad « e, essendo di verso opposto ad z, pari a

—Kz.
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La costante K prende il nome di rigidezza o rigidita K della molla: es-
sendo questo I'unico parametro che la caratterizza, la molla stessa sara

- gpesso indicata col simbolo K.

1l valore di K rappresenta la reazione, col segno cambiato, della molla
per uno spostamento di un suo estremo (p. es. C) rispetto all’altro (0) di
una quantita unitaria. v

Da quanto detto I’equazione del moto si scrive:

—mz— Kz=0

dalla quale si deduce che:
mi+ Kz=0 (5.12-1)

L’equazione differenziale (5.12-1) prende il nome di equazione del moto
libero della massa m e rappresenta il modello matematico pit semplice per
lo studio delle oscillazioni libere di un sistema.

La forza peso P, che agisce sulla massa m non condiziona il fenomeno

dell’oscillazione libera.

a) ~b) c) v d)
(o] (6]
C cl
)
/1
f A_G f Kf
11X
P 4P

Fig.5.12-2 -

I da notare a questo proposito che avendo fissato (v. fig.5.12-2) un estre-
mo della molla ad un punto fisso O ed avendo avvicinato all’altro estremo
il corpo rigido, come indicato in fig.5.12-2,b}, la molla subisce un allunga-
mento quando il corpo & stato collegato all’estremo C- (v. fig.5.12-2,c) a
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causa della forza peso P. Indicando questo allungamento come “freccia
statica” f della molla, per ’equilibrio (statico) del sistema dovri essere
verificata la relazione:

P=Kf
che esprime I’equilibrio tra la forza peso P e la reazione Kf della molla
(v. fig.5.12-2,d).
Per tener conto dell’azione della forza peso P si assuma come origine degli

spostamenti la posizione di G di fig.5.12-2,b). La relazione che lega z' ad
z & la seguente:

=z+f

con f = cost.

Tenendo conto della forza pesc P, I’equazione del moto, sempre per il
principio di d’Alembert, si scrive:

—m&':'—Ka:’—i—P:Ov
e quindi, sostituendo ad z' il suo valore in funzione di f, si ottiene:
—mE—Kz—Kf+P%0
Tenendo presente che P = K f, si pud scrivere infine:

mi+ Kz=0

0

NN
)

O N NN

7 s

Fig.5.12-3
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equazione questa che coincide con la (5.12-1). Resta cosi dimostrato che la
forza peso P non influenza la legge del moto della massa m.

Questo risultato sta ad indicare che il moto libero del sistema (m, K)
non ¢ influenzato dalla giacitura dell’asse x e che quindi per tutti i sistemi
di fig.5.12-3 il moto & definito, sempre nella ipotesi di vincoli lisci, dalla
(5.12-1).

In ciascun caso l’origine di z coincide con la posizione di equilibrio statico
di G, posizione che &, a parita di m e K, evidentemente diversa nei tre casi.

La (5.12-1) & un’equazione differenziale ordinaria del secondo ordine, omo-
genea ed & noto che la ricerca del suo integrale generale z(t) pud effettuarsi
ponendo nell’equazione stessa:

z(t) = CeM (5.12-2)

con C e A costanti.
Con tale sostituzione si ottiene:

mCA?e + KCe*' =0 (5.12-3)
¢ quindi:
m\ +K=0 (5.12-4)

La (5.12-4), indipendente da ¢, prende il nome di equazione (algebrica)
caratteristica della (5.12-1) e fornisce per X i valori:

A=+iVK/m (5.12-5)

Posto:

VE/m=uw, (5.12-6)

/\1’2 = :I:iw,, (5.12-7)

si pud scrivere:

Alle due radici (5.12-7) dell’equazione caratteristica corrispondono due
integrali particolari della (5.12-1) e quindi I’integrale generale z(t) di tale
equazione risulta essere:

z(t) = Cy " + Che~nt (5.12-8)
Tenendo presenti le formule di Eulero:

etint = cosw,t L isinw,i (5.12-9)
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la (5.12-8) si scrive:

z(t) = Cy (cosw, t + tsinw,t) + C, (cosw, t — 1sinw,t) =

= (C1 + C;) coswt +i(Cy — C;) sinw, t (5.12-10)
Posto:
A=Ci+C 5 B=iC, -C) (5.12-11)
la legge del moto (5.12-10) si scrive:
z(t) = Acosw,t + Bsinw,t = C cos(wpt + ¢o) (5.12-12)
con:
C=VA*+B? ; tang,=—-B/A (5.12-13)

Dalla (5.12-12) si deduce che il moto libero z(2) dell &
armonico di pulsazione w,, . #{t) della massa.m & un moto
1l valore di w, risulta dato per la (5.12-6) da:

wn = +/K/m (5.12-6)

€ costltUISCe un Va.l’ore ca.l‘atterlstlco o} IOP O de. te (lllale S1 da ]]
p T') d 1 SIS ma, al
nome dl plllsa.ZIOne na.tul‘a.le.
al d ].l C Stan 1 dl m
] valorl delle co: t begraZIOne A (] B 81 Otten ono d
( | g a.lle cond1210nl

20) =z ;  #0)=u, (5.12-14)
Essendo per la (5.12-12):
#(t) = — Aw, sinw, t + Bw, cos wpt (5.12-15)
all’istante iniziale, dovra essere:
I(O) =zo=A
£0) = vy — B, (5.12.16)
Da queste equazioni si ricava:
A=z, ; B=v/w, (5.12-17)
e la legge del moto (5.12-12) risulta quindi data da:
z(t) = zo cosw, t + (vo/wy) sinw, t (5.12-18)
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o dall’equivalente:

z(t) = C - cos(wnt + ¢o) (5.12-19)

con:

C =VA? + B? = /22 + v} /w2

¢o = arctan(—B/A) = — arctan vo fw, T

E da notare che, essendo A e B reali (v. le 5.12-17), le costanti C; e C,
risultano per le (5.12-11) complesse e coniugate.

In fig.5.12—4 per un assegnato sistema (m, K') sono rappresentate le leggi
del moto libero z(t), corrispondenti ad alcune particolari condizioni iniziali,
e le relative rappresentazioni vettoriali.

Le suddette figure mettono, tra 1’altro, in evidenza che:

1) al variare delle condizioni iniziali il moto libero & armonico dello stesso

periodo T, = 27 /wy,;

2) per gli stessi valori assoluti di zo e v, ’ampiezza C del moto armonico

& la stessa, mentre varia la fase iniziale;
3) il moto armonico & cosinusoidale di ampiezza z,;

z(t) = zo cosw, t
se & vy = 0, mentre risulta sinusoidale di ampiezza vy /wy, :
z(t) = (vo /wy ) sinw, t

se & zy =0;

4) in ogni caso il moto libero (5.12-18) una volta eccitato, non si estingue:
questo risultato & in contrasto con ’esperienza e si spiega tenendo pre-
sente che nel modello matematico (5.12-1) non compare, per le ipotesi
fatte, alcuna azione smorzante.

Un sistema di questo tipo viene detto, come & noto, conservativo; durante
Poscillazione, I’energia del sistema si trasforma con continuitd da energia
cinetica in energia potenziale e viceversa senza dissipazione alcuna, sicché
in ogni istante dell’oscillazione la somma L(t) delle due energie & costante

e pari ad L(0):
L(t) = mi*/2+ Ka® /2 = L(0) = mof /2 + Ka3/2
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X :
l t = . 5.13 Vibrazioni forzate armoniche
C ;
T X - - - — e ——— —7.C ~ \wn : " Si supponga che sulla massa m del sistema rappresentato in fig.5.12-1
mJ-. _3,_[ ° ] ! / / °oC\ ‘ agisca una forza armonica F(t) = F; coswt. L’equazione del moto forzato
o t T —— del sistema si ottiene scrivendo la condizione di equilibrio delle forze agenti
_.H. ' \ / sul sistema: _
t, I Nl —mi — Kz + Fycoswt =0 (5.13-1)
n

e quindi:

mi + Kz = Fycoswt (5.13-2)

La (5.13-2) rappresenta il modello matematico pilt semplice per lo studio
delle vibrazioni forzate di un sistema ad un grado di liberta.

Come & noto, 'integrale generale z(t) dell’equazione differenziale (5.13-2)
¢ dato dalla somma dell’integrale generale z;(t) dell’omogenea associata e
da un integrale particolare z;(t) della equazione completa:

z(t) = z(t) + z; () (5.13-3)

L’omogenea associata alla (5.13-2) coincide con la (5.12-12), ed il suo
integrale z;(t), dato dalla (5.12-12), rappresenta l’oscillazione libera del
sistema.

Poiché il termine noto della (5.13-2) ¢ una funzione armonica, I’integrale
particolare z;(t) sarad dello stesso tipo, ciod esprimibile da una funzione
armonica di pulsazione w:

zs(t) = X, coswt - (5.13-4)

Si potra quindi porre:

z(t) = zi(t) + 24 (t) = Cy cosw,pt + C; sinwet + X coswt (5.13-5)

Questa relazione sta a significare che il moto z(t) & costituito dalla somma
di una oscillazione armonica di pulsazione w, (oscillazione libera) e di una
oscillazione armonica di pulsazione w: il moto risultante non & quindi ar-
monico ed in genere non & periodico, a meno che il rapporto w/w,, non sia
un numero razionale (v. par.5.5).

Tenendo presente che in pratica il sistema & smorzato e che quindi dopo
] un tempo pill o meno lungo (transitorio iniziale) ’oscillazione libera z;(t)
sl estingue, in condizioni stazionarie risultera:

3
Lg
I~
»{y

&1

Fig.5.12-4 :
z(t) ~ z,(t) = X7 coswt : (5.13-6)
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In queste condizioni I’unica incognita del moto forzato zy(t) & costituita

dall’alppiezza Xy, essendo la pulsazione di tale moto coincidente con 15
pulsazione nota della F(t).

Sostituendo la (5.13-6) nella (5.13-2) si ottiene:

—mw?X; coswt + KX; coswt = Fycoswt

e quindi:
X; (K —mw?)=F,

1 valore di X, tenendo presente la (5.12-6), risulta dato da:

X = Fof(K ~ mu) = To_1

— (5.13-7)

2
Wy,

Tfenendo pfesenf.e cpe il rapporto Fy /K & lo spostamento che la massa m
st'lblsc.e per P’applicazione statica di una forza pari ad F,, spostamento che
viene indicato come spostamento statico z,,:

Tyt = Fo/K (513-8)
la (5.13;7) si scrive infine nella forma:

1

1- <

2
Wy

Xf — Tgt *

(5.13-9)

La (5.13-9) sta ad indicare che I’ampiezza X, dell’oscillazione armonica
forzata & proporzionale allo spostamento statico x,, secondo un coeficiente
1/(1 — w?/w?), che varia al variare della pulsazione w della forza eccitante.

Tale coefficiente, che indicheremo con la lettera A, prende il nome di
coefficiente di amplificazione:

1
A=——g (5.13-10)
T

I diagra.mma.. di A in funzione del rapporto w/w, si presenta come in
fig.5.13-1,a) ed il suo andamento pud essere tracciato tenendo presente che
dall’esame della (5.13-10) si deduce che:
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1° per w/w, — 0, A — 1 (punto di coordinate (0,1) del diagramma):
cid sta ad indicare che per valori della frequenza f(f = w/27) della
forza eccitante molto piti bassi della frequenza naturale f,, (f, = w, /27),
I’ampiezza X; dell’oscillazione forzata coincide praticamente con lo
spostamento statico z,:;

2° per w/w, — 1, A — 00: questo risultato va interpretato dicendo
che al tendere della frequenza f della forza eccitante ad f,, |’ampiezza
dell’oscillazione forzata X; diviene via via piu grande rispetto ad z,:
e ci6 indipendentemente dal valore di Fjp;

3° per w?/w? = 2, cioé per w/w, = 141, risulta A = —1: quando la
frequenza f dell’azione eccitante & 1.41 volte la frequenza naturale f,,,
X; = —z, e quindi :

Ty = —Tys COSWE = T, cos8(wt £ )

In queste condizioni il moto forzato & in opposizione di fase con la forza
eccitante F(t) = F, coswt ed ha un’ampiezza pari ad z,.;

4° per w?/w? > 1, A risulta negativo e quindi oscillazione forzata,
2y = zuaAcoswt, risulta in opposizione di fase con 1’azione
eccitante; .

5° per w/w, — 0o, A — 0: al crescere della frequenza f della forza ec-
citante nell’intervallo (f,,00), ’ampiezza della vibrazione forzata de-
cresce e ’azione forzante, indipendentemente dal valore di Fy, non & pit
in grado di eccitare un’oscillazione forzata di ampiezza apprezzabile.

Per ragioni pratiche si preferisce considerare, al posto del diagramma
A= f(w/w,), il diagramma |A| = f(w/w.), che si presenta come in
fig.5.13-1,b). :

A questo diagramma si affianca in genere quello del ritardo di fase ¢
dell’oscillazione forzata rispetto all’azione eccitante al variare di w/wy,.

Per quanto gia detto il diagramma ¢ = f(w/w,) si presenta come in
fig.5.13-1,c).

I risultati ottenuti dal modello matematico (5.13-2) e descritti nei punti
da 1° a 5°, sono in buon accordo con i risultati sperimentali osservabili su
molti sistemi meccanici reali: ’accordo & pili grande per quei sistemi reali,
per i quali risultano pil accettabili le ipotesi semplificative, poste alla base
della formulazione del modello matematico suddetto.

In particolare il fenomeno della risonanza, descritto nel par.5.8, si ritrova
nei risultati dello studio teorico effettuato; infatti anche da questo stu-
dio si deduce che, quando la pulsazione della forza eccitante & prossima
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alla pulsazione propria, il sistema oscilla con ampiezze molto grandi; in
queste condizioni il modello matematico fa prevedere che, gi in condizioni
prossime a quelle di risonanza (w = w, ), I’elemento elastico, che collega la
massa m al punto fisso, & destinato a rompersi.

1l modello matematico mette in luce inoltre che il sistema pud funzionare
in sicurezza, se la pulsazione w della azione eccitante ha un valore molto
diverso da w,; in particolare per w > w, la vibrazione forzata ha una
ampiezza trascurabile e per questo motivo diventa un fenomeno di scarso
rilievo tecnico.

Come é stato accennato nel par.5.8, la vibrazione forzata armonica di un
sistema pud essere eccitata non solo con ’applicazione di una forza Fo, coswt
alla massa m, ma anche imponendo alla sezione d’incastro dell’elemento
elastico un moto armonico assegnato.

Riprendendo in esame il sistema ad 1 grado di liberta di fig.5.12-1,
si supponga che l’estremo O della molla di rigidita K sia soggetto
(v. fig.5.13-2) ad un moto armonico zk(t) dato da:

zk (t) = Xk coswt (5.13-11)

Indicato come al solito con z lo spostamento di m rispetto alla sua po-
sizione di equilibrio statico, I’equazione del moto della massa m si ottiene

scrivendo che la forza d’inerzia —mz fa equilibrio alla reazione elastica B

della molla K.
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: X=X, coswt
o X
a) b} 5

K
}R
Y, 7
m ix G_I fx
Fig.5.13-2

Osservando ck}e t.ale reazione & proporzionale alla variazione di lunghezza
del}a molla e quindi allo spostamento relativo z, di G rispetto a O, si potra
scrivere: ’

R=-Kz. = -K(z - zx) (5.13-12)
e quindi:
—-mZ—K(z—zg)=0 (5.13-13)

Dalla (5.13-13) si ottiene infine:

mi+ Kz = KXy coswt  (5.13-14)

La (5.13-14) pud essere considerata come Pequazione del moto forzato
della massa m, eccitato da una forza armonica K Xg coswt, ciod da una
forza di ampiezza F, = KXx ‘e di pulsazione w. ’

1 moto z(t) di m pud essere quindi ricavato applicando i risultati gia
acquisiti col modello matematico (5.13-2); questi risultati sono espressi
dalla relazione:

2(t) = zi() + =z, (2) (5.13-3)
con:
z;(t) = X; coswt (5.13-6)
Xr=xz,-4A (5;.13-9)
Toe = Fo/K = KXg [K = X (5.13-8")
1
A= 7 (5.13-10)
1 w
T w?

E da osservare che nel caso in esame il valore di z,: coincide col valore
Xk dell’ampiezza del moto imposto all’estremo O della molla.



