
 

Calcolo delle tensioni in solidi membranali polarsimmetrici 

 

 

La superficie di riferimento per il problema in oggetto è la superficie a doppia curvatura che si 
ottiene facendo ruotare di un angolo 2π una curva del piano xz intorno all’asse polare z (figura 1). 
La curva di partenza si chiama direttrice o generatrice e può essere descritta da una funzione r(z). 
Ogni suo punto ruotando descriverà una circonferenza ortogonale all’asse di simmetria polare z, i 
cui punti sono individuati dall’angolo ϕ. 

L’operazione di generazione della superficie consente anche di individuare dei comodi riferimenti 
curvilinei indicati in figura 1 come meridiani e paralleli.  

 

 

Figura 1 

 

La superficie così generata è adatta a descrivere le cosiddette strutture membranali. Queste sono 
strutture caratterizzate da spessore sottile rispetto ai raggi di curvatura e caricate in ogni punto 
ortogonalmente alla superficie da un campo di pressione a simmetria polare. In definitiva, tutte le 
quantità che descrivono la statica del problema sono indipendenti dalla coordinata polare ϕ: 

r=r(z); P=P(z); s=s(z) 

Inoltre, anche i vincoli e gli altri carichi esterni sono polarsimmetrici, ovvero indipendenti da ϕ 
(figura 2). 

 



 

Figura 2 

 

È possibile ricavare una semplice equazione di equilibrio indefinita (cioè indipendente dalle 
condizioni al contorno) del solido in oggetto considerando l’elemento infinitesimo di membrana 
ABCD ottenuto ‘ritagliando’ la superficie lungo due curve generatrici e due curve meridiane 
infinitamente vicine tra loro* (vedi figure 1 e 3).  

* Si noti che le curve 𝐴𝐴𝐴𝐴���� e 𝐶𝐶𝐶𝐶���� coincidono con i corrispondenti tratti di paralleli soltanto al 
primo ordine. Nello stesso senso, esse sono anche uguali tra loro. 

 

 

Figura 3a, b 



 

A causa della simmetria polare della geometria e delle condizioni al contorno, le superfici 
evidenziate dal tratteggio sono sede delle sole tensioni normali σm e σt (tensioni di membrana 
meridiana e circonferenziale), mentre la tensione tangenziale è ivi nulla. 

Moltiplicando le tensioni di membrana e la pressione applicate su ABCD per l’area sulla quale 
agiscono si ottengono le seguenti forze agenti sull’elemento (figura 3b): 

 

𝑑𝑑𝐹𝐹1 = 𝐴𝐴𝐴𝐴���� ∙ 𝐴𝐴𝐴𝐴���� ∆𝑃𝑃 

𝑑𝑑𝐹𝐹2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴���� ∙ 𝑠𝑠 𝜎𝜎𝑚𝑚 

𝑑𝑑𝐹𝐹3 = 𝐴𝐴𝐴𝐴���� ∙ 𝑠𝑠 𝜎𝜎𝑡𝑡 

 

La lunghezza degli archi infinitesimi 𝐴𝐴𝐴𝐴���� e 𝐴𝐴𝐴𝐴���� si valuta moltiplicando il raggio di curvatura di ogni 
arco per il corrispondente angolo infinitesimo (rappresentati in figura 3a). Essi misurano:  

 

𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝜌𝜌𝑡𝑡𝑑𝑑𝜑𝜑′  

𝐴𝐴𝐴𝐴���� = 𝜌𝜌𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

Quindi, le forze agenti su ABCD e rappresentate in figura 3b valgono: 

 

𝑑𝑑𝐹𝐹1 = ∆𝑃𝑃 𝜌𝜌𝑡𝑡𝜌𝜌𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜑𝜑′  

𝑑𝑑𝐹𝐹2 = 𝜎𝜎𝑚𝑚𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠 𝑑𝑑𝜑𝜑′  

𝑑𝑑𝐹𝐹3 = 𝜎𝜎𝑡𝑡𝜌𝜌𝑚𝑚𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑑𝑑   

 

L’equazione di equilibrio indefinita si ottiene annullando la somma delle forze agenti su ABCD. A 
causa della doppia simmetria del sistema di forze, l’unica componente da equilibrare è quella in 
direzione radiale, cioè la direzione di 𝑑𝑑𝐹𝐹1. 

Le proiezioni delle forze 𝑑𝑑𝐹𝐹2 e 𝑑𝑑𝐹𝐹3 in tale direzione valgono (Figura 4): 

 

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝐹𝐹2 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 1:    (𝑑𝑑𝐹𝐹2)1 = −𝑑𝑑𝐹𝐹2 𝑑𝑑𝑑𝑑 2⁄  

𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝐹𝐹3 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 1:      (𝑑𝑑𝐹𝐹3)1 = −𝑑𝑑𝐹𝐹3 𝑑𝑑𝜑𝜑′ 2⁄  

 

 



 

Figura 4a, b 

 

L’equazione di equilibrio si scrive allora: 

 

𝑑𝑑𝐹𝐹1 + 2(𝑑𝑑𝐹𝐹2)1 + 2(𝑑𝑑𝐹𝐹3)1 = 0 

 

Tenendo conto dei risultati precedenti, possiamo ricavare l’uguaglianza: 

 

∆𝑃𝑃 𝜌𝜌𝑡𝑡𝜌𝜌𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜑𝜑′ − 𝜎𝜎𝑚𝑚𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠 𝑑𝑑𝜑𝜑′𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜎𝜎𝑡𝑡𝜌𝜌𝑚𝑚𝑠𝑠 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜑𝜑′ = 0   

 

Infine, eliminando i fattori comuni e riorganizzando l’equazione precedente si ottiene la forma 
canonica dell’equilibrio indefinito: 

 

𝜎𝜎𝑚𝑚
𝜌𝜌𝑚𝑚

+
𝜎𝜎𝑡𝑡
𝜌𝜌𝑡𝑡

=
∆𝑃𝑃
𝑠𝑠

                     (1) 

 

 

Calcolo della tensione meridiana σm. 

 

La tensione meridiana si calcola indipendentemente dalla (1) impostando un’equazione di 
equilibrio in direzione assiale (z) relativa ad una parte finita (e non infinitesima) della struttura 
membranale e del suo contenuto sulla quale si evidenzia tale tensione quale unica incognita. 

Consideriamo ad esempio la struttura in figura 5, costituita da un serbatoio a generatrice 
parabolica riempito con un liquido di densità ρL e poggiato al suolo. A differenza della fig. 1, qui si 



evidenziano tutte le condizioni al contorno (inclusi i vincoli). Immaginiamo di tagliare la struttura e 
il suo contenuto ad una certa altezza z mediante una superficie composta da due parti: una parte 
sia la superficie laterale di un tronco di cono che tagli la struttura membranale lungo lo spessore 
nella direzione normale alla membrana; l’altra sia la superficie circolare normale all’asse z, il cui 
bordo coincida con quello interno della prima superficie, e che tagli il volume interno alla struttura 
in prosecuzione col primo taglio. 

 

 

Figura 5 

 

In questo modo, si ottiene la geometria della figura 6 in cui i carichi sono tutti noti (ovvero P e Q) 
ed è incognita solo la forza esercitata dalla tensione meridiana σm.  

Per ricavare σm occorre impostare l’equilibrio in direzione assiale. La tensione incognita 
corrisponde, in ogni punto della circonferenza meridiana di coordinata z, alla forza 𝑑𝑑𝐹𝐹2 già 
calcolata in precedenza e per comodità riportata di seguito: 

 

𝑑𝑑𝐹𝐹2 = 𝜎𝜎𝑚𝑚𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠 𝑑𝑑𝜑𝜑′ 

 

La proiezione lungo z di 𝑑𝑑𝐹𝐹2 vale (fig. 5, 6): 

 

(𝑑𝑑𝐹𝐹2)𝑧𝑧 = −𝜎𝜎𝑚𝑚𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠 𝑑𝑑𝜑𝜑′𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

 



Integrando l’equazione precedente su tutta la circonferenza, si ottiene la componente assiale della 
forza interna totale corrispondente alla tensione meridiana: 

 

(𝐹𝐹2)𝑧𝑧 = � −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜎𝜎𝑚𝑚𝜌𝜌𝑡𝑡𝑠𝑠 𝑑𝑑𝜑𝜑′
2𝜋𝜋

0
= −2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑟𝑟 

 

 

Figura 6 

 

D’altra parte, si evidenziano gli altri due contributi:  

Il contributo derivante dall’azione della pressione P alla quota z considerata; questo vale: 

 

�𝐹𝐹𝑝𝑝�𝑧𝑧 = 𝜋𝜋𝑟𝑟2𝑃𝑃 

 

Il secondo, indicato con Q, è dato dal totale delle forze esterne, comprese le eventuali reazioni 
vincolari, applicato sul volume da equilibrare (nel caso in figura 6, Q è dato dal peso della porzione 
di serbatoio e del volume di liquido in esso contenuto isolati dal taglio). Sommando tutti i 
contributi, si ottiene, per ogni quota z, l’equazione di equilibrio seguente: 

 

(𝐹𝐹2)𝑧𝑧 + �𝐹𝐹𝑝𝑝�𝑧𝑧 − 𝑄𝑄 = 0 



 

Sostituendo i valori precedentemente calcolati e riordinando: 

 

−2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜎𝜎𝑚𝑚𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝜋𝜋𝑟𝑟2𝑝𝑝 − 𝑄𝑄 = 0 ⇒ 

 

𝜎𝜎𝑚𝑚 =
𝜋𝜋𝑟𝑟2𝑃𝑃 − 𝑄𝑄
2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑠𝑠

                (2) 

 

Ricordando la (1), si ricava in cascata la tensione circonferenziale: 

 

𝜎𝜎𝑡𝑡 = 𝜌𝜌𝑡𝑡 �
𝑃𝑃
𝑠𝑠
−
𝜎𝜎𝑚𝑚
𝜌𝜌𝑚𝑚
�               (3) 

 

Alle tensioni membranali (2, 3) si aggiunge infine, in linea di principio, la tensione radiale P, agente 
sulla superficie interna del solido: 

 

𝜎𝜎𝑟𝑟 = −𝑃𝑃                             (4) 

 

Si noti che la tensione radiale (4), a causa delle assunzioni sulla geometria alla base del modello in 
oggetto, cioè: 

 

𝑟𝑟
𝑠𝑠
≫ 1;  

𝜌𝜌𝑚𝑚
𝑠𝑠
≫ 1;  

𝜌𝜌𝑡𝑡
𝑠𝑠
≫ 1 , 

 

risulta di norma trascurabile rispetto alle tensioni membranali. 

 

 

Nota: negli esempi che seguono σt viene indicata con il simbolo σn e θ  è cambiato con 𝜗𝜗. 
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