Covessita

Definizione 0.1. Un sottoinsieme E di R? si dice convesso se per ogni coppia di punti A
e B nell'insieme FE, risulta che il segmento che unisce A e B appartiene ancora ad E. In
simboli,

E convesso < VA, B€E risulta AB C E. (0.1)

Una funzione f : [a,b] — R si dice convessa se il sopragrafico é un sottoinsieme convesso di
R2. 11 sopragrafico, denotato con G}, é I'insieme dei punti sovrastanti il grafico di f, ovvero
i punti di coordinate (x,y) tali che y > f(z). In simboli

fi]a,b] = R convessa & G = {(z,y) € R?:y > f(x)} é convesso. (0.2)

In termini matematici, é possibile far vedere che una funzione f : [a, b] — R é convessa
se e solo se la seguente proprieta é soddisfatta:

(C) per ogni x1,z9,x € [a,b] con 1 < x < x5 si ha

f($2) - f(xl>

To — T

fx) < flaa) + (z —a1).

Al membro di destra della disugualianza é stata scritta la funzione che rappresenta la retta
passante per i punti (z1, f(z1)) e (22, f(22)). Quindi 'interpretazione di questa formula é
che nell'intervallo (x1, z2) il grafico di f sta sotto la retta congiungente i due punti del grafico
sopra Ty € Ts.

Esempio 0.2. La funzione f(z) = |z| é convessa. Per dimostrarlo verifichiamo che la
condizione (C) é soddisfatta. Prendiamo z; < s, vogliamo verificare che per ogni z €
(.%'1, ZL’Q) si ha

2| — |74

2] < fa | + (= 21). (0.3)

La verifica é semplice nel caso in cui 0 < x; < x5, perché anche x risulterebbe positivo e la
condizione sopra sarebbe equivalente a

To — 1
r<uw+

xg—xl(x_xl) =z,

che é vera. Nel caso in cui 1 < 1o < 0 la verifica si fa in modo molto simile sapendo che

|z| = —z per z negativo (farla per esercizio). Verifichiamo ora la formula (0.3) nel caso in
cui 1 < 0 < x9. Facendo il minimo comun denominatore troviamo che (0.3) é equivalente a
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Dimostriamo (0.4): se x > 0 avremmo
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e (0.4) é dimostrata (notare che abbiamo usato che |ri| = —z1 perché z; < 0 e |xo| = 3
perché zo > 0). Nel caso invece in cui z < 0 scriviamo

r — T To — T r — T
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e anche in questo caso (0.4) ¢é verificata.
A lezione abbiamo dimostrato il seguente Teorema:

Teorema 0.3. Sia [ : (a,b) — R derivabile in (a,b). Allora sono equivalenti le due sequenti
condizioni:

(a) per ogni x,x¢ € (a,b) risulta f(x) > f'(xo)(x — x0) + f(x0);
(b) f' € una funzione crescente su (a,b).

Adesso dimostreremo che per funzioni differenziabili le due condizioni sopra sono
equivalenti alla convessita:

Teorema 0.4. Sia f : (a,b) — R derivabile in (a,b). Allora le sequenti proprieta sono
equivalenti:

(i) per ogni x,xy € (a,b) risulta f(x) > f'(xo)(x — x0) + f(0).
(ii) f € convessa su (a,b).

Dimostrazione. Per dimostrare I’enunciato ci appelliamo al Teorema 0.3 e dimostri-
amo che la condizione (ii) é equivalente alla condizione

(b) f’ é una funzione crescente in (a,b).
Mostriamo che (i7) = (b). Scegliamo z1, x5 € (a,b) con z1 < 3, vogliamo provare che
f'(ar) < f'(w2).
Scriviamo la condizione di convessita della funzione f nell'intervallo (x1,x2): per ogni x €

(1, x2) abbiamo
f(z2) — f(z1)

T2 — X7

flz) < flz) +
Da questa condizione ricaviamo

f(@) — fa)

r — I To — X1

(. —21). (0.7)

f(za) — f(z1)

)

quindi passando al limite per z — 2 a sinistra otteniamo la derivata di f, ovvero

Flay) < L8 = S@) (0.8)
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D’altro canto, partendo sempre da (0.7) e sottraendo f(x2) ad ambo i membri, si ottiene

@) = f(aa) < flon) = flan) 4 LT g

~ (f(m1) = f(m2)) (w2 — 1) + (f(22) — fl21))(2 — 21)

To — I

_ fw2) = fla) (z — 2). (0.9)

T2 — I1
Ricordandosi che x — x5 < 0, dividiamo ambo i membri per (x — x3), passiamo al limite per

T — T4, € otteniamo
/ > f(CEQ)_f(SUl)'
fae) = p—

Questa disugualianza, insieme a (0.8), implica f'(x;) < f’(xq) che é quanto volevamo di-
mostrare.

Mostriamo ora che (b) = (ii). Questa parte della dimostrazione si puo fare per
assurdo: supponiamo che (i7) non sia soddisfatta, il che implica l'esistenza di un intervallo
(1, 22) C (a,b) e di un punto = € (z1,x2) tale che

4 flxa) — f(xl)

Lo — X1

f(z) > f(xq) (x — x1). (0.10)

Da questa disugualianza portando f(z;) a sinistra e dividendo per z — x; otteniamo

f(x) = f(x1) - f(xa) — f(x1)

r — T To — X1

. (0.11)

D’altro canto, sempre dalla (0.10), si ricava (facendo i conti come in (0.9))

To — T

f(@) = flxz) >

(l’ - 513'2),

e dividendo per x — x5 (che é negativo) si ha

f(z) — f(x2) < f(za) — f(x1)

r — T9 To — T

Mettendo insieme questa disugualianza con (0.11) troviamo

f(z2) — f(2) < f(x)_f(fl)

Adesso per il teorema di Lagrange troviamo due punti y; € (z1,2) e y2 € (x,z) tali che
fy2) = fz2)=f() ') = f@)=1@) 51 modo che risulti

To—T T—x1

f(y2) < f'(y1)-

Questo pero contraddice l'ipotesi (b) che f’ fosse crescente. La dimostrazione é conclusa.



