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Premessa

Queste dispense sono la trascrizione delle lezioni di Sistemi dinamici modulo 1,
corso di ventiquattro lezioni da due ore tenuto da settembre a dicembre 2019 per gli
studenti del corso di laurea triennale in matematica.

I1 corso tratta di equazioni differenziali ordinarie, calcolo differenziale in spazi di
Banach e serie di Fourier in una variabile.

Essendo un corso di primo semestre del terzo anno, i prerequisiti sono gli argo-
menti di analisi e algebra lineare che gli studenti hanno visto in Analisi 1, Analisi 2 e
Geometria 1. In particolare, queste lezioni non fanno uso dell’integrale di Lebesgue
ma solo di quello di Riemann, e sono adatte a studenti che hanno poca familiarita
con i numeri complessi. Vari risultati gia noti vengono comunque richiamati.

La prima parte del corso (lezioni 1-15) contiene i teoremi classici alla base della
teoria delle equazioni differenziali ordinarie: Teorema di esistenza e unicita loca-
le per il problema di Cauchy, Teorema di esistenza di Peano (con il Teorema di
Ascoli-Arzela), Teorema di esistenza globale, intervallo massimale di esistenza, cri-
teri di prolungabilita, fuga dai compatti, disuguaglianza di Gronwall, dipendenza
continua dai dati iniziali, dipendenza differenziabile dai dati iniziali. Alcuni esercizi
sono dedicati all’esistenza globale e all’analisi qualitativa delle soluzioni di equazioni
scalari.

Vengono trattati i principali metodi per la soluzione esplicita di equazioni dif-
ferenziali scalari di forma speciale: equazioni a variabili separabili, equazioni con
integrale primo, equazioni lineari del primo ordine, equazioni di Bernoulli e altre
equazioni che si possono risolvere per sostituzione.

Una parte ¢ dedicata alle equazioni lineari: spazio vettoriale delle soluzioni,
determinante wronskiano, matrice risolvente, metodo di variazione delle costanti,
polinomio caratteristico, esponenziale di matrice.

Nel preparare le lezioni 1-15 ho seguito le dispense [6] di Coti Zelati, [5] di Berti,
[3] mie, e ilibri [9] di Fusco, Marcellini, Sbordone, [I] di Acerbi, Modica, Spagnolo,
[7] di De Marco, [10] di Gentile, [I1] di Hartman, [12] di Hirsch, Smale.

La seconda parte (lezioni 15-19) ¢ un’introduzione al calcolo differenziale negli
spazi di Banach, e tratta il Lemma delle contrazioni di Banach-Caccioppoli, 'in-
vertibilita di operatori lineari per serie di Neumann, e il Teorema della funzione
implicita.

Nel preparare le lezioni 15-19 ho seguito le dispense [5] di Berti e i libri [2] di
Ambrosetti, Prodi e [7] di De Marco.

La terza parte (lezioni 19-24) ¢ un’introduzione alla teoria delle serie di Fourier,
fatta senza l'integrale di Lebesgue: convergenza puntuale, uniforme e in media qua-
dratica, nuclei di Dirichlet e di Fejer, sommabilita alla Cesaro, densita dei polinomi
trigonometrici, Lemma di Riemann-Lebesgue, regolarita di una funzione e decadi-
mento dei coefficienti di Fourier, lo spazio ¢2, spazi vettoriali complessi con prodotto
scalare, ortogonalita, identita di Parseval, disuguaglianza di Bessel.

Per le lezioni 19-24 ho seguito i libri [13] di Stein, Shakarchi e [4] di Barozzi.

Di alcune dimostrazioni la versione presentata in questi appunti si discosta
abbastanza dalle fonti citate.



Esercizi. Esercizi su questi argomenti si possono trovare, per esempio, nell’ultima
parte delle dispense [5] di Berti, nelle prove scritte di Sistemi dinamici nelle pagine
docenti unina di Coti Zelati e mie, nel Demidovi¢ [§], e soprattutto, per 1'analisi
qualitativa delle equazioni differenziali, nell’Acerbi, Modica, Spagnolo [1], libro che
consiglio di svolgere per intero.

Errori. Ogni segnalazione riguardo a errori in queste dispense ¢ gradita, dai
veri errori fino alle virgole fuori posto: scrivere all’indirizzo pietro.baldi (chiocciola)
unina.it

Pietro Baldi

Napoli, 20 dicembre 2019



1 Lezione 1

La prima parte di questo corso e un’introduzione di base alla teoria delle equazioni
differenziali ordinarie (ODE).

La teoria delle equazioni ordinarie tratta le equazioni e i sistemi di equazioni in
cui I'incognita ¢ una funzione di una variabile e in cui compaiono le derivate della
funzione incognita. Vengono dette “ordinarie” per distinguerle dalle equazioni diffe-
renziali “alle derivate parziali” (PDE), in cui 'incognita ¢ funzione di piu variabili e
compaiono derivate parziali dell'incognita rispetto a variabili diverse (esempi famosi
di PDE: equazione delle onde, del calore, di Laplace, di Schrodinger, del trasporto).

Notazioni standard per le ODE: la variabile viene indicata = (classico nome per
la variabile reale di Analisi 1), oppure ¢ (pensando ¢ = tempo, cosicché I'equazione
descrive 'evoluzione temporale di un sistema), oppure s, ecc.; la funzione incognita
viene indicata y(x), y(t), z(t), u(t), ecc. e puod essere scalare o vettoriale.

Definizione 1.1. (Soluzione di un’equazione differenziale). Sia  C R"™2 e sia
F : Q — R una funzione. Sia I C R un intervallo, e sia u : I — R una funzione
derivabile n volte in I. Diciamo che u & soluzione dell’equazione differenziale

F(t,u o, ..., u™) =0, (1.1)
o che u risolve I'’equazione su I, se
(1) per ogni t € I, il vettore (t,u(t),u'(t),...,u™(t)) appartiene all'insieme ;
(43) per ogni t € I si ha lidentita F(¢,u(t), ' (t),...,u™(t)) = 0.
Le soluzioni delle equazioni differenziali sono dunque definite su intervalli.

Definizione 1.2. (Ordine di un’equazione differenziale). Si dice ordine (o gra-
do) di un’equazione differenziale il massimo ordine di derivazione che compare
nell’equazione.

u//3

Esempio: v/ = u? ¢ del primo ordine, u? — u”® + u? = 0 & del secondo ordine.

Definizione 1.3. (Equazione in forma normale). Un’equazione di ordine n & in
forma normale se e del tipo

u™ = f(tu,, .. u™Y).

Quindi le equazioni in forma normale di ordine 1 sono del tipo v’ = f(t,u); di
ordine 2 sono della forma u” = f(t,u,u’); di ordine 3 sono v = f(t,u, v, u").

Definizione 1.4. (Sistema di equazioni scalari, o equazione vettoriale, del primo
ordine). Un sistema di n equazioni differenziali (scalari) del primo ordine in n

incognite (scalari) uy(t),...,u,(t) & un sistema del tipo
up = fi(t,ug, ... up)
uh = fo(t,ug, ... uy) (12)
u, = fu(tyug, ... uy).
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Il sistema ([1.2]) si scrive anche

dove u(t) = (uy(t),...,un(t)) & funzione a valori in R", e f = (f1,..., f.) € definita
su un sottoinsieme di R a valori in R™.

Definizione 1.5. (Campo vettoriale, spazio delle fasi, traiettorie, sistema dinamico
n-dimensionale). Siano u, f come nella Definizione

Il sistema 0 si dice sistema dinamico n-dimensionale.

Lo spazio vettoriale R in cui vive u(t) si dice spazio delle fasi.

La funzione f(t,u) si dice campo vettoriale del sistema dinamico.

Le soluzioni dell’equazione differenziale si dicono anche traiettorie del sistema
dinamico.

Definizione 1.6. (Sistema autonomo). Quando il campo vettoriale f non dipende
da ¢, ma solo da u, ’equazione diventa u’ = f(u) e si dice che il sistema dinamico e
autonomo.

Esempio: v/ = u? 4 3 & un sistema autonomo, v’ = u? + 3¢ non lo &.

* % ok

Riscaldamento: proviamo a calcolare (o, per ora, “indovinare”) le soluzioni di
alcune equazioni differenziali semplici.

1) Equazione ' = w: qual ¢ la funzione che & uguale alla sua derivata? Certa-
mente e’, e anche i suoi multipli. L’equazione ha soluzioni u(t) = ce’, definite per
ogni t nell’intervallo I = R, dove ¢ € R ¢ una qualsiasi costante.

2) u' = 2u: ha soluzioni u(t) = ce*, t e [ =R, c € R.
3) u' =1 —u: soluzioni u(t) =1+4ce ', tel =R, ceR.

4) v = u?: soluzione u(t) = ﬁ, definita per ogni t # ¢; ma il dominio I deve

essere un intervallo, quindi per ogni costante ¢ ¢’¢ sia una soluzione u(t) = é su

t € I = (—00,¢) che una soluzione u(t) = -5 sut € I = (¢, +00).
5) Trovare una soluzione dell’equazione u"” — u” + tu’ — v = 2: la pit immediata
e u(t) = —2 per ogni t € I = R. E facile da calcolare perché, essendo funzione
costante, le sue derivate sono nulle e quindi spariscono dall’equazione differenziale.
6) v + 4u = 0: soluzioni u(t) = cos(2t), u(t) = sin(2t), e anche ogni loro
combinazione lineare u(t) = ¢; cos(2t) + cosin(2t), su I = R, per ogni ¢1,c2 € R.
Notiamo che per le equazioni degli esempi precedenti, che sono tutte equazioni del

primo ordine, le soluzioni sono famiglie a 1 parametro, mentre per questa equazione,
che ¢ del secondo ordine, le soluzioni sono una famiglia a 2 parametri.

7) Sistema
u =
v = —4u.

Se v/ = v, allora, derivando, si ottiene u” = v/, ma v = —4u, da cui v’ 4+ 4u = 0,
come nell’esempio 6). Soluzioni:

u(t) = 1 cos(2t) 4+ cosin(2t), wv(t) = —2¢; sin(2t) + 2¢, cos(2t),



definite per ogni t € I = R, al variare dei due parametri ¢, co € R. Osserviamo che
il sistema 7) (equazione vettoriale 2-dimensionale del primo ordine, o sistema di 2
equazioni scalari del primo ordine) e I'equazione 6) (equazione scalare del secondo
ordine) sono strettamente legati. Prima di enunciare la relazione generale tra equa-
zioni scalari di ordine n ed equazioni vettoriali del primo ordine, vediamo un altro
esempio. Consideriamo

8) l'equazione scalare del terzo ordine
u” =+ u? + uu' + sin(u” — ') (1.4)

nell’incognita scalare u : I C R — R, e

9) il sistema di 3 equazioni scalari del primo ordine

u =wv
v =w (1.5)

w' =2 4+ u? + uv + sin(w — v),

nell’incognita vettoriale (u(t),v(t),w(t)) € R3.
Supponiamo di avere una soluzione u(t) di (1.4)), cioé una funzione v : I — R
definita su un certo intervallo I C R, che supponiamo di classe C3(I), che soddisfa

(1.4). Allora la funzione vettoriale
I =R tw o) | =@

¢ soluzione del sistema , ed ¢ di classe C'(I). Viceversa, se abbiamo una
soluzione (u(t),v(t), w(t)) € C*(I,R?) di (L.F)), allora la sua prima componente u(t)
¢ soluzione di (1.4), ed & C*(I,R). Dunque in questo esempio 1 equazione di ordine
3 equivale a 3 equazioni di ordine 1. Questo vale in generale:

Osservazione 1.7. (Equivalenza tra 1 equazione scalare di ordine n ed n equazioni
scalari di ordine 1). L’equazione differenziale scalare di ordine n

u™(t) = f(t,ut),dt),...,u" V(1)) (1.6)

e equivalente al sistema di n equazioni differenziali scalari di ordine 1, cioe un’equa-
zione del primo ordine a valori in R",

ur(t) = us(?)

(1) = wn(t) 1)

n—1

wl (t) = f(t,ur(t), us(t), ..., un(t)).

“Equivalente” in questo senso: se u : I — R & soluzione di (|1.6]), allora la funzione
vettoriale (uy,ug, ..., u,) = (w,u',...,u® V) : I — R" & soluzione di (1.7)); vice-
versa, se (U1, ...,u,) : I — R™ & soluzione di (1.7)), allora v = wu; ¢ soluzione di

([5).



Torniamo all’esempio piu semplice, e cerchiamo di rispondere a questa domanda:
tra le soluzioni dell’equazione u’ = u, quali soddisfano anche la condizione u(0) = 17
Tra le soluzioni u(t) = ce' dell’equazione v’ = u ce n’¢ una sola che soddisfa u(0) = 1,
ed & quella che si ottiene per ¢ = 1, cio¢ u(t) = ‘. Domanda simile:

ha soluzione u(t) = —3e'~2, ottenuta per ¢ = —3e~2. Se la condizione ¢ u(4) = 0, la
soluzione ¢ quella costante u(t) = 0.

Definizione 1.8. (Problema di Cauchy). Si chiama problema di Cauchy del primo
ordine il problema

{u’ = f(t,u) (equazione differenziale) (1.8)

u(to) = Yo (condizione iniziale),

con t, = istante iniziale, yy = dato iniziale. La soluzione u(t) deve essere definita su
un intervallo I che contiene tg.

Questa definizione vale anche per le equazioni differenziali in R", con ty € I C R,
u:l —R" f(t,u) € R" ey, € R

Il problema di Cauchy puo essere riformulato come equazione integrale
(equazione contenente un integrale invece di una derivata). Tale formulazione inte-
grale verra usata piu volte nel seguito, ed ¢ alla base del metodo delle “iterate di
Picard” per la costruzione della soluzione. Prima ci serve la definizione di integrale
di una funzione vettoriale.

Definizione 1.9. (Integrale di funzione a valori in RY). Sia f : [a,b] — RY,
ft) = (fi(t),..., fx(t)) una funzione a valori in RY, e supponiamo che ogni funzione
componente fj sia integrabile sull’intervallo [a,b]. Allora fab f(t) dt indica il vettore

avente fab fr(t) dt come componente k-esima,
b
b fa fl (t> dt
[ rwa=| "
‘ [P fae)dt
Lemma 1.10. (Formulazione integrale del problema di Cauchy). Sia Q@ C R un

aperto, f: Q0 — RY una funzione continua, (to,yo) € Q. Sia I C R un intervallo,
conty €1, esiau:l — RN una funzione. Si ha

ue CYI)
(t,u(t) e Q vtel
u'(t) = f(t,u(t)) Vtel (1.9)
u(to) = yo
se e solo se
u e CI)
(t,u(t) e Q Vtel (1.10)

u(t) = y0+/ttf(s,u(s))ds Vt el
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Dimostrazione. Supponiamo che valga ((1.9)). Essendo u’ continua, dal Teorema fon-
damentale del calcolo integrale (applicato su ciascuna componente uy(t) del vettore
u(t)) si ha

u(t) = ulty) = / o (s) ds.

to

Per ipotesi, u(ty) = yo e u/(s) = f(s,u(s)), da cui, sostituendo, segue ([1.10)).
Viceversa, supponiamo che valga ((1.10). Essendo f e u continue per ipotesi, la
funzione f(¢,u(t)) € continua. Dunque la funzione

t— /t:f(s,u(s)) ds

¢ di classe C!, e, ancora dal Teorema fondamentale del calcolo integrale, la sua
derivata & f(t,u(t)). Quindi la funzione

th+/U@wmw

(che, per (1.10), & uguale a u(t)) & di classe C!, la sua derivata ¢ f(¢,u(t)), e in
t =t vale yg, da cui otteniamo ([1.9)). m



2 Lezione 2

Teorema 2.1. (Teorema di esistenza e unicita locale per il problema di Cauchy).
Sia ty € R, Yo € RN,

I:[to—a,tO‘F@], J:{yGRN’y_igO’gb}:B(ymb)?
cona>0,b>0. Sia f:IxJ— RN una funzione tale che
e f ¢ continua in I X J;

e f(t,y) é lipschitziana in y, uniformemente in t, su I X J, cioé esiste L > 0

tale che
F(ty)— F 2| < Lly—2 Vel ¥yzel 2.1)
Siano M, tali che
fty)| <M Vity elxJ (2.2)
e
0<do<a, Mo<h. (2.3)
Sia

]OZ[Tl,TQ]g[to—é,to—l-(;], toEIo.

Allora il problema di Cauchy

ha una e una sola soluzione definita nell’intervallo Iy.
St ha inoltre la stima

el — 1

|u(t) — yo| < M0

vt € Iy (2.5)

se L >0;se L =0 si ha |u(t) —yo| < M6 per ogni t € I.

Dimostrazione. Supponiamo che L > 0, e rimandiamo alla fine della dimostrazione
il caso (banale) in cui L = 0.

Sappiamo (Lemma che trovare una soluzione del problema di Cauchy
¢ equivalente a trovare una soluzione del problema integrale

u(t) = yo +/t f(s,u(s))ds Vt € I. (2.6)

Costruiamo una soluzione u di (2.6 come limite di una successione di funzioni.
Passo 1: costruzione della successione (u,). Definiamo

Uo(t) = Yo Vit € I().

Per n > 0, vogliamo definire ricorsivamente

Up+1(t) == yo + /ttf(s,un(s)) ds Vte . (2.7)
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L’integrale in e ben posto se, per ogni s € Iy, la coppia (s,u,(s)) appartiene
all’insieme I x J dove f ¢ definita, e se la funzione composta f(s, u,(s)) ¢ integrabile.
Essendo Iy C I, per ogni s € Iy si ha (s,u,(s)) € I x J se e solo se u,(s) € J.
Dimostriamo dunque per induzione che:

Per ognin > 0 si ha

u, € C(Iy), u,(t)€J Vtel, (2.8)

e, di consequenza, possiamo definire u,,, come in .

Per n =0 la ¢ banalmente vera perché wug(t) = yo. Supponiamo che
valga per un certo n > 0, e dimostriamo che allora vale anche per n+ 1. Dall’ipotesi
induttiva, (¢,u,(t)) € I x J per ogni t € Iy, f(t,u,(t)) € ben definita e continua,
quindi integrabile. Dunque definiamo u,,; come in . Si ha u,,; € C'(Iy)
perché f(s,u,(s)) & continua. Poiché |f| < M in I x J e Mé < b, per ogni t € I si
ha

w0l = | [ st 5| < | [ V5G] < M= o] < 015 <

Dunque u,1(t) € J per ogni t € Iy, e (2.8)) vale anche per u, 1.
In questo modo abbiamo definito una successione (u,) che soddisfa (2.8]) e (2.7))

per ogni n > 0.

Passo 2: stima di |u, — u,_1|. Dimostriamo, per induzione, che

oM Lt -t

Per ogni t € I si ha
! M LYt —tol!
ua(6) = o) = Jn(®) — ol = | [ SGs.0)s| < 2l =10 = 5 AL
to .

quindi (2.9) ¢ vera per n = 1. Supponiamo che (2.9) valga per un certo n > 1.
Allora per t € Iy, t > tg si ha

fnea®) = 0 = o+ [ s ds == [ ftscus(6)as
| [ (Ftsvinlo) = fscuas(69)
géﬁﬂ&w@»—ﬂ&w»wﬁws

< [ L)~ vaa(o)] s

to

M LMs—to| M LM M L™ (t — to)™+
< L—Mdsz——/(s—to)”ds:— ( 0)
o L n! L nl J, L n! n+1
M LM — ]!
L (n+1)!
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Per t € Iy, t < 1y, similmente,

[tsa () = (6] = | / (G5, 0a()) = F(5, wama(s))) ds

— ‘/tt (f(s,un(s)) — f(57un_1(8))> ds
< /to ‘f(S,un(s)) — f(S,unfl(s)} ds

t

S/tOL|un(s)—un_1(s)|d8

to M Ln|8 —t0|n M Ln+1 to M Ln+1 (tO _t)n+1
< | L=—=21" O ge=" to — )" ds = —
_/t L n! Tl /t (to = 5)" ds L n! n+1

B M Ln+1|t—t0|n+1
L (n+1)!

Quindi (2.9)) vale per n+1, per ogni t € I. Per induzione, ([2.9)) vale per ogni n > 1.

Passo 3: (u,) converge uniformemente in Iy. Scriviamo ogni w, come somma
parziale di una serie telescopica,

un(t) = ug(t) + (ur(t) —uo(t)) + (ua(t) — wi(t)) + ... + (wn(t) — wn_1(2))
= Yo+ Z (ur(t) — ue—1(2)). (2.10)

Dalla stima (2.9)), ogni termine soddisfa

M LF|t — to|* oM LEgk

Quindi
M (Lo)*
|k — wk—1]|oo,zo := sup{|ux(t) — wk—1(t)| : t € Ip} < T ( k:') Vk>1. (2.12)
La serie numerica di termine generale % % e convergente, perché

L k! L
k=1 k=0

=M (L)* M (( S (L;f!)k> _1> :%(em_l) <o

Quindi, dalla ([2.12)), anche la serie numerica Y, [Jug—ug—1||0,1, cOnverge, e la serie
di funzioni Y, (ug(t) — ug—1(t)) & totalmente convergente in Iy. Di conseguenza
(criterio di Weierstrass: la convergenza totale implica quella uniforme) la serie di
funzioni converge uniformemente in I, cioe la successione delle sue somme parziali
converge uniformemente in /5. Quindi, per la , u, converge uniformemente in
Iy. Chiamiamo w il suo limite, u(t) := lim,—00) un(%).

Per ogni t € I sappiamo che wu,(t) € J, cioe |u,(t) — yo| < b; percio, passando
al limite,

Tim s () — o] = fu(t) = vo| <,

cioe u(t) € J. Dunque (t,u(t)) € I x J per ogni t € I.
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Inoltre per ogni t € Ij si ha

Passando al limite per n — oo nella disuguaglianza |u,, (t) —yo| < % (¢*° —1) appena
dimostrata si ottiene la ([2.5)).

Passo 4: esistenza della soluzione. Abbiamo dimostrato che u, — u uniforme-
mente in Iy, cioe ||u, — u||s.r, — 0 per n — co. Per ogni ¢ € Ij si ha

[t un(t)) = f(8 u(t)] < Llun(t) — u(t)] < Lljun = tlo,zo- (2.13)

Passando al sup nella disuguaglianza | f (¢, u, (t))— f (¢, u(t))| < L|u, —u|00 1, appena
provata otteniamo

féllp |f(t’un(t)) - f(tau(t)” < L”un - UHOOJO —0 (TL — OO)?

cioe la funzione f(t,u,(t)) converge alla funzione f(¢,u(t)) uniformemente in I.
Grazie alla convergenza uniforme, si ha il passaggio al limite sotto il segno di
integrale,

lim </ttf(5,un(s))ds> = /ttf(s,u(s)) ds Vte .

n—oo

Ricordando la ([2.7)), per ogni ¢ € I, abbiamo

u(t) = Tim w, () = lim (yw /ttf(syun_l(s))ds> — o+ /ttf(s,u(s))dS,

n—o0

cioe u soddisfa I’equazione integrale ([2.6)).

Passo 5: unicita della soluzione. Supponiamo che u e v siano due soluzioni su
Iy dell’equazione integrale (2.6, cioe u, v continue in Iy, con

u(t) = yo + /ttf(s,u(s)) ds, v(t) =yo+ /ttf(s,v(s)) ds Vte . (2.14)

In t =ty le due soluzioni coincidono; dimostriamo che esse coincidono su tutto I'in-
tervallo Iy = [11, T»]. In particolare, proviamo che v = v in [tg, 73] (la dimostrazione
per Uintervallo |1, to] € simile). Sia

E = {c € [to, 7] s ult) = v(t) Vt € [to, c]}.
L’insieme E € non vuoto perché ¢ty € E. Definiamo
p:=sup F.

Per costruzione, p € [ty, T2]. Supponiamo, per assurdo, che sia p < 75. Fissiamo
01 > 0 abbastanza piccolo da soddisfare

1
Ly < 5 p+01 <o
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In particolare, la seconda disuguaglianza assicura che [p,p + 01] C [tg, T2]. Sia

A= sup{|u(t) —v(t)| : t € [p,p+ 1]}

Usando le identita in (2.14]) e il fatto che, per costruzione, u = v su [ty, p|, si ha, per
ogni t € [p,p+ 4],

utt) o) = [ (osuts) ~ sGssotn) ds= [Cyas+ [

to to D

-/ (s u(s)) = S, 0(5)) ds.

Dunque, per ogni t € [p,p + 1],
ult) = o0 < [ 1F(s.uls) ~ s, (5] ds

< / Llu(s) — v(s)] ds

t
1
< / LXds = LA(t —p) < LA\ < 5)\.
P

Abbiamo provato che |u(t) — v(t)| < %)\ per ogni t € [p,p+ d;]. Di conseguenza

1
sup{lu(t) —v(t)| 1t € [p,p+ o]} < SA,
cioe A < %/\. Questo implica che A = 0, da cui w = v in [p,p + 0;]. D’altra parte,
come gia osservato, u = v su [tg,p]. Quindi v = v in tutto lintervallo [ty, p + d1].
Dunque p+ 6, € E, ma p+ 6; > p = sup F, assurdo. Abbiamo dunque dimostrato
che

supFE =p=m.

Poiché sup £ = 7, esiste una successione (c,) di elementi di £ che converge a 7.
Per definizione di F si ha dunque v = v in [to, ¢,| per ogni n, quindi v = v in tutto
[to, T2] (notiamo che u,v coincidono anche nell’estremo: da u(c,) = v(c,), passando
al limite, si ottiene u(my) = v(m)).

Analogamente si prova che u = v in |7y, to].

Passo 6: caso banale L = 0. Concludiamo la dimostrazione trattando il caso
in cui L sia nullo. Dall’ipotesi con L = 0 segue che f(t,y) = f(t,y0) per
ogni y € J. L’equazione in diventa dunque u'(t) = f(t,y0) (campo vettoriale
indipendente da u), e, per integrazione, I'unica soluzione ¢

¢
u(t) = yo +/ f(s,yo)ds Vt e .
to
Essendo |f(s,y0)| < M per ogni s € Iy, si ha

t
) = ol < | [ Ftou0)ds| < Mt~ ta] < 015,
to

e la dimostrazione ¢ conclusa. O
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Osservazione 2.2. ([terate di Picard). La successione (u,(t)) costruita ricorsiva-

mente nella dimostrazione appena conclusa si chiama successione delle iterate di
Picard.

Osservazione 2.3. (Problema di punto fisso). Per ogni funzione u(t) sia

O(u)(t) == yo —I—/t f(s,u(s))ds.

L’equazione (12.6) si riscrive come
u = d(u),

che e un problema di punto fisso: risolvere il problema di Cauchy nella formulazione
integrale significa trovare u che sia “punto fisso” di @, cioe tale che ®(u) = u.

In questo tipo di problemi ’approccio classico consiste nel costruire una succes-
sione (u,,) definita ricorsivamente ponendo

Unt1 = P(uy). (2.15)

Se si riesce a dimostrare che u, converge, in una norma opportuna, ad un certo
limite u, e se ®(u,,) converge a ®(u), allora passando al limite nella si ottiene
u = ®(u), la soluzione cercata. La dimostrazione del Teorema segue questo
approccio (vedere la definizione ricorsiva della successione (u,,) per risolvere il

problema (2.6))).

Esercizio 2.4. (Domanda riguardo alla dimostrazione del Teorema [2.1). Nella di-
mostrazione del teorema abbiamo dapprima dimostrato la disuguaglianza in
cui la differenza |u,(t) — u,—1(f)| tra un termine della successione e il suo precedente
viene stimata in termini di |t — #o|", e poi, nella (2.11]), abbiamo usato la disugua-
glianza per stimare nuovamente la stessa differenza |u,(t) — u,_1(t)|, questa
volta perd maggiorando |t — to|™ con §".

Perché non abbiamo maggiorato |t — to| con 0 gia nella invece che farlo in
un secondo momento? Cosa sarebbe cambiato nel risultato finale?
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3 Lezione 3

Esercizio 3.1. (Convergenza uniforme). Nella dimostrazione del Teorema [2.1] (vedi
(2.13])) abbiamo usato la lipschitzianita di f per dedurre la convergenza uniforme di
f(t,un(t)) a f(t,u(t)). Tuttavia la sola continuita di f sarebbe stata sufficiente allo
scopo. Dimostrare dunque la seguente proposizione.

Sia Iy = [r,m), J={y € RN : |y —yo| < b}. Sia f: Iy x J = RY continua, e
sia Uy, Ig — J una successione di funzioni continue che convergono uniformemente
alla funzione u : Iy — J. Sia g,(t) = f(t,un(t)) e g(t) := f(t,u(t)). Allora g, — g
uniformemente in Ij.

Svolgimento dell’Esercizio[3.1 Siae > 0. La funzione f & continua, l'insieme [ x J &
compatto, quindi (Teorema di Cantor) f ¢ uniformemente continua in / x J. Dunque
esiste 0 > 0 tale che

|f(t,y>—f(8,2)’ <é v<t7y)7(S7Z)EIXJ7 |(t,y)—(872)| < 0.
Per ipotesi, u,, — u uniformemente in /. Quindi esiste n € N tale che

|un — wlloosr = sup |u,(t) —u(t)] <6  Vn>n.
tel

Di conseguenza, per ogni n > n, per ogni t € [ si ha
|(t, un(t)) — (¢, u(®)] = |un(t) —u(t)| <6

e quindi
|f(tua(t) — f(tut)| <e Vtel, n>n.

Abbiamo dimostrato che per ogni ¢ > 0 esiste 1 € N tale che |g,(t) — g(t)| < & per
ogni t € I, per ogni n > n, cio¢ che g, — g uniformemente in I. O]

Definizione 3.2. (Funzione f(t,y) localmente lipschitziana in y uniformemente in
t). Sia 2 € R x RY un aperto. Una funzione f : Q — R si dice localmente
lipschitziana in y uniformemente in t se per ogni punto (tg,yo) € 2 esistono a > 0,
b> 0, L >0 tali che

- il “rettangolo” I x J = [ty — a,to + a] x B(yo,b) ¢ contenuto in Q;

- |f(t,y) — f(t,2z)] < Lly — z| per ogni t € I, per ogni y, z € J.

Osservazione 3.3. (Esistenza e unicita locale su aperti). Sia Q@ C R x RY un
aperto, e sia f : © — RY una funzione continua e localmente lipschitziana in y
uniformemente in ¢. Allora per ogni (to,yo) € €2 il problema di Cauchy

{u/ = f(t’u)

u(to) = Yo

ha una, e solo una, soluzione locale, cioe esiste 6 > 0 tale che in ogni intervallo
Iy = [r, ] C [to — d,to + J], con tg € I, il problema di Cauchy ha un’unica
soluzione in ;.

In altre parole, le ipotesi di continuita e locale lipschitzianita in y della funzione
f assicurano che intorno a ogni punto (¢g, o) dell’aperto €2 c¢’¢ un rettangolo I x J
centrato in (%o, o) in cui possiamo applicare il Teorema di esistenza locale e unicita
per il problema di Cauchy.
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Nella prossima proposizione (Proposizione osserviamo che se f e di classe
C', o anche solo se f ¢ continua e ha, continue, le derivate parziali rispetto alle
variabili y, allora f & localmente lipschitziana in y. Questo permette di applicare
il Teorema di esistenza locale e unicita senza fare verifiche dirette di lipschitzianita
per f (e questo e particolarmente conveniente nello svolgimento degli esercizi).

Prima di enunciare e dimostrare la proposizione, apriamo una parentesi sulle
norme delle matrici e ricordiamo come la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz in RY,

2y <|z|ly| Vz,yeRY,

si puo applicare al prodotto righe per colonne di una matrice contro un vettore e
all’integrale di una funzione vettoriale.
Ricordiamo che con |z| indichiamo la norma euclidea di un vettore x € RY, cioe

1

N =
lz| = /22 + ... + 23 = (in)Q, r=(xy,...,75) € RV,
k=1

Definizione 3.4. (Norma euclidea di una matrice). Sia A una matrice a n righe e

q colonne,
Ay oo Ay
A= i
An .. Ay
2

La norma euclidea della matrice A ¢

’A‘ = |A’E = |A’Euclidea = (

)

k=1,...,n
j 17"'7q

Lemma 3.5. (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz per matrice contro vettore). Per
ogni A matrice n X q, per ogni vettore x € R? si ha

| Az| < [Alfz]
dove |A| & la norma euclidea di A.

Dimostrazione. Sia y = Ax, e siano y, le sue componenti. Allora, per ogni k =
1,...,n, si ha

T

q
Yk = (Akl Ak:q) : = ZAijj = Vg - T, Vg = :
q =1 Akq

Ar
T

(il vettore vy ¢ la riga k-esima di A scritta come colonna). Dalla disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz,

el = ok - 2] < Jogl]a],
da cui
n 1
2
x| =yl = (Y u2)
k=1
n % n % n q %
< (D luPleP)” = (X el?) ol = (323" 43) Jal = Aljal. O
k=1 k=1 k=1 j=1
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Il Lemma [3.6] & stato dimostrato in Analisi 2; per completezza, ne riportiamo
comunque la dimostrazione.

Lemma 3.6. (Disuguaglianza per I'integrale di funzione vettoriale). Sia [a,b] C R
un intervallo, e sia g : [a,b] — RN, g(t) = (g1(t), ..., gn(t)) una funzione a valori
vettoriali. Supponiamo che le funzioni componenti gi : [a,b] - R, k =1,..., N,
siano integrabili in |a,b]. Allora

| [ owa] < [“ona

Dimostrazione. Sia ¢ := f; gr(t) dt, dove g e la funzione componente k-esima di

g, e sia c il vettore (cy,...,cn) € RY, cioe ¢ = f;g(t) dt. La tesi ¢ |¢| < f; lg(t)] dt.
Se ¢ = 0, la tesi € banalmente vera. Sia dunque ¢ # 0. Allora

N N b b N b
|C’2 _ Zcz — Z/ gk(t) dtc, = / ng(t)ck dt = / g(t) cedt
=1 k=10 ¢ k=1 “
b b
< [ lotolclde = el [ Igto)lae.

Poiché |c| > 0, la disuguaglianza |c|* < || f: lg(t)] dt da la tesi. O
Scritta in componenti, la disuguaglianza del Lemma [3.6] diventa
N b 2Y 3 b, N 1
{ > (/ gu(t) dt) } < / (> gt®)” at.
k=1 a a k=1

Definizione 3.7. (Norma operatoriale di matrice). Sia A una matrice a n righe e
g colonne. La norma operatoriale della matrice A e

Ax
|A‘Op = |A|Operatoriale ‘= sup {% x e€RY x 75 O}

Esercizio 3.8. (Formule equivalenti della norma operatoriale). Dimostrare che per
ogni matrice A € Mat,,»,(R) si ha

A
SupM = sup |Az| = sup |Az]|.
a0 [T jg=1 jel<1

Esercizio 3.9. (Equivalenza di norma euclidea e operatoriale). Dimostrare che la
norma euclidea |A|g e quella operatoriale |A|,, sono equivalenti, cio¢ dimostrare che
esistono due costanti C, Cy (dipendenti da n, q) tali che

ChlAlp < [Alop < Co|Alg

per ogni matrice A € Mat,,,(R). Calcolare inoltre le costanti ottimali Cy, Cs, cioe
calcolare

min{Cy > 0 : [Alop < Co|Alg VA € Mat,,«,(R)},
max{C; > 0: C1|Alg < |A|op VA € Mat, ,(R)}.
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Proposizione 3.10. (Criterio di lipschitzianita). Sia Q C R x RY un aperto, sia
f:Q — RY una funzione continua, e supponiamo che esistano, continue, le derivate
parziali di [ rispetto alle variabili v, ...,yn. Allora f & localmente lipschitziana in
y uniformemente in t.

Dimostrazione. Sia (tg,yo) € 2. Poiché £ & un aperto, esistono a > 0, b > 0 tali

che I x J C Q, dove I = [ty —a,to+al, J = Blyy,b) = {y € RN : |y — yo| < b}
Sia D, f(t,y) la matrice delle derivate parziali di f rispetto a y (matrice jacobiana
della funzione y — f(t,y), per t fissato), cioe

Oy [ilt,y) . Oy fi(ty)
Dyf(t,y) = : :
ay1fN(tay> e anyN(tay>

dove f1,..., fn sono le funzioni componenti di f. Dal Teorema di Weiestrass, esiste
finito il massimo
M = max{|D,f(t,y)| : (t,y) € I x J},

dove |D,f(t,y)| € la norma euclidea della matrice. Notiamo che, per ogni t € [
fissato, la funzione J — RY | y — f(¢,y) ¢ differenziabile ed ¢ di classe C'' (Teorema
del differenziale, Analisi 2).

Siat € I, y,z € J. Poiché la palla J e convessa, il segmento di estremi y, z ¢
contenuto in J, cioe y + s(z —y) € J per ogni s € [0,1]. Sia

o(s) = ft,y+s(z—y)), sel0,1]

Per ogni k =1,..., N, la funzione componente

Pk - [071] _>R7 ka(s) :fk(t7y+3(z_y))
¢ di classe C! (essendo composizione di funzioni C'), e ha derivata

N

P(s) =Y 0y, fi)(ty + s(z = v)) (25 — ).

j=1
Quindi il vettore ¢'(s) e
'(s) = (Dyf)(t,y + s(z = y)) (z — y).

Dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz per il prodotto di una matrice contro un

vettore (Lemma [3.5),
&' () < Dy )ty + s(z = y)l |z —y| < M|z —yl.

Il Teorema fondamentale del calcolo integrale applicato a ogni funzione componente
vr 2 [0,1] — R da

1
(1) — u(0) = / Sils)ds Wk=1,...,N,
0

quindi i vettori (1), p(0) soddisfano la stessa formula in RY,



Dalla disuguaglianza per I'integrale di funzione vettoriale (Lemma abbiamo

p(1) — 0 (0)] = 1/01so'<s>ds\ < /01|¢<5>|d5 < /01M|z—y|ds=M|z—y|.

Poiché p(1) = f(t, 2), ¢(0) = f(t,y), abbiamo provato che per ogni ¢t € I, per ogni
y,z € J,siha|f(t,z) — f(t,y)| < M|z —yl. O

Con gli stessi passaggi si dimostra il seguente teorema.

Teorema 3.11. (Teorema del valor medio in RY). Sia Q C R? un aperto, e sia
f:Q — RN una funzione di classe C*(Q). Siano x,y due punti di Q0 tali che tutto
il segmento che li unisce sia contenuto in €2, cioé

{r+s(y—x):s€]0,1]} C Q.

Allora
£(y) = f@)] < ((sup (D)@ + s(y = )|y — 2,

s€[0,1]
dove Df ¢ la matrice jacobiana di f.

Dimostrazione. La funzione ¢ : [0,1] — RY ©(s) := f(x + s(y — x)) ¢ di classe C*,
quindi, come nella dimostrazione precedente,

o(1) — 9(0)] < / ¢ (s)]ds < / (Df)( + s(y — )|y — ] ds < Mz — 1),

dove M ¢ il sup di |Df| lungo il segmento. O

Osservazione 3.12. (C' implica Lipschitz). Se f(t,y) ¢ di classe C', allora, in
particolare, f e continua ed esistono, continue, tutte le sue derivate parziali rispetto
alle variabili y; dunque, dalla Proposizione|3.10| f € lipschitziana in y uniformemente
in ¢.

Osservazione 3.13. (Il Teorema di Lagrange non vale in dimensione > 2). Per
ottenere una stima di Lipschitz come quella del Teorema del valor medio (Teore-
ma , per funzioni a valori reali il modo piu elementare e usare il Teorema di
Lagrange: supponiamo che valgano le ipotesi del Teorema [3.11| con N = 1, cioe f
funzione scalare. La funzione ¢(s) = f(z+s(y —x)) € funzione reale di una variabile
reale, di classe C!, quindi, dal Teorema di Lagrange, esiste 1 € (0, 1) tale che

p(1) = (0) = ¢'(9)(1 - 0) = ¢'(V),
fy) = f(z) = (Df) (@ + Iy — 2))(y — @),
da cui segue che
1f(y) = f(@)] < [(Df)(z+I(y —2))|ly — 2]
< ((swp (D) + sty =) )ly = al.

s€[0,1]

20



Se invece f & a valori vettoriali, con componenti f = (f1,..., fn), N > 2, allora il
Teorema di Lagrange, in generale, non vale. Per questo motivo nella dimostrazione
del Teorema abbiamo usato il Teorema fondamentale del calcolo integrale

al posto del Teorema di Lagrange.

Vediamo perché il Teorema di Lagrange non vale in RY. Sia ¢ : [a,b] — RY una
funzione di classe C' a valori vettoriali, p(s) = (¢1(s),...,¢n(s)). Ogni funzione
componente ¢ di classe C! ed ¢ una funzione scalare, quindi il Teorema di Lagrange
si applica a ciascuna componente: esistono ¥y, ...,y € (a,b) tali che

p1(0) —pi(a) = @1 (D) (b—a), ... en(b) —en(a) = oy (In)(b—a).

Il punto e che, in generale, ¥, ...,Y 5 non coincidono. In altre parole, in generale
non esiste alcun ¥ € (a, b) che soddisfi simultaneamente tutte le uguaglianze

©1(b) — pi(a) = @1 (I)(b — a),

e (0) — pn(a) = Py (V) (b - a),

cioe l'identita vettoriale p(b) — p(a) = ¢'(9)(b — a).
Esempio. Sia

sin s

eil2r 2R o) = (02).

L’identita ¢(27) — ¢(0) = ¢'(9)(2m — 0) vale se

0\ (—sin? 9
0/ \ cos? ™

e non esiste alcun ¥ che soddisfa simultaneamente le due equazioni sind = 0 e
cost = 0.

Vediamo qualche esempio di applicazione del Teorema di esistenza locale e uni-
cita.
1) v = tu®. 1l campo vettoriale ¢ f(t,y) = ty?, che & di classe C*(£2) nel dominio
Q) = R% Quindi f & localmente lipschitziana in y, uniformemente in ¢, intorno a
ogni punto (o, yo) € . Percio si puo applicare il Teorema di esistenza locale e
unicitd intorno a ogni dato iniziale. Di conseguenza, per ogni coppia (tg,y) € R?,
il problema di Cauchy
o = tud
u(to) = Yo

ha una e una sola soluzione locale (cioe definita in un intervallo [ty — §,¢y + J] per
un certo § > 0).

2) u” = u?—t+sin(u+t). E un’equazione del secondo ordine: per poter applicare
il Teorema di esistenza locale e unicita dobbiamo scriverla come sistema del primo
ordine:

u =0
v =0v? —t +sin(u +t).
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Il campo vettoriale e la funzione

o , B Yo
f:Q=R>— R* f(t,y1,y2)—(yg_t+sin(y1+t)>’

che ¢ C*(R?). Quindi, ragionando come nell’esempio 1), otteniamo che per ogni
dato iniziale (g, ug, vy) € R? il problema di Cauchy

u =,
v =% —t+sin(u + t),
U(to) = U,

U(to) = Vo

ha un’unica soluzione locale (u(t),v(t)) definita in un certo intervallo [ty — 0, ¢y +
0]. Possiamo a questo punto tornare all’equazione scalare del secondo ordine, e
concludiamo che per ogni (¢, ug,v9) € R? il problema di Cauchy

' =u? —t+sin(u +t),
U(to) = Uy,

U/<t0) = Vo

ha un’unica soluzione locale u(t).

3) o' = |t|e*”. Il campo vettoriale & la funzione f(t,y) = |t|e¥”, che & continua
in (t,y) in @ = R? & derivabile in y, con derivata parziale 9,f(t,y) = 2yf(t,y),
anch’essa continua in 2. Quindi f & localmente lipschitziana in y, uniformemente
in ¢, in Q. Di conseguenza per ogni (ty,yo) € R? il problema di Cauchy con dato
iniziale u(ty) = yo ha un’unica soluzione locale. (Notiamo che f non ¢ C''(Q)).

4) ' = |u|. E un’equazione autonoma. Il campo vettoriale & la funzione f(¢,y) =
ly|, che & continua in Q = R?, ma non ¢ derivabile rispetto a y in y = 0. Potremmo
restringere il dominio a sottoinsiemi aperti (y > 0, y < 0) in cui f ammette derivate
parziali rispetto a y, e poi ragionare per casi (y > 0, y < 0, y = 0), osservando che
u(t) = 0 & soluzione costante. Tuttavia, in questo caso € piu rapido fare una verifica
diretta della lipschitzianita: per ogni ¢,y, 2 € R si ha

[f(ty) = F@ 2 = [yl = |2l <y — 2|

e quindi il Teorema di esistenza locale e unicita si puo applicare intorno a ogni punto
(o, yo) € R%.
D’altra parte il problema di Cauchy

e molto semplice, e puo essere risolto in modo immediato. La sua soluzione e
u(t) =yoe'"  seyy >0,
u(t) =0 se yo = 0,

u(t) = yoe™ " seyo <0,
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e in tutti i casi la soluzione ¢ definita su tutto R (soluzione “globale”).

5) u' = /[u]. 1l campo vettoriale & la funzione f(t,y) = /|y|, che & continua in
Q2 = R?, ma non ¢ localmente lipschitziana in €. Quindi non possiamo applicare il
Teorema di esistenza locale e unicita ad un qualunque dato iniziale (o, yo). Vedremo
nelle prossime lezioni cosa succede al problema di Cauchy in assenza dell’ipotesi di
locale lipschitzianita.

Esercizio 3.14. (La radice quadrata non é lipschitziana). Dimostrare che per ogni
b > 0 non esiste alcuna costante L > 0 tale che

VIl = V12|l < Lly — 2| Yy, z €[=b,b].

Vediamo un importante corollario del Teorema di esistenza e unicita locale.

Corollario 3.15. (Conseguenza dell’unicita: soluzioni distinte non si toccano). Sia
Q C R x RN un aperto, sia f : Q — RN continua e localmente lipschitziana in v,
uniformemente in t, in Q. Siano u(t),v(t) due funzioni, definite entrambe in un
intervallo I, di classe C(I), tali che

{(t,u(t)) Q. {(t,v(ﬂ) €9, Viel.

u'(t) = f(t,u(t), v'(t) = f(t (D)),

Se esiste ty € I tale che u(ty) = v(ty), allora u(t) = v(t) per ognit € I.

v
Se esiste ty € I tale che u(ty) # v(to), allora u(t) # v(t) per ogni t € I.
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4 Lezione 4

Il Corollario |3.15 non ¢ una conseguenza immediata del Teorema di esistenza
e unicita locale: il Teorema da infatti I'unicita della soluzione nell’intervallo Is =
[to— 0, to+3d] o nei suoi sottointervalli [17, 75| contenenti ¢y, mentre il Corollario tratta
di un intervallo I che, in generale, potrebbe essere piu grande di Is; per esempio,
potrebbe essere anche I = R.

Dimostrazione del Corollario [313. Sia u(ty) = v(to) per un certo ¢ty € I. Supponia-
mo, per assurdo, che esista t; € I, t; > t, tale che u(t;) # v(t1). Sia

E={teto,t:] : ult) = v(t)}.

L’insieme E & non vuoto perché tq € E. Inoltre E C [tg, t1], e poi [t, 1] C I perché
to,t1 € I e I ¢ intervallo. Sia
p=supF.

Per costruzione, p € [tg,t1]. Per definizione di p, esiste una successione (s,) di
elementi di F che converge a p. Dunque u(s,) = v(s,) per ogni n, e, passando al
limite, si trova

u(p) = v(p)

perché u e v sono funzioni continue. D’altra parte u(t;) # v(t1), quindi p # t;. Di
conseguenza, tg < p < ty.

Sia yo := u(p) = v(p), e consideriamo il problema di Cauchy con dati iniziali
(p,y0). Dal Teorema di esistenza e unicita locale, esiste § > 0 tale che in ogni
intervallo Iy = [1, 7] C [p— d,p + 0], con p € I, esiste un’unica soluzione del
problema di Cauchy con dati iniziali (p,yp). Fissiamo §; > 0, 6; < 0 tale che
p+ 01 <ty, esia ly = [p,p+ 01]. Notiamo che Iy C [to, t1].

Sia u che v risolvono l'equazione differenziale in I e soddisfano le condizioni
iniziali (p, yo). Quindi, per unicita della soluzione, u(t) = v(t) per ogni t € [p, p+d1].
In particolare, p+ 6, € F, ma p+ §; > p = sup E, assurdo.

Abbiamo dimostrato che non esiste alcun t; € I, t; > ¢, tale che u(t1) # v(t1).
Di conseguenza, u(t) = v(t) per ogni t € I, t > t.

In modo simile si dimostra che u(t) = v(t) per ogni t € I, t < tg. Dunque u,v
coincidono in tutto 1.

Infine, sia u(ty) # v(tp) per un certo ¢ty € I. Se esistesse un punto t; € I in cui
u(t;) = v(ty), allora, per quanto appena dimostrato, u e v coinciderebbero in tutto
I'intervallo I, quindi anche in ¢, assurdo. O

Osservazione 4.1. (Versione topologica della dimostrazione del Corollario [3.15).
La dimostrazione del Corollario [3.15] ¢ basata sulla seguente idea topologica.

L’insieme A = {t € I : u(t) = v(t)} in cui v e v coincidono ¢ un chiuso di
I perché ¢ lanti-immagine di {0} in I tramite la funzione continua v — v; d’altra
parte, dal Teorema di esistenza e unicita locale, intorno a ogni punto p € A ¢’e un
intervallo [p — §,p+ 6] N [ in cui u = v, quindi A & anche aperto di /. Dunque A &
aperto, e chiuso, ed ¢ non vuoto; I € connesso, quindi A = I.

Vediamo un esempio di applicazione del Corollario [3.15]
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Esercizio 4.2. Sia u : I C R — R la soluzione del problema di Cauchy

{u' = u?sin(u),
u(to) = yo

con 0 < yo < m. Dimostrare che 0 < u(t) < 7 per ogni t € I.

Svolgimento. 11 campo vettoriale f(t,y) = y?*sin(y) ¢ di classe C°°(R?), quindi si
puo applicare il Teorema di esistenza e unicita locale e il suo Corollario [3.15]
La funzione costante
v:R—=R, v(t)=0

¢ soluzione dell’equazione differenziale v' = v sm( ) in tutto R. All'istante ¢ si ha
v(ty) = 0 # u(ty), quindi, per il Corollario L v(t) # u(t) per ogni t € I. Inoltre,
poiché v(ty) < u(ty), si ha v(t) < u(t) per ogni t € I: se infatti fosse v(t;) > u(ty) in
un certo t; € I, allora la differenza h(t) = v(t) — u(t) sarebbe una funzione continua
con valori h(tg) < 0, h(t;) > 0, e dal Teorema di esistenza degli zeri avremmo
h(t2) = 0 per un certo ty € I, assurdo. Quindi 0 < u(t) per ogni t € I.
Osserviamo poi che anche la funzione costante

w:R—>R, wlt)=mr

¢ soluzione dell’equazione differenziale w’ = w?sin(w) in R; analogamente, ne
deduciamo che u(t) < 7 per ogni t € I. O

Il Corollario [3.15| impedisce che due soluzioni distinte si tocchino. Quindi la
soluzione u(t) dell’esercizio |4.2] ¢ imprigionata tra gli equilibri v(¢) = 0 e w(t) = 7.
Vedremo in seguito (criteri di prolungabilita) che in una situazione del genere la
soluzione u(t) € definita per ogni t € R (esistenza globale).

Osservazione 4.3. (Soluzioni distinte non si toccano: caso scalare e vettoriale).
Come visto nell’esercizio in dimensione N = 1 (caso scalare) il Corollario [3.15]
vale con le disuguaglianze: siano u, v due soluzioni come nelle ipotesi del Corollario
3.15 se esiste to € I tale che u(ty) < v(to), allora u(t) < v(t) per ognit € I.

In dimensione N > 2 non c¢’é una simile proprieta.

Osservazione 4.4. (Due soluzioni distinte possono wvisitare gli stessi punti dello
spazio delle fasi ma a tempi diversi). Il Corollario dice che due soluzioni di
un’equazione differenziale o sono distinte ad ogni istante ¢, o coincidono ad ogni
istante ¢; non possono cioe trovarsi in due punti diversi dello spazio delle fasi ad un
certo istante, e trovarsi poi in uno stesso punto ad un altro istante di tempo.
Questo non significa che due soluzioni distinte non possano visitare gli stessi
punti dello spazio: possono farlo, ma in tempi diversi. Per esempio, le funzioni

v(t) =¢€', w(t)=2" teR,

sono entrambe soluzioni dell’equazione differenziale v’ = u in R; sia v che w percor-
rono tutti i punti y > 0; d’altra parte, un punto y > 0 viene visitato da v al tempo
t =logy, e da w al tempo t = log(y/2).

Lemma 4.5. (Regolarita delle soluzioni). Sia @ C R x RY un aperto, e sia f :
Q — RY una funzione di classe C*(Q), k > 1. Allora ogni soluzione dell ’equazione
u' = f(t,u) & di classe C**L nell’intervallo in cui é definita. Se f € C*(Q), allora
ue C%.
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Dimostrazione. Sia f € C*(Q) per un certo k > 1. Poiché f & continua, dal Teorema
di esistenza locale e unicitd (Teorema [2.1)), ricordando anche il Lemma di formula-
zione integrale del problema di Cauchy (Lemma , sappiamo che la soluzione u
¢ di classe C1.

Poiché f e u sono entrambe di classe C', la loro composizione f(t,u(t)) & C.
Poi o/(t) = f(t,u(t)), da cui v’ € C*. Abbiamo provato che u € C2.

[teriamo questo ragionamento: supponiamo di avere dimostrato che uv € C™ per
un certo n > 2. Per ipotesi, f € C*. Se n < k, allora sia f che u sono di classe
C™, e la composizione f(t,u(t)) e C™. Poi u/(t) = f(t,u(t)), quindi ' € C™, cioe
u e CmHL

In questo modo, per induzione, abbiamo dimostrato che u € C™*! per ogni
n < k, cioe che u € C**!. Notiamo che il ragionamento non pud proseguire oltre:
u € C*1 ma per ipotesi f € C*, quindi la composizione ¢ soltanto C* (in generale
non sappiamo se & C**1).

Se f € C*, I'argomento induttivo non ha la restrizione n < k e quindi si ha
u € C™ per ogni n € N, cioe u € C'. n

Osservazione 4.6. (Bootstrap). 1l tipo di procedimento usato nella dimostrazione
del Lemma 4.5 viene chiamato bootstrap.

Come osservato nella prima lezione, non esiste una formula generale che risolve
ogni equazione differenziale. In alcuni casi significativi, tuttavia, esistono dei me-
todi per il calcolo esplicito delle soluzioni. Vediamo ora alcune di queste tecniche
risolutive.

Equazioni a variabili separabili. Cominciamo con un esempio: consideriamo
I’equazione
u = (u— 1)t%

Notiamo subito che la funzione costante u : R — R, u(t) = 1 ¢ soluzione (equilibrio).

Osserviamo anche che il campo ¢ f(t,y) = (y — 1)t?, definito in (t,y) € Q = R?,
di classe C*°(R?), quindi vale il Teorema di esistenza locale e unicita.

Come conseguenza dell’unicita, se una soluzione u, diversa dall’equilibrio 1, sod-
disfa u(tp) > 1 in un certo istante ¢y, allora soddisfa u(t) > 1 per ogni ¢ in cui e
definita. Analogamente, se una soluzione ¢ minore di 1 in un certo istante, allora ri-
mane minore di 1 in tutto il suo intervallo di esistenza. In conclusione, una soluzione
o € sempre = 1, o € sempre > 1, o e sempre < 1.

Cerchiamo le soluzioni u # 1. Dividiamo per u — 1 e riscriviamo ’equazione

come o
u(t) —1

Dalla regola della derivata di funzione composta e dall’integrale indefinito (primitiva)

di Analisi 1 .
/ dr =loglx — 1|+ ¢,
r—1

t2. (4.1)
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possiamo scrivere la frazione u'/(u — 1) come derivata rispetto a ¢ di una funzione:

—ug)(t_) o= %<log lu(t) — 1|).

Scriviamo anche t? come derivata di una funzione:

*=(5)

L’equazione (4.1)) si riscrive dunque

i (st 1) = (),

cioe p ;
t
2 (ogu(t) — 1| - —) —0,
= ((logu(t) =1/ - 3
cioe
t3
log |u(t) — 1] — 3= costante,
cioe

3

t
log |u(t) — 1| = 3 +c,

con ¢ € R costante (cioé non dipendente da t). Abbiamo trovato una relazione che
lega u(t) e t, e non contiene la derivata u/(t) (non & pit un’equazione differenziale).
Per ricavare u, facciamo 'esponenziale

t3
lu(t) — 1| = exp <§ + c> = e/,
Se u > 1 ricaviamo
3
u(t) =1+ et /3,

mentre se v < 1 si ha
3
u(t) =1— et /3

In ogni caso, rinominando ¢ il fattore costante +e¢, abbiamo trovato la formula
u(t) =1+4ce”?, ceR.

Notiamo che questa formula, per ¢ = 0, ci da 'equilibrio v = 1.
Possiamo verificare immediatamente la validita della formula trovata: se u(t) =
1+ cet”/ 3 calcoliamo la sua derivata, che &

u'(t) = ce’ 32
calcoliamo il campo
3
t2(u—1) = t2cet’ /3,

e constatiamo che sono uguali.
Consiglio: in esercizi di questo tipo e bene verificare subito la validita della
formula trovata, per eliminare eventuali errori di calcolo.

I1 procedimento appena illustrato si applica ogni volta che il campo f(t,y) si
fattorizza come prodotto di una funzione della sola y per una funzione della sola t:
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Definizione 4.7. (Equazioni a variabili separabili). Si chiamano equazioni a varia-
bili separabili le equazioni della forma

u' = o(t)g(u)
dove ¢ e g sono funzioni reali di variabile reale.

Definizione 4.8. (Equilibrio). Una soluzione costante di un’equazione differenziale
si dice anche un equilibrio dell’equazione.

Ripercorriamo il procedimento visto sopra, adattandolo al caso generale. Consi-

deriamo l'equazione
u' = o(t)g(u).

Per prima cosa cerchiamo gli eventuali zeri di g: se g(xg) = 0 in un certo valore
zo € R, allora la funzione costante u(t) = o ¢ soluzione. Le soluzioni costanti si
dicono anche equilibri.

Se g ¢ localmente lipschitziana, allora, per I'unicita della soluzione del problema
di Cauchy, ogni soluzione che e diversa dagli equilibri in un certo istante lo ¢ per
tutti i tempi in cui ¢ definita. Se u e diversa dagli equilibri, allora g(u) # 0, e
I’equazione si riscrive

Calcoliamo una primitiva G(y) della funzione 1/¢(y), cioe risolviamo l'integrale
indefinito di Analisi 1

[y =Gl e

9(y)
cosicché () y
Jw®) 4 (G).

Calcoliamo una primitiva ®(¢) della funzione ¢(t), cosicché p(t) = ®'(t). L’equazio-
ne differenziale si riscrive dunque

() =o',
° (cutn) — #(0) = 0,
da cui

G(u(t)) = ®(t) + ¢

con ¢ € R costante. A questo punto dobbiamo invertire G per ricavare u: poiché
g(u) #0,e G'(y) =1/g(y) # 0, la funzione G & localmente invertibile in un intorno
del valore u(t) (Analisi 2). Quindi

u(t) =G H(®({t)+¢c), ceR, (4.2)

famiglia a un parametro di soluzioni.

In alcuni casi la famiglia include gli eventuali equilibri dell’equazione, in
altri casi no; in generale, 'insieme di tutte le soluzioni dell’equazione v’ = g(u)p(t)
¢ dato dall’'unione delle soluzioni con le soluzioni costanti u(t) = xo, dove

g(xo) = 0.

28



Esercizio 4.9. Si consideri 'equazione differenziale

(a) Scrivere tutte le soluzioni. (b) Risolvere il problema di Cauchy con dato iniziale
(1) w(0) = 1; (17) w(2) = —1/2; (4it) u(2) = 0.

Equazioni riconducibili ad equazioni a variabili separabili. Alcune equa-
zioni, che non sono a variabili separabili, ammettono un cambio di variabile che tra-
sforma il problema in un’equazione a variabili separabili. Illustriamo il procedimento
tramite un esempio.

Esercizio 4.10. Risolvere I'equazione
u = tPu+t3 - 1.

Svolgimento. 1equazione non ¢ a variabili separabili, perché il campo f(t,y) =
t?y+t3—1 non ¢ della forma ¢(t)g(y). Tuttavia, se portiamo 1 a sinistra e mettiamo
t? in evidenza, 'equazione diventa

u 4+ 1 =1*(u+t).

Notiamo che v’ +1 ¢ la derivata di u+¢. Quindi usiamo u -+t come nuova incognita:
facciamo cioe il cambio di variabile

v(t) == u(t) +t.
Calcoliamo v' = v’ + 1, e riscriviamo ’equazione in termini della nuova incognita v:
v =t

L’equazione per v e a variabili separabili, e dunque la possiamo risolvere esplicita-
mente. Procedendo come prima, troviamo le soluzioni

o(t) = cet’®, ceR.
Infine ritorniamo all’incognita di partenza u: essendo u = v—t, troviamo le soluzioni
u(t) =ce’’® —t, ceR.

Il principio e abbastanza simile a quello degli integrali per sostituzione imparati in
Analisi 1: un integrale che non sappiamo fare viene trasformato, tramite un cambio
di variabile, in un altro che sappiamo risolvere, e come ultimo passaggio riscriviamo
il risultato in termini della variabile di partenza.

Formula risolutiva dell’equazione u’' + a(t)u = 0. Consideriamo 1'equazione
lineare omogenea del primo ordine

u' + a(t)u = 0.
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E a variabili separabili: o/ = —a(t)u. La soluzione costante u = 0 ¢ equilibrio,

mentre per u # 0 I'equazione e

Si ha
u'(t) d

= = (togu(@)]).

Fissiamo una primitiva A di a, cioe A’(t) = a(t). L’equazione si riscrive

< (o hut)) = ~410),

cioe J
= (log lu() + A1)} =0,
da cui log |u(t)| + A(t) = costante, cio¢
log |u(t)| = —A(t) + c.
Quindi
cioe
u(t) = £efe AW,
e, rinominando la costante +e troviamo la famiglia a un parametro di soluzioni

u(t) =ce . ceR

(per ¢ = 0 ritroviamo l'equilibrio © = 0). Data l'importanza di questa semplice
formula, mettiamola bene in evidenza.

7

Le soluzioni dell’equazione lineare omogenea del primo ordine
u +a(t)u=0

sono le funzioni
— e~ A)
u(t) = ce , c€eR,
dove A(t) & una primitiva di a(t).
Fissato un istante ¢, le soluzioni si possono anche scrivere come

u(t) = cexp ( - /t a(s) ds), ceR. (4.3)

to

Formula risolutiva dell’equazione v’ + a(t)u = b(t). Ora consideriamo
I’'equazione lineare non omogenea del primo ordine

u' + a(t)u = b(t). (4.4)
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Non & un’equazione a variabili separabili, ma puo essere trasformata in un’equazione
a variabili separabili tramite un cambio di variabile. Vedremo in seguito che il
procedimento descritto qua sotto € un caso particolare del metodo di variazione
delle costanti.

Consideriamo un cambio di variabile della forma

con v(t) nuova incognita, e h(t) funzione da scegliere nel modo piu conveniente.
Poiché v’ = h'v + hv', I'equazione (4.4) diventa

hv' + (' + ah)v = b. (4.5)

Scegliamo h in modo che il coefficiente h’'+ah davanti a v sia nullo: fissiamo dunque

con A primitiva di a, cioe A'(t) = a(t). L’equazione (4.5)) diventa

cioe

v'(t) = AWp(2). (4.6)
Fissiamo una primitiva F(¢) di eA®b(t), cioe F'(t) = eA®b(t). Le funzioni v che sod-
disfano (4.6)) sono quelle della forma v(t) = F(t)+c, con ¢ € R costante. Ricordando

che u = hv, troviamo
u(t) = e A O(F(t) + ¢).

Come sopra, data I'importanza di questa formula, riscriviamola bene in evidenza.

s a

Le soluzioni dell’equazione lineare non omogenea del primo ordine
u 4 a(t)u = b(t)

sono le funzioni
u(t) = eA0(c+ (1)), ceR,

dove A(t) & una primitiva di a(t) e F(t) ¢ una primitiva di eA®b(t).
Fissato un istante £, le soluzioni si possono anche scrivere come

u(t) = exp < — /tt a(s) ds) [c + /tt exp (/: a(o) da)b(s) ds], ceR. (4.7)

0 0
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5 Lezione 5

Esercizio 5.1. Risolvere
/ U t2
Ut =e (t>0).

u +tu=t
u(l) = 2.
u + 2 =tet
u(0) =0

(trasformare ’equazione in un’equazione a variabili separabili usando un opportuno
cambio di variabile).

Esercizio 5.2. Risolvere

Esercizio 5.3. Risolvere

Vediamo altre situazioni in cui si calcolano esplicitamente le soluzioni per sosti-
tuzione, cioe tramite cambio di variabile.

Equazioni del tipo v’ = g(u/t). Per equazioni della forma

r_ 2)
u _g(t 9

definite per ¢ in un intervallo I C (0, 00) oppure I C (—o0,0), si puo fare il cambio
di variabile
u(t) = to(t).

Si ha v/ = v + tv’. In termini della nuova incognita v, ’equazione diventa

/
v =

S

(g(U) - U) )
che & a variabili separabili. Si calcola v, quindi si ottiene w.
Esercizio 5.4. Calcolare le soluzioni dell’equazione

t2u + u?

Equazioni di Bernoulli. Consideriamo ’equazione
u' + a(t)u+ b(t)u? =0,

conp € R, p#0,1(se p=0o0p=17Tequazione ¢ lineare, caso gia trattato).
Cerchiamo le soluzioni u # 0: dividiamo per u”, e 'equazione diventa

u/

" + a(t) o +b(t) = 0.
Consideriamo il cambio di variabile
) pp———
ur=t(t)



Calcoliamo
u/

=l -puu'=(1-p_.

L’equazione diventa
/

- +a(t)v + b(t) =0,

"+ (1 —pla(t)v+ (1 —p)b(t) = 0,

che & lineare non omogenea del primo ordine. Calcoliamo v, e quindi u = v*/(1=P),

Esercizio 5.5. Risolvere

2 —tu+ B+ +Dud =0
u(0) = %

Equazioni esatte (cioé equazioni con integrale primo). Consideriamo
un’equazione

u' = f(t,u)
in cui il campo vettoriale f(¢,y) & dato dal quoziente
A(t,y)
f tay = -
= "Bty

e il vettore (A, B) ¢ il gradiente di una funzione scalare W (t,y), cioe
A(t,y) = oW (t,y), Bl(t,y) =9,W(ty). (5.1)

In questo caso la funzione W calcolata lungo una qualunque soluzione dell’equazione
differenziale ¢ costante. Infatti, supponiamo che u(t) sia soluzione di v’ = f(¢,u).
Allora

(Wt u(0) = @W)(t,u0) + (0,1t
= @W)(t.u(t) + (O, W) (¢, u(t

Quindi W (t,u(t)) ¢ costante in t. Se u ¢ la soluzione del problema di Cauchy con
dato iniziale u(ty) = o, allora

W(t,u(t)) = Wi(to,u(to)) = W(to, %)

per ogni ¢ in cui u(t) ¢ definita. In altre parole, la curva (¢,u(t)) e tutta contenuta
nell’insieme di livello

{(ty) : W(t,y) = Wi(to, o)}

Si dice che W e un integrale primo dell’equazione differenziale. L’equazione si dice
esatta.
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Definizione 5.6. (Integrale primo). Una funzione che ¢ costante lungo tutte le
soluzioni di un’equazione differenziale viene detta un integrale primo dell’equazione.

Notiamo (Analisi 2) che (5.1]) equivale a dire che la forma differenziale
w(t,y) := A(t,y)dt + B(t,y)dy

¢ esatta, e che W (t,y) e una sua primitiva. Ricordiamo anche che se la forma
differenziale w e chiusa in un aperto 2, cioe

8@/A<t7 y) = atB(ta y) V(t, y) € Qa

e 2 ¢ semplicemente connesso, allora w ¢ esatta in €2, cioe ammette una primitiva.
Vediamo un esempio di risoluzione di un’equazione differenziale esatta.
Esercizio 5.7. Risolvere il problema di Cauchy

et — tu?
r_ _

cont>0,u>0.

Svolgimento. 1l campo vettoriale

t —
f(t,y) 7
e dato dal quoziente
Alty)
ta = - )
Iy =-3 (ty)

con
At,y) = —e* +ty*,  B(t,y) = t*y.

La forma differenziale w(t,y) = A(t,y)dt + B(t,y)dy & chiusa se
0y A(t,y) = 0.B(t,y),
cioe se 9, (—e* + ty?) = 9,(t%y), che & vero. Inoltre il dominio
Q={(t,y) eR*:t >0, y >0}

e semplicemente connesso, quindi w € esatta in (2. Cerchiamo una sua primitiva,
cioe cerchiamo una funzione scalare W (t,y) tale che

oW (t,y) = Alt,y) = —e* +ty*,  9,W(t,y) = B(t,y) = t*y.

La seconda di queste equazioni vale se W (¢,y) = 2t*y* + h(t) per una funzione h(t)
indipendente da y; la prima equazione diventa dunque

ty® + K (t) = —e* + ty?,

da cui si trova h(t) = —3e %, e

1
Wity) = 5 (%" = ).
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Il grafico {(¢, u(t))} della soluzione del problema di Cauchy con dato iniziale u(1) = 1
si trova dunque nell’insieme di livello

{(ty) e Q:W(t,y) =W(1,1)}
cioe ) 1
{(t,y) ER*:t>0, y>0, §(t2y2 —e?) = 5(1 - 62)}.
La soluzione u(t) soddisfa allora
tuP(t) —e* =1 — €2,
da cui, usando le condizioni u > 0, t > 0, ricaviamo la formula esplicita della

soluzione
Vet +1—e2

u(t) = ;

11 suo intervallo di definizione &
I={t>0:e*+1—-¢>>0} = (logVe2 — 1, +00). O
Esercizio 5.8. Risolvere I'equazione
4% — dtu + 2(u — )’ = 0

trovandone un integrale primo.

Riprendiamo lo studio generale del problema di Cauchy

u' = f(t,u), u(te) = yo.

Cosa succede quando manca l'ipotesi di lipschitzianita per il campo f7 L’esistenza
della soluzione rimane intatta (Teorema di esistenza di Peano), ma non ¢ piu
garantita l'unicita della soluzione, come mostra il famoso esempio seguente.

Osservazione 5.9. (FEsistenza senza unicita: il pennello di Peano). 11 problema di
Cauchy
I __
W=l (5.2)
u(0) =0

ha la soluzione u(t) = 0, t € R. D’altra parte, anche la funzione

132 t>0
vty =41 =S
0 set <0

¢ soluzione di (5.2)), e, piu in generale, per ogni A > 0 la funzione

L —XN)? set> ),
U,\(t):{é( ) B
set <A

¢ soluzione di (5.2)) (farne la verifica diretta). Il problema di Cauchy (|5.2)) ha infinite

soluzioni.
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Per dimostrare il Teorema di esistenza di Peano ci serve il Teorema di Ascoli-
Arzela (Teorema [5.11)); cominciamo con la seguente proposizione.

Proposizione 5.10. (C([a,b], RY) & spazio di Banach). Lo spazio vettoriale
C([a,b],RY) = {f : [a,b] = RN, f continua}
munito della sup-norma

1flloe = 1 fllocay = sup{lf(2)] : = € [a, 0]}
¢ uno spazio di Banach.

Dimostrazione. 1l fatto che C([a, b], RY) sia uno spazio vettoriale ¢ immediato, e che
|| - |lc sia una norma e una facile verifica (farla per esercizio); resta da dimostrare
la completezza.

Sia (f,) una successione di Cauchy in C([a,b], RY), cio¢ per ogni € > 0 esiste
n € N tale che || f,, — finlloo < € per ogni n,m > fi. Per ogni punto = € [a, b] si ha

[fu(@) = fm (@) < |[fo = finlloo <€ Vn,m > 1. (5.3)

Dunque la successione (f,(2))nen ¢ di Cauchy in RY, ed RY & completo; quindi
(fn(z))nen converge in RY. Diciamo f(z) il suo limite, f(x) = lim, .o fr(2).
Dimostriamo che f,, — f uniformemente in [a, b].

Sia ¢ > 0. Come gia osservato, esiste n tale che valga . Sian>nez €
[a,b]. Allora f,,(x) € B(fn(x),e) (palla chiusa di centro f,(z) e raggio €) per ogni
m > . E successione convergente, quindi anche il suo limite f(z) = im(m—o0) fin ()
appartiene alla stessa palla, cioe |f,(x) — f(x)] < e. Poiché questo vale per ogni
x € [a, b], ne segue che

[fn=flle <2 Vn=n.

Abbiamo dimostrato che per ogni € > 0 esiste 7 € N tale che || f,, — || < € per ogni
n > n, cioe che lim, o0y || fn — flloo = 0, cioe che f,, converge a f uniformemente in
[a, b].

Infine f e continua in [a,b] in quanto limite uniforme di una successione di
funzioni continue in [a, b] (Analisi 2). O

Teorema 5.11. (Teorema di Ascoli-Arzeld). Sia f, : [a,b] — RY, n € N, una
successione di funzioni

e cquilimitata, cioe esiste M > 0 tale che

[fu(z)| < M Vi €la,b], VneN;

e equicontinua, cioé per ogni € > 0 esiste d > 0 tale che

Ful@) = fuly)| S& Vay€lab], Jz—yl <6 VneN.

Allora (f,) ammette una sottosuccessione che converge uniformemente in |a, b|.
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Osservazione 5.12. (Notazione per infinite sottosuccessioni estratte ricorsivamente
da sottosuccessioni e matrici di infinite righe e infinite colonne). La dimostrazione
del Teorema [5.11] ¢ basata sulla costruzione ricorsiva di sottosuccessioni estratte
dalla successione di partenza (f,,), prendendo

una prima estratta,

poi un’estratta della prima estratta,

poi un’estratta dell’estratta della prima estratta,

poi un’estratta dell’estratta dell’estratta della prima estratta,

e cosl via.

Da questa lista infinita di successioni in cui ciascuna ¢ un’estratta della precen-
dente, con I’argomento diagonale di Cantor consideriamo la successione “diagonale”
formata dal primo elemento della prima sottosuccessione, dal secondo elemento della
seconda sottosuccessione, dal terzo elemento della terza sottosuccessione, eccetera.

Se scriviamo gli elementi della prima sottosuccessione uno dopo 'altro in riga, e
poi quelli della seconda sottosuccessione anch’essi in riga, sotto la prima riga, e poi
la terza estratta a formare una terza riga, eccetera, la nostra lista di infinite estratte
forma una matrice di infinite righe e infinite colonne: la riga j-esima e la j-esima
estratta. La successione diagonale e quella formata dagli elementi della diagonale
della matrice.

Dovendo trattare infinite estratte, la notazione usuale per indicare le sottosuc-
cessioni non ci basta: partendo da (f,)nen, la prima estratta verrebbe indicata
(fn, Jken, Vestratta dell’estratta (fnkj)jeN, la terza estratta (fnkj_ )ien, € chiaramen-
te con questo modo di scrivere le sottosuccessioni non si puo arrivare molto lon-
tano. Allora, in analogia con l'idea di matrice infinito dimensionale, indichiamo
n(1,1),n(1,2),n(1,3),... gli indici che formano la prima estratta (quelli che normal-
mente indicheremmo ny,n9,n3,...); poi indichiamo n(2,1),n(2,2),n(2,3), ... quelli
che formano D'estratta della prima estratta (quelli che normalmente indicheremmo
Ty My Tks s ---); € I generale indichiamo n(j, k), k& € N, gli indici che danno la j-
esima sottosuccessione della lista. E una notazione un po’ insolita, ma ci permette
di scrivere infinite sottosuccessioni in modo abbastanza semplice.

Dimostrazione del Teoremal511. Sia D = {x1, 29,23, ...} un sottoinsieme denso e
numerabile dell'intervallo [a, b], per esempio D = [a, b] N Q.

Dall’ipotesi di equilimitatezza, la successione (f,(x1)) (la successione ottenuta
valutando tutte le f,, nel punto z,) e limitata, |f,(z1)| < M per ogni n € N. Quindi
(Bolzano-Weierstrass) esiste una sua sottosuccessione convergente, cio¢ esiste una
successione strettamente crescente di naturali

Sy = (n(1,1),n(1,2),n(1,3),n(1,4),...) €N
tale che la successione

(frar)(@1))ken = (faa)(@1), fa,2) (1), faas) (1), faaa(@1), - .),

che indichiamo anche (f,,(z1))nes,, converge. Chiamiamo
= li n )
W kggof (1,k) (1)
e osserviamo che |y;| < M.
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Ora consideriamo la successione di funzioni

(fa)nes: = (fnai))ken = (fr,1), fo,2), fa,3), - - -)s

e valutiamola nel punto zo. Anche (f,(22))nes, € una successione limitata, quindi
ammette una sottosuccessione convergente, cioe esiste una successione strettamente
crescente di naturali

Se = (n(2,1),n(2,2),n(2,3),n(2,4),...) € S;
tale che la successione

(fn(2,k) (UUQ))keN = (fn(2,1)(x2)7 fn(2,2) (1172), fn(2,3)(1'2), fn(2,4) (952): .- )

converge. Chiamiamo
Yo = lim from(22),
k—o0

e osserviamo che |ys| < M. Osserviamo inoltre che
lim fn(2,k) (.1'1) =Y,
k—o0

perché (f,(x1))nes, € successione che converge a y1, € (fn(21))nes, € una sua sot-
tosuccessione. Ripetiamo, con altre parole: la successione S, € un’estratta della
successione S, ed entrambe sono successioni crescenti di numeri naturali.

Ora consideriamo la successione (f,)nes, che abbiamo appena ottenuto, e la
valutiamo nel punto x3: anche (f,(x3))nes, € successione limitata, quindi ammette
una sottosuccessione convergente, cioe esiste una successione strettamente crescente
di naturali

S3 = (n(3,1),n(3,2),n(3,3),n(3,4),...) C Sy

tale che la successione
(fn(B,k:) (IB))keN = (fn(3,1)(373)7 fn(3,2) (373); fn(3,3)(5€3); fn(3,4) (1’3)7 .- )

converge. Chiamiamo
ys := lm fr(s)(73),
k—o0

e osserviamo che |y;| < M. Osserviamo inoltre che
khjglo fn(3,kz) (56’1) = Y1, ’}LIEO fn(?),k) (562) = 1Yo,

perché (f,(x1))nes, converge a y; e (fn(21))nes, © Una sua sottosuccessione, e simil-
mente (f,(22))nes, converge a ys € (fn(72)nes, ¢ una sua sottosuccessione. Ripetia-
mo ancora, S3 € una successione strettamente crescente di numeri naturali estratti
dalla successione Ss.

Procediamo in questo modo, e otteniamo infinite successioni di numeri naturali

512828285, 2...,

dove, per ogni p, Sp41 ¢ una successione strettamente crescente di naturali estratti
dalla successione Sp; gli elementi della successione .S, sono indicati

Sp = (n<p7 1)7n(p7 2)’n(p7 3),77,(]3, 4)’ - ) = (n(p7 k))keNa Vp > 17
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e formano una successione strettamente crescente, cioe n(p,1) < n(p,2) < ...; inol-
tre la successione (f,)nes, valutata nei punti @1, s, ..., z, converge a yi, %2, ..., Yp
rispettivamente, cioe

kh—glo fn(p,k) (xl) = Y1, Icli)nc}o fn(p,k) ($2) = Yo, ce. kh—>I£lo fn(p,k) (mp) = Up-

Ora consideriamo la successione “diagonale” di naturali che otteniamo prendendo il
primo elemento di Sy, il secondo elemento di Ss, il terzo elemento di S3, eccetera:
definiamo

Dy = (n(1,1),n(2,2),n(3,3),n(4,4),...) = (n(k, k))ken-
Osserviamo che
(n(1,1),n(2,2),n(3,3),n(4,4),...) C 5

perché n(1,1) € 51, n(2,2) € S C S, n(3,3) € S3 C 55 C Sy, eccetera; inoltre
osserviamo che

(n(2,2),n(3,3),n(4,4),...) C Sy
perché n(2,2) € Sy, n(3,3) € S3 C Sy, n(4,4) € Sy C S3 C Sy, eccetera; similmente,

(n(3,3),n(4,4),...) CS;
e, piu in generale, per ogni p > 1 si ha

(n(p,p);n(p+Lp+1),...) = (n(k, k))kzp € Sp-

In altre parole, Dy ¢ definitivamente contenuta in .S, per ogni p > 1.
Di conseguenza, per ogni p > 1, la successione

(fn(kﬂk) (xp))kZP = (fn(z’,p) (xp)a fn(p+17p+1)<$p)> fn(p+27p+2)<xp)a x ) (5-4)

¢ una sottosuccessione di (f(2;,))nes,. Come gia osservato, (fn(2p))nes, converge
a Yp, quindi anche la successione ([5.4), essendo sua sottosuccessione, converge a .
Percio, per ogni p > 1,

k_wofn( ) (Tp) = Yp

Abbiamo dimostrato che la successione (f,,(x,))nep, converge a y,, per ogni p > 1.
In altre parole, se indichiamo

gk ‘= fn(k,k)?
abbiamo dimostrato che lim_,0) gr(2p) = Y, per ogni p, cioe (gx) converge pun-
tualmente in ogni punto dell’insieme D = {xy, 25, ...}.

Resta da dimostrare che (gi) converge uniformemente in [a, b]; lo proveremo nella
prossima lezione.
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6 Lezione 6

Conclusione della dimostrazione del Teorema di Ascoli-Arzeld (Teorema[5.11)). Nella
scorsa lezione abbiamo dimostrato che la sottosuccessione “diagonale” (gx) converge
puntualmente in ogni punto dell'insieme D = {z1, x9, . ..}; ora rimane da dimostrare
che (gx) converge uniformemente in [a, ).

Sia ¢ > 0. Dall'ipotesi di equicontinuita, esiste d > 0 tale che

€
’fn(x)_fn<y)’<§ vx7y€ [a’ab]u |$—y| <57 Vn € N.
Questa disguguaglianza vale, in particolare, per gli indici n € Dy:

€
| ey () = faer ()] < 3 Va,y € [a,b], |v—y|<d, VkeN,

cioe

£
Poiché D ¢ denso in [a,b], per ogni = € [a,b] esiste un punto x; € D tale che
|z — x| <6, quindi z € (z; — §,2; + J). Di conseguenza,

[a, b] QU — 6,2 +90).

Per compattezza di [a, b], esiste un sottoricoprimento finito, quindi esiste ¢ € N tale
che

q

la.0] € | J(z; — 6,25 4 6).

J=1

Poiché (gi(x1)) & convergente, esiste k; € N tale che
g6(a1) = g@n) < 5 VhG 2 h.
Similmente, per ogni £ = 2, ..., q esiste k;, tale che
lgv(a0) — gz < 3 k. >
Sia k := max{ky, ..., k,}, cosicché
() =@l < 5 k=R V=1 (6.2)

Ora sia = € [a,b]. Allora x € (x4 — 6,2+ J) per un certo ¢ € {1,...,q}. Quindi,

usando . e .
|9k () — g ()] < lgr(x) — ge(@o)| + gr (@) — g5(xe)| + 195 (x0) —g(2)| <& Vk,j > k.

Abbiamo dimostrato che per ogni e > 0 esiste k € N tale che |gy(z) — gj(z)| < € per
ogni k,j > k, per ogni x € [a,b]. Dunque la successione (gx) ¢ uniformemente di
Cauchy in [a, b], e quindi (Proposizione |5.10|) converge uniformemente in [a,b]. [
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Osservazione 6.1. (Esempio di costruzione delle sottosuccessioni nella dimostra-
zione di Ascoli-Arzela). Riportiamo un esempio numerico per aiutare a seguire la
costruzione delle estratte S; © Sy D S3 O ... nella dimostrazione del Teorema
di Ascoli-Arzela: partiamo dalla successione (f,)nen = (f1, f2, f3,-..), da questa
estraiamo la prima sottosuccessione, diciamo, per esempio,

(fn>n€S1 = (fn(l,k))kEN = (f37f?afllaf12>f15;f207f21af227f28;f30af327f377f427f43a
f507f547f707f807f817f907f1037-'-)

cosicché Sy e la successione di naturali

S1 = (3,7, 11, 12, 15, 20, 21, 22, 28, 30, 32, 37, 42, 43, 50, 54, 70,
80, 81, 90, 103, ...),

n(1,1) =3, n(1,2) =7, n(1,3) = 11, n(1,4) = 12, n(1,5) = 15,
n(1,6) = 20, n(1,7) = 21, n(1,8) = 22, n(1,9) =28, n(1,10) = 30,
n(1,11) =32, n(1,12) =37, n(1,13) =42, n(1,14) =43, n(1,15) =50,
n(1,16) =54, n(1,17) =70, n(1,18) =80, n(1,19)=_81, n(1,20) =90,
n(1,21) =10 3,
Da S, estraiamo la seconda successione Sy C Sy, diciamo
Sy = (7, 12, 20, 28, 30, 37, 43, 70, 80, 90, 103, ...),
n(2,1) =71, n(2,2) =12, n(2,3) =20, n(2,4) =28, n(2,5) = 30,
n(2,6) =37, n(2,7) =43, n(2,8)=70, n(2,9) =80, n(2,10)=90,
n(2,11) = 103, ,

(fr)nes, = (faw))ven = (f7, fi2, fo0, fos, f30, f37, fa3, fro, fso, foo, fros, .- .).

Poi da S, estraiamo la terza successione S3 C S5, diciamo
S3 = (20, 30, 43, 80, 103, ...),
n(3,1) =20, n(3,2) =30, n(3,3)=43, n(3,4) =80, n(3,5) =103,
(fa)ness = (fa@r))ken = (f20, f30, faz; fso, fr03,---).

Da S5 estraiamo la quarta successione S; C S3, diciamo
Sy = (20, 30, 80, 103, ...),

n(4,1) =20, n(4,2) =30, n(4,3) =80, n(4,4) =103, ...,
(fa)ness = (fr@r))wen = (f205 f30, fs05 fr03, - - -),

eccetera. La successione diagonale Dy ¢ dunque

Do = (n(1,1),n(2,2),n(3,3),n(4,4),...) = (3, 12, 43, 103, ...)

(fn)nGDo = (fn(k,k))kGN - <f37 f127 f437 f1037 ‘. -)a
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g1 = fra1) = f3, 92 = fne2) = fi2, 93 = fui3) = [,
g4 = fn(4,4) = f103;

Osserviamo che

(91,92, 93, 94, - --) = (f3, f12, faz, fr03,- ) € (fa)nes;

g1 non ¢ elemento della successione (f,,)nes,, ma da gs in poi si ha

(92, 93, 94, - - -) = (f12, faz, fr03:---) € (fa)ness;

g1, g2 non sono elementi della successione (f,,)nes;, ma da g3 in poi si ha

(93,94, ---) = (faz, fi03,---) C (fa)ness:

g1, 92, g3 non sono elementi della successione (f,)nes,, ma da g4 in poi si ha

(g47 .- ) = (f103; .- ) - (fn)ne&ﬁ

in generale, (gi)r>p € (fn)nes,- Fine dell’esempio.

Nelle prossime proposizioni osserviamo che la lipschitzianita locale implica la
lipschitzianita sui compatti; questo e il “caso lipschitziano” di un comportamento
generale dei compatti: quando una certa proprieta vale localmente (cio¢ in un in-
torno di ciascun punto), sui compatti vale globalmente. Ne vediamo tre versioni
leggermente diverse: la prima e la piu semplice, la seconda e quella piu standard, la
terza e quella piu adatta allo studio dei problemi di Cauchy.

Proposizione 6.2. (Lipschitzianita locale implica lipschitzianita sui compatti). Sia
K C R% un compatto, sia g : K — RY una funzione limitata tale che per ognip € K
esistono r > 0, L > 0 tali che |g(z) — g(y)| < L|z — y| per ogni xz,y € K N B(p,r).
Allora g é lipschitziana in K.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che non esista alcuna costante L > 0 tale
che |g(x) — g(y)| < L|x — y| per ogni z,y € K. Questo significa che per ogni L > 0
esistono x,y € K che violano la disuguaglianza. In particolare, per ogni n € N
esistono x,,y, € K tali che

19(20) = g(ya)| > 1|z — Yol (6.3)

Essendo K compatto, la successione (x,) ammette una sottosuccessione x,, conver-
gente; diciamo p = lim_,o0) ¥p, . Per ipotesi, g ¢ limitata in K, diciamo [g(x)| < M
per ogni z € K. Quindi, da (6.3)),

|5(7nk - ynk| < - < e —0 (k‘ — OO),

e dunque anche y,, converge a p. Il punto p appartiene a K. Per ipotesi, esistono
r >0, L >0 tali che

9(z) —g(W)| < Llz —y| Va,y € KN B(p,r).
Poiché x,, , y,, convergono a p, esiste ko tale che z,,,y,, € B(p,r) per ogni k > k.
Dunque per k > kg si ha

La prima disuguaglianza implica che |g(zn,) — g(yn,)| > 0, quindi, dalla seconda
disuguaglianza, anche |x,, — vy, | > 0. Di conseguenza ny < L per ogni k > ky, ma
ny — 00, assurdo. O
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Proposizione 6.3. (Lipschitzianita locale implica lipschitzianita sui compatti/2).
Sia Q C R un aperto, e sia g : Q@ — RY una funzione localmente lipschitziana, cioé
per ogni p € Q esistono r > 0, L > 0 tali che B(p,r) C Q e |g(z) —g(y)| < L|z —y|
per ogni x,y € B(p,r). Sia K C Q) compatto. Allora g é lipschitziana in K.

Proposizione 6.4. (Locale lipschitzianita in y uniforme in ¢ implica lipschitzianita
in y uniforme in ¢ sui compatti). Sia Q@ C R x RY un aperto, sia f : Q — RN
una funzione localmente lipschitziana in y, uniformemente in t (come nella Defini-
zione . Sia K C Q compatto. Allora la funzione f(t,y) é lipschitziana in y,
uniformemente in t, nell’insieme K.

Esercizio 6.5. (Locale lipschitzianita). Dimostrare le Proposizioni e (per
esempio, adattare la dimostrazione della Proposizione .

Vediamo ora il Teorema di Peano che da l'esistenza (senza unicita) di una so-
luzione del problema di Cauchy quando il campo & una funzione continua (senza
ipotesi di lipschitzianita).

Teorema 6.6. (Teorema di esistenza di Peano). Sia ty € R, yo € RY,
I=Tto—ato+al, J={yeRY:ly—y| <b}= Blyo,b),

cona>0,b>0. Sia f:IxJ— RN una funzione continua. Siano M, tali che

lft,y)| < M V(t,y) €I x J, 0<o<a, Mo<h. (6.5)
Allora il problema di Cauchy
u(to) = o

ha una soluzione definita nell’intervallo [ty — 6,ty + 6].

Riportiamo due dimostrazioni del Teorema [6.6 La prima, qui di seguito sud-
divisa in lemmi indipendenti, si appoggia sul Teorema di esistenza e unicita locale
e sulla possibilita di approssimare una funzione continua con funzioni lipschitziane;
la seconda, soltanto accennata a lezione, e qui inserita in appendice (sezione ,
costruisce una successione risolvendo una versione approssimata dell’equazione dif-
ferenziale, secondo il metodo di Eulero. In entrambe le dimostrazioni si fa uso del
Teorema di Ascoli-Arzela.

Lemma 6.7. (Se il campo f & approssimabile con funzioni lipschitziane allora esiste
una soluzione). Assumiamo le ipotesi del Teorema . Supponiamo inoltre che
esista una successione (f,,) di funzioni f, : I x J — RY tali che

(1) per ognin, f, & continua in I x J;
(1) per ognin, |fu(t,y)| < M per ogni (t,y) € I x J;

(1ii) per ognin, f, & lipschitziana in y, uniformemente int, in I X J, cioé per ogni
n esiste L, > 0 tale che | fu(t,y) — fu(t, 2)| < Lp|ly—2z| perognit € I, y,z € J;

(1v) fn converge a f uniformemente in I X J per n — oo.

Allora il problema di Cauchy ha una soluzione in Iy := [ty — 0,1y + 0].
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Si noti che al punto (7i7) non si richiede che la lipschitzianita sia uniforme in n:
ogni funzione f, ha la sua costante di Lipschitz L,, senza assumere che 'insieme
{L,, : n € N} sia limitato.

Dimostrazione del Lemma[6.7. Per ognin, il campo f,(t,y) & continuo, lipschitziano
in y, uniformemente in ¢, e soddisfa |f,| < M in I x J. Quindi, dal Teorema di
esistenza locale e unicita, nell'intervallo [ esiste (unica) la soluzione del problema
di Cauchy con campo f,, e condizioni iniziali (¢o, yo); indichiamo w,(t) tale soluzione,
cosicché si ha

U (t) = fult,un(t)) Yt E€ Lo, un(to) = yo.

Dalla formulazione integrale del problema di Cauchy, per ogni n si ha dunque

up(t) = yo + /tt fu(s,un(s))ds Vit € I. (6.7)

Dalla (6.7)), per ogni t € Iy e ogni n € N si ha

t
a0 < lonl + | [ Falon(5)) ds| < Il + Mt = t] < ool + 215
to

(e d’altra parte, per definizione di soluzione, (t,u,(t)) € I x J per ogni t € Iy, da
cui si ha direttamente |u,(t)| < |yo| + b), quindi la successione (u,,) & equilimitata;
inoltre, usando ancora la (6.7)),

n(t) = a1 = | [ Al ds] < e 1,

cioe le funzioni u,, sono tutte lipschitziane con la stessa costante di Lipschitz M. Di
conseguenza la successione (u,) ¢ equicontinua: dato € > 0, prendiamo d§; > 0 tale
che M, < e, e abbiamo

|un(t) — un(T)| < M|t — 7| < Moy <e Vi, 7€y, [t—7| <, VneN.

Dal Teorema[5.11]di Ascoli-Arzela, la successione (u,,) ha una sottosuccessione (u,)
che converge uniformemente in Iy; chiamiamo w il suo limite, u = lim o) Up,.
La funzione u e continua in quanto limite uniforme di una successione di funzioni
continue; inoltre u(t) € J per ogni ¢t € Iy perché u,, (t) € J per ogni t € Iy e ogni
k€N, J & un chiuso, e u(t) = lim_o0) Un, (1)

Mostriamo che la funzione composta f,, (¢, u,, (t)) converge a f(t,u(t)) unifor-
memente in Iy per k — oo. Sia € > 0. Per ogni ¢t € [, aggiungendo e togliendo il
termine f(¢, un,(t)) e usando la disuguaglianza triangolare, si ha

[ Foug (85 g, (8)) = S (& ()] < | g (8w (8)) = F (& wny ()] 4 [ (i, (£)) = f (2, (D))
< e = Flloo,rses + [f (8 un, (2)) = f (2, u(D))]-

Poiché, per ipotesi, f,, converge a f uniformemente in I x.J, e (fy, ) € sottosuccessione
di (fn), esiste k; € N tale che

||fnk - f”oo,IXJ < 5/2 vk Z El.

Poiché f & continua e I x J & compatto, f € uniformemente continua in I x J; quindi
esiste do > 0 tale che

\f(t,y) — f(s,2)| <e/2 Y(ty),(s,2) €I xJ, |t —s|+|y—2z| <o
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Poiché ||t,, — Ul|oer, — 0, esiste ko tale che ||un, — s, < J2 per ogni k > ky.
Dunque

F (b (1)) — F(E ut)] < £/2 V€ Ty, Vb >
Per ogni k > k := max{ky, ko} si ha quindi | f,, (t,un, (t)) — f(t,u(t))| < € per ogni
t e [0.

Abbiamo provato che per ogni ¢ > 0 esiste k € N tale che |f,, (t,un,(t)) —
f(t,u(t))| < € per ogni t € Iy e ogni k > k, cioe che f, (t,u,, (t)) converge a
f(t,u(t)) uniformemente in Iy per k — oo.

L’identita (6.7) vale per ogni n, quindi, in particolare, per ogni ng, cioe

t
Un, (1) = Yo +/ fr(s,un (8))ds Vtely, Vk eN.
to

La convergenza uniforme permette il passaggio al limite sotto il segno di integrale;
passando al limite per £ — oo otteniamo

u(t) = yo +/ f(s,u(s))ds Vte I,

quindi u & soluzione del problema di Cauchy in Iy. O

Grazie al Lemma la dimostrazione del Teorema di esistenza di Peano
diventa una questione di approssimazione del campo: resta da dimostrare che ogni
funzione f continua in / x J ammette una successione (f,) come nel Lemma [6.7]

Lemma 6.8. (Approssimazione di funzioni continue con funzioni lipschitziane). Sia
d,N > 1, sia Q C R? un aperto, g : 2 — RY una funzione continua, M > 0, e
sia |g(z)] < M per ogni x € Q. Sia K C Q un insieme compatto. Allora esiste
una successione (g,) di funzioni g, : K — RY, continue e lipschitziane in K, con
lgn(z)| < M per ogni x € K, tale che g, converge a g uniformemente in K.

Prima di dimostrare il Lemma [6.8] proviamo che dai Lemmi [6.8] e [6.7] si ottiene
il Teorema di esistenza di Peano.

Dimostrazione del Teorema|6.6 usando i Lemmi [6.7. Assumiamo le ipotesi del

Teorema . Definiamo un’estensione continua f di f prolungando i valori che f
assume al bordo di I x J anche al di fuori di I x .J. Definiamo dunque

fRYN SR f(ty) = f(h(t),9(y))
dove h : R — I, ¢ : RN — J,

h t per [t~ fo| < a, y per [y — yo| < b,

t) =t +a ert >ty + a, = Y—U

=1t b ’ YW= g0+ L290 per fy— ol > b
to—a pert<ty—a, 1y — Yol

La funzione f & continua perché f, h, 1) sono continue (1 & banalmente continua nella
palla aperta |y — yo| < b; poi per y # yo si ha ¢(y) = yo+min{1,b/|y — yo|}(y — vo),
quindi ¢ ¢ composizione di funzione continue). Si ha f(t,y) = f(¢,y) per ogni
(t,y) € I x J; inoltre | f(t,y)| < M per ogni (t,y) € RN perché |f| < M in I x J.

Dal Lemma (applicato con d =1+ N, Q=R"N K =1 xJ, g = f), esiste
una successione ( f,,) di funzioni continue e lipschitziane in I x J, con |f,| < M, che

converge a f uniformemente in I X J. Sono dunque verificate le ipotesi del Lemma
6.7 da cui si deduce la tesi del Teorema [6.6] O
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Ci rimane dunque da provare il Lemma [6.8 La dimostrazione che segue fa uso
dell’integrale in piu variabili, ma soltanto su domini limitati che sono “rettangoli”
(cioe prodotto cartesiano di intervalli) o loro unioni finite, e soltanto per funzioni
continue. Sui rettangoli, le “formule di riduzione” sono particolarmente semplici: se
f(x) = f(x1,...,24) & una funzione continua di x € R? ed E ¢ il rettangolo

FE = [al,bl] X ... X [ad,bd] = {.T € Rd L a; < Z; S bi, 1= 1, ...,d},

I'integrale di f(z) sul rettangolo E ¢

/Ef(:c)dx:/:l </C:2( ajdf(xl,...,xd)dxd>...d:c2>da:1.

Quando il rettangolo & del tipo [¢; — r,¢; + 7] X ... X [cg — T, ¢cq + 7], lo chiamiamo
“cubo” di centro ¢ = (cy, ..., ¢q) € lato 2r.

Dimostrazione del Lemmal6.8. Sia

1—|s| sels| <1,
0 se |s| > 1.

Y :R =R, w(s):{
La funzione v e continua e soddisfa
1
0<#y(s) <1 VseR; P(s)=0 Vs¢[-1,1]; / P(s)ds =1
-1

(I'integrale si calcola anche come area di un triangolo di base 2 e altezza 1). E inoltre
lipschitziana,
[W(s) —w(t)] < |s—t| Vs, teR.

Infatti per s,¢t € [—1,1] si ha
[0(s) =0(@)] = (1= [s]) = (L = [tD] = [It] = [sl| < [t = s],
per |s| <1, |t| > 1 si ha
[W(s) = @)] = [¥(s)| =1 = [s| < [t] = [s] = |[t] = |s[]| <[t — s,
e per |s|,|t| > 1 si ha
[h(s) —v(t)] =0 < |s — 1.
Per A > 0, definiamo la funzione riscalata

o0 = 24(2)

Dalle proprieta di ¢ si deduce direttamente (farlo per esercizio) che, per ogni A > 0,
la funzione 1, € continua e soddisfa

Vs € R; Ua(s) =0 Vs & [\ A

> =

0 <y(s) <
A

Bl ds =1 finls) — )] <
Y



Definiamo

pr i RY = R, pa(x) = pa(z1, 2o, . . ., q) = Un(21)Un(T2) - - - a(2q).

Dalle proprieta di ¢, deduciamo immediatamente che

1
0 <pa(z) < X Vr € RY on(z) =0 Vo ¢ [-X\ A%

Infatti non appena anche una sola coordinata zj € al di fuori dell’intervallo [—A, A],
il fattore ¥ (xy) & nullo e quindi anche il prodotto py(x) = ¥y (x1) - - - ¥a(z4) € nullo.

Si ha poi
/ pa(z)dr =1
[_)‘7>‘}d

perché, usando le formule di riduzione e la definizione di p,, 'integrale si fattorizza
come prodotto di d integrali

/H’A]d pa(x) dx = </_1 %(931)61551) </_1 @/)A(ﬂfz)da:z) (/_AA UNER da:d>

ciascuno dei quali vale 1. Infine py ¢ lipschitziana in R,

Vi
pr(@) = AW < Sp e =yl Vay e R

Esercizio: dimostrarlo (lo vediamo nella prossima lezione).
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7 Lezione 7

Riprendiamo la dimostrazione del Lemma [6.8f Proviamo che la funzione p, @&
lipschitziana in R%: per ogni z,y € R? si ha

px(T) = pa(y) = Ua(@1)¥a(z2) - - a(za) — Ua(y1)¥a(y2) - - - ¥a(ya)
= (1/),\(%) - ¢A(?J1))¢A($2) ey (Tq)

+ 0a(n) (¥a(@2) = ¥a(u) ) () - ()
+ ...

() - Uala) ((2a) = Ua()).

quindi, usando le stime ,

1
\d+1

Vd

S )\d+1 |3§' _y|

Ipa(x) — paAly)] < (‘1’1 — |+ [v2 =yl + ..+ g — ydl)

Nell'ultimo passaggio abbiamo usato Cauchy-Schwarz: |21 —y1| + ...+ |xg —yq| €l
prodotto scalare del vettore v = (|21 — 1|, ..., |ra—ya|) con il vettore u = (1,...,1),
e poi v u| < [v]jul = |z — y|Vd.

Vale inoltre la seguente proprieta elementare di traslazione: per ogni z,y € R,
la funzione py(xz — y) € non nulla solo se 'argomento = — y della funzione p, ¢ nel
“cubo” [=\, A%, cioe

ALz, —y; <A Vi=1,..,d
perché, come gia osservato, la funzione p, vale zero fuori dal cubo [—), \]%. Quindi,
per ogni z fissato, p)(x — y) & non nulla solo se

cioe se y appartiene al cubo di centro z e lato 2\, che indichiamo

Q(z,A) == [x1 — A\xy + A X ... X [2g — A\, zq + A
—{yeR' iz, - A<y <z +)\ Vi=1,..d}.

Si ha inoltre, per ogni x € R,
/ oAz —y)dy = / pa(z)dz =1 (7.1)
Q(z,\) Q(0,N)
(basta fare il cambio di variabile x; — y; = z; in ciascun integrale 1-dimensionale).

Siano €2, K come nelle ipotesi. Poiché €2 & aperto e K compatto, esiste r > 0
tale che I'insieme
K,={r+z:2€K, zec R |z|<r} (7.2)

¢ contenuto in ) (esercizio: dimostrare l'esistenza di un tale r, per esempio per
assurdo). Poiché K & compatto, anche K, ¢ compatto (esercizio: dimostrarlo, per
esempio provando che K, ¢ chiuso e limitato).
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Consideriamo ora un punto z nel compatto K e un punto y nel cubo Q(x, \).
Per definizione di Q(x, A), si ha |x; — y;| < A per ogni i = 1,...,d, quindi

|1‘_?J|:\/(fl—y1)2+-~-+(xd—yd)2§\/W:\/E)\.

Se Vd\ < r, allora |z — y| < r, e dunque y € K, perché, posto z := y — z, si ha
y=z+zconzxe Kel|z|<r.
Abbiamo mostrato che, per A < T/\/E, si ha

Q(z,\) C K, CQ VrelkK. (7.3)

Per \ < r/+/d, per ogni z € K definiamo
orte) = [ gwsle =)y
Q(z,A)

La definizione e ben posta perché, per , ogni y nel dominio di integrazione
Q(x,\) appartiene a €0, e quindi g(y) ¢ definita. Inoltre g(y) e pr(z — y) sono
funzioni continue di y, quindi ¢, (x) & un integrale di funzione continua su un cubo.

Proviamo che |y (z)| < M per ogniz € K. Dall'ipotesi |g| < M in €, ricordando
che py > 0 e usando , si ha

loa(w)] < /Q( N l9(y)pa(x — y)| dy

< Mm(w—y)dsz/ palz —y)dy = M.
Q) Q)

Proviamo che ¢, e lipschitziana in K. Siano z,z € K. Indichiamo, in breve,
Q: = Q(z,)\) e Q, := Q(z,\). La funzione p,(x —y) vale zero per ogni y al di fuori
del cubo @, quindi in particolare e nulla per y nell'insieme @, \ Q.. Dunque

pa(r) = / g)palr —y) dy + / g)palr —y) dy

x Qz\Qz

(I'ultimo integrale vale zero). I due insiemi di integrazione @, e (@, \ @) sono
disgiunti, quindi possiamo riscrivere direttamente un unico integrale avente come
dominio di integrazione la loro unione. L’unione dei due domini Q, U (Q, \ Q) &
uguale all’insieme ), U ().. Dunque

pa(z) = / 9(w)pa(z —y) dy.
QzUQ:z
Ripetendo lo stesso ragionamento per ¢, (z), troviamo
pa(z) = / 9(W)oa(z —y) dy.
QzUQz
Quindi

or(1) — oa(2) = / 90 (pa(x —y) — palz — v) dy.

QzUQ:
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Ora, py ¢ lipschitziana in R?, con costante di Lipschitz \/Zl/ AL Quindi

(@) — pa(2)] < /Q Lol =) = pa(c = )] dy

< / MV |z — 2| dy
QaUQ.

= MVd "z — 2| dy
QeUQ:

M
< 7\/32d+1|x — z|

perché

/ dy < / dy + / dy = (2\)* + (2\)% = 2941\
QIUQZ x z

w__»

(“<” e non perché separando gli integrali un’eventuale intersezione tra i due
cubi viene contata due volte). Quindi p, € lipschitziana in K.

Infine proviamo la convergenza uniforme di ¢y a g. Per z € K, usando (7.1)), si
ha

o) —g@) = [ ot — ([ o= dy)ote)
= / (9(y) = g(x)) pa(z — y) dy.
Q(z,A)

Per ipotesi, g ¢ continua; inoltre K, ¢ compatto, quindi g ¢ uniformemente continua
in K,. Sia € > 0. Dunque esiste 6. > 0 tale che

lg(z) —g(y)| <e Vz,yeK,, |vr—y|] <é..

Come gia osservato, per ogni y nel cubo Q(z, \) si ha |z —y| < v/dX. Se poi Vd\ < 6.,
allora |z — y| < 4., e di conseguenza |g(y) — g(z)| < e. Dunque (ricordando che
A < 7/+/d & la condizione per avere @y ben posta) si ha

lg(y) — g(x)| < e VyeQz,\), VA < A :=min{r/Vd,d./Vd}.

Percio

lpa(z) — g(z)] < / l9(y) — g(z)[pr(z — y) dy

Q(z,2)

s/ €m(fv—y)dy=6/ oAl —y)dy = <.
Q(z,N) Q(z,A)

Abbiamo provato che per ogni € > 0 esiste A\. > 0 tale che |py(z) — g(z)| < € per
ogni x € K e ogni A < A\.. Questo significa che ) converge a g uniformemente in
K per A = 0.

La successione

r
() = pa, (T), A= , n=123 ...
gn(2) =, (7) T

soddisfa tutte le richieste della tesi. OJ
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Osservazione 7.1. (Convoluzione). L’operazione che a due funzioni f, g associa la
funzione

(fxg)(x) = /f(y)g(rr —y)dy

si chiama prodotto di convoluzione, o semplicemente convoluzione. Tra le sue speciali
e importanti proprieta c¢’e questa: (f *g)(x) ha la stessa regolarita della piu regolare
tra f(z) e g(z) (nel caso della dimostrazione appena conclusa, p, € lipschitziana, g
¢ soltanto continua, e la loro convoluzione ¢y = g* p, ¢ lipschitziana). Per esempio,
se f & continua (o anche solo integrabile) e g ¢ C*°, anche (f x g) & C*°.

Questa proprieta non ¢ affatto ovvia: per esempio, la somma f(z) + g(x), il
prodotto f(x)g(z) e la composizione f(g(x)) hanno la stessa regolarita della meno
regolare tra f e g. D’altra parte si intuisce dalla formula che, quando si deriva
(f % g)(x) (purché la derivata rispetto al parametro = e Iintegrale in dy si possano
scambiare), la derivata va a finire solo su g(x —y) e non tocca f(y), la quale, dunque,
non ha bisogno di essere derivabile: 0,(f * g)(z) = f * (0.9)(z).

La convoluzione ¢ uno dei metodi principali alla base dei risultati di approssi-
mazione di funzioni (densita di spazi di funzioni molto regolari in spazi di funzioni
meno regolari); € uno strumento classico dell’analisi funzionale, soprattutto nel caso
in cui p) ¢ una funzione C*°, con integrale unitario, che si annulla fuori da una palla
di raggio A (si dice in tal caso che (p,) € una famiglia di mollificatori).

Il Lemma [6.§ vale anche con le funzioni g, di classe C°°, non soltanto lipschitzia-
ne: basta scegliere p) € C'* invece che solo lipschitziana. D’altra parte, il vantaggio
della funzione p, che abbiamo usato nella dimostrazione sta nel fatto che i calcoli
sono tutti espliciti ed elementari.

Possiamo interpretare la convoluzione (g * py)(z) anche come media integrale
pesata della funzione g, con i pesi dati da py(z — y). Per A molto piccolo, la gran
parte del peso viene dato ai punti y molto vicini a x (ai punti y fuori dal cubo
Q(z,A) non viene dato alcun peso nel calcolo della media integrale); al limite per
A — 0, tutto il peso viene assegnato al solo punto x: per questa ragione, per
A — 0, (g% py)(x) converge a g(x) (che & la media integrale di g(y) con il peso tutto
concentrato in z: gli altri punti y # = hanno peso nullo).

Torneremo a parlare della convoluzione e delle sue proprieta nell’ultima parte
del corso, trattando le serie di Fourier.

Esercizio 7.2. (Iterate di Picard e Teorema di esistenza di Peano). Assumiamo le
ipotesi del Teorema [6.6| di esistenza di Peano.

(7) Dimostrare che, se il campo f(¢,y) e continuo in I x J (e non necessariamen-
te lipschitziano), la successione delle iterate di Picard, cioe la successione definita
ricorsivamente da

up(t) = yo, un(t) =yo +/ f(s,up—1(s))ds, n>1,

¢ una successione equilimitata ed equicontinua in [ty — 6,y + ¢].
(71) Perché allora non possiamo usare le iterate di Picard insieme al Teorema di
Ascoli-Arzela per dimostrare il Teorema di esistenza di Peano?

Riprendiamo I’analisi generale delle equazioni v’ = f(t,u) in RY per cui si ha
esistenza e unicita locale della soluzione.
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Definizione 7.3. (Prolungamento). Sia Q C R x RY un aperto, e sia f: Q — RY
una funzione continua e localmente lipschitziana in y uniformemente in ¢. Sia (a,b) C
R un intervallo, e sia u : (a,b) — RY una soluzione dell’equazione differenziale
u' = f(t,u) in (a,b). Una funzione v : (a;,b;) — R definita su un intervallo (ay, by )
e detta un prolungamento di u se

1. (Cl,b) g (al,bl),
2. v=uin (a,b) (ciot v(t) = u(t) per ogni t € (a,b)),

3. v ¢ soluzione dell’equazione differenziale in (aq,by) (cioe (¢,v(t)) € Q per ogni
t € (a,by) e v'(t) = f(t,v(t)) per ogni t € (ay,by)).

Quando un tale prolungamento di v esiste, diciamo che u e prolungabile all’intervallo

(al,bl).

Osservazione 7.4. (Unicita del prolungamento sull’intersezione). Nelle ipotesi

della Definizione [7.3] se
vy : (ay,b) — RN, vy (ag,by) — RN
sono due prolungamenti di u : (a,b) — RY allora
vi(t) = va(t) WVt € (ay,by) N (az,bs).

Dimostrazione. Sia ty € (a,b), e sia yo := u(tp). Sia vy che vy sono soluzioni del
problema di Cauchy

vl = f(t,v), v(ty) =yo

nell’intervallo I := (ay, by)N(ag, be), quindi (vedi Corollario|3.15|) coincidono in tutto
I'intervallo I. [

Teorema 7.5. (Esistenza del prolungamento massimale). Sia Q@ C R x RY un
aperto, e sia f : Q — RN continua e localmente lipschitziana in y uniformemente
int. Siau: (a,b) = RN una soluzione dell’equazione u' = f(t,u). Sia

T, :=sup {b1 >b:u e prolungabile ad (a, bl)},
T :=inf {a1 < a:u é prolungabile ad (a, b)}

Allora u ¢ prolungabile a (T_,TY).

Detto v il prolungamento di w a (T_,T,), v é prolungamento massimale, cioé
v non ammette alcun prolungamento ad un intervallo che contenga strettamente
(T_,Ty). In altre parole, se w : I — RN ¢ un prolungamento di v, allora I =
(T_,T}) ew = wv.

Una tale soluzione v é detta soluzione massimale; il corrispondente intervallo
(T_,Ty) é detto intervallo massimale.

Dimostrazione. Definiamo v nell’intervallo (T, T, ) nel modo seguente.

Come prima cosa, definiamo v(t) := u(t) per ogni t € (a,b). Se Ty = b, allora
non c’e bisogno di definire v a destra di b. Se invece T > b, dobbiamo definire v
nell'intervallo [b,7",). Sia

B := {61 > b : u ¢ prolungabile ad (a, bl)},
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cosicché T, = sup B. Sia t € [b,T;). Dalla definizione di sup, esiste b; € B tale che
t < by < T,. Dalla definizione di B, u ¢ prolungabile ad (a,b;), e diciamo w tale
prolungamento. Definiamo v(¢) := w(t). In questo modo abbiamo definito v(t) per
ogni t € [b,T). Questa definizione ¢ ben posta: per I’Osservazione , qualunque
altro prolungamento di u che sia definito in ¢ porta alla stessa definizione di v(¢).

A sinistra procediamo in modo analogo, e otteniamo v definita su tutto 'inter-
vallo (T, T%).

Per costruzione, v € prolungamento di u. Se v ammettesse un prolungamento
wa (T_,B) con § > Ty, allora w sarebbe anche un prolungamento di v a (7_, f3),
quindi  apparterrebbe all’insieme B, contro la definizione di 7', = sup B, assurdo.
Similmente, v non ammette prolungamenti ad (a,7Ty) con o < T_. Quindi v &
prolungamento massimale. O]

Proposizione 7.6. (Criterio di prolungabilita: limite di successione). Sia Q@ C R x
RY aperto, e sia f : Q — RY continua e localmente lipschitziana in y uniformemente
int. Siau: (a,b) = RY soluzione dell’equazione u' = f(t,u) nell’intervallo (a,b),
e supponiamo che esista una successione (t,)nen € un punto vy € RY tali che

e t, € (a,b) per ognin € N,
e 1, —bpern— oo,
o u(t,) — vy pern — oo

con

(b, U()) e .

Allora u ¢ prolungabile a destra di b, cioé esiste un prolungamento di u ad (a,by)
per un certo by > b.

Analogamente, se esiste una successione (t,) in (a,b) tale che t, — a e u(t,) —
v1, con (a,vy) € Q, allora u é prolungabile a sinistra di u, cioé esiste un prolunga-
mento di u ad (ay,b) per un certo a; < a.

Dimostrazione nella prossima lezione.
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8 Lezione 8

Dimostrazione del Criterio di prolungabilita con limite di successione (Proposizione .
Poiché (b, vy) € Q e 2 & aperto, esistono r > 0, p > 0 tali che, posto

I'=[0b—-rb+r], J:=B(uvy,p),

il rettangolo I x J sia contenuto in 2. Poiché f e continua e I x J e compatto, f
¢ limitata in I x J, diciamo |f(¢,y)| < M per ogni (t,y) € I x J. Fissiamo una
costante J tale che

0<d6<r/2, M§<p/2.

Per esempio, fissiamo
d :=min{r/2,p/(2M + 1)}. (8.1)

Definiamo y,, := u(t,),
Iy =ty —r/2,t, +71/2], Jy:= B(yn,p/2).
Per ipotesi, t, — b, y, — vg, quindi esiste n; € N tale che
b—t,| =b—t, <r/2, |y,—wo| <p/2 Vn>n.
Questo implica che
I, xJ,CIxJ ¥n>n.
Infatti per ogni y € J, si ha |y — y,| < p/2 per definizione di J,, e, per n > 7y, si

ha anche |y, — vo| < p/2, da cui

[y —vol =Y — Yn + Yn — vo| < |y — | + |yn — vo| < p,

cioe y € J; quindi J, C J per ogni n > n;. Analogamente si ha [,, C I per n > n;.
Di conseguenza
lf(t,y)| <M N(t,y) €I, x J,, Yn > ny.

Ricapitolando, per n > iy, nel rettangolo I,, X J, si ha f continua, lipschitziana in
y uniformemente in ¢, con |f| < M,e0 < <1r/2, Md < p/2. Dunque, per n > ny,
dal Teorema di esistenza e unicita locale, il problema di Cauchy

90/ = f(t7 90)7 (p(tn) = Un (82)

ha un’unica soluzione nell'intervallo [t,,t, + 0]. Notiamo che ¢ & stato fissato in

(8.1), e non dipende da n.

Ricordando che ¢, — b per n — oo, fissiamo un intero n > n; tale che
b—t,| =b—t, <.
Quindi
a<t,<b<t,+0.
Sia ¢ la soluzione del problema di Cauchy (8.2)) definita in [¢,,t, + d]. Sia ¢ che u

soddisfano I'equazione differenziale nell’intervallo [t,,,b), e coincidono in t,; quindi,
dal Corollario |3.15
u(t) = p(t) Vt ety b).
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Sia v la funzione cosi definita:

u(t) per t € (a,ty,),
u(t) = qult) = ¢(t) perté€ [tn,b),
o(t) per t € [b,t, + d].

La funzione v(t) coincide con u(t) per ogni t € (a,b), e soddisfa ’equazione differen-
ziale in ogni t € (a,t, + J] perché

u'(t) = f(tu(t)) VEe(ab), ()= [f(t,e(t) VEE [tn,tn+0].

Dunque v € un prolungamento di u ed ¢ definita anche a destra di b, nell’intervallo
(b, t, + ¢0]. La dimostrazione del caso t,, — a, u(t,) — v; ¢ analoga. O

Il corollario che segue ¢ un’immediata conseguenza della Proposizione [8.1]

Corollario 8.1. (Criterio di prolungabilita: limite continuo). Sia @ C R x RY
aperto, e sia f : Q — RN continua e localmente lipschitziana in y uniformemente
int. Siau: (a,b) = RY soluzione dell’equazione u' = f(t,u) nell’intervallo (a,b).
Se esiste

lim u(t) = vy, con (b,vg) € 0,

t—b~

allora u € prolungabile a destra di b, cioé esiste un prolungamento diu ad (a,by) per
un certo by > b.
Analogamente, se esiste

lim u(t) = vy, con (a,v) € £,

t—a™t
allora w é prolungabile a sinistra di u, cioé esiste un prolungamento di u ad (ay,b)
per un certo a; < a.

Dimostrazione. Supponiamo che u(t) — vy per t — b, con (b,vg) € 2. Sia (¢,) una
qualunque successione in (a,b) che converge a b. Allora u(t,) converge a vy, e dalla
Proposizione otteniamo la tesi. Analogo per t — a*. O

Teorema 8.2. (Teorema di fuga dai compatti). Sia Q@ C R x RY aperto, e sia
f:Q — RY continua e localmente lipschitziana in y uniformemente in t. Sia
u: (T_,Ty) — RY soluzione dell’equazione u' = f(t,u), con (T_,Ty) intervallo
massimale. Per ogni compatto K C ) esistono o, 5 € R con

T <a<p<T,

tali che
(t,u(t) ¢ K Vte (T-,a)U(B,T}).

In altre parole, per ogni t fuori dall’intervallo [, ] la coppia (t,u(t)) si trova al di
fuori del compatto K.

Dimostrazione. Supponiamo che non esista alcun § per cui (¢t,u(t)) ¢ K per ogni
t € (B,Ty). Questo significa che per ogni f € (T_,T}) esiste t € (8,T}) tale
che (t,u(t)) € K. Allora, presa una qualunque successione (3,) C (T_,T) con
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fn — Ty, per ogni n esiste t, € (B, Ty) tale che (t,,u(t,)) € K. Quindi la
successione (,,)nen soddisfa

t, € (T_,Ty) VneN,
th, = T (n— 00),
(tn,u(ty)) € K VYneN.

Per compattezza, esiste una sottosuccessione (,,,u(t,,)) convergente. Poiché ¢, —
T, anche la sua sottosuccessione t,, ha lo stesso limite. Sia vy il limite di u(¢,,),
cosicché (t,, , u(t,,)) converge a (T, vg). Essendo K chiuso, (T, vg) appartiene a K.
Inoltre K C €, quindi (T,vy) € Q. Dal criterio di prolungabilita con successione
(Proposizione , u ¢ prolungabile a destra di 7'y, ma questo € impossibile perché
u, per ipotesi, € soluzione massimale. Abbiamo dunque provato l'esistenza di 5 come
nell’enunciato. L’esistenza di a si prova in modo analogo. O]

In altre parole, il Teorema dice che, per t che tende a T, o a T_, la coppia
(t,u(t)) esce definitivamente da qualunque compatto K C €.

Osservazione 8.3. (Compatti in spazio-tempo). Nel Teorema di fuga dai compatti,
il compatto K non ¢ un compatto dello spazio delle fasi RY (lo spazio “delle y” nella
nostra notazione abituale, dove vive u(t)), ma un compatto contenuto in Q C RxRY,
i cui elementi sono coppie (t,y) di “tempo e spazio”, cioe coppie in cui ¢ & il tempo
e y ¢ un vettore dello spazio delle fasi RV,

Come conseguenza (Corollario del Teorema di fuga dai compatti, se una
soluzione u(t) rimane confinata in una regione compatta G C RY dello spazio delle
fasi, allora deve esistere per tutti i tempi, non puo cioe cessare di esistere ad un
tempo finito. In altre parole, poiché le soluzioni devono uscire definitivamente da
ogni compatto, se u(t) rimane in un compatto (dello spazio), deve essere il tempo
t a evitare il confinamento in un compatto (del tempo), in modo tale che la coppia
(t,u(t)) non sia confinata in un compatto (dello spazio-tempo).

Il punto e che le soluzioni delle equazioni differenziali non possono smettere di
esistere “senza un motivo”: se una soluzione u(t) ¢ definita per tempi ¢t € (a, b), cio
che u(t) puo fare per t — b~ (o per t — a™) & scappare all’infinito |u(t)] — oo, o
accumularsi alla frontiera 92 del dominio €2 del campo, oppure, se cio non accade,
u continua a esistere anche a destra di b (o a sinistra di a).

Corollario 8.4. (Compatto nello spazio delle fasi implica esistenza globale nel
tempo). Sia Q C R x RY aperto, e sia f : Q — RN continua e localmente lip-
schitziana in y uniformemente int. Sia w: (T_,Ty) — RY soluzione dell’equazione
u' = f(t,u), con (T_,T,) intervallo massimale. Siaty € (T_,T,), e sia G C RN un
imsieme compatto. Se

[to, +00) x G C Q, u(t) e GVt € [ty, Ty),
allora Ty = 400. Analogamente, se

(—o0,to] x G C £, u(t) e GVt e (1,1,
allora T_ = —oo. In particolare, se

R x G C Q, u(lt) e G Vte (1-,14),

allora u ¢é soluzione globale, cioé (T_,T,) =R.
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Dimostrazione. Sia u(t) € G per ogni t € [ty, T} ), e supponiamo, per assurdo, che
T, < oo. Allora la coppia (t,u(t)) appartiene al compatto K := [tg, Ty] x G C Q
per ogni t € [tg,Ty); questo va contro il Teorema di fuga dai compatti, assurdo.
Analoghi gli altri casi. 0

Esercizio 8.5. Si consideri il problema di Cauchy

u = 2u — u?,
1) Per yo € [0, 2] calcolare I'intervallo massimale della soluzione.

2) Per ogni yg € R calcolare la soluzione esplicitamente.
3) Disegnare 'andamento qualitativo delle soluzioni.

Svolgimento. 1) Il campo vettoriale f(t,y) = 2y—y? = y(2—y) ¢ definito nell’aperto
Q2 = R? e ha due zeri, y = 0 e y = 2. Quindi il sistema ha due equilibri, le soluzioni
costanti u(t) = 0 e u(t) = 2 definite per ogni t € R.

La funzione f ¢ di classe C°°(R?), quindi & lipschitziana in y, e dunque, per
unicita della soluzione locale, due soluzioni distinte non si possono incontrare (Co-
rollario . Di conseguenza, la soluzione u del problema di Cauchy con dato
iniziale u(0) = yo € (0,2) rimane confinata tra i due equilibri per tutta la sua
esistenza, cioe

0<u(t)<2 Vte(T-,Ty)

dove (T_,T,) & l'intervallo massimale di esistenza della soluzione u.

Poi R x [0,2] ¢ contenuto in 2 = R?, u(t) € [0,2] per ogni ¢ nel suo intervallo
massimale, e quindi, dal Corollario (che applichiamo con G = [0, 2]), 'intervallo
massimale ¢ R, cioe u ¢ soluzione globale.

Altro modo. Sia yo € (0,2), e supponiamo per assurdo che T, < oo. Poiché
u(t) € (0,2) per ogni t € (T_,T,), si ha

W) = fltu(t)) = u®)(2 —u(t)) >0 Vte (T_,T.).

Quindi u e crescente, e per monotonia esiste il suo limite per ¢ — 7. Essendo
0 < u(t) < 2, il limite vy := lim_,7,)u(t) appartiene all'intervallo [0,2]. Percio
(Ty,v9) € Q = R?, e dal Criterio di prolungabilita con limite continuo (Corollario
8.1)) u & prolungabile a destra di T, assurdo. Questo dimostra che T, = oco. In
modo simile si dimostra che T = —oc.

2) E un esercizio sulle equazioni a variabili separabili. Con calcoli elementari si
trova che per ogni yy € R, yo # 0, 2,

u(t)

2 CZQ—yo
1+ ce 2t Yo

, (8.3)

con intervallo massimale

(ts,00) per yo > 2, . 5
(IT_,Ty) =< (—o0,00) per yo € [0,2], ty = ilog (1 — %>
(—o0,t,) peryo <0,
3) Chiaramente si possono disegnare le soluzioni facendo un breve “studio di
funzione” a partire dalla formula esplicita (8.3). Tuttavia in questo contesto e piu
istruttivo dedurre 'andamento delle soluzioni a partire dal campo f(t,y).
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Possiamo rappresentare graficamente il campo f in questo modo: tracciamo
un piano cartesiano con il tempo ¢ come ascissa e la variabile y (spazio delle fasi)
come ordinata; in ogni punto (¢, y) del piano rappresentiamo f(¢,y) disegnando una
freccina che punta verso la direzione positiva del tempo (cioe¢ verso destra) e che ha
pendenza positiva se f e positiva, pendenza negativa se f € negativa, e pendenza
nulla (freccina orizzontale) se f € nulla. Possiamo essere piu precisi, disegnando una
freccina poco inclinata, cioe con pendenza piccola, se il valore di f € piccolo, e molto
inclinata se f e grande; un valore grandissimo del campo f corrisponde dunque a
una freccina quasi verticale.

Poiché il campo ¢ autonomo, si ha f(t,y) = f(s,y) per ogni t,s € R, quindi le
freccine che si trovano su una qualunque retta orizzontale del piano (¢,y) avranno
tutte la stessa pendenza.

Dopo aver rappresentato il campo f(t,y) nei punti (¢,y) del piano tramite le
freccine, 'andamento delle traiettorie dell’equazione differenziale diventa evidente:
se u(t) e soluzione dell’equazione u'(t) = f(t,u(t)), il suo grafico {(¢,u(t))} & una
curva che all’istante ¢ ha pendenza u'(t) pari al valore che ha il campo f in quell’i-
stante ¢ e in quel punto y = wu(t); in altre parole, u deve seguire le freccine istante
per istante.

Si puo dunque completare 'esercizio facendo dapprima la rappresentazione del
campo f tramite il disegno delle freccine in vari punti del piano, e poi disegnando
le curve che seguono le freccine. Ne risulta un disegno approssimativo del grafico
delle soluzioni, che comunque individua qualitativamente il loro andamento (un po’
come nel classico “studio di funzione” di Analisi 1). ]

Vediamo in dettaglio un esercizio sullo studio qualitativo delle soluzioni (& I'e-
sercizio 13 di [1]).

Esercizio 8.6. Si consideri il problema di Cauchy

y(t) = MO y(0)=a  (a>0). (8:4)

1) Dimostrare che esiste un’unica soluzione in un intorno di t = 0. Calcolare ¢/, ",
"o -

y"int=0.

2) Dimostrare che la soluzione ¢ definita in [0, 00) e ha limite per t — +o0; calcolare

tale limite.

Svolgimento. 1) Il campo vettoriale f(t,y) = 1/(y — t*) ¢ definito nell’insieme
{(t,y) € R? : y # t*}, che ¢ I'unione di due aperti connessi, le regioni {y > #*}
e {y < t*}, cio¢ sopra/sotto la parabola P = {y = t?}. 1l dato iniziale (0, a) si trova
nella regione {y > t*}, quindi consideriamo 1’aperto connesso

Q:={(t,y) e R*: y > t*}

come dominio del campo f.

Poiché f € C*(), f & localmente lipschitziana in y uniformemente in ¢, quindi,
dal Teorema di esistenza e unicita locale, esiste, unica, la soluzione del problema di
Cauchy in un intorno di t = 0.
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Per calcolare y'(0) basta usare I’equazione differenziale in ¢ = 0: si trova y'(0) =
1/y(0) = 1/a. Per calcolare le derivate successive di y deriviamo ’equazione diffe-
renziale ' = (y — t?)~!: troviamo

y'=—(y— )y —2t),
y" =2y — )y =20 = (y— 1)) (Y - 2).

Calcolando in ¢ = 0, e usando le identita y(0) = a, ¥'(0) = 1/a, troviamo y"(0) =
—1/a® e poi y"(0) = 3/a® + 2/a’.

2) Dal Teorema del prolungamento massimale, possiamo supporre che la solu-
zione y sia definita sul suo intervallo massimale di esistenza, che indichiamo («, [3).
Dobbiamo dimostrare che 5 = +oc.

Osserviamo che f > 0 in . Quindi ¢’ = f(¢,y) > 0 per ogni t € («a, 3). Percio
y & crescente in (a, 3), e dunque ammette limite per ¢ — f3; chiamiamo

c = limy(t). (8.5)
t—
Supponiamo, per assurdo, che § < co. Per ogni ¢t € («, ) si ha (t,y(t)) € Q,
cioe
y(t) >t* Vte (a,B).
Passando al limite per t — 3 si trova dunque ¢ > 2.
Se %2 < ¢ < oo, allora la coppia (8,c) appartiene a Q, e per il Criterio di
prolungabilita con limite continuo (Corollario la soluzione sarebbe prolungabile
a destra di 3, assurdo. Dunque ¢ = 3% oppure ¢ = +o0.

Esercizio: provare che ¢ = +00; poi provare che y(t) — t* — 0 per t — +o0.
Questo esercizio verra completato nella prossima lezione.
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9 Lezione 9

Proseguiamo l'esercizio. Supponiamo che ¢ = 3. Allora y(t) — t> — ¢ — 3? = 0 per
t — B, ed essendo y(t) — t* > 0 per ogni t € (a, 3), si ha
1
.y :

Mostriamo che questo ¢ incompatibile con il fatto che in ¢t = /3 la curva y(t) incontri
la parabola P provenendo dalla regione al di sopra della parabola. L’idea geometrica
e semplice: se la curva y(t) arriva a incontrare la parabola con tangente verticale
diretta verso l'alto (come dice il limite (9.1)), allora deve per forza arrivarci dalla
regione al di sotto della parabola.

Da segue che per ogni M > 0 esiste 0y > 0 tale che 3/(t) > M per ogni
t € (B—0do,8) (M verra fissata tra poco; per ora lasciamola libera). Quindi per ogni
t,t1 € (8 —00,8) con f—dy <t <ty <fsiha

wmww—[v@wZMm—w

Passando al limite per t; — [ nella disuguaglianza y(t;) — y(t) > M(t; — t), e
ricordando che y(t;) — ¢ = 3% per t; — 3, otteniamo

B —y(t) = M(B—1t), Ve (B-0d,p).
Poi y(t) > t* per ogni t € («, 3), quindi

M(B—t)<B>—y(t)<p>—t* Vte(8—0dp),

da cui g
g—t
La disuguaglianza M < 23 ¢ in contrasto con l'arbitrarieta di M: possiamo quindi
tornare indietro, fissare M > 23 (per esempio, scegliamo M = 283 + 1) e arriviamo
alla conclusione che M < 243, assurdo. Questo dimostra che non puo essere ¢ = 3.

Quindi ¢ = +o0, cioe y(t) — 400 per t — [. Ricordando che, per ipotesi, 5 &
finito, si ha

M < —B4t<28 Ve (B—byh).

.y . 1

iy (6) = lim — = =0
Ma anche questo & impossibile: y(t) — +oo per t — [, con § € R, significa
che la funzione y(t) ha la retta t = [ come asintoto verticale da sinistra, quindi
la sua derivata y/(t) non puo certo tendere a zero avvicinandosi all’asintoto. Per
dimostrarlo rigorosamente possiamo usare un ragionamento simile a prima: y'(t) —
0 per t — [ significa che per ogni ¢ > 0 esiste un §; > 0 tale che |¢/(¢)| < € per
ogni t € [ — 01, 3). Scegliendo & = 1, e usando anche il fatto che y/'(¢) > 0 per ogni
t € (o, B), si ha che esiste §; > 0 tale che

0<y(t)<1 Vte[B—0d.,0).
Per ogni t € [ — 41, ) si ha

t t

y,<8)d8§/ﬁ Lds =t —(8—0) <éy,

—5

y@—y@—&>=/

B—b1
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da cui

y(t) <C =y(B—0))+  Vte[B—01,0),

contro il fatto che y(t) — 400 per t — (3, assurdo. Abbiamo dimostrato che in
nessun caso 3 puo essere finito. Dunque g = 4o00.
Poiché y(t) > t? per ogni t € (o, 8) = (o, +00), e t* — +00 per t — +00, si ha
lim y(t) = +o0.

t——+o0
Questo conclude I'esercizio. O

Esercizio 9.1. Sia y(t) come nell’esercizio precedente. Dimostrare che la soluzione
y(t) & asintotica alla parabola t?, cio¢ che la differenza y(t) — t* tende a 0 per
t — +o00.

Svolgimento. Sia u(t) := y(t) — t* la differenza da studiare. Che equazione dif-
ferenziale soddisfa u? Usando l’equazione differenziale dell’esercizio precedente,
calcoliamo

1 1
t)=y'(t) =2t = ——— =2t = — — 2t
w(t) =y'(t) o0 — 2 o)
Quindi u(t) ¢ soluzione del problema di Cauchy
1
u(t)=—=—2t Vtel0,+00), u(0)=na,

u(t)

e inoltre u(t) > 0 per ogni t > 0 (perché, dall’esercizio precedente, y(t) > t?).
Il campo

1
F(t,u) .= ——2t
u

¢ positivo se u < 1/2t, negativo se u > 1/2t e nullo se v = 1/2t. Dunque

- la soluzione u(t) e strettamente crescente quando si trova nella regione al di
sotto delliperbole () := 1/2t, cioe quando u(t) < y(t);

- u(t) & strettamente decrescente quando si trova nella regione al di sopra dell’i-
perbole, cioe quando u(t) > y(t);

- u(t) ha derivata nulla quando u incontra l'iperbole, cioé quando u(t) = (t).

Questa analisi del segno del campo F'(t,u) ci fa intuire 'andamento della solu-
zione u(t) in [0, 00):

e al tempo ¢ = 0 la soluzione u parte dal punto (0,a) con pendenza positiva
u'(0) =1/u(0) = 1/q;

e per un certo intervallo di tempo u resta al di sotto dell’iperbole 7, e cresce,
mentre vy decresce;

e u sale, e dunque u(t) > u(0) = a, mentre v scende, e aspettando un tempo
sufficiente v scende al di sotto della quota a, dunque necessariamente u e ~y
arrivano ad incontrarsi;

e all'istante dellincontro u(t) = 7(t), u ha tangente orizzontale; subito dopo
I'incontro, u avanza con pendenza vicina a zero, mentre vy ha sempre pendenza
negativa: quindi, dopo l'incontro, u rimane al di sopra di v, e dunque comincia
a decrescere;
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e per un motivo geometrico simile a quello dell’esercizio precedente, non ci puo
essere un secondo punto di incontro di w e : infatti, dove u e 7y si incontrano, la
pendenza di u deve essere nulla, ma questo, essendo v decrescente, & possibile
solo se u proviene dalla regione al di sotto di 7 ed entra nella regione al di
sopra di v, non viceversa;

e non avendo piu intersezioni con <y, u rimane per sempre al di sopra di 7,
decrescendo. Da qui si arriva alla conclusione.

Dimostriamo tutto cio.

In ¢t = 0 si ha u(0) = a. Dalla continuita di u si ha u(t) € [a/2,3a/2] per ogni
t € [0,dp], per un certo 6y > 0, mentre y(t) = 1/2t > 2a per t € (0,1/4a]. Quindi
u(t) < y(t) per ogni t in (0,01], d = min{dy, 1/4a}.

Se fosse u(t) < 7(t) per ogni t € (0,00), u sarebbe crescente in (0,00), da cui
u(t) > u(0) = a per ogni t > 0. Per t > 1/2a si avrebbe allora v(t) < a < u(t) <
~(t), assurdo. Questo prova che non puo essere u < v in (0, 00).

Sia

t, :=sup{t € (0,00) : u < 7y in [0,t]}.

Da quanto dimostrato, ¢, < oo (e, di piu, abbiamo dimostrato che t, < 1/2a). Per
definizione di t, e per la continuita di v e v si ha che

Infatti, se fosse u(t.) > v(t.), allora v > v in un intervallo [t, — §,t. + 4], e il sup
che definisce ¢, sarebbe < t, — ¢, assurdo; se fosse u(t.) < 7y(t.), allora u <« in un
intervallo [t, — d,t, + ¢], e il sup sarebbe > t, + ¢, assurdo.

Mostriamo che u > ~ in un intorno destro di ¢,. In t, si ha

Poiché u'(t.) > +/(t.) e v e 4/ sono continue, si ha v’ > «' in un certo intervallo
[te — d,t,. + 0]. Quindi per ogni t € (t,t, + d] si ha

ult) = uft.) + / W(s)ds > (t) + / V(s) ds = (),

cioe u > vy in (t., t. + 4]
Ora proviamo che u > 7 in (t,,00). Sia

€ :=sup{t > t.:u>~vin (t,1)},

e supponiamo per assurdo che £ < oo. Dal fatto che u > + in un certo intervallo
(t«,t, + & segue che & > t,. Dalla definizione di £ segue che

ut) >~(t) Vte (t.8),  u(§)=7()

(come prima, se u(§) > v(€) o u(§) < vy(§) si arriva a una contraddizione con la
definizione di £). Per t € (,,&) si ha u(t) — u(§) > y(t) —v(§) et — & < 0, da cui

Mﬂ—U@L<%ﬂ—7@)
t—¢ t—¢
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Passando al limite per t — £ otteniamo

u'(§) <(8),

ma u/(§) = 0 perché u(§) = (&) e il campo vettoriale F' & nullo lungo l'iperbole ~,
mentre 7'(£) < 0, assurdo. Questo prova che £ = oo, e dunque u > 7 in (., 00).

Dalla disuguaglianza v > v = 1/2t segue che ' = 1/u — 2t < 0 in (¢, 00).
Quindi u & decrescente in (t,,00), e dunque esiste il limite

¢ = lim u(t).
t—o0

Poiché u >~y > 0,sihaf > 0. Se ¢ > 0, allora 1/u(t) — 1/¢, e v’ = 1/u—2t - —o0.
Dalla definizione di limite, esiste ¢; > 0 tale che ' < —1 in [t1, 00). Dunque

t

u(t) = u(ty) +/ u(s)ds <u(ty) — (t—t1) Vi€ [t1,00),
t1

da cui, passando al limite per ¢ — oo, si ha u(t) — —oo. D’altra parte u(t) — ¢ > 0,

assurdo. Dunque ¢ = 0. m

Vediamo ora due teoremi che, oltre a essere importanti di per sé, sono anche
molto utili negli esercizi di analisi qualitativa: il teorema di esistenza globale e
quello del confronto.

Teorema 9.2. (Teorema di esistenza globale). Sia («, 5) C R un intervallo (sono
ammessi anche i casi « = —oc0 e/o 3 = +00). Sia f : (a,8) x RY — RY una
funzione
(1) continua,
(13) localmente lipschitziana in y uniformemente in t,
(1ii) a crescita al piu lineare in y: esistono due funzioni A, B : (a, ) — R, con
A(t) >0, B(t) > 0, entrambe limitate sugli intervalli compatti, tali che

[f(ty)l < Ayl + B(t) Vte (o), VyeRY.
Allora le soluzioni dell’equazione differenziale v’ = f(t,u) sono globali, cioé definite

su tutto lintervallo (a, [3).

Dimostrazione. Sia u una soluzione dell’equazione v’ = f(t,u), e sia (1_-,T}) il
suo intervallo massimale di esistenza, (7_,T) C («, 3). Dobbiamo dimostrare che
(T_,T,) = (a, B), cioe che T_ = a, T}, = .

Supponiamo per assurdo che 7, < (. Quindi 7} < oo (anche se f = oo,
comunque 7 ¢ finito). Fissiamo Ty € (1-,7), cosicché [Ty, Ty] C («, ). Per
ipotesi, A(t), B(t) sono limitate in [Ty, T%], quindi esistono Ay, By costanti tali che

A(t) < Ay, B(t) < By Vte [Ty, T,].

Fissiamo ¢ € (T, T';) tale che

(T —c)Ag <

DN | —

Per ogni p € (¢, Ty), stimiamo la soluzione u sull’intervallo [, p]. Ricapitolando, i
punti sono in quest’ordine:

Thy<c<p<Ty<p.
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Indichiamo, in breve,

A := max |u(s)].
s€le,p]

Per ogni ¢ € [c,p] si ha
ult) = [ute)+ [ ts)ds
<ot + [ 15 u(s)lds
< @)+ [ (AW + B ds

< |u(c)| + /t(AO)\ + By) ds

= |u(c)] + (£ — ¢)(AoA + Bo)

< |u(e)| + (Ty — ¢)Agh + (T'y — ¢) By

< %)\ YK, K= [u(0)| + (T, — ) Bo.

Dalla disuguaglianza |u(t)| < A/2 + K, passando al sup su ¢ € [c, p|, otteniamo
1
A< 5)\ + K,

cioe A\/2 < K (il termine \/2 che compare a destra “viene assorbito”),

A = max |u(s)| < 2K.

s€[e,p]

In particolare, |u(p)| < A < 2K. Abbiamo dimostrato che
u(p)] < 2K Vp €[, T}), (9.2)

e K non dipende da p. Quindi per ogni t € [¢,T}) la coppia (t,u(t)) appartiene
al compatto [¢,T}] x B(0,2K) C €, contro il Teorema di fuga dai compatti:
assurdo. Questo dimostra che Ty = . Allo stesso modo si prova che T_ = «. [

Altro modo di concludere la dimostrazione. Abbiamo dimostrato , con K
indipendente da p. Sia (,) una successione in [c,T) che converge a T'y. Poiché
(tn,u(t,)) € successione limitata, ammette una sottosuccessione (t,,,u(t,,)) con-
vergente; il suo limite & (T, v), per un certo vy € RN || < 2K. Poiché
(Ty,v9) € Q = (a,8) x RY, dal criterio di prolungabilitd con successione (Pro-
posizione , u € prolungabile a destra di 7', assurdo perché (T, T ) & intervallo
massimale. Allo stesso modo si prova che T = a. O]

Teorema 9.3. (Teorema del confronto). Sia Q C R? un aperto, e siano f,g: Q — R
due funzioni continue, con g localmente lipschitziana in y uniformemente in t. Sia
I C R un intervallo, ty € I, e siano u,v : I — R due funzioni derivabili, con
(t,u(t)), (t,v(t)) € Q per ognit € I. Sia

u'(t) < f(tu(t), () >g(to(t)) Viel.
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Supponiamo inoltre che
f(tu®) < g(t,ult)) vtel

(to), allora u(t)
(to), allora u(t)

(t) per ognit > to, t € 1.
(t) per ognit < tg, t € 1.

<w
> v
Il Teorema del confronto verra dimostrato nella prossima lezione.

Esercizio 9.4. Sia u la soluzione del problema di Cauchy

o = u?+ 1% + e,
u(0) =1,

e sia (T_,T,) il suo intervallo massimale di esistenza. Dimostrare che T < oo.
Suggerimento: confrontare con ¢’ = ¢?, ¢(0) = 1.
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10 Lezione 10
Dimostrazione del Teorema[9.5 del confronto. (i) Indichiamo
w(t) == u(t) —v(t).

Per ipotesi, w(ty) < 0; dobbiamo dimostrare che w(t) < 0 per ogni t > to, t € I.
Supponiamo, per assurdo, che esista t; > tg, t; € I, tale che w(t;) > 0. Sia

E:={t € to,t1] :w(t) <0}, &:=supk.
Notiamo che FE # () perché ¢y € E. Inoltre £ € [tg, t1] perché E C [to,t1]. Si ha poi
& < t.

Infatti, dalla definizione di £ = sup F, esiste una successione (t,) di elementi di £
che converge a &; poiché w(t,) < 0 e w & continua, passando al limite si ha w(§) < 0,
mentre w(t;) > 0, quindi £ # ;.

Dalla definizione di & = sup E si ha

wt) >0 Vte (& t). (10.1)

Passando al limite per ¢t — 7, dalla (10.1)) si ha w(§) > 0. D’altra parte w(&) < 0,
da cui

w(€) = 0.

Quindi u e v coincidono in £. Sia

I punto (£,¢) = (§,u(§)) appartiene a €. Quindi, per ipotesi, esistono a,b > 0,
L > 0 tali che il rettangolo [ — a,& + a] X [¢c — b, ¢+ b] & contenuto in Q e

lg(t,y) —g(t,2)| < Lly— 2| Vte[—a,&+a], Yy,z€lc—bc+Db.

Poiché u e continua, esiste 9; > 0 tale che

u(t) —u(@)] = [u(t) —c <b VEe[§—0,8+0]NT,
e similmente esiste d, > 0 tale che

lv(t) —v(&)|=|v(t) —c| <b Vte[—0bs, &+ NI,
Sia

do := min{a, oy, 62, t1 — £};
dp € positivo perché a, 01, d2,t; — & sono tutti positivi. Dunque [, € + do] C [€,t1] e
u(t),v(t) € [c—bc+0b] Vtel£ €+ ).

Percio

lg(t, u(t)) — g(t, ()] < Llu(t) —v(®)] Yt €[, €+ dol.
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Allora per ogni t € [£,& + d| si ha
w'(t) = u'(t) — V' (t)
< fltu(t) — gt v(t))
< g(t,u(t)) — g(t,v(t))

< lg(t, u(t)) — g(t,v(t))]
< Llu(t) = v(t)] = Llw(®)| = Lw(t)

(nell’'ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che w > 0 in [£,€ + &]). Dalla
disuguaglianza w’ — Lw < 0 in [£, £ + dp] segue che

(w(t)e ™) = (W'(t) — Lw(t)e ™ <0Vt € [€,E+ ).
Percio w(t)e ™ & decrescente in [£, & + &), e
w(t)e™ <w(€e ™ =0Vt e €€+ )

Dunque
w(t) <0 Vte[¢ €+ b,

contro 'osservazione (vedi ([10.1))) che w > 0 in (§,¢;], assurdo. Questo conclude la
dimostrazione di (7).

I1 caso (i) ¢ simile. Rapidamente: definiamo w := uw — v. L’ipotesi ora ¢
w(ty) > 0, la tesi w(t) > 0 per ogni ¢t < ty, ¢ € I. Supponiamo, per assurdo, che
esista t, < to, t; € I, tale che w(ty) < 0. Sia E := {t € [t1,to] : w(t) > 0}, ¢
sia £ :==infE. Sihat; <& w(€) =0, w <0 in [t,£). Esiste dp > 0 simile a
sopra; si deduce che in [§ — &, €] si ha w' =« — v < ... < Llw| = —Lw perché
w < 0 a sinistra di €. Quindi (w(t)el) < 0, w(t)e™ & decrescente, dunque per ogni
t € [€ —dp, €] si ha w(t)elt > w(€)el® = 0. Percio w > 0 in [€ — gy, ], assurdo. [

Osservazione 10.1. (Da dove viene il fattore e=1*?). Nella dimostrazione appena
conclusa la disequazione differenziale w'(t) < Lw(t) viene trattata introducendo il
fattore e, A prima vista potrebbe sembrare un’idea tecnicamente efficace ma
un po’ immotivata; possiamo pero ragionare in questo modo: se al posto di “<” ci
fosse “=”, w risolverebbe 'equazione differenziale w’ = Lw, le cui soluzioni sono
w(t) = ce™, c costante, ciot w(t)e ™ = costante, cioe (w(t)e L) = 0.

Al posto dell’equazione abbiamo la disequazione, ma, imitando il caso dell’equa-
zione, andiamo comunque a vedere come evolve nel tempo il prodotto w(t)e Lt

Vedremo tra alcune lezioni un’altra dimostrazione del Teorema di esistenza glo-
bale, basata sul Lemma di Gronwall; altre dimostrazioni sono per esempio in [5].

Esercizio 10.2. Dimostrare il Teorema di esistenza globale (nel caso scalare N = 1)
usando il Teorema del confronto.

Vediamo qualche altro esercizio di analisi qualitativa delle soluzioni.

Esercizio 10.3. (Esercizio 121 di [1]). Consideriamo l'equazione
/!

y = eV — logt, t>0.

Dimostrare che (7) la soluzione ¢ definita in (0, 00); (i) y(t) — —oo per t — +o00.
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Esercizio 10.4. Si consideri I'equazione differenziale

ut + 2
u?t

, t>0, u>0.

u = f(t,u) =
Studiare 'esistenza globale delle soluzioni.

Esercizio 10.5. (Soluzioni pari/dispari). Sia f : R x RY — RY continua e
localmente lipschitziana in y.

(i) Dimostrare che se f(—t,y) = —f(t,y) per ogni (t,y) € R x RY, allora per
ogni yo € RY la soluzione del problema di Cauchy

u' = f(tv u)? U(O) = Yo

e pari, cioe u(—t) = u(t).
(it) Dimostrare che se f(—t,—y) = f(t,y) per ogni (t,35) € R x RY, allora la
soluzione del problema di Cauchy

u'= f(t,u),  u(0)=0
¢ dispari, cioe u(—t) = —u(t).

Esercizio 10.6. Si consideri il problema di Cauchy
u
u = t—2, U(to) = Yo-
Si discuta esistenza globale/blowup per t > ¢, al variare dei dati iniziali (¢¢, yo), con

t0>0,y0>0.

Esercizio 10.7. Come nell’esercizio precedente, ma piu in generale: si consideri il

problema di Cauchy

' =a(t)u®,  u(ty) = yo,

e si discuta esistenza globale/blowup per ¢ > t, al variare dei dati iniziali (¢, yo)
e della funzione (continua) a(t): esiste un criterio generale su a(t) che determina
’esistenza globale o il blowup a tempo finito?

Esercizio 10.8. Studiare l'esistenza globale dell’equazione

, ut + ¢
U = ——.
1+u2++¢2

Esercizio 10.9. Studiare l'esistenza globale delle soluzioni del sistema

U’ — _v3
v =u+ud.
Suggerimento: mostrare che il sistema ammette un integrale primo E(u,v), e veri-

ficare che i suoi insiemi di livello sono compatti di R2.

Nell’esercizio I'integrale primo confina ogni soluzione a rimanere su una
curva di equazione E(u,v) = costante, che ¢ un insieme compatto, e questo implica
I’esistenza globale di ogni soluzione. Questa implicazione vale pil in generale:

68



Proposizione 10.10. (Esistenza globale tramite integrale primo). Sia f : RY —
RY continua e localmente lipschitziana. Supponiamo che il sistema autonomo u' =
f(u) abbia un integrale primo E : RN — R, di classe Ct. Sia yo € RY. Se l'insieme
di livello {y € RY : E(y) = E(yo)} ¢ limitato, allora la soluzione del problema di
Cauchy

ul = f(U), U(to) = Yo
¢ globale, cioe definita per ogni t € R.

Esercizio 10.11. Dimostrare la Proposizione [10.10| (ragionare come nell’esercizio
10.9).

Esercizio 10.12. (Sistemi meccanici conservativi). (Teorema 3.3.2 di [5]) Conside-

riamo il sistema in R2V
v=, (10.2)
v' ==V P(u), '

dove P : RY — R & una funzione scalare di classe C'. Sia F : R*N — R la funzione
1
E(u,v) = §|v|2 + P(u). (10.3)

() Verificare che E ¢ integrale primo del sistema.
(ii) Dimostrare che, se esiste ¢y € R tale che P(z) > ¢y per ogni x € RV allora
tutte le soluzioni del sistema sono soluzioni globali.

I sistemi del tipo ([10.2))-(10.3)) si dicono sistemi meccanici conservativi: u(t) & la
posizione, v(t) la velocita, P(u) ¢ 'energia potenziale, e 1|v|?* energia cinetica.
Il prossimo teorema ¢ un risultato di Analisi 1 utile negli esercizi di studio

qualitativo di equazioni differenziali.

Teorema 10.13. (Teorema dell’asintoto). (i) Sia a € R, sia u : (a,00) — R una
funzione derivabile, e supponiamo che esistano i limiti

o . _ . /
= tlg-noo u(t), m= t£+moo w(t)

Se ( ¢ finito, allora m = 0.
(11) Siano a,b € R, con a < b, sia u : (a,b) — R una funzione derivabile, e

supponiamo che esistano i limiti

L oy
(= ll_rféu(t), m = %grgu (1).

Se { = +o0, allora m = +00. Se { = —o0, allora m = —oc.

(7i1) Sia b € R, sia u: (—o0,b) = R una funzione derivabile, e supponiamo che
esistano i limiti

o . . . i
(= tl}r_noo u(t), m= tl}r_noou (1).

Se (¢ finito, allora m = 0.

() Siano a,b € R, con a < b, sia u : (a,b) — R una funzione derivabile, e
supponiamo che esistano i limiti

L ey
(= 15%11,(25), m = %gr;u (1).

Se { = +o0, allora m = —oc0. Se { = —o0, allora m = +oo.
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Esercizio 10.14. Dimostrare il Teorema dell’asintoto (usare il Teorema di Lagrange
di Analisi 1).

Osserviamo che nel Teorema dell’asintoto 'ipotesi che esista il limite di «/(¢) non
puo essere rimossa.

Vediamo ora il Lemma di Gronwall, un risultato simile al Teorema del confronto,
basato anch’esso sul confronto con le equazioni lineari del primo ordine non omoge-
nee. L’enunciato standard si potrebbe limitare al punto 2) del lemma seguente, ma
anche le altre versioni (in particolare il punto 7)) sono spesso utili sia negli esercizi
che nelle dimostrazioni di altri teoremi; quindi, al prezzo di allungare I’enunciato,
consideriamo anche alcune sue varianti.

Lemma 10.15. (Lemma di Gronwall). Sia I C R un intervallo, ty € I. Indichiamo
IJr:{tGItZto}, [,:{teltgto}

1) Sia ¢ : I, — R una funzione derivabile, siano a,b : Iy — R due funzioni
continue, € sta
1) < alb)plt) +bt) VeI,

Allora

©(t) < exp (/t a(s) ds) [<p(t0) +/t exp ( — /S a(o) da) b(s) ds] vVt e l,.

to 0 to

t

2) (Versione standard). Sia ¢ : I, — R derivabile, siano a,b: I, — R continue,

e
a(t) >0, b(t)>0, ¢(t)<a(t)p(t)+bt) Vtel,.
Allora
t t
o(t) < exp (/ a(s) ds) (gp(to) +/ b(s) ds) Viel,.
to to
3) Sia ¢ : I_ — R derivabile, siano o, : I — R continue, e
¢'(t) = a(t)p(t) + B(t) Vtel.
Allora

o(t) < exp (/toz(s) ds> [cp(to) + /tt exp ( — /S ao) da)ﬁ(s) ds} Viel_.

to 0 lo

4) Sia ¢ : I — R derivabile, siano o, B : I_ — R continue, e
at) <0, B0, )= altyet) +6() Viel.

Allora
©(t) < exp </ a(s) ds) ((,0(750) +/t B(s) ds) Viel_.

to

5) Sia ¢ : I — R derivabile, siano A, B : I — R continue, e

A(t) >0, B(t)>0, |¢t)]<At)pt)+B(t) Vtel.
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Allora
e <ew ([ awds)(et)+ [ Bleds) veel
I(to,t) I(to,t)

dove I(to,t) indica l'intervallo di estremi ty et

) [to,t] set>to,
I(to,t) := \min{ty, t}, max{ty,t}| =
(to, t) := [min{to, 1}, max{to, t}] {[t,to] set < to.
6) Sia ¢ : I — R derivabile, siano A, B costanti, e
A>0, B>0, [fO)<Apt)+B Vtel

Allora
p(t) < el (p(to) + Blt —tol) V€ 1.

7) (Caso vettoriale). Sia u: I — RY una funzione (vettoriale) derivabile, siano
A, B : I — R due funzioni continue, e sia

A(t) >0, B(t)>0, [u() <AQ@)|u)+ B(t) Vtel.
Allora

ol e ([ - aws)(uwl+ |

8) Sia u: I — RY funzione (vettoriale) derivabile, siano A, B costanti, e sia

B(s) ds) Vel

(to,t) to,t)

A>0, B>0, [W@)|<Au@)|+B Vtel.

Allora
lu(t)| < e ol(ju(ty)| + Blt —to|) Vtel.

Dimostrazione. Dimostrazione di 1) Sia g(t,y) := a(t)y + b(t), cosicché ¢’ < g(t, @)
in I,. Sia v la soluzione del problema di Cauchy

W - g(taw)a w(to) = Qp(to)

Dal Teorema del confronto si ha allora ¢ < v in I (applicare il Teorema , punto
(1), con u = @, v =1, f = g). Inoltre, ricordando la formula (4.7) delle soluzioni

delle equazioni lineari, non omogenee, del primo ordine, si ha

s

»(t) = exp (/tta(s) ds) [gp(to) + /tt exp ( — /t a(o) da)b(s) ds].

Dimostrazione di 2) Poiché a > 0 in I, per ogni s € I, si ha

/sa(a)dazo,

to

exp(— /tsa(a) da) < 1.

0

quindi
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Poiché b > 0 in I, si ha

exp ( - /S a(o) do) b(s) < b(s).

to

Da 1) segue dunque 2).

Dimostrazione di 3) Sia g(t,y) = a(t)y + B(t), cosicché ¢ > g(t, ) in I_. Sia ¥ la
soluzione di 9" = ¢(t, ) con dato iniziale (o) = ¢(ty). Dal Teorema del confronto
si ha allora ¢ < ¢ in I_ (applicare il Teorema punto (ii), con u = ¥, v = ¢,
f = g). Infine, ricordando (4.7)),

W(t) = exp </t a(s) ds) [gp(to) —i—/t exp ( — /s alo) da)ﬁ(s) ds]

to 0 to

t

Dimostrazione di 4) Siano t,s € I_, con t < s < ty. Allora
S to
—/ a(a)daz/ a(o)do <0
to s

perché a < 0. Quindi

O<exp<—/sa(0)d0) <1

to

Moltiplicando per (—/), che & > 0, si ha
0<-s(s)exp (- [ alo)do) < -5(s)
to

Dunque

/tt exp ( - /tsoz(a) do)ﬁ(S) ds = /tto —B(s) exp ( — /t:a(g) da)ds

0 0 . )
< [ -seds= [ slas
t to
Dalla 3) segue dunque 4).

Dimostrazione di 5) L'ipotesi |¢/| < A(t)¢ + B(t) implica che A(t)p + B(t) > 0 e
che

—At)p — B(t) < ¢ < A(t)p+ B(t) Vtel.
Il punto 2) con a = A, b = B da

t

o(t) < exp (/tA(s) ds) (cp(to) +/ B(s) ds) Vit eI,

to to
che ¢ la tesi per t € I,. Il punto 4) con a« = —A, § = —B da
t

o)< oxp ([ ~a0)d5) (s) + [ ~B(s)as)

= oxp ( /t g A(s) ds) (slto) + /t ‘
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che e la tesi per t € I_.
Dimostrazione di 6) E un caso particolare della 5).

Dimostrazione di 7) Sia € > 0, e definiamo

o(t) = e+ ul®)]? tel.

Si ha allora
lu(t)] <), @t)>vVe>0 Vtel

gp’(t):%\/e—l—u%(t)—i—...—l—u?v(t)
wemond
2¢/e + |u(t)|?

2uy (), (t) + . .. + 2uN(t)u§V<t>)

Dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, ricordando che |u(t)| < (%), si ha

iy = @) @O el @] "
o' ()] = O < (@) < A@®)]u(®)] + B(t)
< A(t)p(t) + B(1).

Dalla 5) si ha allora

o(t) < exp (/I(tmt) A(s) ds) (go(to) +/I

Poiché |u(t)| < ¢(t), si ha

o) < e ([

Questa disuguaglianza vale per ogni € > 0; passando all’inf su € > 0 otteniamo la
tesi.

B(s) ds) vVt e l.

(to,t)

A(s) ds)< et [ulto) + /

](t07t)

B(s) ds) vVt e l.

(to,t)

Dimostrazione di 8) E un caso particolare di 7). O

Esercizio 10.16. Dimostrare il Teorema di esistenza globale usando il Lemma
di Gronwall.

Svolgimento di alcuni esercizi nella prossima pagina.
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Svolgimento dell’Esercizio [10.3, (i) E un’equazione scalare del secondo ordine.
Per vedere se possiamo applicare il Teorema di esistenza globale, scriviamola come

sistema del primo ordine:
y =,
v =e¥ —logt,

W = ftu), u= (g), F(t,u) = (e_f_flogt).

Il campo f : (0,00) x R? — R? ¢ di classe C*. Usando la disuguaglianza elementare

cioe

V@2 < |a|+|b| Va,beR,

stimiamo

[t )] = /o + (9" —log1)? < [u] + ¥ — log]
< ||+ 14 |logt] < A(t)|u| + B(t)

con A(t) = 1e B(t) = 1+|logt|. Sono soddisfatte le ipotesi del Teorema di esistenza
globale, quindi la soluzione u = (y, v) e definita su tutto (0, 00).

(i7) Si ha e —logt < 1 —logt — —oo per t — 400, quindi e ¥" — logt
e definitivamente minore di qualunque numero m < 0; per esempio, scegliendo
m = —1, si ha
eV —logt<1—logt<—1 Vt>e

Dunque la soluzione y(t) soddisfa
y'(t)=eV® _logt < —1 Vit >é
da cui
t t
Y (t) — o (e?) = / y"(s)ds < / —lds=—(t—e*) Vt>é?
cioe
y(t) < —t+c Vt>e? c:=1y(e*) + e

e ¢ ¢ indipendente da t. Di conseguenza

o) —u(e) = [ s < [[(msrais=-5+5 reli— ),

2 2 2 2
cioe
t2
Mﬂ§—§+d+% vt > e
con ¢g := y(e?) — ce? + e*/2. Questo prova che y(t) — —oo per t — . O
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Svolgimento dell’Esercizio [10.4]. 11 campo f soddisfa

4 2 4 2
Y-+ Yy Y
flty) = —5— >

Y %27:3 9(t, ).

Vogliamo usare il Teorema del confronto: dato (o, 1) € R?, con tg, 3o positivi, siano
u e ¢ le soluzioni dei problemi di Cauchy v’ = f(t,u) e ¢’ = g(t,¢) con lo stesso
dato iniziale (¢, o), cioe

ut 4 t? @2
u'=fltu) = o ¢ =gt p) ="

u(to) = vo, ¢(to) = vo-
L’equazione ¢’ = ¢?/t & a variabili separabili. Riscriviamola come ¢'/¢* = 1/t, cioe
(—=1/¢)" = (logt)’,

cioe (1/¢ +logt) = 0. Quindi 1/¢ + logt = costante, da cui

ciog, ricordando che ¢(ty) = yo,
B 1
1/yo — log(t/to)’

Inoltre ¢ “esplode” al tempo ¢ (blowup), cioe

o(t)

Vit € [to,c), c:=toexp(l/yo).

o(t) = 400 (t —c).

Dal Teorema del confronto (Teorema, poiché f(t,y) > g(t,y), su ogni intervallo
[to, 1] in cui u e ¢ sono entrambe definite si ha

u(t) > (t) YVt e [to,t1].

Questo implica che anche u esplode a tempo finito, e ci da anche una stima del
tempo massimo di esistenza di u: si ha

u(t) = +o00  (t — B),

per un certo tempo massimale 3 nellintervallo ty < 5 < ¢ = tgexp(1/yo).

Infatti, supponiamo per assurdo che u sia definita anche a destra di ¢, cioe 5 > c.
Allora u, essendo una funzione continua, & limitata nell'intervallo compatto [to, ],
cioe esiste K > 0 tale che

()| < K Vit € [t, cl. (10.4)

D’altra parte, per ogni t; € (to,c), sia u che ¢ sono definite nell’intervallo [to, 1], e
quindi u(t) > @(t) per ogni t € [tg,t;]. In particolare, in ¢ = ¢; si ha

U(tl) 2 gO(tl) th S (to,C).

Passando al limite per t; — ¢~ si ottiene u(t;) — +oo per t; — ¢, contro ((10.4)),
assurdo. O

5



Svolgimento dell’esercizio [10.5. (i) Sia v(t) := u(—t). Dallipotesi —f(—t,y)
= f(t,y), usando anche l'identita u/(t) = f(¢,u(t)), calcoliamo

V(t) = —u'(=t) = —f(=t,u(=t)) = —f(=t, v(t)) = f(t, v(t))

e v(0) = u(0) = yo. Dunque u e v soddisfano

u = f(t ), v = f(t,v),
u(0) = yo, v(0) = yo,
sono entrambe soluzione dello stesso problema di Cauchy, e quindi, dove sono definite
entrambe, coincidono (vedi Corollario (3.15]).
(11) Sia v(t) := —u(—t). Usando l'ipotesi f(—t, —y) = f(t,y) e u/(t) = f(t,u(t)),

calcoliamo

V(t) = u'(=t) = f(=t,u(=t)) = f(=t, —v(t)) = f(t,v(t))

e v(0) = —u(0) = 0. Dunque u e v sono entrambe soluzione dello stesso problema
di Cauchy, e quindi coincidono. O

Svolgimento dell’Esercizio [10.9. 11 campo vettoriale f(u,v) = (—v® u + u®)
non soddisfa l'ipotesi di crescita al piu lineare |f(u,v)| < Al(u,v)| + B del Teorema
di esistenza globale. D’altra parte, il sistema ha un integrale primo: sia

w  oub ot

E(U,U) :?—FE—I—Z

Se (u(t),v(t)) & soluzione del sistema in un certo intervallo I, allora

%{E(u(t), v(t)} = ud +wu + v
= (=v*)(u +u°) + v*(u + u°) = 0.

Quindi F rimane costante lungo le soluzioni. Dunque ogni soluzione (u(t),v(t))
rimane confinata in un unico insieme di livello di F per tutta la sua esistenza.
Per ogni A > 0, I'insieme di livello

Ey = {(z,y) €R*: E(z,y) = \}

& compatto: &, e chiuso perché & I'anti-immagine di {\} tramite E, che & funzione
continua; £, e limitato perché ogni suo punto (z,y) € &, soddisfa

ZL‘2 1’2 ZE6 y4

<44+ op =\
da cui |z] < V2, e

y4 LU2 136 y4 5 )

—_— < — — —_— = pumm

da cui |y| < (4X\)V4.
Dal Corollario (compatto nello spazio implica globale nel tempo), ogni solu-
zione (u(t),v(t)) e globale nel tempo. O
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Svolgimento dell’Esercizio [10.11 Dimostrazione della Proposizione[10.10, Poi-
ché E(u(t)) = E(u(to)) = E(yo) per ogni t, la soluzione u(t) rimane nell’insieme di
livello {y : E(y) = E(yo)} per ogni ¢ nel suo intervallo massimale. Essendo chiu-
so e limitato, I'insieme di livello ¢ compatto. Quindi la soluzione ¢ globale per il
Corollario della fuga dai compatti. m

Svolgimento dell’Esercizio [10.12. (i) Lungo ogni soluzione (u(t),v(t)) dell’e-
quazione, si ha
d d /1
—{B(u(t), v()} = dt( (0 4+ .. +02) +P(u1,...,uN)>
=v-v +VP(u) o

v-(=VP(u))+VP(u)- v
= 0.

Quindi 'energia (|1 € un integrale primo del sistema.

(71) Sia (u,v) soluz1one di (10.2)), e sia I = (T_,T) il suo intervallo massimale
di esistenza. Sla to € I un 1stante fissato, e sia (ug,vo) := (u(ty),v(to)) il punto in
cui si trova la soluzione all’istante t5. Poiché E e costante lungo la soluzione, per
ognit € [ si ha

B(u(t),v() = S0 + Plu(t) = Bluo,w) = gluof? + Pluo) =
Inoltre, poiché P > ¢y, si ha
A= SR + Pu(t) > S0 + e > co
da cui A > ¢ e, anzi, A > $|v(t)|* + ¢, cioe
o(®)? < 200 — o).
Quindi v(t) e limitata,
w(t)| < M = ") Vel

Di conseguenza per ogni t € [ si ha

t t
u(t)] = |ulto) +/ u/(s)ds| < Juo| + ]/ o(s) ds| < Juol + Mt ~ to]
to to
Se T'; fosse finito, avremmo
()| <M, |ul)] < |uo| + M(Ty —to) = C Vit € [to, Ty). (10.5)

Quindi esisterebbe una successione t, — T’y con (t,,u(t,),v(t,)) convergente ad un
certo limite finito (77, uy,v1), e allora, dal criterio di prolungabilita per successione
(Proposizione , la soluzione sarebbe prolungabile a destra di 7', assurdo.

Altro modo di concludere: se T, fosse finito, avremmo ([10.5)), e (¢, u(t),v(t))
starebbe nel compatto [to, T'y] X {|u| < C} x{|v| < M} per tuttii tempi ¢ € [to, T} ),
contro il Teorema di fuga dai compatti (Teorema , assurdo.

Dunque T’y = 400. In modo analogo si prova che T = —oc. O]
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Svolgimento dell’Esercizio [10.1]] Dimostrazione del Teorema|10.15 (Teorema
dell’asintoto). (i) Sia ¢ € R. Per ogni n € N, dal Teorema di Lagrange esiste

t, € (n,n + 1) tale che u(n + 1) — u(n) = u/(t,). Quindi

lim '(t,) = lim (u(n+1)—u(n)) =¢—(=0.

n—-+o0o n—-+o0o

D’altra parte u'(t) — m per t — 400, quindi m = 0.

(it) Sia ¢ = 400, e supponiamo che limg_, v/(t) = m € R. Dalla definizione di
limite, esiste ty € (a,b) tale che |u/(t) — m| < 1 per ogni t € [ty,b). Quindi si ha
|u/ ()| < |m|+ 1 per ogni t € [to,b).

Sia ora t € (to,b). Dal Teorema di Lagrange, u(t) — u(ty) = u'(s)(t — ty) per un
certo s € (to,t), quindi

[u(t)] = |ulto) +u'(s)(t —to)| < ulto)| + (Im] +1)(b —to) = C.

Questo prova che u(t) < C per ogni t € (ty,b), con C indipendente da t. Quindi
¢ < C, assurdo.

Se m = —oo, dalla definizione di limite esiste ty € (a,b) tale che u'(t) < 0 per
ogni t € [ty,b). Quindi u(t) < u(ty) per ogni t € (ty,b), e dunque ¢ < u(ty), assurdo.
Questo conclude la dimostrazione del fatto che se ¢ = 400 allora m = +o0.

Tutti gli altri casi dell’enunciato si dimostrano in modo simile.

[Anche cosi: ponendo u(t) = —v(t) si deduce I'implicazione £ = —0co = m = —o0
del caso (ii) dall'implicazione appena provata; ponendo u(t) = v(—t) si deduce (iii)
da (7); ponendo u(t) = v(a+ b —t) si deduce (iv) da (i7)]. O

Svolgimento dell’Esercizio [10.16. Dimostrazione del Teorema di esisten-
za globale tramite Lemma di Gronwall. Assumiamo le ipotesi del Teorema [0.2
Supponiamo T, < f (quindi, in particolare, T, & finito). Fissiamo un qualun-
que ty € (T_,T,). Si ha dunque [ty,T] C (o, ). Per ipotesi, esistono costanti
Ay, By > 0 tali che

A(t) < Ay, B(t) < By Vtelfto, T,
Allora la soluzione u soddisfa
|| = | f(t,u)| < A@)|u| + B(t) < Aolu| + By Vit € [to, T4).
Per Gronwall (Lemma [10.15] punto 8)), per ogni ¢ € [to, ) si ha
u(t)] < ) (Ju(ta)| + Bolt ~ 1)

< eAo(Ti—to) <|u(t0)| + By(Ty — t0)> = K, (10.6)

e K & una costante indipendente da ¢. Dunque per ogni t € [to, T'y) la coppia (¢, u(t))

rimane nel compatto [to, T, ] X {|u] < K} C Q = (a, 8) x RY, contro il Teorema

di fuga dai compatti, assurdo. Percio T = £.
In modo simile si prova che T = a.

U
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11 Lezione 11

Della disuguaglianza di Gronwall esiste anche una versione integrale (con le sue
varianti, che non riportiamo).

Lemma 11.1. (Lemma di Gronwall, versione integrale). Sia I C R intervallo,
to € I. Sia w: I — R integrabile, e sia

¢
w(t)SA/ w(s)ds+ B Vtel, t>t,
to

con A, B costanti > 0. Allora
w(t) < B(1+ A0t —15)) Yt > .

Dimostrazione. Definiamo

e dunque

w(t) < Ap(t) + B
< A B(t — 1) + B. O

Teorema 11.2. (Dipendenza continua dai dati iniziali). Sia @ C R x RY un
aperto, e sia f : Q — RY una funzione continua e localmente lipschitziana in vy,
uniformemente in t. Sia (to,yo) € Q, e sia u: I — RY la soluzione del problema di
Cauchy

{“/ = ftw), (11.1)

u<t0) = Yo,

definita nel suo intervallo massimale 1.
Allora per ogni intervallo compatto [a, ] C I, con ty € [a, (], esistono &y > 0,
L >0, M >0 tali che per ogni coppia (t1,y1) € Q che soddisfa

[tr — to] < do, |v1 —wol <o, 1 € [, ], (11.2)

la soluzione v del problema di Cauchy

v = f(tv U),
11.3
{U(tl) = ()
¢ definita su [, 8] e soddisfa
[o(t) —u(®)] < 0|y —yol + Mty —t]) Vit € [, B]. (11.4)

Di conseguenza v converge a u uniformemente in [a, 8] per (t1,y1) — (to, yo)-
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Dimostrazione. Per definizione di soluzione di un’equazione differenziale, e poiché
[a, ] C I, si ha
(t,u(t)) e Q Vte|a,p]. (11.5)

Per r > 0, t € [, ], consideriamo la palla di centro u(t) e raggio r, e costruiamo
I'intorno “tubolare” del grafico di u

K:={ty) eRxRY :te[a,f], |ly—ut) <r}.

Dimostriamo che esiste » > 0 tale che K C ). Supponiamo, per assurdo, che un
tale  non esista. Allora per ogni » > 0 esiste un punto di K che non appartiene
a 2, cioe una coppia (t,y), con t € [, (], |y — u(t)] < r, tale che (¢t,y) ¢ Q. In
particolare, per ogni intero positivo n esiste una coppia (t,,y,) € R x RY tale che

1
Zfn S [Oé,ﬂ], ‘yn - u(tn)‘ S E? (tTHyn) ¢ Q

La successione (t,) ¢ limitata, quindi ammette una sottosuccessione (t,,) conver-
gente, diciamo t,, — p, con p € [a, 5]. Essendo w continua, si ha u(t,,) — u(p).
Anche y,, converge a u(p) perché |y,, — u(t,,)| < 1/nx — 0.

Per ogni k, (tn,,Yn,) € (R x RN)\ ©, che ¢ un insieme chiuso. Quindi anche il
suo limite (p,u(p)) vi appartiene, cioe (p,u(p)) ¢ Q. Ma p € [«, 5], quindi, dalla
(11.5)), (p,u(p)) € Q, assurdo. Questo dimostra che esiste r > 0 tale che K C €.

Proviamo che K ¢ compatto. Sia (¢,,y,) una successione in K che converge a un
certo limite (ty,v0) € R x RY. Poiché t,, € [a, 8], anche il suo limite ¢, appartiene
ad [a, f]. Essendo u continua, u(t,) — u(ty). Poiché |y, — u(t,)| < r, passando al
limite si ha |yo — u(ty)| < r. Siccome ty € [av, f], |yo — u(ty)| < r, la coppia (to, yo)
appartiene a K. Quindi K e chiuso.

Essendo u continua e [a, 3] compatto, u ¢ limitata su [«, §], diciamo |u(t)| < C.
Quindi per (t,y) € K si ha |y| < |y —u(t)| + |u(t)| < r+ C, quindi K & limitato.
Abbiamo provato che K e compatto.

Dal Teorema di Weierstrass e dalla Proposizione di lipschitzianita sui com-
patti, esistono allora due costanti M, L > 0 tali che

fEyl <M, [f(ty) = f(t2)] < Lly—z[  V(ty),(tz) e K. (11.6)

Passiamo ora al confronto tra le soluzioni u e v dei due problemi di Cauchy. Sia
50 > Oa (tlvyl) € Qv tl € [O[,ﬁ], con

[ty —to| < do,  |y1 — yo| < do-
Stimiamo la differenza tra u e v all’istante ¢; (istante iniziale del problema di Cauchy
di v): poiché |u'(t)] = |f(t,u(t))| < M per ogni t € [a, f], si ha
t1
u(to) — u(ty)| = | / W (t)dt] < Ml — to] < Méy
to

poi u(ty) = yo, quindi y; — u(t1) = y1 — yo + u(to) — u(ty), e

ly1 —u(t1)] < [y1 — yol + |u(to) — u(ty)]
<|y1 — yo| + M|t — to|
< 69 + Moy
r
< _ 11.7
<l (1.7
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e I'ultima disuguaglianza vale per dy sufficientemente piccolo, cioé per §y < r/(2
2M).
Vediamo ora per quali altri ¢t > ¢; si ha (¢,v(t)) € K. Sia

E :={p € [t1, 8] : 1a soluzione v di (11.3)) ¢ definita in [t, p],
e soddisfa (t,v(t)) € K per ogni t € [t1,p]}.

Dalla (11.7)), t; € E, che ¢ dunque non vuoto. Sia p € E. Poiché il campo f in K
soddisfa (11.6]), si ha

[0'(t) = ' (D) = [f(t,0(t) = f{t,uld))] < Llv(t) —u(t)] V€ [tr,p],

cioe la differenza w := v — u soddisfa |w'| < L|w| in [t1,p]. Di conseguenza, dal
Lemma di Gronwall,

[o(t) = ut)] < " Ho(ty) —u(ty)] V€ [t,p).
Poiché |v(t1) — u(ty)| < (1 4+ M)y (vedi (11.7)), e [t — t1| < 5 — «, si ha

eL|t7t1|’U<t1) —u(ty)] <e L(6— )(1 + M), < g
dove l'ultima disuguaglianza vale per Jy sufficientemente piccolo, cioe per §, <
e 8=y /(2 4 2M). Dunque

lo(t) — u(t)| < = Vte[t,p], Vpe E. (11.8)

N3

Sia
c:=supkl,

e mostriamo che ¢ = .

Se t; = f3, si ha banalmente E = {t;} = {f} ec=0

Sia dunque a < t; < [, e supponiamo, per assurdo, che ¢ < (. Per defini-
zione di ¢, esiste una successione (p,) di elementi di £ che converge a c¢. Poiché
(pn, v(pn)) appartiene a K, che ¢ compatto, esiste una sottosuccessione (py, , v(pyn, ))
che converge in K: p,, — ¢ (essendo sottosuccessione di (py,)), € v(pn,) — vo per
un certo v, con (¢,vy) € K C €. Allora, dal Criterio di prolungabilita con succes-
sione (Proposizione . v e prolungabile a destra di c. Poiché v ¢ continua, si ha
vo = v(c )

Da (11.8)), |v(pn, ) —u(pn, )| < 7/2; passando al limite si trova |v(c) —u(c)| < r/2.
Poiché wu, v sono continue, si ha allora |[v — u| < r in un intervallo a destra di c.

Dunque esistono elementi di £ che sono maggiori di ¢, assurdo. Questo dimostra
che ¢ = (3, cioe v & definita in [t1, ), con |[v—u| < rin [¢1, 5). Quindi v & prolungabile
a destra di 8, e [v —u| <rin [ty, 5]

In modo simile si dimostra che v ¢ definita in [a, t1], con |[v —u| < rin [a, t4].
Dunque v ¢ definita in tutto 'intervallo [«, 5], e si ha

[o(t) = u(t)] < e |y —yol + Mt —to]) Vit € [, B].

Per ottenere la stima con L|t —ty| all’esponente, osserviamo che |(u—v)’| < L|u—v|
in [«, 5], da cui, per Gronwall,

[o(t) = u(t)] < " Mo(te) — ulto)| Vit € [a, ).
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Poi
o) — u(to)] < o) — v(t2)| + Joftr) — ()
=| [ st oten ]+ - o
< M|;1 — to| + |y1 — wol,

da cui
o(t) — u(t)] < eMPl(M Ity — to| + [y1 — wol)

per ogni t € [«, ). O

Osservazione 11.3. (Il Teorema di dipendenza continua é ottimale). 11 Teorema di
dipendenza continua non puo, in generale, essere migliorato. Come primo esempio,
consideriamo il caso f(t,y) =y, to =t1 =0, yo = 0, y1 # 0: i problemi di Cauchy

[T1) e (T3) sono
u =u v=w
u(0) =0, v(0) = 11,
e le rispettive soluzioni sono
u(t) =0, v(t) =y,

entrambe definite su tutto R. Si ha v — u = 0 uniformemente su ogni intervallo
[, B] per y1 — yo = 0 (come dice il teorema), e inoltre la stima della differenza
|v(t)—u(t)| & proprio la con L = 1. Tuttavia v non converge a u uniformemente
su R, e questo accade nonostante R sia intervallo massimale di entrambe le soluzioni.

Come secondo esempio, consideriamo il caso f(t,y) = y?, to = t; = 0, yo = 0,

y1 > 0: 1 problemi di Cauchy (11.1]) e sono

{u(O) =0, {U(O) =,

e le rispettive soluzioni sono

u) =0, vy =

u definita su R e v definita su (—oo,1/y;). Anche in questo caso, come dice il
teorema, fissato un qualunque intervallo [a, (] si ha che v & definita su [«, 5] per 1,
sufficientemente vicino a yo = 0, e v — u = 0 uniformemente in [a, §] per y; — 0.
Ciononostante, v non converge a u uniformemente nel suo dominio (—oo,1/y;), e,
per ogni y; > 0, v non e definita globalmente anche se u lo é.

Il teorema di dipendenza continua dai dati iniziali c¢i dice in particolare che la
soluzione u del problema di Cauchy

{“/ = f(tu) (11.9)

u(to) = Yo
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vista come funzione dei dati iniziali (g, y0) € RxRY a valori nello spazio C°([a, 3], RY)
delle funzioni continue su [a, 3] a valori in RY munito della norma del sup

HUHCU([a,B],]RN) = sup{|u(t)| : t € [, B}

¢ una funzione continua. Se, per evidenziare la dipendenza dai dati iniziali, indi-
chiamo

(b(ta th yO)

la soluzione di (11.9)) valutata al tempo ¢, il teorema dice che

l6C,t1,y1) — @, to, Yo)llco(a,geyy — 0 per (t1,y1) — (o, vo).

Vedremo tra alcune lezioni che, quando il campo f & di classe C'(Q2), la dipendenza
della soluzione dai dati iniziali ¢ non solo continua, ma anche differenziabile.

Equazioni lineari. Per alcune lezioni vediamo in dettaglio una classe impor-
tante di equazioni differenziali, le equazioni lineari: ne abbiamo gia parlato nel caso
scalare (N = 1), provando la formula risolutiva (vedi (4.3)), (4.7)); ora trattiamo il
caso vettoriale generale.

Definizione 11.4. (Equazioni lineari del primo ordine in dimensione N). L’equa-
zione u' = f(t,u) si dice lineare se il campo f & definito in Q = I x RY, con
I C R intervallo, ed ¢ della forma f(t,y) = A(t)y + b(t), con A : I — Matn«n(R),
b: I — RN, A b funzioni continue. Le equazioni lineari sono dunque le equazioni
differenziali della forma

u' = A(t)u + b(t); (11.10)

per ogni t, A(t) & una matrice, b(t) un vettore.

Osservazione 11.5. (Funzioni a valori nello spazio delle matrici). Matyyy(R)
indica l'insieme delle matrici a NV righe e NV colonne a entrate reali. Nella Lezione 3
abbiamo definito due delle principali norme di matrici, quella euclidea (Definizione
3.4) e quella operatoriale (Definizione , e abbiamo osservato che sono norme
equivalenti (Esercizio [3.9).

La definizione di continuita ¢ quella standard: una funzione A : I — Matyyn(R)
e continua in t € I se ||A(s) — A(t)||g — 0 per s — t. Si ha poi ||A(s) — A(t)||g = 0
se e solo se ||A(s) — A(t)||lop — 0.

Come accade per le funzioni a valori in RY, anche per le funzioni a valori in
Matyxny(R) la continuita ¢ equivalente alla continuita di ogni componente: A(t)
¢ funzione continua di ¢ se e solo se ogni entrata Aj;(¢) ¢ una funzione (scalare)
continua di t. La dimostrazione e identica a quella fatta in Analisi 2 per le funzioni
a valori in R,

Esercizio 11.6. (In dimensione finita tutte le norme sono equivalenti). In realta
tutte le norme in Mat v (R) (e non solo quelle euclidea e operatoriale) sono equi-
valenti, perché Maty, y(R) € uno spazio vettoriale di dimensione finita. Questa e
una proprieta generale degli spazi vettoriali, non ha a che fare, in particolare, con
le matrici.
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Dimostrare che, dato un qualsiasi spazio vettoriale V' su R di dimensione N, e
date due norme qualsiasi || ||4, || ||z su V, esse sono equivalenti.

Suggerimento: fissare una base vy,...,uy di V; per v = > v € V, con
1, ...,y € R, definire [|v|%, := > 27}; dimostrare che || ||g,v ¢ una norma in V; sia
| ||a una qualsiasi norma su V: dimostrare che esiste M tale che [[v]|a < M||v||gv
per ogni v € V; dimostrare che U'insieme J := {|[v||4 : v € V, |[v|]|gy = 1} ha
inf J = ¢ > 0; dedurne che ||v]|4 > ¢||v||g,v per ogni v € V; quindi ogni norma || ||4
¢ equivalente a || || g,v; concludere.

Definizione 11.7. (Equazioni lineari omogenee/non omogenee). Per b = 0, I'equa-

zione (|11.10f) diventa
u = A(t)u, (11.11)

e si dice equazione lineare omogenea. L’equazione ((11.10)) si dice non omogenea; in
tal caso, 'equazione ([11.11]) & la sua equazione omogenea associata; b(t) & il termine
non omogeneo dell’equazione.

Lemma 11.8. (Esistenza globale per equazioni lineari). Sia I C R intervallo,
AT — Matyxn(R), b: I — RN, con A,b continue. Per ogni (ty,y0) € I x RN
esiste, ed ¢ unica, e di classe C*, la soluzione massimale del problema di Cauchy

u' = A(t)u+b(t), ulty) = yo;
tale soluzione ¢ globale, cioe ¢ definita in tutto lintervallo I.

Dimostrazione. 11 campo vettoriale f(t,y) = A(t)y + b(t) soddisfa le ipotesi dei
teoremi di esistenza e unicita locale, del prolungamento massimale, e di esistenza

globale (si ha infatti | f(t, )| < |A®®)||y| + [b(t)]). O

Equazioni omogenee. Vediamo alcune proprieta delle equazioni omogenee
uw = A(t)u, basate principalmente sull’algebra lineare.

Teorema 11.9. (Le soluzioni di un’equazione lineare omogenea formano uno spazio
vettoriale). Sia I C R wun intervallo, e sia A : I — Matyxn(R) una funzione
continua. Sia

S:={uec CI,RY): u/(t) = A(t)u(t) Vte I}

Uinsieme delle soluzioni dell’equazione lineare omogenea u' = A(t)u. Allora

(1) Uinsieme S € uno spazio vettoriale su R, di dimensione N;

»

(i7) per ogni ty € I, la mappa di “valutazione in to” che a ogni elemento u € S

associa il suo valore all’istante t,
g 0 S — RN w6, () = ulty),

¢ lineare e biiettiva (isomorfismo di spazi vettoriali);
(iii) per ogni ty € I, Uinversa di &y, ¢ la mappa ®; : RN — S che a ogni vettore
yo € RY associa la soluzione del problema di Cauchy

"= At
v = At (11.12)
u(to) = yo;

®,, ¢ lineare e biiettiva (isomorfismo di spazi vettoriali), e si ha

q)to(5to (U)) =u Yué€E S, 5150((I)t0(y0)) =Y Vyo € RN (1113)
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Dimostrazione. (i) Seu,v € S, A € R, allorau+v € S, \u € S (verifica immediata);
quindi S € uno spazio vettoriale su R. Resta da provare che ha dimensione V.
(7i) Se u,v € S, A € R, si ha banalmente

Oy (u +v) = (u+v)(to) = ulto) + v(to) = 1, (u) + 9ty (v),
3y (Au) = (M) (to) = Au(ty) = Aoy, (u),

quindi dy, ¢ una mappa lineare. Se 0y (u) = &, (v), allora u,v sono soluzioni della
stessa equazione differenziale e coincidono in ty, dunque coincidono in tutto 'inter-
vallo I (Corollario |3.15)); quindi dy, ¢ iniettiva. Dato yo € RY, sia u la soluzione del

problema di Cauchy ; u € S (Lemma e 0y (u) = u(ty) = yo, quindi dy,
¢ suriettiva.

(iii) Sia yo € RY; @y (yo) & la soluzione del problema di Cauchy (11.12), e
all’istante ¢y vale yo: questo prova che dy, (P, (v0)) = yo. Siau € S. Allora u & I'unica
soluzione del problema di Cauchy che all’istante ¢y vale u(ty), cioe u = Py (s, (u)).
Abbiamo provato (11.13). Da segue che @, ¢ biiettiva e d;, ¢ la sua inversa;
da e dal fatto che &, sia lineare segue che ®; & lineare (in alternativa, si
puo anche dimostrare direttamente che ®;, ¢ lineare).

(7) Infine S ha dimensione N perché @, ¢ isomorfismo di spazi vettoriali. ]

Definizione 11.10. (Funzioni linearmente indipendenti). Sia I C R un interval-
lo, e siano uq,...,u, funzioni da I a valori in RY. Diciamo che uq,...,u, sono
linearmente indipendenti se sono linearmente indipendenti come funzioni in I, cioe
se 'unica loro combinazione lineare che da la funzione identicamente nulla su I e
quella a coefficienti tutti nulli, cioe se gli unici numeri reali A{,...,\, € R per cui
si ha

sono Ay =...= A\, =0.

Lemma 11.11. (Soluzioni linearmente indipendenti e valutazione). Sia I C R un
intervallo, A : I — Maty«n(R) una funzione continua, n € N, e siano uy, ..., u,
soluzioni dell’equazione lineare omogenea u' = A(t)u in I. Sono equivalenti:

(1) Uy, ..., un SOno soluzioni linearmente indipendenti;

(i1) per ognit € I, ui(t),...,u,(t) sono vettori linearmente indipendenti di RY;
(i13) per un certo ty € I, ui(ty), ..., un(to) sono vettori linearmente indipendenti di

RY.
Dimostrazione. (i) = (ii). Siano uq,...,u, € S linearmente indipendenti. Per
ogni t € I, la mappa & : S — RY & isomorfismo di spazi vettoriali, quindi
8¢(u1), ..., 0 (uy) sono vettori linearmente indipendenti di RY.

(7i) = (di7). Ovvio.

(iii) = (i). Siano uy(ty), ..., un(tp) vettori linearmente indipendenti di RY. Per
ogni i si ha u; = @, (6y, (u;)) = Py, (ui(tg)); la mappa @y, : RY — S & isomorfismo
di spazi vettoriali, quindi uq, ..., u,, sono linearmente indipendenti in S. O

FEsempio. L’equazione lineare (11.11]) in dimensione N = 2 con matrice

Alt) = (_01 (1)) (11.14)
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¢ 1l sistema
=y,
{ , (11.15)

dove abbiamo indicato u(t) = (x(t),y(t)). Come osservato nella Lezione 1, le
soluzioni sono le funzioni

(x(t)) _ < cpcost + cysint ) e eR (11.16)

—c1sint 4 cpcost
Le soluzioni

—sint cost

w(t) = ( cost > D wa(t) = (Smt> (11.17)

sono linearmente indipendenti: si ha Aju;(t) + Ayuz(t) = 0 per ogni ¢t € R se e solo
se

Arcost + Apsint =0
—Aysint 4+ A\gcost = 0,

cost sint Ay (0
(— sin ¢ cost) ()\2) - <O> ’ (11.18)

e questo e vero se e solo se (A, A\y) = (0,0) perché per ogni t € R la matrice in
(11.18]) & invertibile (ha determinante = 1).

cioe se e solo se
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12 Lezione 12

Definizione 12.1. (Matrice wronskiana, determinante wronskiano). Sia I C R
intervallo, A : I — Matyyny(R) funzione continua. Siano uy, ..., uy soluzioni del-
I'equazione lineare omogenea v’ = A(t)u in I. Si chiama matrice wronskiana la
matrice

M) = (w(t) ... un(t))

che ha ug(t) come k-esima colonna; si chiama determinante wronskiano il suo deter-
minante.

Esempio. La matrice in (11.18) & la matrice wronskiana delle soluzioni ((11.17));
il determinante wronskiano ¢ = 1 per ogni ¢t € R.

Lemma 12.2. (Teorema del wrosnkiano). Sia I C R un intervallo, e sia A : I —
Maty«n(R) una funzione continua. Siano uy, ..., uy soluzioni dell’equazione lineare
omogenea v = A(t)u in I, e sia W (t) il loro determinante wronskiano.

Se uy,...,uy sono soluzioni linearmente indipendenti, allora W (t) # 0 per ogni
t € I; se invece uy,...,uy sono soluzioni linearmente dipendenti, allora W(t) = 0
per ogni t € I.

Dimostrazione. Conseguenza diretta del Lemma [11.11] O]

Osservazione 12.3. (Il determinante wronskiano ¢ CY(I) e ha segno costante).
II determinante wronskiano W (t) & una somma di prodotti delle componenti dei
vettori u;(t), ..., un(t), che sono funzioni di classe C'(I), vedi Lemma [11.8); quindi
il determinante wronskiano ¢ una funzione C*(7).

Dal Lemma [12.2] e dalla continuita di W(t) segue allora che W(t) ha segno
costante: si ha

W (t) > 0 per ogni t € I, oppure

W (t) < 0 per ogni t € I, oppure

W(t) =0 per ognit € I.

Lemma 12.4. (Equazione differenziale della matrice wronskiana). Sia I C R un
intervallo, e sia A : I — Matyxn(R) una funzione continua. Siano uq,...,uy
soluzioni dell’equazione lineare omogenea u' = A(t)u in I, e sia

M) = (u(t) ... un(t))

la matrice wronskiana di uy, ..., uyn. Allora M(t) é soluzione dell’equazione differen-
ziale (matriciale)

M'(t) = A(t)M(t).
Questo significa che, detta M;(t) Uentrata di posto (j,k) (j = riga, k = colonna)
della matrice M(t), la sua derivata M, (t) e uguale all’entrata di posto (j,k) della
matrice prodotto A(t)M(t) (prodotto righe per colonne), cioe

N
) = Ap(O)Mu(t) Vtel, Vjk=1,.,N.
/=1
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Dimostrazione. Si ha

Abbiamo usato questa semplice identita di algebra lineare: se A, B sono matrici, e
b1, ..., by sono le colonne di B, allora Aby, ..., Aby sono le colonne di AB. O

Esercizio 12.5. (Equazione differenziale del determinante wronskiano e formula
di Liowville). Si assumano le ipotesi del Lemma [12.4] e sia W (t) = det M(¢) il
determinante wronskiano.

Dimostrare che W (t) ¢ soluzione dell’equazione differenziale (scalare)

W'(t) = (Tr A(t)) W (t) (12.1)

dove Tr A(t) = Ay1(t) + ... + Ann(t) ¢ la traccia della matrice A(t).
Dalla (12.1]), ricordando (4.3]), si ottiene immediatamente la formula di Liouville

W(t) = Wi(ty) exp (/t Tr A(s) ds).

to

Un suggerimento per dimostrare (12.1)): scrivere W(t) usando la formula di
Leibniz per il determinante.

Definizione 12.6. (Matrice risolvente). Sia I C R intervallo, A : I — Matyxn(R)
funzione continua. Sia ty € I. Per ogni k = 1, ..., N, sia uy, la soluzione del problema
di Cauchy

{u§~C = A(t)uy,

ug(to) = ex,

dove ey, & il k-esimo vettore della base canonica di RV (cio¢ la k-esima colonna della
matrice identita I). La matrice wronskiana delle soluzioni uy, ..., ux si dice matrice
risolvente, e si indica R(t,t).

Osservazione 12.7. (Problema di Cauchy della matrice risolvente). La matrice
risolvente e 'unica soluzione del problema di Cauchy (matriciale)

{M’(t) = A(t)M(t) (12.2)

E soluzione dell’equazione perché e una matrice wronskiana; in t; coincide con la
matrice identita per costruzione. Inoltre la soluzione di ((12.2)) ¢ unica perché, se
B(t), M(t) sono due soluzioni, allora, per ogni € RY, si ha M(t)z = B(l)x,
essendo entrambe soluzione del problema di Cauchy u' = A(t)u, u(ty) = .
Indicando R(t,ty) la matrice risolvente, il problema di Cauchy si riscrive

{atR(t, to) = A(t)R(t, 1), (12.3)

Rlto,to) = I.
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Il prossimo lemma giustifica il nome della matrice risolvente.

Lemma 12.8. (La matrice risolvente da la soluzione del problema di Cauchy). Sia
I C R intervallo, A : I — Matyxn(R) funzione continua. Sia R(t,ty) la matrice
risolvente (Definizione . Per ogni vy € RY, la soluzione u del problema di

Cauchy
u = A(t)u
o™ 2

¢ la funzione
u(t) == R(t,to)yo,

data dal prodotto righe per colonne della matrice risolvente R(t,ty) per il vettore yq.

Dimostrazione. Indichiamo M (t) = R(t, to) la matrice risolvente. Siau(t) := M ()yo.
Allora

u'(t) = M'(t)yo = A()M(t)yo = A(t)u(t), u(te) = M(to)yo = Iyo = v,
quindi u(t) = M (t)yo ¢ la soluzione del problema di Cauchy. O

Lemma 12.9. (Proprieta della matrice risolvente). Sia I C R intervallo, A : I —
Matywn(R) funzione continua. Per ognit,o,s € I, la matrice risolvente soddisfa

R(t,0)R(0,s) = R(t, s). (12.5)
Per ognit,s € I, R(t,s) ¢é invertibile e la sua inversa é
R(t,s)"' = R(s,1). (12.6)

Inoltre
R(t, S) = 5,5 o) ®s (127)

dove 0y, g sono gli isomorfismi definiti nel Teorema [11.9.

Dimostrazione. La funzione u(t) = @ (yo)(t), t € I, & la soluzione del problema di
Cauchy (|12.4). Per ogni to,t, € I, dal Lemma [12.8, R(t1,%9)yo ¢ la soluzione del
problema di Cauchy ((12.4) valutata all’istante ¢;, cioe

R(t1,t0)yo = u(t1) = Py (o) (t1) = 01, (P, (y0))-

Questo prova la formula (12.7)).
Dalla (12.7)), ricordando che ®, o, e 'identita (vedi (11.13))), si ha

R(tv O-)R<O-7 S)yO = 5t(q)a(5a(q>s(y0))))
(I)s

= 0u(Ps (%))

= R(ta S)yOa
cioe (12.5)). Prendendo t = s nella (|12.5)), e ricordando che R(to,to) = I per ogni t
(vedi (12.3)), si ha R(t,0)R(0,t) = I per ogni t,o € I, cioe (12.6)). O

Equazioni non omogenee. Vediamo ora alcune proprieta delle equazioni
lineari non omogenee

u = At)u+ b(1). (12.8)
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Teorema 12.10. (Le soluzioni di un’equazione lineare non omogenea formano uno
spazio affine). Sia I C R un intervallo, e siano A : I — Maty ny(R), b: [ — RY
funzioni continue. Sia up : I — RN una soluzione dell’equazione non omogenea

(12.8), cioe

Wp = A(t)up +b(t) Vel

Sia S (come definito nel Teorema lo spazio vettoriale delle soluzioni dell’equa-
zione omogenea u' = A(t)u,

S={u:I =R :u =A(t)u Vtel}

Allora le soluzioni dell’equazione non omogenea u' = A(t)u + b(t) sono le funzioni
u=up -+ v con v soluzione dell’omogenea associata, cioe

{u: T —=RY: '(t)=A)ut)+bt) Vtel} ={up+v:veS}

Dimostrazione. Sia u soluzione dell’equazione non omogenea, e sia v := u — up.
Allora
vV =u —up = A(t)u + b(t) — A(t)up — b(t) = A(t)v,

quindi v € S, e u = up +v.
Viceversa, sia v € S e sia u = up + v. Allora

u' =up+v = A(t)up + b(t) + A(t)v = A(t)u + b(t),
cioe u ¢ soluzione dell’equazione non omogenea. O]

Osservazione 12.11. (Soluzione particolare). Grazie al Teorema|12.10}, per scrivere
tutte le soluzioni dell’equazione non omogenea v’ = A(t)u + b(t) ci basta conoscere
una soluzione dell’equazione non omogenea, che negli esercizi viene spesso detta
“soluzione particolare” (la up del Teorema , e tutte le soluzioni dell’omogenea
associata.

Metodo di variazione delle costanti. Il metodo di variazione delle costanti
e una tecnica per costruire una soluzione dell’equazione non omogenea a partire da
N soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione omogenea associata.

Sia I C R un intervallo, e siano A : I — Maty,n(R), b : I — RY funzio-
ni continue. Supponiamo che uq,...,uy siano soluzioni linearmente indipendenti
dell’equazione omogenea u' = A(t)u.

Sia M (t) la matrice wronskiana delle soluzioni s, ..., uy (vedi Definizione [12.1)).
Cerchiamo una soluzione u dell’equazione non omogenea u' = A(t)u + b(t) della
forma

u(t) = M(t)h(t),

dove h : I — R¥ & una funzione del tempo, da determinare. Se h fosse un vettore
costante 1, allora M (t)yo sarebbe una soluzione dell’equazione omogenea; qui invece
'idea ¢ quella di far “variare le costanti”, e considerare h(t) che varia nel tempo, da
scegliere in modo che v’ — A(t)u non dia zero, ma b(t). Questa tecnica ¢ gia stata
utilizzata in dimensione N = 1 per lo stesso scopo: rivedere I'ultima pagina della
Lezione 4.
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Sia dunque u(t) = M(t)h(t); ricordando il Lemma |12.4] calcoliamo la derivata:

u'(t) = M'(t)h(t) + M ()R (¢)
= A(t)M(t)h(t) + M(t)h'(t)

= A(t)u(t) + MO ().

Cerchiamo h(t) tale che M (t)h'(t) = b(t). Poiché ug, ..., uy sono soluzioni linearmen-
te indipendenti, la matrice wronskiana M (t) ¢ invertibile per ogni t € I (vedi Lemma
12.2)). Quindi I'equazione M (¢)1/(t) = b(t) si pud riscrivere come h/(t) = M (t)~'b(t).

Scegliamo dunque
¢
h(t):/ M(s)™'b(s) ds,
to

cosicché I/ (t) = M(t)~'b(t), e otteniamo

up(t) = M(t) / M(s)"b(s) ds,

soluzione dell’equazione non omogenea. La soluzione generale dell’equazione non
omogenea si ottiene sommando le soluzioni dell’omogenea associata,

u(t) = M(1) <c+/ttM(s)_1b(s) ds), ce RV,

Se poi M(t) ¢ la matrice risolvente R(t,t), allora
M(t)M(S)il = R(ta tO)R<Sv tO)il = R(tv tO)R(t()v S) = R(ta 5)7

e u(ty) = M(to)c = R(to,to)c = c. Si trova quindi la formula

u(t) = R(t,to)u(to) + /t R(t, s)b(s)ds.

Abbiamo provato la seguente proposizione.

Proposizione 12.12. (Soluzioni dell’equazione non omogenea tramite variazione
delle costanti). Sia I C R intervallo, A : I — Matyxn(R), b : I — RY fun-
zioni continue. Supponiamo che uq,...,uy stano soluzioni linearmente indipendenti
dell’equazione omogenea v’ = A(t)u.

Sia M(t) la matrice wronskiana delle soluzioni ui, ..., uy (vedi Definizione[12.1)).
Allora le soluzioni dell’equazione non omogenea v’ = A(t)u + b(t) sono tutte e sole
le funzioni

u(t) = M(1) <c+ /t tM(s)_lb(s) ds>, (12.9)

con ¢ € RY wettore costante.
Se poi uy, ...,uy sono le soluzioni dell’equazione omogenea u' = A(t)u con dati
iniziali ug(ty) = ek, allora la matrice wronskiana M (t) é la matrice risolvente R(t, 1)

(vedi Definizione[12.0)), e le soluzioni (12.9)) si riscrivono
¢
u(t) = Rt to)ulto) + / R(t, )b(s) ds. (12.10)
to
1
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Esercizio 12.13. (Matrice risolvente e variazione delle costanti). Sia A(t) la ma-
trice ([11.14)), e si consideri la corrispondente equazione omogenea 2-dimensionale

(11.15)).

(7) Calcolare la matrice risolvente R(t,s) per ogni t,s € R.
(1) Scrivere la formula generale dell’equazione non omogenea u' = A(t)u + b(t),

cioe del sistema
z'(t) = y(t) + f(1),
y'(t) = —x(t) + g(t),

dove (f(t),g(t)) sono le componenti del termine non omogeneo b(t).

Equazioni lineari a coefficienti costanti. Vediamo ora un tipo particolar-
mente importante di equazioni lineari, quelle a coefficienti costanti, cioe quelle in
cui la matrice A(t) ¢ una matrice costante A, indipendente da ¢. Per calcolare le
soluzioni dell’equazione u' = Awu, ripartiamo dalla costruzione della soluzione come
limite della successione delle iterate di Picard, come nella dimostrazione del Teorema
2,11 di esistenza e unicita locale.

Lemma 12.14. (Soluzione dell’equazione v’ = Au tramite iterate di Picard). Sia
A € Matyyn(R) una matrice, yo € RN. La soluzione del problema di Cauchy

/: A
{u o (12.11)

u(to) = yo

¢ definita in R ed é la somma della serie di funzioni

(e 9]

1
Z nl

n=0

Tale serie converge totalmente in [to — r,tg +r| per ognir > 0. La successione delle
sue somme parziali € la successione delle iterate di Picard del problema (12.11)).

Dimostrazione. La successione (u,) delle iterate di Picard di (12.11)) & definita

ricorsivamente come
t
uo(t) = vo,  Uns1(t) =yo + / Auy,(s)ds, neN.
to

In modo diretto calcoliamo
1
Ul (t) =Yy + (t — tQ)AyQ, U2<t) =Y+ (t — to)Ayo + §<t — t0)2A2y0,

e, per induzione,

1
un(t) =y — (= to)*A*yo,  Vn e N.
k=0

Si ha poi |Ayo| < |Al|yo|, dove |A| & la norma euclidea della matrice A (vedi Lemma

. Per induzione,
|AFyo| < |A["|yo| VE €N.
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Quindi per ogni r > 0, per ogni t € [ty — r,to + ] si ha
k A|
k!

1 T k
(t— to)kAkyo < [Y0]-

k!
Dunque u,(t) € la somma parziale di una serie che converge totalmente, e quindi
uniformemente, in [ty — r,to + 7|, per ogni r > 0. Sia wu(t) il limite di u,(t); la
convergenza uniforme permette il passaggio al limite sotto il segno di integrale, da
cui segue che

¢
u(t)zyo—i-/ Au(s)ds Yt € [to—rto+r], Vr >0,

to
cioe u ¢ soluzione del problema di Cauchy (12.11]), ed ¢ definita in ogni t € R.  [J

In analogia con il caso scalare, motivati dalla formula ((12.12]), definiamo I’espo-
nenziale di una matrice come serie di potenze. Prima della definizione, facciamo
qualche osservazione sulla norma del prodotto di matrici. Ricordiamo che la norma

euclidea |Alg e quella operatoriale |A|., di una matrice A sono state definite nelle
Definizioni 3.4 e 3.7

Lemma 12.15. (Norme di matrici). (i) Per ogni A € Matyxy(R), sia la norma
euclidea che quella operatoriale soddisfano la disuguaglianza per il prodotto matrice

per vettore
Az <|Aloplz], Az < |Alglz| Vo e RY.

(17) Per ogni A, B € Maty.ny(R), sia la norma euclidea che quella operatoriale
soddisfano la disuguaglianza per il prodotto di matrici

|AB|0p < |A|0p|B|0pa |AB|E < |A|E|B|E

(1ii) Per ogni A € Maty«n(R), per ogni n € N, sia la norma euclidea che quella
operatoriale soddisfano la disuguaglianza per la potenza di matrice

A% |op < |4 A" e < [Alg.

op’
Dimostrazione. (i) La disuguaglianza con la norma euclidea ¢ stata dimostrata nel
Lemma [3.5] Per ogni z # 0 si ha |Az|/|z| < |Alop per definizione di |Alop; quindi
|Az| < |Alop|z| per z # 0. Per x = 0 la disuguaglianza ¢ banalmente vera.

(71) Applicando (i) due volte, per ogni z si ha

|ABz| < [Alop|Bx| < [Alop| Blop|,
da cui
|ABz|
| ]
Passando al sup su x # 0 si ottiene |AB|op < |Alop|Bop-

Per provare la disuguaglianza con la norma euclidea, indichiamo b5 la k-esima
colonna di B, e osserviamo che Aby ¢ la k-esima colonna di AB. Quindi

[ABJg =Y [T < Y AR = AR D lbel* = [AZ] B2
k k k

< |Alop| Blop  Va #0.

(4i) Per induzione, usando (i7). O
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Definizione 12.16. (Esponenziale di matrice). Sia A € Matyyy(R). Definiamo
esponenziale della matrice A la matrice

— 1
e = exp A= g — A" (12.13)
n!
n=0

Osservazione 12.17. (Convergenza della serie esponenziale). Dal Lemma
(#ii), il termine generale della serie ha norma |A™/nl|g < |A|E/n!, quindi la
serie ¢ di Cauchy, e quindi converge in Matyx(R): la definizione di exp A & ben
posta. Inoltre, per ogni n,

"\ 1 "1 "\ 1
L oqk oAk LAk
‘Zk!A ‘E = Z‘k!A ‘E = Zk!WE’
k=0 k=0 k=0
e lo stesso vale con la norma operatoriale; passando al limite, si ha

|€A|E < 6|A|E7 |€A|Op < elAlop
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13 Lezione 13

Lemma 13.1. (La matrice esponenziale ¢ la matrice risolvente di v’ = Au).
(1) La soluzione del problema di Cauchy (12.11)) ¢

u(t) = et 4y,

(13) La matrice esponenziale exp((t — to)A) ¢ la matrice risolvente R(t,ty) del-
I’equazione omogenea u' = Au,

etA = R(t ty), Vit ty € R.
(7i1) La matrice esponenziale soddisfa
A (t)a (t—to)A _ (t—to)A
— VTR = AT = TR A
dt
ed ¢ l'unica soluzione del problema di Cauchy M'(t) = AM(t), M(ty) = I.
Dimostrazione. (i) Conseguenza della formula (12.12)) e della definizione di espo-
nenziale di matrice.
(i4) Conseguenza di (i) e del Lemma [12.8|

(791) La prima identita ¢ conseguenza di (ii) e dell’Osservazione [12.7; la seconda
segue dal fatto che per ogni n si ha

(Z S (t—ty ’“A’“) Z St —t) A = (ki ;‘ (t — to)’“A’“>A

e, passando al limite per n — oo, si ha la tesi; I'ultima affermazione segue dall’Os-
servazione [12.7 ]

Vediamo ora come calcolare I'esponenziale di una matrice A € Maty.n(R),
partendo dai casi piu semplici e arrivando al caso piu generale.

Matrice diagonale. Il caso piu semplice ¢ quello in cui A € una matrice
diagonale,
A1
A= , AL, ..., Av €R. (13.1)
AN

In tal caso si prova per induzione che
A" = , neN,

e si calcola facilmente la somma della serie esponenziale,

e(t—to))\l

<1
(t—to)A ~(t — to)" A" = . . 13.2
et =% . (13.2)

n=0 e(t—to))\]\r
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Calcolo indiretto. Si puo arrivare alla formula anche in un modo piu
indiretto, risolvendo il problema di Cauchy invece che calcolando la somma della
serie esponenziale: dette uq, ..., uy le componenti di u, I'equazione omogenea v’ = Au
e il sistema di N equazioni scalari disaccoppiate

u’l = )\1U1

/
Uy = )\NUN,

le cui soluzioni sono ug(t) = cpe*t, ¢, € R. Dette yor, ..., yon le componenti del
vettore yo € R, il problema di Cauchy

u = Au
u(to) = Yo

corrisponde a N problemi di Cauchy scalari disaccoppiati,

u1(to) = Yo un(to) = yon
la cui soluzione &
(75} (t) e e(t*to))\lyol7 . uN(t) — e(t*tQ)ANyON'

D’altra parte, dal Lemmall2.8] u(t) = R(t,to)yo, quindi abbiamo calcolato la matrice

risolvente

e(t*tO)Al

R(t,t;) = : (13.3)

e(t*to)/\N

infine, come osservato nel Lemma [13.1] la matrice risolvente coincide con ’esponen-
ziale di matrice, che € dunque la matrice ((13.3]).

Matrice diagonalizzabile con autovalori reali. Il secondo caso piu semplice
¢ quello in cui ci possiamo ricondurre ad una matrice diagonale reale (come in (13.1]))
tramite un isomorfismo (cambio di base) dello spazio vettoriale RY.

Supponiamo che A sia diagonalizzabile, con autovalori reali: questo significa
che esiste una matrice invertibile V' € Matyyn(R) e una matrice diagonale D €
Maty« v (R),

A1
D= , AL Av ERY (13.4)
AN

tali che
AV =V D. (13.5)

Per proseguire con il calcolo della matrice esponenziale ci serve 1’osservazione se-
guente.

Lemma 13.2. (Esponenziale e coniugato). Siano M, B € Matyxn(R), con M
invertibile. Allora
exp(M'BM) = M~ exp(B)M.
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Dimostrazione. Per ogni n € N si ha
(M~ 'BM)™ = M~'B"M. (13.6)

L’identita ([13.6) si prova facilmente per induzione; il punto ¢ che tutti i fattori
M, M~! nel prodotto si cancellano eccetto il primo e 1'ultimo:

(M*BM)" = (M 'BM)(M*BM)---(M*BM)
= M 'B(MM YBMM YB---(MM~"BM
= M'B"M.

Quindi per ogni n si ha

e passando al limite per n — oo si ha la tesi. O

Usando Didentita (13.5)) e il Lemma [13.2] si ha

exp((t — to)A) = exp((t — to)VDV ™)
=exp(V(t —ty)DV 1)
= Vexp((t —to) D)V,

e 'esponenziale exp((t —ty)D) ¢ la matrice diagonale diag(et—t)*1 . e(t=t)AN) che
abbiamo calcolato in (13.2]) e ((13.3)).

Calcolo indiretto. Anche in questo caso possiamo ottenere exp((t — ty)A) calco-
lando la matrice risolvente dell’equazione v’ = Awu, invece che calcolare la somma
della serie esponenziale. Risolviamo 'equazione differenziale per sostituzione: sia

u(t) = Vo(t).
Dalla , si ha
u'(t) =Vo'(t), Au(t) = AVu(t) = VDo(t),
quindi, moltiplicando a sinistra per V!, 'equazione v’ = Au si riscrive
v' = Dw. (13.7)
La condizione iniziale u(ty) = yo diventa
v(te) = V1. (13.8)
La soluzione del problema di Cauchy - e
o(t) = PV Iy,
da cui

u(t) = Vo(t) = Vel 0Dy =1y,
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Dal Lemma [12.8] questo significa che Ve®=%)PV =1 & la matrice risolvente dell’e-
quazione u' = Au; come osservato nel Lemma ¢ anche la matrice esponenziale

exp((t —to)A).

Matrice reale 2 x 2 con autovalori complessi coniugati. Un altro caso
importante e quello di dimensione N = 2 in cui la matrice A ¢ della forma

A:(g _5>, a,BER, (13.9)

«

con 5 # 0 (per f = 0 torniamo al caso, gia trattato, di matrice reale diagonale). I
suoi autovalori sono i numeri complessi coniugati o + if3.
Indichiamo (x(t),y(t)) le componenti di u(t); 'equazione v’ = Au &

@)-G )0

{m’ = ax — By

cioe
. (13.10)
y = Br + ay.

Un primo modo di risolvere il sistema e il seguente: ' = ax — By & un’e-
quazione lineare non omogenea nell’incognita x, con termine non omogeneo —[3y;
similmente, iy = ay 4+ Sz & un’equazione lineare non omogenea nell’incognita y, con
termine non omogeneo [Sx. Possiamo dunque procedere in analogia a quanto visto
per le equazioni (scalari) lineari non omogenee, seguendo l'idea della variazione delle
costanti: consideriamo il cambio di variabile

z(t) = e¥E(t), y(t) =e™n(t),
cosicché il sistema ([13.10)) riscritto nelle nuove incognite £(t), n(t) diventa
[ —
5, =0 (13.11)
= B¢

(verificare che, facendo la sostituzione, si ottiene ((13.11))). Derivando la prima
equazione di (13.11]) e usando la seconda equazione per sostituire 7/, troviamo

&'+ g =0. (13.12)

Abbiamo osservato nella Lezione 1 che sin(5t), cos(/5t) sono soluzioni dell’equazione
(113.12)); poi n = =&/, e dunque abbiamo due soluzioni linearmente indipendenti

del sistema (([13.11]):

n(t) sin(ft) )’ n(t) — cos(5t)
Sappiamo dal Teorema che le soluzioni del sistema ((13.11)) formano uno spazio
vettoriale su R di dimensione 2, quindi le soluzioni di ({13.11]) sono tutte e sole le

combinazioni lineari delle due soluzioni (|13.13)). Possiamo dunque tornare a x,y, e
otteniamo tutte le soluzioni del sistema ({13.10)):

() = (S50 (0 cem nag
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Un altro modo, istruttivo e piu rapido, di risolvere il sistema ([13.10)) utilizza i
numeri complessi. Sia

2(t) = x(t) +ay(t), ~v:=a+1if.
Si ha dunque
7 =a'+iy = (ax — By) +i(Bzr + ay) = (e +if)(z + iy) = vz,
e il sistema reale diventa la singola equazione complessa
2(t) = vz(t). (13.15)

L’esponenziale complesso e soddisfa

%ew =" VteR, yeC. (13.16)

L’identita (|13.16f) si puo dimostrare a partire dalla serie che definisce ’esponenziale

complesso, € := Y "> | %z”, oppure, piu semplicemente, ricordando che

et = e otA — o (cos(Bt) 4 i sin(St))

e osservando che

d vt __ d at e

priti %{e (cos(Bt) + isin(ft))}
= ae®(cos(Bt) + isin(Bt)) + e*(—Bsin(Bt) + i8 cos(Bt))
= (a+iB)e*(cos(Bt) + isin(St))

= ve.

Dunque le funzioni

(t) =ce”, ceC, (13.17)
sono soluzioni dell’equazione (|13.15). Torniamo a scrivere tutto con parte reale
e immaginaria: z(t) = z(t) + iy(t), v = a + i3, e = e*(cos(ft) + isin(ft)),
¢ = a + b, e otteniamo la stessa formula per le soluzioni reali del sistema
. Abbiamo usato i numeri complessi per fare i calcoli, e siamo arrivati alla

formula ([13.14)) in cui tutto e reale.
La soluzione del problema di Cauchy di equazione ([13.10)) e dato iniziale

-

= 13.18
(Z/(%) Yo ( )
si ottiene imponendo la condizione iniziale (|13.18]) nella formula (|13.14]) delle solu-
zioni: si calcola

c1 = e~ cos(Bty)xo + e~ sin( Bty )yo,

ey = e~ sin(Bty)xe — e~ cos(Bto)yo,
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e dunque

z(t) = e(t=to) [CoS(ﬁt) cos(Stg) + sin(5t) sin(ﬁto)}ﬂio
+ eo(t=to) [ cos(ft) sin(Bto) — sin(Bt) cos(Bto)] yo
) con(5(t — to)hay — ¢ sm(B( o)),
y(t) = ") [sin(3t) cos(Bto) — cos(Bt) sin(Stg)] zg
+ =10 [sin(Bt) sin(Bto) + cos(Bt) cos(Bto)] o
= =) in(B(t — to))wo + ) cos(B(t — to))yo,

cioe
z(t)\ (et cos(B(t —ty))  —eEOsin(B(t — 1))\ (o (13.19)
y(t)) — \ e sin(B(t —ty))  e*) cos(B(t —to)) Yo,/ '
Abbiamo dunque calcolato la matrice risolvente, che e anche la matrice esponenziale:

o4 _ (€T cos(B(t —to))  —e* T sin(B(t — o))
e( JA (ea(tto) sin(ﬁ(t _ t(()))) ea(t—to) COS(ﬁ(t . to(;) ) . (13.20)

I calcoli che portano alla (|13.20) diventano pitt semplici usando i numeri com-
plessi (si usano esponenziali e scalari invece di seni, coseni e matrici): ritorniamo
alla formula (13.17), cioe z(t) = ce, delle soluzioni complesse, e imponiamo la
condizione iniziale complessa
dove zy := xg + 1yp. Troviamo

c=e Mz,
da cui otteniamo
2(t) = eYtt) 5, (13.22)

Abbiamo calcolato la soluzione complessa z(t) del problema di Cauchy (scalare, com-

plesso) (13.15)-(|13.21)). A questo punto possiamo scrivere z(t), 7, zo come x(t)+iy(t),
a4+, ro+1iyy e, uguagliando parte reale e parte immaginaria nella formula ((13.22]),

otteniamo le soluzioni reali z(t),y(¢) in (13.19), e quindi otteniamo la matrice

esponenziale ([13.20)).
Notiamo anche che, rimanendo in C, da ([13.22)) si vede che la matrice risolvente e

lo scalare complesso e7*=%): se consideriamo la mappa di moltiplicazione complessa
C o C, z+— etttz

la matrice che la rappresenta come applicazione da R? a R? rispetto a parte reale e

parte immaginaria e proprio la matrice (13.20)); la matrice A in ((13.9) rappresenta
la moltiplicazione per il numero v = a + if3.

Blocco di Jordan di autovalore reale. Consideriamo A € Matyn(R) della
forma

Al
Al
. AeR. (13.23)
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La matrice A ¢ la somma

A=)N+7

dove I € Matyyny(R) ¢ la matrice identita e Z ¢ la matrice che ha 1 sopra la
diagonale principale e 0 altrove, cioe nel posto (7, k) (riga j, colonna k) si ha

1 sek=j+1
ij:{ sek=J+L Sk _1 ... N

0 sek#j+1,
Dunque
al 1 sek=7+2
(Z%) 0 = ZZJ'EZM - { 7 Jk=1,...,N, (13.24)
p 0 sek#j+2,
e, per induzione,
N 1 sek=75+p
ZP) i = 7PNy Ty = B ’ i k=1,...,N. 13.25
(ZP) jk ;( )it Zuk {0 se k£ j+p. J ( )

Per p = N — 1 si ha la matrice Z¥~! che ha 1 al posto (1, N) (cio¢ nell’angolo in
alto a destra) e 0 altrove; per p = N si ottiene la matrice nulla, Z% = 0, perché
k < j+ N per ogni j, k. La matrice Z & dunque nilpotente (una sua potenza e la
matrice nulla).
L’esponenziale e
esponenziali di matrice.

t=t0)A i ottiene facilmente usando la seguente proprieta degli

Lemma 13.3. (Esponenziale della somma). Siano B,C € Matyxn(R). Se le
matrici B e C' commutano, cioe se

BC = OB,

allora il prodotto (righe per colonne) delle matrici esponenziali soddisfa

Vediamo due dimostrazioni.

Prima dimostrazione del Lemmall3.3 Poiché BC = CB, per ogni t € R, per ogni
n € N si ha

n

1kk _ - 1kk:
HtBC—CZHtB,
k=0

k=0
da cui, passando al limite,
eBC = Ce'P. (13.26)

Dal Lemma [13.1], e!B¥) & 'unica soluzione del problema di Cauchy (matriciale)

(13.27)

M'(t) = (B + C)M(t),
M(0) = I.
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Dalla (13.26)), il prodotto di matrici P(t) := e'Pe!¢ soddisfa

Pl(t) (etB)/ tC+e ( tC)/
_ B@tB tC+€tBC€tC

:BetB tC+CetB tC (B+O) ()

e P(0) = I. Quindi P(t) ¢ soluzione di m da cui e!B+C) = tBetC per ogni t.
In particolare, per t = 1 si ha e#7¢ = eBeC. Infine eB1C = CF8 = ¢CeB, H

Seconda dimostrazione del Lemma[13.3. Poiché BC = OB, le potenze della matrice
B + C soddisfano la classica formula delle potenze del binomio per gli scalari:

(B+C)B+C)=DB*+BC+CB+C?=B*>+2BC + (C”

e, per induzione,

(B+0O)* EZ: ( )B’f(]f—’“. (13.28)

k=0

Per ogni n, riunendo in un’unica parentesi tutti i termini B*C7 con lo stesso grado
k + j = ¢ di omogeneita, e ordinando per ¢ crescente, si ha

(Zk.Bﬁ(Z i)
:(I+B+%BQ+...+%B")(I+C+%Cz+...+$0’l)

1 1 1 1 1 1
=I+(C+B)+ (—02 + BC + —B2> + (—'C"’ + —302 + —BQC + —B3>

2 3l
LT - I ,
oot (o ST e A + B
1 n 1 n— 1 n— 1 n
+(—BC F BT o B O B c)
<ﬁBQC —3!(n_1)!33c 1+...+—(n_1)!3,3 1C3+‘—2‘B 02)
1 n— n 1 neIn— 1 nem
+.o 4+ <—(n—1)!n!B ye +—n!(n—1)!B C 1) + BT
cioe
"1 "1
(X w8)(2 5¢)
n 1 - 2n 1
:Z<Z—k!(£_k)13ko‘f J+ 3 ( Z e “). (13.29)
\f:O k=0 , f:n—&—l k=f—n ,
Sn ps



Usando il Lemma [12.15] e il fatto che, per £ =n+1,...,2n, si ha [¢ —n,n] C [0, /],
la norma (euclidea o operatoriale) |r,| della somma 7, in (13.29) si stima con

SESSDS T B

En—i—lk@n

_zg, Z,M BBl

l=n+1 k=0—n

< ZaZm BBl

l=n+1
1 o= 1 ;
- Yipirioy s 3 Lesi+icny,
{=n+1 {=n+1

e 'ultima serie tende a zero per n — 00, essendo la differenza tra la serie esponenziale
elBIHICh = 570 L(IB] +|C|)* e la sua somma parziale Y ,_, %(|B| + |C|). Dunque

laé § ) )
(5455 0) - S e o

con 1, — 0; passando al limite per n — oo otteniamo ePe’ = eB+C, O

Torniamo al calcolo dell’esponenziale della matrice A = A+ Z in (13.23]). Poiché
I ¢ Z commutano (e quindi anche (t — tg)Al e (t — tp)Z commutano), dal Lemma

13.3si ha

e(tfto)A — e(tfto))\fe(tfto)z.

La matrice (t — to)AI ¢ diagonale, e il suo esponenziale ¢ la matrice diagonale con
elt=t)* sulla diagonale (vedi (13.2)). La matrice Z & nilpotente, con ZV = 0, quindi
la sua serie esponenziale ¢ la somma finita

[e%9) 1 N—-1 1
t to) n n o __ (4 nrzn
o) Zﬁt—t Z Zn'(t to)" 2",
n=0 n=0
e, ricordando (|13.25]), si ha
—tn)2 4 \N-1
1 (t - tO) u ;0) (t(]\tf(fl)v
1 (t —to) :
elt=t)Z — 1 N T G I (13.30)
2
(t —to)
1

Dunque (scriviamo s al posto di t — ¢g)

e)\s Se)\s §€>\S (}gVN__ll)! 6/\s
e)\s Se/\s . :
e = . 2o | (13.31)
86)‘8
6/\s
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Blocco di Jordan reale con coppia di autovalori complessi coniugati.
Consideriamo A € Maty«n(R) della forma

B I
B I

A= (13.32)
B I,

dove B, I, sono i blocchi 2 x 2

B:(%‘f), a,B ER, B+#0; 5:(52)

Come sopra, scriviamo A come somma di una parte diagonale (qui diagonale a
blocchi) e una parte nilpotente:

A=S+H
dove
B 0 [2
B
S: y H: 0 )
I
B 0
H nel posto (j, k) (riga j, colonna k) &
1 k=j+2
jk — > j+ 7 jak:17"'aN
0 sek#j+2,

(cioe H = Z% in (13.24))). Poiché (t —t()S e (t —to) H commutano, dal Lemma [13.3]
si ha

e(tfto)A — e(t*to)se(t*to)H_
Le potenze di H soddisfano

1 k=442
(HP) =4 SCNTIE N
0 sek#j+2p,

in particolare, H? = 0 per p > N/2 (per come ¢ fatta la matrice A, la sua dimensione
N deve essere pari). Quindi

00 (N/2)-1

€(t tO)H:z%m(t_tO) H = z% E(t_t(ﬁ H 9
cioe (scrivendo s invece di (t — tp) e m invece di (N/2) — 1)
IQ SIQ %IQ e %]2
]2 SIQ :
sH _ .
IQ 8[2
I
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cioe

10s0 % =0
010s 0 % o0 =
10 s 0 % 0
010 s 0 %
1 0 s 0
el = 01 0 s
s 0
0 s
1 0
0 1
Poi
e(tftO)B
00 (t—to)B
e(tfto)S — isn — € ’ ’
n!
n=0
e(tftO)B

e la matrice e*=%)8 (che & un blocco 2 x 2) & stata calcolata in (13.20). Quindi

e cos(ft) —e™sin(ft) te* cos(ft) —te™ sin(St)

e sin(ft) e cos(ft)  te*sin(ft)  te® cos(St)
e cos(Bt)  —e™ sin(ft)
e sin(ft) e cos(ft)

tA _ (13.33)

Caso generale. Per concludere, trattiamo il caso di una matrice reale A qua-
lunque. Ricordiamo il Teorema di algebra lineare di riduzione alla forma canonica
reale di Jordan.

Teorema 13.4. (Forma canonica reale di Jordan). Sia A € Matyyn(R) una
matrice reale. Consideriamo il suo polinomio caratteristico

p(A) = det(AI — A),

che e un polinomio di grado N a coefficienti reali. Supponiamo che le sue radici siano
1 numeri reali N\, k = 1,...,7, e le coppie di numeri complessi coniugati oy, + iy,
k=1,..,q, conayg, By reali e By, # 0. Supponiamo che A\, abbia molteplicita algebrica
fr, e che ag +1i0y, ag — 18, abbiano ciascuno molteplicita algebrica gy; si ha dunque

A+ +fr+201+...+29,=N.

Allora esiste una matrice reale invertibile V- € Matyxn(R) che coniuga A ad
una matrice reale a blocchi E € Maty«ny(R),

A=VEV,
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che ha questa struttura:

F
F,
E= G
Gq
dove Fy, ..., F,. sono matrici di Jordan con autovalore reale,
A 1
A 1
Fk: s dlka:fk, ]{?:1,...,7“,
A 1
Ak
e Gy,...,Gq sono matrici di Jordan con coppia di autovalori complessi coniugats,
B, I,
B, I,
G = , dimGy=2q,, k=1,...,q,
By I
By,

con B
_ (%% Pk (10
B’“‘(ﬂk cw)’ 12‘(0 1)'

A questo punto possiamo calcolare I'esponenziale e(*~%)4: per coniugazione con
V', ricordando il Lemma [13.2] si ha

e(t—to)A — Ve(t—t())EV—]. .

Per induzione, le potenze di F rimangono a blocchi disaccoppiati, cioe

£
. Fr
E" = an , néeN,
Gy
da cui segue che
_ — 1 n g
e(tfto)Fl
e(tftQ)FT
= Qlt—t0)Gi ) (13.34)
e(t—to)Gq
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Infine 'esponenziale di ogni singolo blocco di Jordan (ad autovalore reale o com-
plesso) ¢ stato gia trattato nelle pagine precedenti.

Esercizio 13.5. Calcolare e, dove A € Matyyn € la matrice

11 ...1
A 11 ...1
1 1. 1
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14 Lezione 14

Equazioni lineari a coefficienti costanti non omogenee. Come commento
conclusivo di questa parte sulle matrici costanti, ci limitiamo ad osservare che la for-
mula di variazione delle costanti assume una forma particolarmente semplice
e utile nel caso in cui A sia matrice costante:

Proposizione 14.1. (Soluzione dell’equazione lineare non omogenea a coefficienti
costanti tramite variazione delle costanti). Sia A € Maty«n(R) una matrice costan-
te, I C R un intervallo, to € I, b: R — RN wuna funzione continua. La soluzione
del problema di Cauchy
u' = Au+ b(t)
u(to) = Yo
¢ la funzione
t
u(t) = et 4y, +/ et=94p(s)ds, tel. (14.1)
to

Dimostrazione. Come osservato nel Lemma [13.1] la matrice esponenziale elt—t)4 &

la matrice risolvente R(t,ty) dell’equazione omogenea u' = Au; applicare questa
osservazione nella formula ((12.10)). O

Osservazione 14.2. (Operazioni sul sistema di equazioni). Per calcolare le solu-
zioni di un sistema lineare u’ = Awu, invece che lavorare sulla matrice A per portarla
in forma di Jordan, si puo anche lavorare direttamente sul sistema di equazioni con
le usuali operazioni di algebra lineare (combinazioni lineari delle equazioni stesse,
per esempio “la prima equazione meno la seconda equazione”, eccetera). Vedi per
esempio il prossimo esercizio (Esercizio [14.3).

Esercizio 14.3. Calcolare le soluzioni del sistema lineare

¥ =4dxr—y
y = 9x — 2y
e scrivere la matrice risolvente.

Svolgimento. Chiaramente si puo seguire il metodo generale illustrato sopra, calco-
lando V' che coniuga la matrice
4 —1
=)

alla sua forma di Jordan, eccetera; vediamo invece come risolvere il sistema lavorando
direttamente sulle equazioni stesse.
Consideriamo la somma della prima equazione piu un multiplo della seconda,

7' +ay = (4 —y) + a(9z — 2y),
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con « fattore qualunque, che sceglieremo nel modo piu conveniente. Si ha dunque

(x + ay) = 4x — y + 9ax — 2ay
=4 +9a)r —y — 20y
=4 +9%)(x+ay) — (4 +9%)ay —y — 2ay
= (44 9a)(zr + ay) — (9a® + 6a + 1)y. (14.2)
Abbiamo aggiunto e sottratto il termine (4+9«)ay in modo da scrivere un’equazione

differenziale nell’incognita x + ay piu un resto dipendente da «; ora scegliamo « in
modo che questo resto sia nullo, cioe

9% +6a+1=0.

Fissiamo dunque o = —1/3, sostituiamo in (14.2)) e otteniamo I'equazione

(1-50) =23
T— -y = —
3Y 3Y

le cui soluzioni sono .
x(t) — gy(t) =ce', ¢ €R.

Torniamo al sistema di partenza, scrivendo %y + c1et al posto di x: otteniamo
I’equazione
Y =y +9cie.

La soluzione vy si calcola tramite la formula risolutiva delle equazioni scalari lineari
non omogenee (4.7)), oppure ripercorrendo il metodo di variazioni delle costanti:
cerchiamo y della forma

y(t) = e'h(t),
cosicché
yl _ 6th+eth/ — y+€th/;
cerchiamo h(t) tale che e'h'(t) = 9cye?, cioe W' (t) = 9cy, cioe
h(t) = 901t + Co.
Otteniamo dunque
y(t) = (9c1t + co)e'.

Ricaviamo anche z:
1
x(t) = gy(t) + el = <3clt + %2 + cl)et.

Rinominiamo, per comodita di scrittura, le costanti: ¢; = A, ¢3/3 = u. Abbiamo
trovato le soluzioni

{x(t) = (BAt+ A+ p)e, (14.3)

y(t) = (9At + 3u)et.
Possiamo subito verificare se abbiamo fatto bene i calcoli: partiamo dalle funzioni

x,y in (14.3), calcoliamo ' 4x — y,y’,9x — 2y e verifichiamo che effettivamente
¥=4dr—yey =9z —2y.
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Calcoliamo ora la matrice risolvente. La soluzione del problema di Cauchy con
istante iniziale ¢y = 0 e dati iniziali

2(0) =z,  y(0) =1y

e quella che soddisfa

y(0) = 3 = o,
cioe
/\:'IO_@a = @7
3 3

cioe, sostituendo A, p,

{x(t) = (3x — yo)te' + moe’, (14.4)

y(t) = (920 — 3yo)te’ + yoe'.

Riscriviamo le soluzioni (14.4)) come prodotto di una matrice per il vettore dei dati

iniziali,
i) = (P w25 ()

Dunque la matrice risolvente, che ¢ anche la matrice esponenziale di A, ¢

a4 [(Bt+1)e —tet
B(t,0) =" = ( 9te! (1—3t)e' )
Per un qualsiasi istante iniziale ¢y € R, si ha R(t,ty) = exp((t — to)A), quindi
_ a3t —to) + 1)e'h —(t —to)e' ™™
R(tto) = ¢ ( Ot —to)e! " (1—3(t —to))'" )
e 'esercizio € concluso. ]

Equazioni scalari di ordine piu alto. Abbiamo osservato nella Lezione 1
che ogni equazione scalare di ordine N si puo scrivere come equazione vettoriale del
primo ordine in dimensione N; questo vale in particolare per le equazioni lineari.

Definizione 14.4. (Equazioni lineari di ordine N). Un’equazione (in forma nor-
male) di ordine N nell'incognita u(t) si dice lineare se & della forma

u™ a1 (Ou™ Y 4 ap(Du” + ay (D + ao(t)u = f(2) (14.5)

per certe funzioni continue ag(t), f(t). Si dice omogenea se f = 0, non omogenea
altrimenti.

Osservazione 14.5. (Equazione lineare scalare scritta come sistema lineare del pri-
mo ordine). Se la funzione scalare u(t) € una soluzione dell’equazione ((14.5)), allora la
funzione vettoriale U(t) = (u(t),u/(t),...,u™~Y(t)) & una soluzione dell’equazione
del primo ordine in RV

U' = A(t)U + b(t) (14.6)
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dove

0 1 0
0 1 0
Alt) = o= |. @47
0 1 0
—ap(t) —ai(t) —as(t) ... —an_1(t) f(t)

Viceversa, se U(t) = (uy(t),...,un(t)) € una soluzione di (14.6)), allora u(t) = u;(t)
e soluzione di ([14.5)).
Brevemente, diciamo che 1’equazione , riscritta come sistema del primo
ordine, diventa , o che '’equazione e equivalente al sistema .
Nella corrispondenza tra e , a volte puo essere piu conveniente in-
dicare (ug,...,uy—1) le componenti di U, invece che (uq, ..., uy), cosicché in
componenti diventa

(

U,

_—~ o~

Uy
U

<

2

/ _
Un_g = UN-1

(Uy_1 = —an1(B)un—1 — ... — ar(t)us — ao(t)uo + f(t),

e u=ug, u = uy, u”" = uy, eccetera.

Tutto cio che abbiamo visto per i sistemi del primo ordine in RY vale per le
equazioni scalari di ordine N tramite la corrispondenza dell’Osservazione [I4.5] Ci
limitiamo a riformulare i risultati principali.

Lemma 14.6. (Spazio vettoriale delle soluzioni). Sia I C R un intervallo, e siano

ag, ... an_1 : I — R funzioni continue. Per ogni v € CN(I,R), indichiamo, in
breve,
Lu(t) == u™ () + any_1(OuN V@) + ...+ a ()’ () + ao(t)ult). (14.8)
L’insieme
Sy ={uec CN(I,R): Lu(t)=0 Vt eI} (14.9)

delle soluzioni dell’equazione lineare omogenea Lu = 0 € uno spazio vettoriale su R
di dimensione N.

Dimostrazione. Conseguenza dell’Osservazione e del Teorema [11.9 O

Lemma 14.7. (Funzioni linearmente indipendenti). Sia I C R wun intervallo, e
S1aM0 Uy, - - ., Uy, funzioni scalari, derivabili k volte in I. Allora uy, ..., u, (funzioni
I — R) sono linearmente indipendenti se e solo se

Uy Un,

/ /

Uu u

1 n

Uy := s Uni= :
k k
) uth)

(funzioni I — R*1) sono linearmente indipendenti.
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Dimostrazione. Supponiamo che uq,...,u, siano linearmente indipendenti, e che
MU+ ...+ A\ U, sia identicamente nulla in 1. Allora, prendendo la prima compo-

nente di ciascuna Uj, si ha \ju; +...+Au, = 0in I, e quindi Ay, ..., A, sono nulli.
Questo prova che Uy, ..., U, sono linearmente indipendenti.
Viceversa, supponiamo che Uy, ...,U, siano linearmente indipendenti, e che

MUy + ...+ M, sia identicamente nulla in /. Allora sono nulle anche tutte le
sue derivate, \ju) + ... + \u,, = 0, ecc.: quindi MUy + ...+ A\, U, = 0 in [.
Dunque Ay, ..., A, sono tutti nulli. Questo prova che uq,...,u, sono linearmente
indipendenti. [

Lemma 14.8. (Soluzioni linearmente indipendenti). Sia I C R un intervallo, e sia-
no ag, . -.,an—1 : I = R funzioni continue. Siano uq, ..., u, soluzioni dell’equazione
lineare omogenea Lu =0 in I (L definito in (14.8])). Siano

u/l(t) u7(t)
o= Ol ne=| ™Y (14.10)
() i V()

e sia A(t) la matrice in (14.7). Sono equivalenti:
(1) Uy, ..., U, sono soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione U = A(t)U;
(i1) per ognit € I, Uy(t),...,U,(t) sono vettori linearmente indipendenti di RN ;
(1ii) per un certo tg € I, Ui(ty), ..., Un(to) sono vettori linearmente indipendenti di
R
(iv) uq,...,u, sono soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione Lu = 0.

Dimostrazione. (i), (i7) e (i7i) sono equivalenti per il Lemma [11.11}; () e (iv) sono

equivalenti per il Lemma e I'Osservazione [14.5] O]
Definizione 14.9. (Matrice wronskiana, determinante wronskiano). Sia I C R
un intervallo, e siano aq,...,ayx_1 : I — R funzioni continue. Siano uq,...,uy
soluzioni dell’equazione lineare omogenea Lu = 0 in I (£ definito in (14.8))). La
matrice wronskiana di uq,...,uy € la matrice

ORI NN )

M@= | wo W . w |
N-1 N-1 o N—:l
A O O IR ()

il determinante wronskiano € il suo determinante.

Lemma 14.10. (Teorema del wrosnkiano per l'equazione Lu = 0). Sia I C R

un intervallo, e siano ag,...,an_1 : I — R funzioni continue. Siano uq,...,uy
soluzioni dell’equazione lineare omogenea Lu = 0 in I (L definito in ([14.8)). Sia
M(t) la matrice wronskiana di uy,...,uy, e sia W(t) = det M(t) il determinante
wronskiano.

Se uy, ..., un sono linearmente indipendenti, allora W (t) # 0 per ognit € I; se
invece uy, ..., un sono linearmente dipendenti, allora W (t) =0 per ogni t € I.
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Dimostrazione. Conseguenza immediata del Lemma [14.8] [

Teorema 14.11. (Le soluzioni di un’equazione lineare non omogenea formano uno
spazio affine). Sia I C R wun intervallo, e siano ag,...,an_1,f : I — R funzioni
continue. Per ogni u € CN(I,R), sia Lu la funzione definita in (14.8)). Sia up €

CN(I,R) una soluzione dell’equazione non omogenea
EUP = f7

e sia S¢ lo spazio vettoriale delle soluzioni dell’equazione omogenea Lu = O definito
m .

Allora le soluzioni dell’equazione non omogenea Lu = f sono le funzioni u =
up +v con v soluzione dell’equazione omogenea Lv = 0, cioe

{fue ON(I,R): Lu=f in I} ={up+v:veE S}

Dimostrazione. Sia u soluzione dell’equazione non omogenea, e sia v := u — up.
Allora
Lv=L(u—up)=Lu—Lup=f—f=0,

quindi v € Sz, e u =up +v.
Viceversa, sia v € S, e sia u = up + v. Allora

Lu=L(up+v)=Lup+ Lv=f,
cioe u ¢ soluzione dell’equazione non omogenea. O]

Osservazione 14.12. (Soluzione particolare). Grazie al Teorema [14.11] per scri-
vere tutte le soluzioni dell’equazione non omogenea Lu = f ci basta conoscere una
soluzione dell’equazione non omogenea (spesso detta “soluzione particolare”) e tutte
le soluzioni dell’omogenea associata.

Metodo di variazione delle costanti. Ripercorriamo il metodo di variazione
delle costanti per risolvere 1’equazione non omogenea Lu = f di grado N > 2
quando si conoscono N soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione omogenea
assoclata.

Siano vy, ...,vy soluzioni dell’equazione omogenea Lv = 0. Cerchiamo u solu-
zione di Lu = f della forma

u(t) = h(Bor(t) + ...+ hy(Oon(t) = 3 he(t)vi(t),

1M

con hy da determinare. Calcoliamo la derivata prima

N

N
u' = Z hj vk + Z hyvy;
k=1

k=1

se hi,...,hy soddisfano

N
> hjo =0
k=1
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in I (& cio che accadrebbe se hy, ..., hy fossero delle costanti), allora rimane

N
u = E hyvy..
k=1
Di conseguenza, la derivata seconda e
N
u' = E hivy, + E hyvy.
k=1

Se hq, ..., h; soddsfano anche

thvk =0

(come farebbero delle costanti), allora rimane

N
u' = g hyvy,.
k=1

Procediamo in modo simile: se hq, ..., hy soddisfano

N
S hj™ =0 ¥n=0,...,N -2,

rimane
N
= thvfj) Vn=0,...,N —1.

Dunque

N N

uN) = (VDY (Z h ka 2 ) = Z h;ﬁv,(cN_l) + Z hkv,(cN)

k=1 k=1

Calcoliamo

Lu=u™ +ay_1u™ Y+ +au + agu

N N N N
= Z h;CU](CN_l) + Z hkU]iN) +an_1 Z hkUI(CN_l) + ...+ a Z hkU;C + ag Z hyvg
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1

2

Mz

, (N 2 +th —|—CLN 1’U(N 1)+ -+G1?];€+CL0U]€)

e
Il
—_

] =

i
I

hQCU,E:N_l) + Z hiLuy,
ke

h;cvliN) )

WE

B
Il
—

Se hq, ..., hy soddisfano
Z hkvk
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allora Lu = f, che ¢ cio che volevamo.

Le richieste su hq, ..., hy sono dunque:
N N
N-1
g h;v,(gn):() Vn=0,...,N—2; E hzv,i ) = f,
k=1 k=1
cioe
/
1 Vg ce. UN hi 0
/ / / !/
V) v} . Uy 9 0
(N—=2)  (N—-2) (N-2) . :
U% | U% o v ?, | : 0
N-1 N-1 N-1 /
vy () .. Uy Ny f
La matrice wronskiana di vy, ..., vy € invertibile perché vy, ..., vy sono linearmente
indipendenti, quindi esiste un’unica soluzione per hj, ..., h'y. Infine hy si ottiene da

hj, con un’integrazione.
Vediamo un esempio.

Esercizio 14.13. Sia w # 0 una costante, f(¢) una funzione continua. Calcolare le
soluzioni dell’equazione
u” + wiu = f(t).

Svolgimento. Sappiamo che
v1(t) = cos(wt),  vo(t) = sin(wt)

sono soluzioni dell’equazione omogenea v” + w?v = 0, e sono linearmente indi-
pendenti. Cerchiamo dunque una soluzione u dell’equazione non omogenea della
forma

u(t) = hy(t)vi(t) + ha(t)va(t) = hy(t) cos(wt) + ho(t) sin(wt).

La derivata e
u'(t) = h(t) cos(wt) + hy(t) sin(wt) — why (t) sin(wt) + wha(t) cos(wt).
Supponiamo che hq, hy soddisfino
R (t) cos(wt) + h(t) sin(wt) = 0;
allora nella formula di «' rimane
U (t) = —why (t) sin(wt) 4+ wha(t) cos(wt).
Deriviamo quest’ultima formula:
u”(t) = —wh () sin(wt) + whiy(t) cos(wt) — w?hy(t) cos(wt) — w?hy(t) sin(wt).
Ora calcoliamo

u" + w?u = —wh! () sin(wt) + whi(t) cos(wt) — w?hy(t) cos(wt) — w?hy(t) sin(wt)
+ w?[hy(t) cos(wt) + hy(t) sin(wt)]
= —wh (t) sin(wt) + why(t) cos(wt).
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Supponiamo che hq, hy soddisfino
—wh'y (t) sin(wt) + why(t) cos(wt) = f(t).

Allora u” + w?u = f(t), cioé u & soluzione dell’equazione non omogenea, come
volevamo.
Quindi cerchiamo hq, ho che soddisfano queste due equazioni:

{h’l(t) cos(wt) + Ry (t) sin(wt) = 0,
—wh/|(t) sin(wt) + whi(t) cos(wt) = f(t).

Se moltiplichiamo la prima equazione per wsin(wt), la seconda per cos(wt) e som-
miamo, otteniamo

B (t) = i F(#) cos(wt).

Se invece moltiplichiamo la prima equazione per w cos(wt), la seconda per sin(wt) e
facciamo la differenza, otteniamo

B (1) = —5 sin(wt) £(£).

Dunque scegliamo

hy(t) = —é /Ot sin(ws) f(s)ds,  ha(t) = é/ot cos(ws) f(s) ds,
e otteniamo una soluzione dell’equazione non omogenea
up(t) = hyi(t) cos(wt) + ha(t) sin(wt)
S /Ot sin(ws) f(s) ds cos(wt) + 5 /Ot cos(ws) f(s) ds sin(wt)

w

= / f(s (sm(wt) cos(ws) — cos(wt) sm(ws)) ds

= / f(s)sin(w(t — s)) ds.
La soluzione generale dell’equazione non omogenea ¢ u = up + v con v soluzione
dell’equazione omogenea. Quindi le soluzioni dell’equazione u” + w?u = f(t) sono le

funzioni

u(t) = é/ot f(s)sin(w(t — s)) ds + ¢y cos(wt) + cosin(wt),  c¢1,c0 € R,

O]
Equazioni a coefficienti costanti. Quando i coefficienti ag, a1, ..., ay_1 sono
costanti, la matrice A(t) in ((14.7) & la matrice costante
0 1
0 1
A= , ap €R. (14.11)
0 1
—Qap —a; —Aaz ... —AN-1
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Lemma 14.14. (Polinomio caratteristico della matrice A). Siano ag, a1, ...,an_1 €
R, e sia A la matrice in (14.11)). Allora il polinomio caratteristico

p(A) := det(A] — A)
della matrice A € uguale a
p()\) = )\N + CLN_l/\N_l + e + a,l/\ —f- ag.

Esercizio 14.15. Dimostrare il Lemma [14.14
Suggerimento: per induzione su N; sviluppare il determinante det(A] — A)
rispetto alla prima colonna.

Definizione 14.16. (Polinomio caratteristico dell’equazione differenziale). Sia-
no ag,ai,...,ay—1 € R, e consideriamo ’equazione lineare (scalare, omogenea, a
coefficienti costanti) Lu = 0, dove L ¢ definito in ([14.8)), cioe

Lu:=u"™N) +ay_1u™ D+ 4 aid + agu.
Si dice polinomio caratteristico dell’equazione Lu = 0 il polinomio
pA) =X dan AV 4+ e+ ag

che si ottiene da Lu sostituendo la k-esima derivata u*) di u con la potenza k-esima
A di \, per ogni k=0,...,N.

Dal Lemma il polinomio caratteristico dell’equazione scalare Lu = 0 ¢ il
polinomio della matrice A in (14.11)).

Teorema 14.17. (Soluzioni delle equazioni lineari a coefficienti costanti). Siano
ag,ai,...,an_1 € R, sia L definito in (14.8), e sia p(\) il polinomio caratteristico
dell’equazione Lu = 0. Supponiamo che le radict di p siano i numeri reali A\,
k=1,..,r, e le coppie di numeri complessi coniugati oy, £ i, kK = 1,...,q, con
g, B reali e B # 0. Supponiamo che \p abbia molteplicita algebrica fi, e che
ag + 10k, ap — 10, abbiano ciascuno molteplicita algebrica gi; dunque

i+ +fr+20+...+2g9,=N.
Per ogni radice reale A\, consideriamo le fi funzioni
et 5 =0,..., fr —1; (14.12)
per ogni coppia di radici complesse coniugate oy, £ i), consideriamo le 2gy funzioni
tiet cos(Bt), te™'sin(Bpt), 7 =0,...,g5 — L (14.13)

Le N funzioni considerate sono soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione
Lu = 0. Quindi sono una base dello spazio vettoriale Sy (definito in (14.9))) delle
soluzioni dell’equazione L = 0.

Dimostrazione. Sia u € Sp. Dall’Osservazione [14.5] la funzione vettoriale U :=
(u, o, ..., uN=Y) & soluzione dell’equazione U’ = AU. Dal Teorema [13.4 A =
VEV~! con V matrice invertibile ed F matrice in forma canonica reale di Jordan.
Quindi

U =AU =VEV'U.
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Di conseguenza la funzione vettoriale X (¢) := V'U(t) ¢ soluzione dell’equazione
X' = FX. Dunque
X(t) = eFe,

con ¢ = X(0) vettore di RY. La matrice E ha la struttura diagonale a blocchi
descritta nel Teorema m; il suo esponenziale & stato calcolato in . Dalla
formula dell’esponenziale di ciascun blocco di Jordan (vedi per i blocchi con
autovalore reale, per i blocchi con coppia di autovalori complessi coniugati),
ogni componente di X (¢) ¢ una combinazione lineare delle N funzioni (14.12)-(14.13),
che indichiamo ¢y (t), ..., ¢n(t); quindi

Xp(t) =bpapr(t) + ... +bpnon(t), k=1,...,N,
per certi coefficienti by, ; € R. Per definizione di X (¢), si ha
Ut) =VX(1).

La funzione u(t) & la prima componente di U(t), quindi ¢ il prodotto riga per colonna
della prima riga di V' per il vettore X (),

Quindi u(t) & una combinazione lineare delle funzioni ¢y, ..., py.

Abbiamo dimostrato che ¢y(t), ..., o (t) formano un sistema di generatori dello
spazio vettoriale S;. Se fossero linearmente dipendenti, potremmo scrivere una di
queste funzioni come combinazione lineare delle altre N — 1, quindi basterebbero
N — 1 funzioni a generare S;. Ma questo e assurdo perché S, ha dimensione N
(vedi Lemma [14.6)). O

Esempio. Cerchiamo le soluzioni dell’equazione omogenea
u™ — 11u® 4 69u® — 255u" + 615u” — 861u” + 611u’ — 169u = 0.
Il polinomio caratteristico e
p(A) = AT — 11A% 4+ 695 — 255X\ + 6150% — 861\ + 611\ — 169;
la sua fattorizzazione in C ¢
p(N) = (A =13\ —2—30)2(N — 2 + 34)?,
le sue radici in C sono

1 con molteplicita 3,
2+ 3¢ con molteplicita 2,

2 — 3¢ con molteplicita 2.

Le 7 soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione date dal Teorema Sono
dunque

¢1 (t) = eta ¢2(t) = teta ¢3(t) = t26t7
Ba(t) = e cos(3t), ¢5(t) = e* sin(3t),
p6(t) = te* cos(3t), ¢r(t) = te* sin(3t).
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Le soluzioni dell’equazione sono tutte e sole le combinazioni lineari di ¢y, ..., ¢7, cioe
la soluzione generale dell’equazione ¢

U(t) = chgbk(t), Cr € R.

k=1

Metodo di somiglianza per equazioni non omogenee. Consideriamo l’e-

quazione non omogenea
Lu = f(t)
in cui
Lu=u"™ +ay_u™ V4. +au +aou

ha coefficienti costanti a; € R. Il Teorema [14.17| fornisce N soluzioni linearmente
indipendenti dell’equazione omogenea Lu = 0; quindi possiamo applicare il metodo
di variazione delle costanti per ottenere una soluzione dell’equazione non omogenea.

In alternativa, quando f(t) ¢ una somma di prodotti di esponenziali, seni, coseni
e polinomi in ¢, diciamo

F(£) = [pe(t) cos(wit) + qu(t) sin(wit)]e**

k=1

con wy, i costanti e py, ¢ polinomi, possiamo sfruttare il fatto che £ preserva questa
struttura e cercare una soluzione “particolare” w(t) dell’equazione non omogenea
Lu = f dello stesso tipo di f. Vediamo questo metodo, detto di somiglianza, tramite
qualche esempio (riprendiamo dei casi particolari dell’equazione dell’Esercizio.
Esercizi di questo tipo si trovano anche nei testi di Analisi 2.

Esercizio 14.18. Calcolare le soluzioni dell’equazione
u” + 4u = €.

Svolgimento. 1l termine non omogeneo ¢ ¢e'; cerchiamo una soluzione dello stesso
tipo, cioe della forma u(t) = ce, con ¢ costante. Calcoliamo

u” + du = cet + 4cet = 5eel.

e!. La soluzione generale

Scegliendo ¢ = 1/5 si ha la soluzione particolare up(t) =

e dunque

1
u(t) = = e’ + ¢y cos(2t) + ¢y sin(2t).

Esercizio 14.19. Calcolare le soluzioni dell’equazione
u” + 4u = sin(2t) + e’

Svolgimento. Essendo lineare, il problema si puo suddividere in due parti: cerchiamo
una soluzione particolare v dell’equazione

V" + 4v = sin(2t), (14.14)
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una soluzione particolare w dell’equazione
" t
w” + 4w = e, (14.15)
e la somma v := v+w sara quindi soluzione dell’equazione con termine non omogeneo

sin(2t) + €.
Una soluzione particolare di ({14.15)) e stata gia calcolata nell’Esercizio [14.18] ed

¢ w(t) = e,

Cerchiamo v soluzione di . I termine non omogeneo ¢ sin(2t). Il primo
tentativo che potrebbe venire in mente “per somiglianza” & provare con v(t) =
csin(2t), ¢ € R, ma non funziona: infatti sin(2t) ¢ soluzione dell’equazione omogenea
v" 4+ 4v = 0, quindi v" 4+ 4v non puo essere uguale a sin(2t). Per lo stesso motivo,
nemmeno cos(2t) puo funzionare.

Proviamo allora con un fattore ¢, cio¢ v(t) = ctsin(2t): si ha

v(t) = ctsin(2t),
V'(t) = esin(2t) 4 2¢t cos(2t),
v"(t) = 4ccos(2t) — 4et sin(2t),
da cui
V" + 4v = 4ecos(2t).
Ancora non funziona; siamo partiti dal seno e abbiamo ottenuto un coseno come
termine non omogeneo. Come prossimo tentativo partiamo dal coseno: sia v(t) =
ct cos(2t). Si ha
v(t) = ct cos(2t),
V'(t) = ccos(2t) — 2ct sin(2t),
V"(t) = —4esin(2t) — 4et cos(2t),
da cui
V" + 4v = —4esin(2t).

Scegliamo ¢ = —1/4: abbiamo trovato
1
v(t) = ~1 t cos(2t),

soluzione particolare di v + 4v = sin(2t).

La soluzione generale dell’esercizio € dunque
1 1
u(t) = = el — Ztcos(%) + ¢y cos(2t) 4+ cosin(2t), 1,0 € R.

In alternativa, per calcolare la soluzione particolare v si puo procedere cosi:
cerchiamo v della forma

v(t) = P(t) cos(2t) + Q(t) sin(2t)
con P, () polinomi da determinare. Si ha (con notazione un po’ abbreviata)

v = P cos 4@ sin,
v = P’ cos —2P sin +Q’' sin +2Q) cos,
v" = P" cos —4P'sin —4P cos +Q" sin +4Q’ cos —4(Q) sin,
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da cui
V" +4v = (P" 4+ 4Q") cos +(Q" — 4P') sin .

I termine non omogeneo ¢ uguale a sin(2t) se P, () soddisfano

(14.16)

P"4+4Q" =0,
Q' — 4P =1.

Se P, (Q sono costanti, allora P', P, Q)', Q)" sono nulli e il sistema non ha soluzione;
saliamo di grado, e proviamo con P, () di primo grado:

P(t) = By + Pit, Q(t) = Qo+ Qut.
Si ha
P/:Ph P”:O? Q/:Qb Q”:OJ
e il sistema diventa
40, =0, —4P =1.
Su Fy, Qo non ci sono condizioni, quindi li possiamo scegliere nulli. Dunque

Q) =0, P(t) = —it.

Abbiamo trovato (nuovamente) v(t) = —1t cos(2t).

Per capire il grado dei polinomi, si puo anche ragionare cosi: se P, sono di
grado n, allora P’, ()’ sono di gradon — 1, e P”, Q" di grado n — 2; quindi P” + 4Q’
e Q" — 4P sono di grado n — 1. I termini a destra nel sistema sono costanti,
cioe hanno grado zero; quindi, uguagliando i gradi, si trovan —1 =0, da cui n = 1.

Se, in esercizi simili, le equazioni sui gradi danno risultati diversi (per esempio
n = 1 da un’equazione, n = 3 da un’altra equazione), allora come n scegliamo il
grado massimo. O

¢

Torniamo ora allo studio delle equazioni v’ = f(¢,u), e vediamo una “versione

differenziabile” del teorema di dipendenza continua dai dati iniziali.

Teorema 14.20. (Teorema di differenziabilita rispetto ai dati iniziali). Sia 2 C
R x RN wun aperto, e sia f : Q@ — RY una funzione continua che ha le derivate
parziali Oy, f : @ = RN, k=1,..., N, continue. Sia (to,yo) € Q, e siau: 1 — RY
la soluzione del problema di Cauchy

{“/ = f(t,u), (14.17)

u<t0) = Yo,

definita nel suo intervallo massimale 1.
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Sia [a, 5] € I, con ty € [a, ], € sia &g > 0 la costante che viene fornita dal
Teorema di dipendenza continua (Teorema . Per ogni hg € RY, |hy| < &9, sia
v la soluzione del problema di Cauchy

(e s

(che ¢ definita in [, 5] grazie al Teorema di dipendenza continua). Sia w : I —
Matyxn(R) la soluzione del problema di Cauchy

"= (D,f)(t
U)(to) = IN;
dove D, f(t,y) € la matrice jacobiana di f rispetto alle variabili yy, ... ,yn, cioé
aylfl(t7y> e anyl(t7y>

D,f(t,y) = : : ;
ay1fN(tay) anyN(tay)

e Iy € Maty.n(R) € la matrice identita.
Allora per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che

wp [P0 = u(t) —w(t)h

<e Vhy GRN, ho?éo, |h0| < 4.
te[a,f] ’h0|

Dimostrazione nella prossima lezione.
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15 Lezione 15

Dimostrazione del Teorema[14.20 di dipendenza differenziabile dai dati iniziali. Sia
[a, B] fissato come nell’enunciato. Dal Teorema di dipendenza continua e dalla
sua dimostrazione, esistono dg,r > 0 ed L, M > 0 tali che, per ogni |ho| < dg, la
soluzione v del problema di Cauchy e definita su [a, (] e soddisfa

u(t) — v(t)| < Mol ho| < X |hg| V€ [a, B, (15.1)
il compatto “tubolare”
K={(ty) :telaply—ul)<r}
e contenuto in {2, in K si ha
[FEy)l < M, [f(ty) = [t 2)] < Lly = 2| Y(t,y),(t,y) € K,

e inoltre |v(t) — u(t)| < r/2 per ogni t € [a, f]. Anche la soluzione w di (14.19) ¢
definita in [, ], perché e soluzione dell’equazione lineare w’ = (D, f)(t, u(t))w
Sia
Y(t) :==v(t) — u(t) —w(t)ho,

cosicché la tesi diventa: per ogni € > 0 esiste d > 0 tale che

(1) < elho| Wt € [, B], Yho € RM\ {0}, |ho| < 6.

Calcoliamo
P'(t) =0'(t) — ' (t) — w'(t)ho
= f(t,v(t)) = f(t,u(t)) — (Dy ) (¢, u(t))w(t)ho
= f(t,0(t) = f(t,u(t) — (Dy ) (¢, u(t))[v(t) — u®)] + (Dy )L, u(t))y (D).

Quindi () soddisfa I’equazione lineare non omogenea

W) = a(typ(t) + b(t) (15.2)

con

a(t) = (Dyf)(t, u(t)),
b(t) = ft, (1)) — [t u(t)) = (Dyf)(E u(t)[o(t) — u(t)] (15.3)

(per ogni ¢, a(t) & una matrice, b(t) un vettore).
Stimiamo i coefficienti a(t),b(t) in (15.3). Poiché D,f & continua e l'insieme
{(t,u(t)) : t € [, B]} & compatto, la funzione (D, f)(¢,u(t)) ¢ limitata, cioe

la(®)] = |(Dyf)(t, u(®)] < Ly Vi€ [o, 5],

per un certo Ly > 0. Per stimare b(t), dimostriamo la seguente affermazione:

Per ogni e1 > 0 esiste 0, > 0 tale che

‘f(t7 Z) - f<t7y) - Dyf(ta y)(z - y) | S 51’2 — y’ (15.4)
V(t, 2), (t,y) € K, [z —y[ < b1
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Poiché D, f & continua e K & compatto, D, f ¢ uniformemente continua in K. Quindi
per ogni €1 > 0 esiste 9; > 0 tale che

((Dyf)(ty) = (Dyf)(s,2)| <er Y(t,y),(s,2) € K, [(ty) = (s, 2)] < v

In particolare,

(Dyf)(t,y) = (Dyf)(t,2)| <er V() (t2) € K, |y—2| <dr.
Siano t,y, z fissati, con (t,y),(t,2) € K e |y — z| < ;. Sia

e(A) == flt,y+ Az —y)).

Poiché le funzioni A — y + A(z —y) e y — f(t,y) sono di classe C*, anche ¢ & di
classe C; la sua derivata &

©'(N) =Dy )ty + Mz —y)(z—y).
Quindi

F(t.2) — fty) = p(1) — 9(0) = / (V) dA

- / (D, f)(ty+ Az — ) (= — ) dA.

Poi

Dyf(t,y)(z—y)ZDyf(t,y)(z—y)/o dA:/O D, f(t,y)(z —y)dA,
da cui si ha
| f(2, y) = Dy f(t,y)(z — )l

_‘/ Dyf)(ty + Mz =) = (Dyf)(t9) ) (2 — ) d
s/o [(Dy )ty + Mz —y) — (Dy ) (t,9)| |2 — yl dx

1
S/ 1|z — yldX\ = e1]z — y|
0

perché |z — y| < é;. Abbiamo dimostrato ((15.4]).
Torniamo alla stima di b(¢). Come osservato in ([15.1]), per ogni |hg| < &y si ha

(t,o(t)) € K, |o(t) —u(t)| < eXP=Dhe| Wt € [, A].
Sia €1 > 0, e sia 6; > 0 la corrispondente costante data da . Se
LE=hol < 61, |hol < o, (15.5)
allora (t,v(t)) € K e |v(t) — u(t)| <y per ogni t € [, 3], e quindi, per (15.4)),
b(t)] = 1 £, 0(t)) = [t u(t)) = (Dyf)(E u(t)[v(t) — u@)]|

< eifo(t) —u(t)|



I coefficienti a(t), b(t) soddisfano dunque le stime
la(t)| < A:=Ly,  |b(t)] < B =P Yngl, VYt e [a,f] (15.6)
Poiché v soddisfa (|15.2)), per ogni t € [, f] si ha

[ @] < la(®)[¢ )] + ()]
< Alp(t)] + B.

Dal Lemma di Gronwall, usando il fatto che [t — o] < 8 —a e 1(ty) = 0, si ha allora
()] < el ([ (ko) + Bt — to]) < "7V B(8 ~ a),
cioe, dalla definizione di A, B,
()] < eM1 P B0 | ho (B — @) = Cey|ho (15.7)
per ogni t € [«, 5], con
O = eL+L)(B-a) (B —a)

(e C' & indipendente da 7). Abbiamo dimostrato che per ogni £, > 0 esiste §; > 0

tale che, se hy soddisfa (|15.5]), allora () soddisfa ((15.7]).

A questo punto possiamo concludere: dato € > 0, scegliamo &, := ¢/C, esiste un
81 corrispondente, definiamo § := min{dy, e *#=§,}, cosicché per |ho| < 6 vale la

(15.5)), da cui segue che [1)(t)| < Cey|hg| = €|ho| per ogni t € [a, f]. O

Osservazione 15.1. (Differenziabilita del flusso rispetto al dato iniziale). 11 Teo-
rema [14.20] dice che

v(t) = u(t) +w(t)hy + o(lhe|) in C°([a, B],RY) per |ho| — 0,

cioe che
v(t) = u(t) + w(t)ho + r(t),
dove il resto r(t) := v(t) — u(t) — w(t)ho ha sup-norma

17 lloo 081 = sup{[r(#)] = ¢ € |a, ]} = o(lhol)  per ho — 0.

Possiamo rienunciare questo risultato in termini di differenziabilita della so-
luzione rispetto al dato iniziale yo. Indichiamo ¢(t,%o,vo) il valore al tempo t
della soluzione del problema di Cauchy con condizioni iniziali (¢g,yo) (flusso del-
I'equazione differenziale di campo f). La soluzione u del problema di Cauchy
e dunque u(t) = ¢(t, o, yo), mentre la soluzione v del problema e
v(t) = ¢(t, to, Yo + ho). Consideriamo il flusso come funzione del dato iniziale yy,
cioe, per ty fissato, consideriamo la mappa

RN - CO([avﬂLRN)a Yo ¢('7t07y0)’

che a ciascun dato iniziale y, associa la soluzione del problema di Cauchy di condi-
zioni iniziali (tg, o), che ¢ una funzione continua (anzi, C1) di t € [a, S].

Il Teorema [14.20] dice che tale mappa ¢ differenziabile, e che il suo differenziale e
la funzione lineare hg — w(-)hg che al vettore hg associa la funzione () := w(t)ho,
soluzione del problema di Cauchy lineare

V'(#) = (Dy )t u(®)r(B), (ko) = ho-
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La differenziabilita equivale alla validita della formula di Taylor di ordine 1 con resto
in forma di Peano, dove la norma nello spazio di arrivo C°([a, 3], RY) & la norma
del sup.

Nella seconda parte del programma, che ora cominciamo, tratteremo piu in ge-
nerale la nozione di differenziabilita di una funzione f : X — Y tra spazi di Banach
X, Y.

Calcolo differenziale in spazi di Banach

In questa parte di corso ci occupiamo di calcolo differenziale in spazi di Banach.
Ricordiamo che uno spazio vettoriale normato (X, || ||x) si dice spazio di Banach se
e completo, cioe se ogni successione di Cauchy ¢ convergente. Gli spazi di Banach
che abbiamo trattato finora sono: RY, lo spazio Matyy ~(R) delle matrici, e lo
spazio C°([a,b],RY) delle funzioni continue da un intervallo [a,b] a valori in RY
(vedi Proposizione [5.10)).

Definizione 15.2. (Funzioni continue). Siano X, Y spazi vettoriali normati, Q C X
un aperto, p € 2, ed f: ) — Y una funzione.

Diciamo che f & continua nel punto p se f(x) — f(p) in Y per z — p in X,
cioe se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che ||f(x) — f(p)|ly < € per ogni z € Q,
|z —pllx <.

Diciamo che f e continua nell’aperto € se € continua in ogni punto p € 2.

Notazione. Per le funzioni lineari, spesso si usa la notazione Ax al posto di A(x),
e ABx al posto di A(B(x)) (come si fa per matrici e vettori in RY). Quasi sempre
scriviamo soltanto || Az ||, ||z|| al posto di ||Az|y, ||z]x. Usiamo i termini funzione
lineare, operatore lineare, mappa lineare, applicazione lineare come sinonimi.

Definizione 15.3. (Norma operatoriale di funzioni lineari). Siano X,Y spazi
vettoriali normati, e sia A : X — Y una funzione lineare. Definiamo

Ax
| Allop := sup {% xeX, v # O}.

Quando lo spazio X ha dimensione finita, ogni funzione lineare A : X — Y ¢
continua e ha norma ||Al|,, finita. Quando invece X ha dimensione infinita, esistono
funzioni lineari A che non sono continue, per le quali || Al|op = 0o: vedi Osservazione
15.4] e Proposizione [15.9,

Osservazione 15.4. (Esempio di funzione lineare con ||Allop = 00). Dall’algebra
lineare sappiamo che ogni spazio vettoriale ammette una base (affermazione equiva-
lente al Lemma di Zorn e all’assioma della scelta). Sia X uno spazio vettoriale su R
di dimensione infinita, e sia (v;);c; una base di X; quindi l'insieme I degli indici ha
infiniti elementi. Ogni vettore z € X si scrive (in modo unico) come combinazione
lineare finita di elementi della base, cioe x = . . c;v; per certi coefficienti ¢; € R,
per un certo sottoinsieme finito F' C I; si scrive anche x = )., ¢;v;, con ¢; = 0 per
ogni i ¢ F, e si dice che i coefficienti ¢; sono “quasi tutti nulli” (cioe sono nulli tutti
eccetto un numero finito).

126



Fissiamo una successione di indici 71,40, ... in I, tutti distinti tra loro, e consi-
deriamo la funzione lineare A : X — X che manda v;, in v;,, v, in 2v;,, v, in 3v,,,
ecc., e manda v; in zero per tutti gli altri indici ¢ € I, cioe definiamo

no set =iy,

0 seiel\{i,io,...},

a; =
A: X — X, :E:Zcivi — Ax:Zciaivi.
iel iel
La funzione A e ben posta perché per ogni z € X solo un numero finito di coefficienti

¢; possono essere diversi da zero, quindi la somma che definisce Ar & una somma
finita di vettori di X. Con qualsiasi norma in X si ha allora
[ Avi, || _ nllvi, || _

[ S (A |
> sup = _
cex\ioy 1ol T on=rz (vl n=r2 (vl

Osservazione 15.5. (Funzione lineare iniettiva e non suriettiva, e viceversa). Un’al-
tra proprieta notevole delle funzioni lineari tra spazi vettoriali di dimensione infinita
e l'esistenza di funzioni lineari iniettive che non sono suriettive, o viceversa. An-
che questa ¢ una proprietd un po’ sorprendente se abbiamo in mente solo R" come
esempio di spazio vettoriale.

Consideriamo, per esempio, I'insieme delle successioni limitate di numeri reali,

X ={z = (x1,29,...) : x limitata},
munito della norma del sup

r=(x1,29,...) € X, || =sup|z,l|.
n>1

X ¢ spazio vettoriale normato. La “traslazione a sinistra” (Ax), := z,41, cioe
A: X =X, z=(x1,29,...) = Ar = (x9,23,...),

¢ lineare, suriettiva, e non ¢ iniettiva. La “traslazione a destra” (Bz); := 0,
(Bx)py1 := Ty, cioe

B: X=X, z=(x,29,...)~ Bx=(0,21,29,...),
¢ lineare, iniettiva, e non ¢ suriettiva.

Esercizio 15.6. (Traslazione a destra/sinistra). Siano X, A, B come nell’Osserva-
zione [[5.0
(1) Verificare che (X, || ||) € spazio vettoriale normato.
(7i) Verificare che A, B sono lineari, A ¢ suriettiva, non iniettiva, B viceversa.
(23i) Calcolare ||Allop, || Bllop-
(1v) Stabilire se X & spazio di Banach.

Esercizio 15.7. (Spazio delle successioni definitivamente nulle). Sia X l'insieme
delle successioni di numeri reali definitivamente nulle,

X ={z = (x1,29,...) : esiste n € N tale che x; = 0 per ogni k > n},
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sia [|z|| = sup,, |z,| la norma del sup, e siano A, B : X — X le funzioni lineari che
mandano il vettore z = (x1,22,...) in
T2 I3

Az = (nxy), = (21,229,323,...), Bz = (z,/n), = (21, 530 ).

() Verificare che (X, || ||) € spazio vettoriale normato.

(71) Stabilire se X ¢ spazio di Banach.

(7i1) Verificare che A, B mappano X in sé.

(1v) Verificare che A, B sono lineari e che ABx = x = BAx per ogni z € X.
(

(

v) Calcolare || A||op, || Blop-

[o.¢]
lell =" Jal,
n=1

serie convergente perché, per ogni x € X, ||z||; ¢ una somma finita di numeri reali.
Verificare che || ||; ¢ una norma su X.

(vit) Stabilire se (X, || ||1) € di Banach.

(viii) Calcolare ||Allop, ||B|lop rispetto alla norma || ||;.

Esercizio 15.8. (Spazio dei polinomi). Sia X 'insieme dei polinomi in una variabile
a coefficienti reali,

X={p(N)=a+aA+...+a,\":neN, ag,...,a, € R},

sia
Ipll = max{|p(A)] : A € 0, 1]},
esia D : X — X loperatore di derivazione p(\) — p'(\).
() Stabilire se (X, || ||) ¢ spazio di Banach.

(71) Stabilire se D ¢ iniettiva e/o suriettiva.
(23i) Calcolare ||D||op-

Proposizione 15.9. (Continuita per funzioni lineari). Siano X,Y spazi vettoriali
normati, A : X — Y una funzione lineare. Sono equivalenti:

(1) A é continua in ogni punto p € X;

(1) A é continua nel punto p = 0;
(ii1) | Allop < o0

Dimostrazione. (i) = (i1). Ovvio.

(17) = (7). Sia p € X, e sia € > 0. Per ipotesi, esiste § > 0 tale che ||Ah| < ¢
per ogni h € X, ||h|| < 4. Allora per ogni € X nella palla ||z — p|| < 4 si ha

[Az — Apl| = [|A(z —p)| <e.

Quindi A e continua in p.

(24i) = (i1). Per ipotesi, e per definizione di ||A||op, si ha ||Az| < CJ|z| per
ogni x € X, con C' = [|A|op- Sia e > 0. Per ogni z € X nella palla ||z|| < 4, con
d:=¢/(1+C), si ha

|Az|| < Cllz|| < Cd < e.

Quindi A e continua in zero.
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(13) = (i4i). Per ipotesi, per ogni ¢ esiste d tale che |Az|| < e per ogni ||z|| < 4.
In particolare, scegliendo ¢ = 1, esiste > 0 tale che

|Az|| <1 VreX, |z|| <6. (15.8)

Sia ora x € X, x # 0. Definiamo

)
Ai=——,  z:=M\v
]
Allora [|z|| = |Al[|z[| = &, quindi, per (15.8),
[Az]] < 1.

D’altra parte
)

[Az]| = [AQAz)|| = [ Az]] = [A[[| Az = B [ Ac]],
da cui "
Slas
[l
Questo vale per ogni x € X, x # 0, quindi ||Al[o, <1/ < 0. ]

Definizione 15.10. (Spazio degli operatori lineari e continui). Siano X,Y spazi
vettoriali normati. Definiamo
L(X,)Y):={A: X =Y, Alineare e continua}
={A: X =Y, Alineare, ||A|op < 00}

L’insieme £(X,Y’) € uno spazio vettoriale: la somma A+ B e il prodotto AA per
uno scalare sono

(A+ B)x := Az + Bz, (A)z:=NAzx Vze X.
Con la norma operatoriale

Al zoeyy = 1 Allop

L(X,Y) & uno spazio vettoriale normato.

Lemma 15.11. (£(X,Y) ¢ di Banach). Siano X,Y spazi vettoriali normati. Se'Y
é spazio di Banach, allora (L(X,Y),|| ||lzcx,y)) € spazio di Banach.

Esercizio 15.12. Dimostrare il Lemma [15.11]

Osservazione 15.13. (Compattezza della palla unitaria). Una differenza fonda-
mentale tra gli spazi vettoriali di dimensione finita e quelli di dimensione infinita
riguarda la compattezza della palla: negli spazi di dimensione finita, la palla unitaria
{z € X : ||z]| <1} & compatta, essendo chiusa e limitata (Heine-Borel); in spazi di
dimensione infinita, invece, esiste sempre una successione (z,,) tale che

|zoll =1 Vn, |z, —al|>1 Vn#k

(successione limitata che non ha alcuna sottosuccessione convergente), e la palla
unitaria ¢ chiusa, ¢ limitata, e non ¢ (mai) compatta. La dimostrazione di questo
fatto generale e fuori programma; un esempio si trova nell’Esercizio [15.14]
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Esercizio 15.14. (Palla non compatta). Per n = 1,2,..., sia f, : [0,1] — R la
funzione continua

1
0 se x € [0, n_-H]’
fol)=<nn+1)z—n sexe€ [%H, 1],
1 se x € [11].

(1) Disegnare il grafico di f,.
(71) Verificare che || fu]lco = 1 per ogni n, || fn — fklleo = 1 per ogni n # k, dove
|| l|oo € la norma del sup su [0, 1].

(i17) Dedurre che la palla unitaria dello spazio di Banach (C°([0,1],R), | |/ec)
non e compatta.
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16 Lezione 16

Ricordiamo la definizione di convergenza e convergenza totale per le serie di vettori.

Definizione 16.1. (Serie convergente e totalmente convergente). Sia X uno spazio
vettoriale normato, e sia (x,) una successione di elementi di X.

La serie Yz, si dice totalmente convergente se la serie numerica Y ||z,||
converge (in R).

La serie Y~ si dice convergente se la successione delle sue somme parziali
converge (in X), cioe se esiste un elemento z € X tale che ||z — >~} x| — 0 per
n — oo.

Proposizione 16.2. (Completezza e convergenza totale delle serie). Sia X uno
spazio vettoriale normato. Allora X é completo se e solo se ogni serie totalmente
convergente € convergente.

Esercizio 16.3. Dimostrare la Proposizione |[16.2]

Suggerimento: per provare I'implicazione <), che & la piu difficile delle due, si
ragioni per sottosuccessioni; si puo usare il fatto che se una successione di Cauchy
ha un’estratta convergente, allora l'intera successione converge allo stesso limite.

Inverso di un operatore lineare e serie di Neumann. In R possiamo
ottenere 'inverso di un numero reale che sia abbastanza vicino a 1 tramite la serie
geometrica: se |p| < 1, allora I'inverso del numero reale 1 — p & la somma della serie
geometrica di ragione p,

1 o
— = i eR, < 1
e nzzop P Ip|

La convergenza delle serie totalmente convergenti (Proposizione permette di
trasferire agli spazi di Banach (anche di dimensione infinita) I'idea di usare la serie
geometrica per costruire 'inverso. La serie geometrica, quando p non € un numero
reale, ma un operatore lineare tra spazi di Banach, si chiama serie di Neumann.

Lemma 16.4. (Norma operatoriale). Siano X,Y spazi vettoriali normati, e siano
A, B e L(X,Y). Siha allora

(@) [[Az]] < [|Allop[l[ per ogni x € X;

(#2) [[ABllop < [[Allop[| Bllops
(4ii) ||A™|lop < [|A[l5, per ognin € N.

Dimostrazione. Identica alla dimostrazione del Lemma [[2.15] O

Proposizione 16.5. (Invertibilita e serie di Neumann). Sia X spazio di Banach,
Pe L(X,X), con ||Pl|lop < 1. Allora I — P ¢ invertibile, e il suo inverso é

(I—-P) = i P

Inoltre
1

I = P) Hlop € 57 -
"7 1= [Pllop
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. . . n n o0 n .
Dimostrazione. Siha ||P"|o, < ||P||7, dal Lemmal|16.4) e 3> || P||7, (serie geome-
trica di ragione || P||op) converge. Quindi, per confronto di serie numeriche, la serie

. o0 n . DN . o0 n
numerica o [|[P"||op converge in R, ciod la serie ), P" converge totalmente.
Dalla Proposizione |16.2) la serlenZnZOP converge in X, cio¢ la successione
(S,) delle somme parziali S, := Y ,_, P¥ converge in X ad un certo limite, che
indichiamo S := lim(,00) Sy = Y ey PF.
Per ogni n si ha

(I-P)S,=(I—-P)(I+P+...+P")=1-pP"

e anche S, (I — P) = I — P""!. Passando al limite per n — oo, S,, converge a S, P,
converge a zero perché ||[P"||,, < [| P[5, — 0. Si ottiene dunque

(I-P)S=1I S(I-P)=1I.

Questo prova che S e inverso destro e inverso sinistro di [ — P.

Per disuguaglianza triangolare, [|S,llop < > _p_g P[5, € passando al limite si

ottiene la stima dell’enunciato. O

Nella prossima proposizione assumiamo che 'operatore A : X — Y sia inverti-
bile, con inverso A~!: Y — X. Indichiamo || ||, la norma appropriata per ciascun
operatore, cioe indichiamo

1Allop = I Allecxyy: 1A lop = 1A leqvx):
simile notazione per B, A+ B, (A+ B)~..

Proposizione 16.6. (Inverso di A+ B per serie di Neumann). Siano X,Y spazi di
Banach, A, B € L(X,Y). Sia A invertibile, sia A~* € L(Y, X) il suo inverso, e sia

1A lop 1 Bllop < 1.

Allora A+ B ¢ invertibile, (A+ B)™' € L(Y,X), e si ha

(A+B)'=> (-A'B)"A™!
n=0
_ A—l Z(_BA—I)TL
n=0
—A'—A'BAT'+ AT'BAT'BAT — .
Inoltre At
[(A+ By oy < — A llov

L= A lopll Bllop
In particolare, se [|A™|op| Bllop < 1/2, allora

I(A+B) lop < 2[[ A7 lop-

Dimostrazione. Indichiamo Ix : X — X e Iy : Y — Y la funzione identita (in X e
in Y rispettivamente). Dal Lemma si ha

1A Bllop < IA™ lopl| Bllop < 1, IBA™ lop < A lopl| Bllop < 1.
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Dalla Proposizione con P = —A7!'B segue che Ix — A™'B € L(X,X) &
invertibile, con inverso
Iy —A"'B=) (-A"
n=0

analogamente, dalla Proposizione con P = —BA~! segue che Iy — BA™! €
L(Y,Y) ¢ invertibile, con inverso

o)

Iy —BA™' =) (-BA™")".

n=0
Mettendo A in evidenza come fattore a sinistra nella somma A+ B = A(Ix+A~'B),

si ha

(A+B)" = [A(Ix + A7 B)]"!
( x 4 A 1B) lA 1
Z lB nA- 1
n=0
scrivendo A come fattore a destra nella somma A + B = (Iy + BA™1)A, si ha

(A+B) ' =[(Iy + BAHA™

AN Iy + BA™)™!
— A

YN (—BATH™

n=0

La stima di ||[(A 4+ B)™!|op si ottiene per confronto con la serie geometrica, usando
lo disuguaglianza || (~BA-)"| < | BA=|* < (|BJI|AI)" .

Corollario 16.7. (Iso(X,Y) ¢ aperto). Siano X,Y spazi di Banach. L’insieme
Iso(X,Y) :={A € L(X,Y) : A invertibile, A~" € L(Y,X)}
¢ un aperto di L(X,Y).

Dimostrazione. Sia A € Iso(X,Y); sia r := 1/||[A™!|op. Per ogni B € L(X,Y) con
norma || B||op < 7 si ha
1A= flop | Bllop < 1.

Quindi, dalla Proposizione [16.6, A + B ¢ invertibile, con (A + B)™' € L(Y,X), e
dunque A + B € Iso(X,Y"). Percio la palla in £(X,Y") di centro A e raggio r, cioe

{TeLl(X,)Y):|T—Alop<r}={A+B:Be L(X,)Y), [|Bllop <7}
¢ contenuta in Iso(X,Y). O

Proposizione 16.8. (Continuita dell’operatore di inversione). Siano X,Y spazi di
Banach, e sia Inv loperatore di inversione che a ogni A invertibile associa il suo
inverso A7,

Inv : Iso(X,Y) — L(Y, X), TInv(A)=A""

Allora Inv é una funzione continua nell’aperto Iso(X,Y).
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Dimostrazione. Sia A € Iso(X,Y). Sia B € L(X,Y), con ||BllopllA ™ lop < 1/2.
Dall’ultima affermazione della Proposizione [16.6, A+ B € Iso(X,Y), con

1(A+B) lop < 2[[ A7 [lop. (16.1)
Scriviamo la differenza degli inversi, mettendo in evidenza (A + B)™! a sinistra:

(A+B) ' —A7"=(A+B)'(I-(A+B)A™)
=(A+B)'I—-1—-BA™
=—(A+B)'BA™" (16.2)
Quindi stimiamo la differenza degli inversi, usando 'identita ((16.2)), la proprieta (i)
del Lemma e la stima ([16.1)):
I(A+B)™ = A lop = [I(A+ B) " BA™ |op
< 1A+ B) Hlop | Bllop [l A™ [lop
< 2 AT G Bllop.

Questo prova che
I Tnv(A + B) = Inv(A)|lop = [(A+ B)™ = A7 lop = 0 per [|Bllop — 0,
cioe la continuita di Inv nel punto A. n

Differenziabilita. Riprendiamo la definizione di differenziabilita di Analisi 2,
valida per funzioni definite su aperti di R, con l'intento di estenderla a funzioni
definite su aperti di spazi di Banach. Ricordiamo brevemente la definizione in R"™:
dati un aperto €2 C R”, un punto p € €, e una funzione f : 2 — R™, diciamo che f
e differenziabile in p se esiste una matrice A € Mat,,«,(R) tale che

ligg L@+ 1) — f(p) — Ak
h—0 |h|

=0,

cioe tale che
f(p+h)=f(p)+ Ah+o(|h]) per |h] = 0;

in tal caso, si prova che la matrice A e la matrice jacobiana di f in p, che si indica

f'(p), Df(p), df (p), J¢(p), Of (p)/0z, o simile.

Alla matrice A € Mat,,,«x,(R) corrisponde la funzione lineare
R™ — R™, h+— Ah,

e la corrispondenza tra matrici e funzioni lineari ¢ una biiezione: ogni funzione lineare
di R™ in R™ si rappresenta in modo unico come prodotto riga per colonna per una
matrice di Mat,,x,(R). Quindi la differenziabilita di Analisi 2 si puo riformulare
anche cosi: f e differenziabile in p se esiste una funzione lineare A : R” — R™ tale

che f(p+ h) = f(p) + Ah + o(|h]) per h — 0.

Definizione 16.9. (Differenziabilita). Siano X,Y spazi di Banach, sia  C X un
aperto, p € Q, esia f : Q — Y. Diciamo che f e differenziabile in p se esiste
A€ L(X,Y) tale che

fp+h) = f(p) + Ah +o(|[h]x) per h =0,
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cioe tale che

1f(p+h) = fp) — Ablly
17l x

cioe tale che per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che

|f(p+h)— f(p) — Ah|ly
Al x

— 0 perh—0,

cioe tale che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che
If(p+h)— f(p) — Ahlly <ellhllx Vhe X, |hlx <é. (16.3)

In tal caso l'operatore A € L(X,Y) si indica

f'(p), oppure Df(p), oppure df (p),

e si dice differenziale di f nel punto p, oppure deriwata di f in p, oppure derivata di
Fréchet di f in p.
Il vettore Ah € Y si indica

F®h, f(p)n]l, Df(p)h, Df(p)n],

o simile, e si chiama differenziale di f in p in direzione h oppure derivata di f in p
in direzione h.

Diciamo che f e differenziabile in ) se e differenziabile in ogni punto p € €.

Se f ¢ differenziabile in €2, si dice differenziale di f la funzione

Q= LX)Y), p— f(p).

Osservazione 16.10. (Casi h = 0, h # 0). A differenza delle formule in cui ||2]| sta
al denominatore, nella ((16.3) non si richiede che h # 0 (per h = 0 la disuguaglianza

(16.3) ¢ banalmente vera).

Osservazione 16.11. (Codominio del differenziale). In generale, f ed f’ non hanno
lo stesso codominio. Se f: Q2 C X — Y, il codominio di f' non ¢ Y, ma lo spazio
L(X,Y) delle funzioni lineari e continue di X in Y.

D’altra parte questo e un fatto noto da Analisi 2: se consideriamo il caso di una
funzione f : R® — R™ (quindi X = R", Y = R™), il suo differenziale in p ¢ la
matrice jacobiana D f(p) € Mat,,«,(R), che non ¢ un elemento dello spazio R™, ma
una matrice m x n che rappresenta una funzione lineare e continua da R™ ad R™.

Definizione 16.12. (Funzioni C'). Siano X,Y spazi di Banach, Q C X un aperto,
f : Q — Y una funzione. Diciamo che f ¢ di classe C* nell’aperto ), e scriviamo
f € CYQ) oppure f € CH(Q,Y), se f ¢ differenziabile in Q e il differenziale f’ :
Q— L(X,Y), p— f'(p) ¢ una funzione continua.

Esercizio 16.13. Sia X = C%([a, b], R) munito della sup-norma su [a, b].
(i) Sia f: X — X, f(u) = u?. Calcolare f’(u)[h] e mostrare che f € C1(X).
(1) Stessa domanda per la funzione f: X — X, f(u)(t) = u(t)u(l —t).
(7i) Stessa domanda per la funzione f: X — R, f(u) = fol u(t/2) sin(u(t)) dt.
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Esercizio 16.14. Siano X, Y spazi di Banach, e sia f : X — Y, f(z) = Az con
A€ L(X,Y) (funzione lineare continua). Provare che allora

f'lp)=A VpelX,
cioe f'(p)|h]| = Ah per ogni p,h € X.
Come in dimensione finita, abbiamo le seguenti proprieta.

Proposizione 16.15. La differenziabilita implica la continuita. La somma, il pro-
dotto per scalari, la composizione di funzioni differenziabili é differenziabile, con le
usuali regole di calcolo

(f+9)()h]=f
(ALY ()] = Af'(p)[R],
(fog)(p)h] = f'(9(p)]g (p)[A]]-

Dimostrazione. Adattare agli spazi di Banach le corrispondenti dimostrazioni in
R™. m

f'(p)[h] + ¢'(p)[h],

Proposizione 16.16. (Inv ¢ di classe C'). Siano X,Y spazi di Banach. Ricordiamo
che Iso(X,Y) € un aperto di L(X,Y). L’operatore di inversione

Inv : Iso(X,Y) — L(Y,X), Inv(4)= A"

¢ di classe C'(Iso(X,Y), L(Y, X)), e il suo differenziale nel punto A in direzione B
e
Inv'(A)[B] = —A'BA™!' = —Inv(A)BInv(A).

Dimostrazione. Ricordiamo 'identita , cioe
(A+B)'—A't'=—(A+B)'BA™ (16.4)
Portiamo A~! da sinistra a destra,
(A+B)y'=A"1—(A+B)'BA" (16.5)
Usiamo per sostituire (A+ B) ™! nel termine a destra nella (16.4)), e otteniamo

(A+ By ' — A= (A—l —(A+ B)—lBA—l) BA™!

=—A"'"BA'+(A+ B)"'BAT'BA™". (16.6)
N e’ —~ v
L{B] Q(B)

La funzione
L:L(X,Y)— L(Y,X), B~ L[Bl:=-A"'BA™!
¢ lineare. E anche continua perché
IL[B]llop < 1A 151 Bllop VB € L(X,Y),

da cui

ILBllevx) _ y ,-
| L lop = sup = EE < A2 < o,

B0 || Bllzexy)
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La funzione
Q:L(X,)Y)—= L(Y,X), Q(B):=(A+B)'BA'BA™
contiene due fattori B; usando il fatto (Proposizione [16.6]) che

I(A+B) Hlop < 2l[A lop  per [ Bllop < 1/IIA™ [lop,

si ha
1Q(A, B)llop < (A + B) HloplATHZ, B2, < 211 A2 IIBIE,,
quindi
A B
||Q( ) )HOP N 0 per B - 0
| B|op

Abbiamo provato che
Inv(A+ B) =Inv(A) + L[B] +o(||B|]|) per B— 0,

cioe che Inv e differenziabile in A, e che il suo differenziale nel punto A in direzione
B¢ L[B]. ]

Definizione 16.17. (Derivate parziali). Siano XY, Z spazi di Banach, Q@ C X xY
un aperto, p = (zo,y0) € £, e sia f : Q@ — Z una funzione. Sia r > 0 tale che
Bx(l‘o,r) X By(yo,r) Q Q.

Diciamo che f e differenziabile in p rispetto alla variabile x se la funzione

fCy) : Bx(zo,m) = Z, x> f(x,%0)

¢ differenziabile in zg; in tal caso indichiamo 0, f(p) € L(X, Z) il suo differenziale,
e, per ogni h € X, chiamiamo 0, f(p)[h]| la derivata parziale di f rispetto a x nel
punto p in direzione h.
Analogamente, diciamo che f e differenziabile in p rispetto alla variabile y se la
funzione
f(xo,+) : By (yo,7) = Z,  y+> f(20,y)

¢ differenziabile in yp; in tal caso indichiamo 0, f(p) € L(Y, Z) il suo differenziale, e,
per ogni h € Y, chiamiamo 0, f(p)[h] la derivata parziale di f rispetto a y nel punto
p in direzione h.

Lemma 16.18. (La differenziabilita implica 'esistenza delle derivate parziali). As-
sumiamo le ipotesi della Definizione |16.17. Se f ¢é differenziabile in p = (xo, o),
allora esistono le deriwate parziali 0, f(p), 0, f(p), € si ha

F )] = 0.f(p)[v] + 8,f(p)w] Yh=(v,w) € X xY.

Esercizio 16.19. Dimostrare il Lemma [16.18] adattando agli spazi di Banach la
dimostrazione fatta in Analisi 2.

Teorema del valor medio. Per funzioni a valori in RV, con N > 2, non
vale il Teorema di Lagrange (vedi Osservazione [3.13). Per ottenere il Teorema del
valor medio in R (Teorema [3.11]), invece del Teorema di Lagrange abbiamo usato

137



il Teorema fondamentale del calcolo integrale, come nella dimostrazione del criterio
di lipschitzianita (Proposizione .

Per estendere gli stessi passaggi agli spazi di Banach, dovremmo definire I'inte-
grale fab f(t) dt su un intervallo [a, b] C R di una funzione f : [a,b] — Y con Y spazio
di Banach; definire questo tipo di integrali & possibile, ma abbiamo a disposizione
un metodo piu semplice che evita gli integrali, ragionando in modo non troppo di-
verso da quanto fatto nelle varie dimostrazioni di lemmi e teoremi sulle equazioni
differenziali.

Proposizione 16.20. (Stima di Lipschitz senza Lagrange e senza integrale). Sia
Y wuno spazio vettoriale normato, siano a,b € R, con a <b, e sia f : [a,b] =Y una
funzione continua in [a,b], differenziabile in (a,b), con

1f ) lceyy <LVt € (a,b).

Allora
1£(b) = f(a)lly < L(b— a).

Dimostrazione nella prossima lezione.
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17 Lezione 17

Osservazione 17.1. (Derivata di funzione di variabile reale a valori in spazio vetto-
riale normato). Sia (a,b) C R un intervallo reale, p € (a,b), Y uno spazio vettoriale
normato, f : (a,b) — Y una funzione derivabile in p. Dalla Definizione di
differenziabilita, con X = R, si ha

1f(p+ 1) = f(p) = ()Ml
Id

—0 perh—0; (17.1)

la “norma ||h||x del vettore h”, in questo caso, ¢ semplicemente il modulo |h| del
numero reale h € R.
Poiché 1/h & uno scalare, dalla proprieta ||[Ay|| = |A|||y|| della norma si ha

1f(p+ 1) = f(p) = () [A]lly
Id

= [2[15w+ )~ 1)~ PRI
= s+ - 1) - r@m)|

Y

Il differenziale f'(p) € L(X,Y) = L(R,Y) ¢ una funzione lineare, h ¢ uno scalare,
quindi

f' () = f'(p)[h-1] = hf'(p)[1],

da cui

L+ — 1) — o)) = 2Ty

La (17.1)) si riscrive dunque come

Hf(p+h) — f(p)
h

—f’(p)[l]” —0 perh—0,

e dunque f’(p)[1] & il limite in Y del rapporto incrementale,

Fp)) = fim T ZI0) (17.2)
Si ha inoltre
, @Ay RS Ay (R ) [
||f (p)HE(R,Y) = iljé%) T = ii}g T = il;lé% ]h’
= l.F )Wl (17.3)

Esempio. Consideriamo Y = R3, p =0,

cost
fR—=R f(t)=| sint
2t + 3
Si ha dunque
0
flp+h)=f(p) = f(h) = f(0)= | h | +o(h) perh—0,
2h
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quindi

0 0
FOp = ) =00, fOA]=|1
2h 2

Con un piccolo abuso di notazione rispetto alla Definizione [16.9, possiamo anche
scrivere f'(0) = (0,1,2) (come si fa, per esempio, in Analisi 2 parlando di curve in
R™); tuttavia, a rigore, secondo la Definizione £(0) non ¢ il vettore (0,1,2), ma
¢ la funzione lineare che ad ogni h € R associa il vettore (0,h,2h) € Y = R3.

Dimostrazione della Proposizione [16.20. Sia € > 0, sia ¢ € (a,b), e sia
E={telet]:|ft) - fl)lly < (L+e)(t—o)}.
E € non vuoto perché c € E. Sia
p=sup k.

Per definizione di sup, esiste una successione (t,,) di elementi di E che converge a p;
poiché
1 (tn) = fl)lly < (L+e)(tn —c) Vn

e f e continua, passando al limite per n — oo si ottiene

1f () = fl)lly < (L +e)(p—c). (17.4)

Supponiamo che sia ¢ < p < b. Poiché p € (a,b), f & differenziabile in p. Come
abbiamo visto nell’Osservazione [I7.1] si ha

1Pl e@y) = 17 @)y,
e f'(p)[1] e il limite in Y del rapporto incrementale

P = lim L@FR = S0)

h—0 h t—p t—p

Per ipotesi,
1 P)lewy) <L <L+e.

Dalla definizione di limite, esiste allora § > 0 tale che
If(8) = f)lly _ Hf(t) — /() H

t—0p t—0p
con p 4§ < b. Dunque abbiamo (17.5)), (17.4), cioe

{Hf(t) — Oy <(L+e)t—p) Ve (pp+9),
1£(0) = F(O)lly < (L+e)p—o),

Y<L+e Vt € (p,p+9), (17.5)

da cui

1f@) = flly < FE) = )y +11f(p) = Fle)lly
<(L4e)(t—p)+(L+e)p—c)=(L+e)(t—c).
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Percio t € E per ogni t € (p,p + 9), assurdo perché p = sup E.
Questo prova che p = b. Quindi, sostituendo p con b nella (17.4)),

17 (6) = f(e)lly < (L+e)(b—c).

Questa disuguaglianza vale per ogni ¢ € (a,b); passando al limite per ¢ — a, per
continuita, si ottiene

1£(b) = fa)lly < (L+e)(b—a)
Infine, passando al limite per € — 0, si ottiene la tesi. O]

Teorema 17.2. (Teorema del valor medio in spazi vettoriali normati). Siano X,Y
spazi vettoriali normati, 2 C X un aperto, p € Q, h € X, con p+ th € € per ogni
t €[0,1]. Sia f: Q — Y wuna funzione continua in p + th per ogni t € [0,1] e
differenziabile in p + th per ogni t € (0,1). Allora

1£(p+0) = F@)lly < ( sup

te(0,1

@+ ) lecen )l

Dimostrazione. Sia
@:[0,1] =Y,  o(t) = f(p+th).
Proviamo che ¢ & differenziabile in ogni ¢ € (0,1), con
O] = f'(p+th)[h]. (17.6)
Per ipotesi, per ogni ¢t € (0, 1), f e differenziabile in p + th, cioe
flp+th+v)=flp+th)+ f(p+th)[v] +o(|v]]) perv—0, veX.
In particolare, per v = sh, s € R (dove h € X ¢ fissato dalle ipotesi), si ha

f(p+th+sh)= f(p+th)+ f'(p+th)[sh] + o(|s||h]]) pers—0, s€R,

o(t+s) =o(t)+ sf'(p+th)[h] +o(|s|) pers— 0.

Dunque ¢ e differenziabile in ¢, e il suo differenziale &
¢'(t)[s] = sf'(p+ th)[h],
cioe (|17.6)). Percio, ricordando ([17.3)), per ogni t € (0,1) si ha
1" Ol cyy = ¥ OAlly
= [If"(p + th)[R]lly

1f'(p + th)|| coxvy | 2l x

<
< sup ||[f'(p+oh)|lzxyy Ih)lx =: L.
0€(0,1)

Dalla Proposizione [16.20]si ha ||¢(1) — ¢(0)|ly < L, cioe la tesi. O
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Osservazione 17.3. (Nel Teorema del valor medio basta la derivata direzionale).
Nella dimostrazione appena conclusa, per poter applicare la Proposizione [16.20] alla
funzione ¢(t) = f(p + th) in realta non serve che f sia continua e differenziabile,
ma bastano la continuita e la differenziabilita di f rispetto alla sola direzione h, cioe
basta che sia ¢(t) ad essere continua e differenziabile.

E possibile definire una nozione meno restrittiva di differenziabilita (detta dif-
ferenziabilita alla Gateaur) che corrisponde all’esistenza delle derivate direzionali e
non richiede la differenziabilita e nemmeno la continuita.

Lemma delle contrazioni. Il Lemma delle contrazioni ¢ uno strumento sem-
plice e importante per risolvere problemi di punto fisso. E ambientato negli spazi
metrici completi; per utilizzarlo negli spazi di Banach, osserviamo che ogni chiuso
di uno spazio di Banach & uno spazio metrico completo (vedi Osservazione .

Definizione 17.4. (Contrazione). Dato uno spazio metrico completo (F,d), una
funzione f : E — F si dice una contrazione di E se ¢ lipschitziana in E con costante
di Lipschitz minore di 1.

Teorema 17.5. (Lemma delle contrazioni di Banach-Caccioppoli). Sia (F,d) uno
spazio metrico completo. Sia 0 < c <1, e sia f : E — E tale che

d(f(x), f(y)) < cd(z,y) Vz,yek.

Allora esiste un unico punto fisso di f in E, cioé esiste un unico elemento p € E
tale che

f(p) =p.
Inoltre per ogni xg € E si ha
: n n c”
p=lim f"(@).  dp, S (w0) < dF o)) 1

dove f2(p) = f(f(p)) e, ricorsivamente, f*(p) = f(f" 1 (p)) per ogni n.

Dimostrazione. Sia xg € E. Definiamo ricorsivamente
Tpr1 = f(z,), mneN.
Per induzione, si dimostra che
= f"(xo), d(xpy1,2,) < cd(xy,29) Vn €N

Dunque per ogni n,k € N, con k > 1, si ha

n+k—1
d(l‘n—i-kv xn) < d(l’n—l—k;fpn—kk—l) +...+ d xn—‘rl,xn Z d xj-f—l? x])

n+k—1

S Z de(ZEl, l’o)

c
Z 371>$U0 1_Cd(331,$0)-
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Per ogni € > 0 esiste n tale che

C’I’L

1—-c

quindi d(x,4x, T,) < € per ogni n > 7, per ogni k > 1. Questo significa che (z,)
una successione di Cauchy. Dunque (z,) converge in £; indichiamo p il suo limite.
Per costruzione, z,y1 = f(z,); passando al limite per n — oo, e usando la
continuita di f, si ottiene p = f(p).
Torniamo alla stima

d(z1,20) <€ Vn>n;

'

A@ninstn) < T—d(@r,m)  Vn k€N, k> L

passando al limite per £ — oo otteniamo

n

d(p.2) < T

d(z1,29) VYneN.

Proviamo infine 'unicita: se p, x sono punti fissi di f in F, allora, poiché p = f(p),
x = f(x), si ha
d(p,z) = d(f(p), f(x)) < cd(p, z),

da cui (1 — ¢)d(p,z) <0, cioe d(p,z) = 0, cioe p = z. O

Osservazione 17.6. (Lemma delle contrazioni in spazi di Banach). Se X & uno
spazio di Banach ed £ C X e un suo sottoinsieme chiuso, allora £ €& uno spazio
metrico completo: infatti £’ e uno spazio metrico con la metrica indotta dalla norma
d(z,y) = ||z — y||; E & completo perché se una successione di elementi di £ & di
Cauchy, allora converge in X (perché X e spazio di Banach), e il suo limite appartiene
a E (perché E ¢ un chiuso).

Quindi il Lemma delle contrazioni in spazi di Banach si puo riformulare cosi:

Sia X spazio di Banach, E C X un suo sottoinsieme chiuso; sia 0 < ¢c < 1, e
sia [ E — E una funzione tale che

1f (@) = fFWl < cllz =yl Vo,y € E.
Allora esiste un unico p € E tale che f(p) = p. Inoltre per ogni xy € E si ha

n

p=lim (o), lIp— f*(xo)ll < 7 llf(w0) = ol

—c
Esercizio 17.7. Dimostrare che esiste un’unica funzione continua f : [0, 1] — [0, 1]

tale che )
o) = %/0 sin(z + f(8)dt Ve [0,1].

Suggerimento: considerare E = {f € C°([0,1],R) : ||f|l~« < R}, palla chiusa nello

spazio di Banach C°([0,1],R), dove || ||« ¢ la sup-norma su [0, 1]; scegliere R in
modo che f mappi £ — F e sia contrazione in E.

Teorema della funzione implicita. Vediamo ora il Teorema della funzione
implicita in spazi di Banach. L’enunciato e molto simile a quello per funzioni di due
variabili reali f : R? — R (Teorema di Dini) trattato in Analisi 2; il Teorema m
estende il Teorema di Dini al caso di dimensione finita qualunque f : R” x R™ — R4
e, piu in generale, agli spazi di Banach (anche di dimensione infinita).
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Teorema 17.8. (Teorema della funzione implicita). Siano X,Y, Z spazi di Banach,
QC X XY un aperto, (xo,yo) € Q, f:Q — Z una funzione tale che

(1) f ¢ continua in §2;

(17) per ogni (x,y) € Q esiste la derivata parziale 0, f (x,y) € L(Y,Z), e la funzione
Oyf : Q@ — L(Y, Z) é continua;

(#1) f(o,y0) = 0;
(iv) Oyf(xo,y0) € Iso(Y, Z).
Allora esistono due costanti a,b > 0 e una funzione
9 B(xo,a) = By, b)
tali che
e B(zg,a) x B(yo,b) C Q,
e g ¢ continua in B(xg,a),
* g(zo) = Yo,
o f(z,g9(x)) =0 per ogni x € B(xg,a),
o se (x,y) € B(xg,a) x B(yo,b) e f(z,y) =0, allora y = g(x).
Se inoltre f € CY(Q), allora g € C'(B(wo,a)), con

¢ @)l = (@) 96)) " @uf)wge)h V€ Blan,a), he X

Osservazione 17.9. (Premessa: idea della dimostrazione). Prima di cominciare
la dimostrazione vera e propria, vediamo l'idea alla base della costruzione della
funzione implicita y = g(x) come soluzione di un problema di punto fisso.

Per ogni x vicino a xg cerchiamo y tale che f(x,y) = 0; in altre parole, vogliamo
risolvere 'equazione f(z,y) = 0, in cui y & I'incognita e z ha il ruolo di un parametro.
Sappiamo inoltre che per x = x4 ’equazione ha la soluzione y = yp.

Se f fosse una funzione affine in y, cioe della forma

f(z,y) = u(z) +v(x)y

per certi u(x) € Z, v(z) € L(Y, Z), allora sapremmo risolvere 'equazione f(x,y) =
0: la soluzione sarebbe
y = —v(z) u(w),

pur di sapere che v(z) ¢ invertibile; per ipotesi, 0, f(zo,y0) = v(xo) € invertibile,
quindi si potrebbe dimostrare che v(z) rimane invertibile per z sufficientemente
vicino a xg.

In generale f(x,y) non ¢ affine in y. Possiamo pero cercare di avvicinarci alla
struttura di funzione affine in y: usando lo sviluppo di Taylor del primo ordine
rispetto a y, abbiamo infatti

f(‘qj? y) = f($7 Z/O) + ayf(aj’ yﬂ)(y - yO) + 71('%3/)7 (17'7)
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con
r(z,y) = o(lly — woll) per y — vo.

Imitando il caso affine, isoliamo il termine lineare in y, cioe d, f(x, yo)y, nella (17.7):
se Oy f(x, o) € invertibile, allora I'equazione f(x,y) = 0 si puo riscrivere nella forma

y =190 — (0yf(2,90)) " [f(z,90) + r(z,y)), (17.8)

che ¢ un problema di punto fisso per I'incognita y, e puo essere affrontato con il
Lemma delle contrazioni. Usando la ((17.7)) per sostituire r(z,y), i termini a destra
nella (17.8) diventano

vo — (0,F (z,90)) " [f (x, o)*-r(x y)]
=Y — (8 f(z, 0)) [f( -0 f(x Y0)(Y — vo)]
—yo—(afl‘, 0)) 1f(5U + (¥ — o)
=y = (9,/(z,50))” lf(x,y)-

Quindi I'equazione ([17.8)) si riscrive come

y=y— (0,f(z,p)) flz,y) (17.9)

Possiamo poi semplificare leggermente la formulazione del problema, pren-
dendo (9, f(z0,v0)) " (con zq fissato) invece di (9, f(x,y0))"! (con z variabile); per
vedere a cosa corrisponde questa modifica nella discussione precedente, ritorniamo
alla (17.7)).

I coefficienti f(z,yo), 0y f(x,y0) dello sviluppo di Taylor dipendono da z;
per x = xg, per ipotesi, sono

-1

f(xo,y0) =0, 0y f(xo,yo) = invertibile.

Consideriamo dunque una formula di Taylor modificata, in cui i coefficienti f(zx,yo),

Oy f(x,yo) della (17.7)) sono rimpiazzati dai valori f(xg,yo), 0y f(x0,yo) che si otten-
gono per x = xg: usando U'identita f(xo, 1) = 0, scriviamo

f(x,y) = f(@o,90) + 0y f(20,90)(y — vo) + R(z,y)
= A(y — o) + R(z,y)

dove A, R(x,y) sono definiti come
A=0,f(z0,0), Rlz,y) = f(z,y) — Aly — wo)
L’equazione f(x,y) = 0 si riscrive come A(y — yo) + R(z,y) = 0, cioe
y =1yo — AT R(z,y),
problema di punto fisso per y. Usando la definizione di R(z,y) si ha poi

Yo — AT R(z,y) = yo — A7 (f(2,9) — Ay — o))
=yo— A7 f(z,9) + (y — o)
=y— A" f(z,y).
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Quindi I'equazione f(x,y) = 0 si riscrive come problema di punto fisso

y=y— A" f(z,y). (17.10)
E immediato osservare che il problema f (x,y) = 0 equivale alla (17.10)),

flay)=0 & y=y—A"f(z,y);

inoltre tale equivalenza varrebbe anche con qualunque operatore invertibile messo
al posto di A7, e non ha certo bisogno di tutta la discussione precedente. Cio che
invece non ¢ evidente a prima vista ¢ da dove nasce l'idea di riscrivere il problema
in questo modo.

La riscrittura del problema f(x,y) = 0 nella forma e il punto di partenza
della dimostrazione del Teorema [17.8

Dimostrazione del Teorema[17.8. Indichiamo

A= ayf(xm ?JO):

che ¢ invertibile per ipotesi. Per (z,y) € €2, definiamo

O(z,y) =y — A f(x,y). (17.11)

Poiché A e invertibile, si ha

flz,y) =0 & y=2o(z,y).

Vogliamo dunque risolvere il problema di punto fisso y = ®(z, y).
Calcoliamo la derivata parziale 0, ®(z, y): usando la definizione (17.11)) di ®(z, y),
per ogni (x,y) € €2, per ogni h € Y si ha

0,@(x,y)[h] = h — A0, f(x,y)[h],
cioe
0,®(z,y) =1—A7'0,f(xv,y) V(z,y) €N (17.12)
Per ipotesi, 0, f ¢ continua in €2, quindi, dalla formula ((17.12)), anche 9,® lo ¢. Nel
punto (g, yo) si ha
9y ® (o, y0) = I — A9, f(xo,y0) =T — AT'A=0.

Dalla continuita di 9, e dal fatto che 0,®(zo,yo) = 0, per ogni ¢ > 0 esiste un
intorno di (zo, yo) contenuto in  in cui si ha ||0,®(x,y)|| < e. In particolare, esiste
b > 0 tale che

Ib X Jb C Q, Hqu)(l',y)nﬁ(y’z) < V(a:,y) c ]b X Jb, (1713)

N | —

dove

Iy :={r e X : |z —ux <0},
Jo={y €Y :ly—wol <b}.
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Dal Teorema del valor medio (Teorema [17.2), per ogni = € Iy, y1,y2 € Jp si ha

[P (2, y2) — ®(z, 1)l < S?p] [0y @) (, y1 + t(y2 — 1)) leeviyy [lv2 — nlly
telo,1

1
< §||y2 — iy (17.14)

Dunque per ogni z € [, la funzione ®(z,-) ¢ lipschitziana in J, con costante di
Lipschitz minore di 1.

Osserviamo che 0, f(z,y) € invertibile: infatti, dalla (17.12)), si ha
Oyf(z,y) = Al = 9,@(z,y))  V(z,y) €

A ¢ invertibile per ipotesi, mentre, dalla stima (17.13)), (I — 9,®(z,y)) ¢ invertibile
per serie di Neumann, con

1T = 0,8(e, ) Mlewary <2 Vlay) € Iy x i,
quindi
(ayf(x,y))_l - (I - ay(ID(I?y))_IA_17
18y f(z,9) Nezy) < NI = 0,2(x,y) e A zizy)
S QHAil”ﬁ(Zyy) V(:U,y) < [b X Jb- (1715)

La stima ([17.15)) verra usata nell’ultima parte della dimostrazione.

Abbiamo provato che la funzione ®(z,-) : y — ®(x,y) ¢ lipschitziana con costan-
te < 1/2 (vedi (17.14))). Per ottenere una contrazione, proviamo che ®(z,-) mappa
la palla J, in sé. Stimiamo la distanza tra ®(x,y) e yo, centro della palla J,. Per
(x,y) € I, X Jy si ha

1P(, ) = woll < 19(2,y) — P(x, yo) || + 12z, 50) — oll
< 3lly = woll + 12(. 30) — o]
< 5+ 190G 0) — ol (17.16
Vogliamo che anche I'ultimo termine sia < b/2. Per stimarlo, usiamo ,

12(2,50) = yoll = A7 f(z, o) | < AT f (2, o)l

Poiché f & continua e f(xg,y0) = 0, esiste a > 0, con a < b, tale che

b
| f(z,v0)|| € ==———= Vxe€l,.
2(1+[|A-M])
Quindi per ogni x € I, si ha
A~b b
) — < ||A7Y < H— -, 17.1

Da (17.16)) e (17.17) segue che

[@(z,y) —woll <b  V(z,y) € Lo X i, (17.18)
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e dunque
O(x,y) €y Y(x,y) € I, X Jp.

Questo significa che, per ogni z € I,, la funzione ®(x, ) : y — P(x,y) mappa J;, in
Jp. Quindi ®(x,-) & una contrazione dello spazio metrico completo .J,, e dunque ha
un unico punto fisso. Dalla (17.18)), il punto fisso y = ®(z,y) soddisfa ||y — yo|| < b.

Abbiamo dimostrato che esistono a > 0, b > 0 tali che per ogni x € I, esiste
un unico elemento y nella palla J, tale che y = ®(x,y), cioe tale che f(z,y) = 0.
Inoltre ||y — yol| < b.

Consideriamo in particolare i punti x nella palla aperta ||x—z|| < a, e chiamiamo
g(x) il punto fisso y = ®(x,y). Dunque g ¢ una funzione da B(xp,a) in B(yo,b) e
soddisfa

f(z,g9(z)) =0 Va € B(xg,a).

Inoltre, se
f(xvy):()a (IL’,y) GB(ana') XB(y(hb)a

allora y = g(z) per l'unicita del punto fisso (per ogni = € I, esiste un unico y € Jj,
tale che y = ®(z,y), cioe tale che f(z,y) = 0). In particolare, si ha

Yo = g(x0)

perché f(xo,yo) = 0.

La dimostrazione prosegue nella prossima lezione.
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18 Lezione 18

Riprendiamo la dimostrazione del Teorema della funzione implicita.

Dimostriamo la continuita della funzione g. Siano zq,z2 € B(xg,a), e siano
y1 = g(z1), y2 = g(x2) le corrispondenti soluzioni del problema di punto fisso,

y1=2(z1,41), Y2 = (22, 2).
Si ha
ly2 =yl = [|@(22, y2) — (1, 91)|
< 1 @(@2, y2) — P(z2, y1) | + [ (22, 1) — (21, 31) |
< Sl = all + 1222, 1) — @1, ) (15.1)

perché la funzione ® (x5, -) & lipschitziana con costante < 1/2; vedi (17.14]). Portiamo
a sinistra il termine 1|y, — 41| in (I8.1) (che si “assorbe” nella disuguaglianza), e
otteniamo

ly2 — w1l < 2[|P(z2, y1) — @(21, y1)]]-
Usiamo la formula ((17.11]) e stimiamo

D (za, 41) — P21, y1)|| = [lyr — A7 fza, v1) — y1 + A7 (21, 11) ||
< NATY f (22, 91) — f (@1, 1)
Quindi
lg(x2) — g(z)[| = lly2 — w1l
<2 AT (I f (w2, 91) = f@r,90)l - Vai, 20 € Blxo,a),  (18.2)

dove y; = g(x1), yo = g(z2). Poiché f ¢ continua,

f(z2, 1) — f(zr,91)| =0 per xo — @y

quindi g(x3) — g(x1) per zo — x1. Questo prova che g & continua in x, per ogni
r1 € B(zg,a).

Sia ora f € C'(Q); dimostriamo che g € C'(B(zg,a)).

Sia 1 € B(zg,a), e sia y; = g(z1); il punto (x1,y;) appartiene all’aperto
B(zg,a) x B(yo,b). Per ipotesi, 0,f ¢ continua in (z1,y;). Dunque esiste r > 0
tale che

Q. = B(x1,7) X B(y1,7) € B(xo,a) X B(yo,b),
Ha%f(‘r?y) - axf(‘rhyl)Hﬁ(X,Z) <1 V(flf,y) S Q?“
Percio 0, f e limitata in @,
102 f (@, )l ecxz) < 0w (1, y)lexzy +1=:C1 V(z,y) € Q- (18.3)

Per ogni x € B(xzy,7), dalla ((18.2)), applicando il Teorema del valor medio e la
stima (|18.3)), si ha

lg(x) — g(z) | < 2lA71f (@, 91) = f (21 30)]
<2[A7Y| s 1021) (21 + t(z = 21), y1)llecxz) 1o — 2]
te|0,

< 2| A7H|Crllz — I,
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cioe
lg(z) = g(z1)|| < Collz — 21| Vo € B(zy, 1), (18.4)

dove Cy = 2||A71|C} (costante che dipende da x; ma non dipende da z). In termini

di h =2 — x1, la (18.4) diventa

lg(z + h) — g(a)|| < Collh] VA <7 (18.5)
Sia € > 0. Definiamo .
T QA1+ Co)

Poiché f e differenziabile nel punto (z1,y;), esiste 0 > 0 tale che

[f(z1 + hoyn + k) — f(1,91) — Ouf (21, 90) R — Oy f (21, y1) K|
<e([Ipll +1[&l) Y[Rl &[] < 6. (18.6)

Consideriamo, in particolare, I'incremento
k=g(x1+h) — g(x).
Se ||h|| < r e Cyl|h|| < 6, allora, dalla (18.5),
1Bl = llg(z1 + h) — g(z1)[| < Collh]] < 6. (18.7)
Dunque per h nella palla
18Il < 8, = min{6,,6/Co}
si ha ||h[], k]| < 4, e quindi vale la disuguaglianza in (18.6). Inoltre
flar,y) = fla,9(21) =0, flar+hy+ k)= flzr+h,g(z1+h) =0

perché f(z,g(x)) = 0 per ogni = € B(xg,a). Quindi, da e ([18.7), si ha

100 f (21, y1)h + Oy f (1, yr )| < ex((|A]l + (1K)

<e(1+Collh| V|| < - (18.8)
Dalla ((17.15)), 0, f(x1,y1) € invertibile, con
1y f (1, 90)) 7HI < 2| A7 (18.9)

Applicando (9, f(x1,y1))"" alla somma che abbiamo stimato nella (18.8)) si ha
(8yf(x1, 3/1))71 [@:f(ﬂfb y1)h + ayf(aha yl)k] =k + AR, (18.10)
dove, in breve, indichiamo

A= (ayf($17 y1>)_1azf($17y1)‘

Notiamo che A & lineare e continuo perché (9, f(z1,41)) ™", Oxf(x1,y1) sono funzioni

lineari e continue. Dalla formula (18.10]) e dalle stime (|18.8]), (18.9) si ha

I+ MBI < 110, f (1, 50)) " 1190 f (21, 300k + By f (20, 30|
< 2|A7 Y er(1 + Co)||A|
=¢|lh|| V|h] < 01.
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Ricordando che k = g(x1,h) — g(z1), abbiamo dunque provato che per ogni ¢ > 0
esiste 0; > 0 tale che

lg(z1 4+ h) — g(@1) + Ahf| < el[h]] V[[A] < b1,
cioe
9(@1+h) — g(x1) = (=A)h =o([[])  per h — 0.
Questo significa che, per ogni x; € B(xg,a), g ¢ differenziabile in z;, e che il suo

differenziale in x; ¢ —A, cioe

g (x1)[h] = =0y f(z1,11)) " 0uf (x1,11)h,

dove y; = g(z1).
Poiché g, 0, f, 0, f, Inv sono funzioni continue, la loro composizione

Inv((0y f)(x1,9(1)))(0uf) (21, g(21))

¢ una funzione continua; quindi ¢’ & continua in B(zg,a), e g € C'(B(xg,a)). 0O

Derivate successive

Come in R e in R", definiamo la derivata seconda di una funzione come la derivata
della derivata; in generale, definiamo f® come derivata di f*~Y. Cominciamo con
la derivata seconda.

Definizione 18.1. (Derivata seconda). Siano X,Y spazi di Banach, sia 2 C X un
aperto, p € Q, e sia f : Q — Y di classe C1(Q,Y).

Diciamo che f e differenziabile due wvolte in p se il differenziale di f, cioe la
funzione

Q= L(X,Y),

¢ differenziabile in p; in tal caso indichiamo f”(p), oppure D?f(p), oppure d? f(p), il
differenziale di f’ in p.

Diciamo che f e differenziabile due volte in §2 se f e differenziabile due volte in
ogni punto p € €.

Diciamo che f ¢ di classe C*(Q,Y) se f” ¢ continua in €.

Dalla Definizione f"(p) & una funzione lineare e continua da X a £(X,Y),
f"(p): X = L(X,Y), f'(p)e (X, L(X,Y)).

Quindi per ogni h € X si ha f”(p)[h] € L(X,Y), cioe f”(p)[h] € una funzione lineare
e continua da X a Y,

') X =Y, v f(p)[h][] €Y.

E conveniente dunque considerare f” (p) come funzione bilineare su X, che alla
coppia (h,v) € X x X associa f”(p)[h][v] € Y.

Definizione 18.2. (Funzioni bilineari). Siano X,Y spazi vettoriali. Una funzione
B: X xX =Y, (hv)— B(h,v) si dice bilineare se

per ogni h € X fissato, la funzione X — Y, v — B(h,v) ¢ lineare, e

per ogni v € X fissato, la funzione X — Y, h +— B(h,v) & lineare.
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Nello spazio X x X consideriamo (per esempio) la norma

1(h, o)l x = NlAllx A+ [lvllx

Per B : X x X = Y bilineare definiamo

B h,v Y
Bl zo(x,y) == sup 1B (R, 0)lly

. (18.11)
noex\foy 1Allx vl x

Lemma 18.3. (Continuita per funzioni bilineari). Siano X,Y spazi di Banach.
Una funzione bilineare B : X x X =Y, (h,v) — B(h,v) é continua in X X X se e
solo se

1Bl z2(x,v) < oo

Esercizio 18.4. Dimostrare il Lemma [18.3]

Definiamo

Lo(X,Y):={B: X x X =Y, B bilineare e continua}
={B: X x X =Y, B bilineare, ||B||z,x,y) < o0}

Lemma 18.5. (Spazio delle funzioni bilineari continue). Siano X,Y spazi vettoriali
normati. Se'Y ¢ di Banach, allora Lo(X,Y), || ||z,x,y) € spazio di Banach.

Esercizio 18.6. Dimostrare il Lemma [18.5

Lemma 18.7. (Isomorfismo di £(X,L(X,Y)) e Lo(X,Y)). Siano X,Y spazi di
Banach.

(1) Sia B € L(X,L(X,Y)). Per ogni h,v € X, definiamo B(h,v) := E[h][v].
Allora B € L5(X,Y), e si ha

1Bl ccx,cox,v)) = I1Blleaxy)- (18.12)

(13) Viceversa, sia B € Lo(X,Y). Per ogni h € X, definiamo E[h] come la
funzione di X in'Y che mappa v € X in E[h|[v] := B(h,v) € Y. Allora, per ogni
h € X, E[h] é una funzione lineare e continua di X in'Y, cioé¢ E[h] € L(X,Y) per
ogni h € X. La funzione E : X — L(X,Y), h — E[h] é lineare e continua, cioé
E e L(X,L(X,Y)). Si ha inoltre l'uguaglianza ([18.12).

Dimostrazione. (i). Sia E € L(X,L(X,Y)), e definiamo B(h,v) := E[h][v] per ogni
h,ve X.

Per ogni h, la funzione E[h| : X — Y & lineare, ed ¢ la funzione v — E[h][v] =
B(h,v); questo significa che, per ogni h, la funzione v +— B(h,v) & lineare. Per
ipotesi, £ : X — L(X,Y) ¢ lineare, cioe

E[h+ k| = E[h] + E[k], FE[\h]| = \E]h]
per ogni h, k € X, A € R; queste sono funzioni da X in Y, quindi, per ogni v € X,
Efh + K][v] = E[h][v] + E[K][v],  E[Ah][v] = AE[A][v],

cioe

B(h+ k,v) = B(h,v) + B(k,v), B(Ah,v) = AB(h,v).
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Quindi, per ogni v, la funzione h — B(h,v) & lineare. Dunque B & bilineare.
Proviamo ((18.12). Per definizione di norma operatoriale, si ha

IETA]ll ey
||E||£(X,£(X,Y)) = sup NEARINLXY)
nex,hz0  ||P]|x

o L LB
= sup sup
nex,h#0 |Pllx vex,oz0  [vllx
Elh
sup | ETh][v] ]|y
hwex, hozo ||P|x V]| x
B(h
— |B(h,v)|ly

15 v)lly 5 |
hwex, hozo ||l x]|v]|x | Blls(x.v)

Infine B ¢ continua perché ¢ bilineare e || B||z,x,y) < oo.
La dimostrazione di (i7) ¢ simile. O

I Lemma permette di identificare gli spazi £(X,L(X,Y)) e L2(X,Y), e
dunque di considerare f”(p) una funzione bilineare,

f"(p) € L2X,Y),  [f"(p): X xX =Y, (hv)— f"(p)h,v].

Scriviamo f”(p)[h,v] perché, in analogia al caso lineare, usiamo le parentesi quadre
per gli argomenti in cui la dipendenza e lineare. Se poi f ¢ differenziabile due volte
in ogni punto p € €, si ha

Q= LyX,)Y),

e se f” ¢ continua da Q a £5(X,Y), scriviamo f € C*(Q,Y).

Lemma 18.8. (f”(p) & simmetrico). Siano X,Y spazi di Banach, Q@ C X un aperto,
p € Q. Se f ¢ differenziabile due volte in p (cioé f ¢é differenziabile in un intorno
dip e f' ¢ differenziabile in p), allora la funzione bilineare f"(p) é simmetrica, cioé

f"(p)h,v] = f"(p)lv,h] Vh,ve X.

Dimostrazione. Non in programma. Si trova in [2], capitolo 1.3, Teorema 3.4. [

Esempio. Consideriamo la funzione

sin(z + y)
f:R2_>R37 f(l',y): ex_y?;

[E2y

In questo caso X = R? Y = R3 Q = X. 1l differenziale di f nel punto (z,y) € Q
in direzione (h, k) € X &

cos(z +y)(h+ k)
f'(a,y)[(h, k)] = e*h — 3y’k
2zyh + 22k
Quindi f'(z,y) e la funzione lineare e continua

f(ayy) (k) = [, y)[(h, F)]
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che manda il vettore (h, k) € X = R? nel vettore f'(x,y)[(h, k)] €Y =R3 e
[(z,y) € L(X,Y) = L(R*R?).
Il differenziale f’ ¢ la funzione
fQ=R— L(X,Y) = LR R’

che al punto (z,y) € Q associa f'(x,y) € L(R? R3).
La derivata di f’(z,y)[(h, k)] nel punto (x,y) in direzione (s,t) &

—sin(z +y)(s +1)(h + k)
" (z,9)[(s, 0)][(h, k)] = e’sh — 6ytk . (18.13)
2ysh + 2xth + 2xsk

Quindi f”(x,y)[(s,t)] ¢ la funzione lineare e continua
f'@,yls, )] : R =R (b, k) = f"(z,y)[(s,)][(h, k)]
che manda il vettore (h, k) € R? nel vettore f”(x,y)[(s,t)][(h, k)] € R, dunque
[z, y)(s,1)] € LR, R?).
Inoltre la funzione
f'(@,y) R = LRERY),  (s,1) = f"(2,9)](s, )]

che al vettore (s,t) € R? associa la funzione f”(z,y)[(s,t)] € L(R?, R?) & a sua volta
lineare, e quindi

f"(z,y) € L(R?, L(R?* R?)).

D’altra parte, la funzione
f(zy) REX R R, ((s,1), (b, k) = f7(,y)[(s, )][(, k)]

e una funzione bilineare,

f”(xv y) S £2(R27R3)7

come si vede dal fatto che gli incrementi h, k, s,t nella formula compaiono
tutti come monomi di grado 2, con dipendenza lineare in (s,t) tenendo fissi (h, k),
e con dipendenza lineare in (h, k) tenendo fissi (s, t).

Se deriviamo (|18.13)) in direzione (u,v) troviamo

—cos(z +y)(u+v)(s+t)(h+k)
", ) [(u, 0)][(s, 0)][(h, k)] = e*ush — 6vtk ,
2ush + 2uth + 2usk

che & funzione trilineare dei vettori (u,v), (s,t), (h, k) (cioé lineare in ciascuno dei
tre, tenendo fissi gli altri due).
Se deriviamo ancora, in direzione (o, /3), troviamo

sin(x + y)(a+ B)(u+v)(s+t)(h+ k)

FO ), B)][(w, 0)][(s, 1)][(h, k)] = e””ogzsh ,
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funzione 4-lineare dei vettori («, ), (u, v), (s,t), (h, k). E cosi via.

Vediamo in generale le derivate successive. Poiché f” & una funzione da Q2 a
L5(X,Y), il suo differenziale in p, cioe f”(p), appartiene a L£(X, L2(X,Y)). Come
per il Lemma [18.7] si prova che £(X, £2(X,Y")) ¢ isomorfo (e isometrico) allo spazio
L3(X,Y) delle funzioni trilineari continue 7' : X3 — Y, dove X3 = X x X x X. Si
puo quindi considerare

f”/(p> < £3(X7 Y)>

e proseguire, definendo la derivata quarta come derivata di f"”, eccetera.
Procediamo per induzione, assumendo di aver definito le funzioni differenziabili
(k — 1) volte e le funzioni (k — 1)-lineari continue.

Definizione 18.9. (Derivata k-esima). Siano X,Y spazi di Banach, Q C X un
aperto, k > 2 un intero. Supponiamo che f : 2 — Y sia differenziabile k — 1 volte
in . Sia p € Q. Diciamo che f ¢ differenziabile k wvolte in p se il differenziale
(k — 1)-esimo di f, cioe la funzione

fEDQ = £ (XY,

¢ differenziabile in p; in tal caso indichiamo f*)(p), oppure D* f(p), oppure d* f(p), e
chiamiamo differenziale k-esimo di f in p, la funzione (f*~1)(p), cioe il differenziale
di f*=Y in p. L'insieme L;_,(X,Y), codominio di f*~Y & lo spazio delle funzioni
(k — 1)-lineari e continue.

Diciamo che f e differenziabile k volte in ) se f e differenziabile k volte in ogni
punto p € €.

Diciamo che f & di classe C*(©,Y) se f*) & continua in Q.

Dalla Definizione [18.9, f*)(p) & una funzione lineare e continua da X allo spazio
Lr-1(X,Y) delle funzioni (k — 1)-lineari e continue,

f®(p) e L(X, Lr_1(X,Y)).

Quindi per ogni h € X si ha f*)(p)[h] € L,_1(X,Y), cioe f*)(p)[h] & una funzione
(k — 1)-lineare e continua da X*~1 a Y,

FOPR X =Y, (v, ve1) = fOO)A[vr, .. 6] €Y.

Come sopra, conviene considerare f*) (p) come funzione k-lineare su X, che a
(hi,...,ht) € X* associa f®)(p)[hy, ha, ..., hi] = f®(p)[hi][he, ..., h]) €Y.

Definizione 18.10. (Funzioni k-lineari). Siano X, Y spazi vettoriali. Una funzione
M:X* =Y, (hy,...,¢h)— M(hy,... h)

si dice k-lineare se perogni j = 1,...,k, per hy, ..., hy, eccetto h;, fissati, la funzione
X =Y, hj = M(hy,..., hy) € lineare. In altre parole, M & k-lineare se & una
funzione lineare in ciascuno dei suoi argomenti hq, ..., hy separatamente.
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Una funzione si dice multi-lineare se € k-lineare per un certo k.
Nello spazio prodotto X* = X x ... x X consideriamo (per esempio) la norma

[(has s bl = [lBallx + -+ [Pk

Per M : X* — Y k-lineare definiamo

M(hy,...,h
||M||£k(x,y) = sup [M(ha, - i)y

. (18.14)
hheex ({0} 1Pallx - [1hellx

Lemma 18.11. (Continuita per funzioni k-lineari). Siano X,Y spazi di Banach.
Una funzione k-lineare

M:X* =Y, (hy,...,h) = M(hy,... ")
¢ continua in X" se e solo se
M| 2 x,v) < 0.
Dimostrazione. Adattare il caso bilineare. OJ
Definiamo

Li(X,Y):={M: X* Y, M k-lineare e continua}
={M : X* =Y, M k-lineare, |M|z,(xy) < 0o}

Lemma 18.12. (Spazio delle funzioni k-lineari continue). Siano X,Y spazi vetto-
riali normati. Se Y é di Banach, allora Li(X,Y), || ||z.(x,v) € spazio di Banach.

Dimostrazione. Adattare il caso bilineare. OJ

Lemma 18.13. (Isomorfismo di £(X,L,_1(X,Y)) e Li(X,Y)). Siano X,Y spazi
di Banach.
(1) Sia F € L(X,Ly_1(X,Y)). Per ogni hy,...,h € X, definiamo

M<h17 R hk) = E[hl][h27 R hk]
Allora M € Li(X,Y), e si ha
1Bl cex.cionxvy) = 1M ]| xv)- (18.15)

(11) Viceversa, sia M € Ly(X,Y). Per ogni hy € X, definiamo E[h;] come
la funzione di X*' in'Y che mappa (ha,...,h) € X* 7 in E[hi]ho, ... hy] =
M(hy,..., hy) € Y. Allora, per ogni hy € X, E[hy] é una funzione (k — 1)-lineare
e continua di X*1 in'Y, cio¢ Elh] € Lr_1(X,Y) per ogni hy € X. La funzione
E:X — L, 1(X,Y), hy — E[hy] ¢ lineare e continua, cioé E € L(X, Lr—1(X,Y)).
Si ha inoltre l'uguaglianza .

Dimostrazione. Adattare il caso bilineare. O
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Dal Lemma [18.13| possiamo identificare gli spazi £(X, Lr—1(X,Y)) e Li(X,Y),

e dunque consideriamo f*)(p) una funzione k-lineare,
fPp) e LyX,Y), O :XF=Y,  (hi,... . he) = /O, ..., el

Scriviamo f*)(p)[hy, ..., h] perché, in analogia al caso lineare e bilineare, usiamo
le parentesi quadre per gli argomenti in cui la dipendenza ¢ lineare. Se poi f e
differenziabile k£ volte in ogni punto p € €2, si ha

fE Q= L(X,Y),
e se f®) & continua da Q a Li(X,Y), scriviamo f € C*(Q,Y).

Lemma 18.14. (f* ¢ simmetrica). Siano X,Y spazi di Banach, Q C X un aperto,
p € Q. Se f ¢ differenziabile k volte in p (cioé f ¢é differenziabile k — 1 wvolte in
un intorno di p e f*=V ¢ differenziabile in p), allora la funzione k-lineare f*)(p) ¢
simmetrica, cioe

f(k)(p)[hlu ] hk] = f(k)(p)[ha(1)7 R ho(k)] Vh'h R hk € X7
per ogni permutazione o di {1,... k}.
Dimostrazione. Non in programma. Si trova in [2], capitolo 1.3, Teorema 3.5. [

Lemma 18.15. La somma, il prodotto per scalari, la composizione di funzioni di
classe C* ¢ di classe CF.

Dimostrazione. Adattare agli spazi di Banach le corrispondenti dimostrazioni in
R™. O

Definizione 18.16. (Funzioni C*°). Siano X,Y spazi di Banach, 2 C X aperto.
Una funzione f: Q — Y si dice C®(Q,Y) se f € C*(Q,Y) per ogni k € N.
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19 Lezione 19

Proposizione 19.1. (Inv e di classe C*). Siano X,Y spazi di Banach. L’operatore
di inversione

Inv : Iso(X,Y) — L(Y,X), Inv(4)= A"
¢ di classe C*(Iso(X,Y), L(Y, X)).

Dimostrazione. Nella Proposizione [16.16{abbiamo dimostrato che Inv ¢ di classe C*
e il suo differenziale nel punto A € Iso(X,Y’) in direzione B € L(X,Y) ¢
]

Inv'(A)[B] = —A'BA™!.
Quindi 'operatore lineare
Inv'(A): L(X,Y) = L(Y,X), B~ Inv'(4)[B]
e la composizione
Inv'(A) = E(A)M(A),  Inv'(A)[B] = E(A)[M(A)[B]],
dove M (A), E(A) sono gli operatori lineari di composizione con A~! a sinistra/destra,

M(A): L(X,Y) = L(Y,Y), B M(A)[B]:=BA™ = Blnv(A),
E(A): L(Y,Y) = L(Y,X), Hw~ BE(A)[H]:=-A""H=—Inv(A)H.

Procediamo per bootstrap. Poiché Inv (cioe la funzione A — Inv(A)) & C', anche
M, E (cio¢ le funzioni A — M(A), A — E(A)) sono C'. Quindi la loro composizione
Inv'(A) = E(A)M(A) ¢ una funzione C*. Dunque Inv & C.

Supponiamo che Inv sia di classe C*. Allora E, M sono C*, quindi Inv' = EM
¢ C*, e dunque Inv & CF+1,

Abbiamo provato, per induzione, che Inv € C* per ogni k € N. n

Proposizione 19.2. (Ulteriore regolarita della funzione implicita). Supponiamo
che valgano le ipotesi del Teorema[17.§ della funzione implicita.

Se, inoltre, f € C*(Q,Z), con k > 1 intero, allora g € C*(B(x,a), B(yo,b)).
Se f € C*, anche g € C™.

Dimostrazione. Nel Teorema abbiamo provato che se f € C! allora g € C*, e
il differenziale di g nel punto x € B(zg,a) &

g'(x) = —((0,1)(x,9(x))) " (0uf)(x,9(x))  Va € Blzo,a), (19.1)

Supponiamo che f sia di classe C*, con k > 2 (il caso k = 1 & gia stato provato nel
Teorema . Come sopra, procediamo per bootstrap.

Poiché f € C*(Q), le derivate parziali 9, f, 9, f sono C*~1(2). Supponiamo che
g sia di classe C"(B(xg,a)), con n < k — 1. La funzione

B(zg,a) = Q, =+ (z,9(z))

e di classe C™. Le composizioni (0, f)(x, g(x)), (0, f)(x, g(x)) sono C™. Poiché Inv €
C*, anche Inv((9, f)(x, g(x))) ¢ C™. Quindi la composizione ¢ C™, e dunque
g€ Ccntt

Per induzione, questo argomento (g € C™ = g € C™*1) si puo iterare fintantoché
n<k-—1. Siamivaa g€ C""! conn =k — 1, cioe g € C¥, che ¢ la tesi.

Se f € C*, non ci sono limitazioni al passo induttivo, e, per induzione, g € C"
per ogni n € N. O
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Esercizio 19.3. Sia X lo spazio vettoriale delle successioni di numeri reali x =
(71,22, ...) limitate, munito della norma del sup ||z|| = sup |z,|. Sia f: X? = X la
funzione

f(z,y) = Ay + P(x,y),

dove A = (Aji)jk=12,. ¢ la matrice a infinite righe e infinite colonne

B

B 10

e P(x,y) ¢ la successione (21, 22, ...) con
Zn = Ty, €O8(Ty) + SIN(YnTpi1)-

Stabilire se I’equazione f(z,y) = 0 definisce una funzione implicita y = g(z) intorno
al punto (0,0). In caso affermativo, calcolare il differenziale ¢'(0)[h].

Esercizio 19.4. Provare che esistono funzioni y(x), z(x) definite implicitamente dal
sistema

r—2y*—322+4=0
che soddisfano y(1) = z(1) = 1. Calcolare y/(1), 2'(1).

{x3—3xy2+z3+120,

Esercizio 19.5. Si consideri il sistema

(r+y)* +uy +2v—6=0,
(x —y)?> +u*v— 22y —3=0

nelle incognite (z,y,u,v) € RY. Dimostrare che il sistema definisce implicitamente
delle funzioni u(z,y), v(z,y) che soddisfano

w©0,1)=1, v(0,1)=2.
Calcolare Vu, Vv in (0, 1).

Esercizio 19.6. Siano ag,aq,...,a,_1 : R — R funzioni di classe Ck(R). Per ogni
t,z € R, sia

p(t,z) = 2" + an 1 ()" + .+ ag(t)2® + a1 (t)T + ao(t)

polinomio di grado n in x, con coefficienti a;(t) dipendenti da ¢t. Supponiamo che
per ogni t € R il polinomio abbia n radici reali distinte

21(t) < wo(t) < ... < xn(t).

Dimostrare che z1, ..., 1, sono funzioni di classe C*(R).
Suggerimento. Per ogni t il polinomio si fattorizza come

p(t,x) = (x = 21(8)) (& — 23(t)) - - - (& — a(2)).

Se, per un certo t, x;(t) fosse radice del polinomio derivato d,p(t,x), allora x;(t)
sarebbe radice di p(¢,z) di molteplicita > 2.
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Serie di Fourier

Questa terza e ultima parte del corso ¢ dedicata alle serie di Fourier. Si tratta di
un prima, piccola porzione di un vasto campo dell’analisi, detto analisi di Fourier
(o analisi armonica), che ha le sue origini nei primi studi sulle equazioni lineari del
calore e delle onde, e ha oggi un ruolo centrale in varie parti dell’analisi, incluse le
equazioni alle derivate parziali e la teoria dei numeri.

L’idea alla base delle serie di Fourier ¢ quella di usare seni e coseni, sin(nzx) e
cos(nz), come elementi fondamentali in cui decomporre le funzioni periodiche.

Definizione 19.7. (Integrale di funzioni a valori complessi). Sia f : [a,b] — C una
funzione di variabile reale a valori complessi. Diciamo che f ¢ integrabile in [a,b]
se la sua parte reale Re f e la sua parte immaginaria Im f sono integrabili in [a, b].
Definiamo l'integrale di f in [a,b] con la formula

/abf(x) d = /abRef(x) dx—l—i/ablmf(x) da. (19.2)

In queste lezioni, come anche nel resto del corso, usiamo 'aggettivo integrabile
come sinonimo di Riemann-integrabile (come in Analisi 1).

Osservazione 19.8. (Integrale e primitiva). Siano f, h : [a,b] — C, con f continua,
h derivabile, e h'(x) = f(z), cioe

(Reh)(z) = Re f(z),  (Imh)'(z) =Im f(z)

per ogni z € [a,b]. Allora dal Teorema fondamentale del calcolo integrale si ha
b b
/ Re f(z) dx = Re h(b) — Re h(a), / Im f(z) dx = Im h(b) — Im h(a),

e dunque, dalla definizione ({19.2)),

/ f(z)dx = h(b) — h(a). (19.3)

Osservazione 19.9. (Derivata e integrale degli esponenziali complessi). Usando la
formula dell’esponenziale complesso

e’ =cosr+isinz, x€R,

per ogni A € R si ha
d iz d L. . . S\ AT
¢ = %[cos()\x) +isin(A\x)] = —Asin(Ax) + i\ cos(Ax) = ide

e dunque, per A\ # 0,
IAT

%(62')\ ) = e,

Di conseguenza, dall’Osservazione [19.8]

b IAT 4 p—b iAb __ ida
e e e e
d :[ ] ) 19.4
/ae S W ix 7 (19-4)
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Esercizio 19.10. Per \ # 0 calcolare

b b
/cos(Ax)dm—ki/ sin(A\z) dz

e verificare che, usando seno e coseno, si ottiene la formula ({19.4]).

Esercizio 19.11. (Formula di integrazione per parti per funzioni a valori comples-
si). Siano f, g : [a,b] — C funzioni a valori complessi, con Re f, Im f, Reg, Im g di
classe C'*([a, b], R). Allora

/ f'(@)g(x) d + / f(@)d () dz = [f(2)g(x)]"
— FB)gd) - fla)gla).  (19.5)

Scrivendo f, g con parte reale e immaginaria, e usando la formula di integrazione
per parti per le funzioni reali (Analisi 1), provare che vale (19.5)).

Osservazione 19.12. (Formule di uso frequente). Negli esercizi e nei calcoli con i
polinomi trigonometrici si usano molto spesso le seguenti identita:

e = (=1)™ Vm € 7Z, (19.6)

/ e dr =0 Ym € Z, m#D0. (19.7)

—T

Seguono entrambe dall’identita elementare e™™* = cos(mx) + i sin(mx).

Definizione 19.13. (Polinomio trigonometrico, serie trigonometrica). Si dice po-
linomio trigonometrico una somma (finita) di esponenziali complessi del tipo

inT
E Cp€ )
[n|<N

con coefficienti ¢, € C; N € N ¢ il grado del polinomio trigonometrico. Si dice serie
trigonometrica una serie di funzioni del tipo

§ Cnelﬂ,x’
nezZ
dove 'operazione di limite per n — £00 e intesa in senso simmetrico, cioe

N
E c,e™ = lim E cne™,
N—+o00
ne”Z n=—N

qualunque sia il tipo di convergenza (puntuale, uniforme, ecc.) che si sta trattando.

Osservazione 19.14. (Polinomio trigonometrico, serie trigonometrica in seni e
cosent). Ogni polinomio trigonometrico

Z cne™ (19.8)

n|<N
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con coefficienti ¢, € C si puo scrivere nella forma

ap + g: <an cos(nz) + by, sin(nx)) (19.9)

con coefficienti a,,, b, € C, e viceversa. Infatti, fissati dei coefficienti ¢, il polinomio
trigonometrico ((19.8]) si scrive nella forma ((19.9) dove i coefficienti a,,, b, sono

ap = o, p =Cp+C_p, by=1i(c,—c_,) ¥Yn>1 (19.10)
Viceversa, fissati dei coefficienti a,, b,, il polinomio trigonometrico in seni e coseni
(119.9) si riscrive nella forma ((19.8)), dove i coefficienti ¢, sono

Co = Qyo, Cp = 9 , Cop = 9

Esercizio 19.15. Dimostrare le affermazioni dell’Osservazione [19.14]

Vn > 1. (19.11)

Cominciamo lo studio delle funzioni periodiche.

Lemma 19.16. (Proprieta di traslazione del periodo). Sia f : R — C una funzione
periodica di periodo T > 0, integmbz’le in [0,T]. Allora

/ dx—/f dr Va e R.

Esercizio 19.17. Dimostrare il Lemma |1 . Per esempio, primo modo: usare il
fatto che per ogni a € R esiste m € 7Z tale che mT <a<mT+T. Oppure, secondo
modo: separare faa+T = faT+ ffrT e provare che f;+T f=Jr

Osservazione 19.18. (Normalizzazione del periodo a 2m). Sia f : R — C una
funzione periodica di periodo T" > 0. Allora la funzione

g:R=C, glz):= f(%x) (19.12)

e periodica di periodo 2w. Tramite il riscalamento , ogni risultato enun-
ciato per funzioni periodiche di periodo 27 puo essere esteso, con gli opportu-
ni adattamenti riguardo alle costanti, alle funzioni periodiche di periodo T > 0
qualunque.

Definizione 19.19. (Coefficienti di Fourier, serie di Fourier). Sia f : R — C una
funzione periodica di periodo T > 0, integrabile in [0, T7.

Si dicono coefficienti di Fourier di f (relativi al periodo T, rispetto agli esponen-
ziali complessi) i numeri complessi

1 T .27
= T/ flx)e ™" T%dx, neli
0

(f si legge “f cappuccio”). A
Si dice serie di Fourier di f la serie trigonometrica di coefficienti f(n)

= fn)e7

Si dice somma parziale N-esima della serie di Fourier di f la somma parziale

sugli indici n = —N, ..., N, cioe il polinomio trigonometrico
= Z f(n)emz%x, N eN.
In|<N
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Osservazione 19.20. Dal Lemma [19.16} si ha

== flx)e T de = = flx eI gy
T Jo T J 1
perché la funzione integranda e T-periodica.
In particolare, per T' = 27, i coefficienti di Fourier delle funzioni 27-periodiche

sono
1

27 Jo

f(n) _ 2T f(SC) —inx dl‘ _ _/ f fm:r dl’ n e Z;

per T' =1, i coefficienti di Fourier delle funzioni di periodo 1 (come, per esempio, la
funzione parte frazionaria di un numero reale) sono

1 . 1/2 .
= / f(z)e ™2™ dg = f(x)e ™™ dy,  n€Z.
0 ~1/2

Esercizio 19.21. (Coefficienti di Fourier rispetto a seni e coseni). Si assumano le
ipotesi e la notazione della Definizione [19.19] Verificare che

Sn(f)(x) =ao(f) + i (an(f) cos (n%rx) + b, (f) sin <n2%x>)

dove

wlf) = F0) =5 [ s (19,13

an(f) = f(n) + f(—n) = %/0 F(#) cos (nz%t) dt, n>1, (19.14)
ba(f) = i(f(n) — f(=n)) = %/O £()sin (n%”t) i, n>1.  (19.15)

Esercizio 19.22. Sia f : R — C la funzione 2r-periodica che nell’intervallo (—, 7]
vale f(z) = x. Calcolare i coefficienti di Fourier di f e scrivere la serie di Fourier
S(f) di f. Scrivere S(f) anche come serie di seni e coseni.

Svolgimento. Per n € Z, n # 0, integrando per parti, calcoliamo

, 1 [T d e
72”1’ d - —inx d — _( ) d
o / fl / e o 2 J_ . xdx —in v

—znac — 1 —znac
:| T=—Tr

" or [x —in Com o

1 e—inTr eimr 1 s i
——(r ) s [ e
2r\ —in —in 2min J_.

i

—in n

dx

—1in

Abbiamo usato le identita (19.6]), (19.7)), che si usano spesso in questo tipo di esercizi.

Poi
—i/ﬂf(x)dx—i/ﬂxdx—o
C2m ) C2m ) o
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Abbiamo calcolato

iy =0 fmy =" vnez nzo

quindi per ogni N € N si ha

_ Z(_l)n inx
Sv(H) =) ——, (19.16)
In|<N, n#0
e la serie di Fourier di f ¢ la serie di funzioni
s = Y e
n€Z,n#0
Dalle formule ((19.10)) (vedi anche ’Esercizio [19.21)) si calcola
2(—1 n+1
() =0 vn>0, bu(f)= 2V s
n
da cui
T = 2(-1)
S = —— si S = —— si ) 19.17
M) = D0 sinta), S = 325 ). (1947

In alternativa, invece di usare le formule ([19.10)), torniamo all’identita (19.16|) e

osserviamo che, per ogni n > 1, la somma dei due termini di indice n, —n ¢

i(—l)”eim N i(—1)™" jine
- ‘ —nl)” [cos(nx) 4 isin(nx)] + ! :711 ! [cos(nx) — isin(nz)]
= i(_l)nQi sin(nx)
= 29 sin(nx)

e otteniamo nuovamente ((19.17)).

Notiamo che la serie di Fourier S(f) si ottiene come “limite formale” di Sn(f)
per N — oo (cioe si scrive 0o al posto di N nella formula delle somme parziali): per
scrivere la serie di Fourier basta il calcolo dei suoi coefficienti, senza discuterne la
convergenza. O

Esercizio 19.23. Calcolare i coefficienti di Fourier e scrivere la serie di Fourier della
funzione 2m-periodica f che nell’intervallo [0, 27] vale

(m — x)*

flo) ==

Esercizio 19.24. Calcolare i coeflicienti di Fourier e scrivere la serie di Fourier della
funzione 1-periodica “parte frazionaria”

x € [0, 27].

f:R%R7 f(I)Zl’—[l'],

dove [z] € la parte intera del numero reale z, cioe¢ [z] = max{m € Z: m < z}.
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Esercizio 19.25. Sia
f:R—=R, f(x)=cos(6x).

La funzione f e periodica di periodo 7" = 7/3, ma anche T' = 27 /3, T' = 27, e piu
in generale T' = k7 /3 per ogni intero positivo k.

Calcolare i coefficienti di Fourier f(n;T) e scrivere la serie di Fourier S(f;T)(z)
della funzione f rispetto al periodo 7' nei casi

5or="1
3 3
Esercizio 19.26. (Caso generale dell’Esercizio [19.25)). Ogni funzione di periodo T

¢ anche periodica di periodo 7", con T" multiplo intero di T". Trovare una formula

generale che lega i coefficienti di Fourier rispetto al periodo T" a quelli rispetto al
periodo T" = kT.

T = T =.

Lemma 19.27. (Funzioni pari, dispari, reali). Sia f: R — C una funzione periodica
di periodo T > 0, integrabile in [0,T], e siano f(n) i suoi coefficienti di Fourier.

(1) Se f ¢ pari, allora anche f ¢é pari, cioe se f(—x) = f(x) per ogni x € R,
allora

f(=n)=f(n), nez
(ii) Se f ¢ dispari, allora anche f & dispari, cioé se f(—x) = —f(z) per ogni
xr € R, allora

f(—n) = —f(n), n € 7.

(1i1) Se f é reale, cioe se f(x) € R per ogni x € R, allora

f(_n):f(n)a n €z,

dove f(n) & il complesso coniugato di f(n).

Lemma 19.28. (Funzioni pari, dispari, reali con seni e coseni). Sia f : R — C una
funzione periodica di periodo T > 0, integrabile in [0,T], e siano a,(f),b,(f) i suoi
coefficienti di Fourier rispetto a seni e coseni, dati dalle formule —.

(1) Se f ¢ pari, allora b,(f) =0 per ognin > 1, e la serie di Fourier di f ¢ una
serie di soli coseni.

(11) Se f e dispari, allora a,(f) =0 per ognin > 0, e la serie di Fourier di f ¢é
una serie di soli seni.

(1ii) Se f ¢ reale, allora a,(f), bu(f) sono reali.

Esercizio 19.29. Dimostrare i Lemmi [19.27] e [19.28]
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20 Lezione 20

Ci proponiamo di studiare la convergenza della serie di Fourier, a partire dalla
convergenza puntuale.

Supponiamo che f : R — C sia una funzione periodica, di periodo T" > 0,
integrabile nel periodo. Indichiamo, in breve,

2
==
Dalla Definizione [19.19] per ogni N € N, x € R si ha

Sw(f)@) = 3 fln)eines

w

In|<N
N 1 T/2 ' '
=3 ([ ey
n=—N -T/2
1 N T/2

=5 Fly)em™ =) dy
Tn:ZN —1/2

1 (772 N

_ - f(y)< 3 emw(x—?ﬂ) dy. (20.1)

T ~T/2 n=—N

Lo scambio di somma e integrale non da alcun problema perché si tratta di una
somma finita. La somma nella formula (20.1)) gioca quindi un ruolo di primo piano
nello studio del polinomio trigonometrico Sy (f); vediamo le sue proprieta.

Definizione 20.1. (Nucleo di Dirichlet). Per N € N si chiama N-esimo nucleo di
Dirichlet la funzione

Lemma 20.2. (Formula integrale per Sy(f) con il nucleo di Dirichlet). Sia f : R —
C una funzione periodica di periodo T' > 0, integrabile nel periodo. Sia w = 27/T.

Allora
1 T/2
Sw(f)(@) = 7 / f(y)Dy(w(z —y))dy VreR, NeN,
~T/2
Dimostrazione. Appena fatta: riprendere la (20.1]) e usare la definizione del nucleo
di Dirichlet. O

Lemma 20.3. (Proprieta del nucleo di Dirichlet). Per ogni N € N, il nucleo di
Dirichlet Dy (V) soddisfa le sequenti proprieta:

(i) Dn(—9) = Dn(9) per ogni 9 € R, cioé Dy ¢é pari;

(i) Dn(0+2m) = Dy (V) per ogni ¥ € R, cioé Dy é 2m-periodica;
(1ii) Dy (V) € R per ogni ¥ € R, cioé Dy é reale;
(iv) Dy(0) = 2N + 1;
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(v) il suo integrale vale

1 (" 1 (" 1
— [ Dy@W)dv=1, — [ Dy@)dd==;
27r/,r w(?) ’ 27r/0 w(?) 2’

(vi) wale la formula

sin((N + 3)9)
sin(199)

2

Dy(¥) = Vo e R, 9 # 2km, k € Z.

Dimostrazione. (i), (i), (ii7), (¢v). Dalla Definizione (20.1)) si ha
D) =e ™ 4 fe™ p14e 4 4N
=1+ (" +e ™)+ (e +e )+ + (e + e
=1+ 2cos(¥) 4+ 2cos(20) + ... + 2cos(NV)
N
=142 Z cos(nd).
n=1

Dunque Dy e pari, 2w-periodica, reale, e in zero vale 1 + 2N.
(v). Si ha

m N m

/_ 7; Dy (9) d = / ( eim?> 49 = nﬁ:N ( / ¢in? dq?) —or

T " p—_N _ -7

perché (vedi Osservazione [19.12)
/ e dy =0 Vn#0,

e I'unico controbuto non nullo nella somma ¢ il termine per n = 0, cioe l'integrale
della costante ¢® = 1. Poiché Dy ¢ pari, si ha poi

/Oﬂ Dy () di) = %/_: D (#) do.

(vi). Usiamo la proprieta dell’esponenziale complesso
eim9 — (61'19)717 ne?z
(che si ottiene per induzione dalla proprieta generale e*e® = e**¢ per ogni z,c € C).
Indichiamo, per brevita, p := ™. Si ha

N N
DN(QSI):Zeinﬁzzpn:p—N+“.+pN
n=—N

n=—N
=p VA +p+p*+...+p?).

Poiché
(1-=p)A+p+...+p)=1-p*"
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per p # 1 si ha

1 — p2N+1 p2N+1 -1
L+p+...+p*) = —
(I+p ) - P
(somma parziale della serie geometrica), da cui

2N+1 N+l _ ,—N

- N A S Ay
Dy@)=p ™A +p+...+p)=p¥ =
p—1 p—1

Mettiamo in evidenza un fattore p'/2? al numeratore e al denominatore,

N+1 _ .—N 1
Dﬂmzp]%f7 _p2(p

N+

[N ST

i)
=
—~
=3
TS
|

Per ogni x € R si ha

e —e ™ = (cosx +isinz) — (cosx —isinx) = 2isin,

quindi
pN+% _ p—N—% — G NFHY _ —i(NHD)Y _ 9 i ((N I %)19»
1 _1 ily  _ily .1
p2 —p 2 =¢'2Y —e 2 :2zsm(§19>.
Percio
2isin((N + 3)9)  sin((N + 3)9)
DN(ﬁ) = - 1 - N 1
21 sin(59) sin(57)
Notiamo che p # 1, cioe €’ # 1, se e solo se ¥ # 2km, k € Z. m

Osservazione 20.4. (Media integrale pesata). 1l grafico della funzione Dy (1) nel
periodo [—m, 7| ha un massimo in ¥ = 0 a quota 2N + 1, ha uno zero in ¢ =
7/(N+1/2), e poi varie oscillazioni di minore ampiezza man mano che 9 si allontana
da zero e va verso ; essendo Dy pari, il grafico in [—m, 0] ¢ simmetrico.

La formula del Lemma puo essere vista come una media integrale pesata: il
fatto che Dy (1)) abbia un valore molto alto in un intervallo stretto intorno a ¢ = 0
significa che, nella media integrale

1 [T/2

SN =7 [ T)Dylela =) dy

il maggior peso viene dato ai punti y che si trovano nelle vicinanze di z, cioe i punti
y per cui x — y € vicino a zero, dove Dy ha il suo picco.

Quando N — oo, il grafico di Dy(¥) ha un picco sempre piu alto e stretto
vicino a ¢ = 0, e compie oscillazioni sempre piu ravvicinate (due zeri successivi di
Dy (¥) distano 7/(N + 1/2), come si vede facilmente dalla formula (vi) del Lemma
. Il Lemma di Riemann-Lebesgue (Lemma e le osservazioni che lo seguono

riguardano 'effetto di oscillazioni veloci sulla media integrale.

Usando le proprieta del nucleo di Dirichlet, riscriviamo la formula del Lemma
20.2/in un altro modo.
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Lemma 20.5. (Formula integrale per Sy(f) sul mezzo periodo con il nucleo di
Dirichlet). Sia f : R — C sia una funzione periodica di periodo T > 0, integrabile
nel periodo, e sia w := 2w /T. Allora

1 (T2
Sn(f)(z) = T/ (f(x+1t)+ f(x —t))Dn(wt)dt VzeR, NeN.
0
Dimostrazione. Dal Lemma 20.2] si ha
T/2
SR = 7 [ F)Dnlee ) dy.
—T/2

Con il cambio di variabile di integrazione x — y = s si ottiene
1 T/2 1 :E-I—T/Q
o[ Dy - =5 [ e 9)Dy(ws)ds
—T/2 z—T/2
Si ha poi
x+T/2 1 T/2
—/ f(z —s)Dy(ws)ds = — f(z —s)Dy(ws)ds
T/2 T -T/2
dalla proprieta di traslazione del periodo (Lemma |19.16|), perché f(z — s)Dn(ws) &
una funzione T-periodica della variabile s: si ha infatti

DN<(,U(S + T)) = DN((,US + 277') = DN((,LJS)

perché wT = 27 e il nucleo di Dirichlet Dy ¢ 2m-periodico (vedi Lemma [20.3)).
Separiamo il dominio di integrazione [—7/2,T/2] come [—T/2,0] U [0,T/2], e
scriviamo l'integrale su [—7/2,7T/2] come somma di due integrali,

1 T/2
Sy =7 [ [ = s)Dy(ws) ds
~T/2
1 0 T/2
= — f(z — 8)Dn(ws) ds+ — f(z — s)Dn(ws) ds.
T J 7 T Jo
Nell’integrale [; facciamo il cambio di variabile di integrazione s = —t e abbiamo
1 (72
L == f(z 4+ t)Dy(—wt) dt,
T Jo
e poi
1 (T2
L == flz+t)Dy(wt)dt
T Jo

perché Dy ¢ pari. Nell'integrale [, rinominiamo t la variabile di integrazione.
Abbiamo dunque

Sn(f)(z) =1 + I

1 T/2 1 T/2
== f(z+t)Dy(wt)dt + f(z —t)Dn(wt)dt
1 0T/2 ’
_ T/ (F(z +1) + f(x — ) Dy(wt) dt. O
0
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Lemma 20.6. (Lemma di Riemann-Lebesgue per funzioni Riemann-integrabili).
Sia f :]a,b] = C una funzione integrabile. Allora

b b b
/ f(z) cos(Az) dz — 0, / f(z)sin(Az) dz — 0, / f(z)e? dx — 0

per |\| = oo, A € R.

Dimostrazione. Sia f : [a,b] — R reale, e sia ¢ > 0. Dalla definizione di integrale di
Riemann, I'integrale di f in [a,b] ¢ il valore

b
I::/ f(z)dx =sup A = inf B,

dove A & l'insieme delle somme integrali inferiori di f su [a,b], e B l'insieme di
quelle superiori. Per definizione di I = sup A, esiste un elemento o € A tale che
I—¢/2<a<I ,dacui0<I—a<e/2 cioe esiste una partizione

P=A{xg,z1,...,2,}, a=zp<a1<...<x,=0>

dell’intervallo [a, b] tale che la somma inferiore

n

S(f,P) = Z(a;k — Tp_1)Ck, Cp:=inf{f(x):x € [x)_1, 14|},

k=1
soddisfa ,
0< / f(z)dx — S(f, P) < %
Sia ¢ : [a,b] — R la funzione costante a tratti che vale
1 perzx € [a,xq],

¢y perz € (xq,x9),

¢, perx € (r,-1,b].
Il suo integrale e

/abg(x)dxz/axlg(x)dx+/x29(a:)dx+...+/b g(z) dz

x1 Tn—1
=(r1—a)eg+ (g —x1)ea+ ...+ (b—xzp1)cy
=S(f. P).
Inoltre si ha
g9(x) < f(z)  Vx € la, ]
perché per ogni k =1, ...,n, dalla definizione di ¢,

cr < flx) Vo € [xp_q, 2]

Per ogni A € R si ha

/ f(z) cos(Az) dx = / (f(z) — g(z)) cos(Az) dx +/ g(x) cos(Ax) dz .

J/ J/
-~ -~

I (M) I>(N)
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Stimiamo i due integrali separatamente. Per I;(\) usiamo la disuguaglianza
| cos(Az)| <1 e il fatto che f(x) — g(x) > 0, e abbiamo

b

L) = | [ (/@) = g()) cos(A) da|
/ () — g(@)|| cos(A)] da
/ (2) — gle)| da
- / (f(2) — g(x)) da
:/abf(a:)dx—/abg(x)da:
- / fla)de - SUP)
<3

per qualsiasi A € R.
Per stimare I5(\), A # 0, scriviamo l'integrale su [a, b] come somma degli integrali
sui sottointervalli [a, z1], (21, 23], ..., (zn—1,b] nei quali g(x) & costante, e calcoliamo

L)) = /bg(a:) cos(Az) dx
= Z/xk 1 ) cos(Az) dx

= E / cg cos(Az) d
Tk—1

sin(Axy) — sin(Azy_1)
= Z Ck b\ .

k=1

Poiché
|sin(Axy,) — sin(Azy_1)| < |sin(Azg)| + |sin(Axy_1)| < 2,

stimiamo

()| = | 3 o AT = SO

k=1

z | sin(Azy,) — sin(Azg_1)|

- Z"”“'w

C

=T C:=2> lal.
k=1
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Si ha dunque
2C
VYA eR, |A > — = Ao-

C
R
Abbiamo provato che per ogni € > 0 esiste \y > 0 tale che

[Io(N)] < <

DO | ™

‘/abf(x)c:os(m)dx‘ <L+ BV <S4S =¢

DO | ™

per ogni A € R, |A\| > A¢: abbiamo quindi dimostrato che
b
/ f(z)cos(Ax)dx — 0  per |A| — oo,

per ogni f reale integrabile. Per f a valori complessi si ha poi

b b b
/ f(x) cos(A\x) dx = / Re f(z) cos(Ax) dz + z/ Im f(z) cos(A\x) dx

e, da quanto appena dimostrato, ciascuno dei due integrali tende a zero per |A\| — co.

Il caso del seno sin(Az) & del tutto simile; per I’esponenziale complesso ¢** basta
separare le componenti reale e immaginaria e applicare quanto gia provato per seno
e coseno. 0

Osservazione 20.7. (Oscillazioni ad alta frequenza e cancellazioni). Abbiamo vi-
sto che i due integrali I;(\), I>()) nella dimostrazione del Lemma 20.6sono entrambi
piccoli, ma lo sono per motivi diversi: I;(\) ¢ piccolo perché l'integrale della diffe-
renza ff( f — g) & piccolo, cioe perché g & stata scelta come buona approssimazione
(nel senso dell'integrale) di f; invece il fatto che I5(\) sia piccolo per A grande € un
effetto dovuto alle cancellazioni nelle oscillazioni, ed ¢ il punto centrale del Lemma
di Riemann-Lebesgue. Un modo di rivederlo e il seguente.

Quando g(z) = ¢ & una funzione costante, il prodotto g(z)cos(Az) = ccos(Az)
& un coseno, funzione periodica di periodo 7 = 27/\, che ha media nulla su ogni
periodo. Il suo integrale su un intervallo [a, b] & dato soltanto da eventuali contributi
provenienti da periodi incompleti, perché su ogni periodo completo l'integrale del
coseno € zero: supponiamo, per esempio, che [a, b] contenga n periodi completi

la,a+ 7], [a+T1,a+27], ..., [a+ (n—1)T,a + nT],

mentre ['ultimo intervallo [a 4+ n7,b] non & necessariamente un intero periodo, ma
puo essere anche piu corto, cioe b — (a +n1) < 7. Allora

b a+r a+27 b
/ cos(A\x) dx = / cos(Azx) dx + / cos(Az)dx + ...+ / cos(Az) dx

—+7 a+nTt

b
= / cos(\x) dx,

+nT

perché

s+T
/ cos(Ax)der =0 Vs eR.
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Poiché | cos(Az)| < 1, si ha dunque

b b
‘/ cos(Ax) dx‘ = ‘/ cos(Az) dx
a Z+n7
§/ | cos(A\x)| dx
a+nTt

<b—(a+n7)
2
STZTW%O per || = oo.

Nella dimostrazione del Lemma [20.6] questo effetto di cancellazione su ogni
periodo completo si ha su ogni intervallo (zy_1, zx] in cui g(x) & costante.

Osservazione 20.8. (Lemma di Riemann-Lebesque con integrazione per parti). In
alternativa alla dimostrazione vista sopra, per f di classe C* possiamo integrare per
parti:

/abf(:r) cos(Azr) dx = /;f(@%(@) dx

_ [f(x)sin(;\x)K B /ab f,(x)sin(;\x) s

= %{f(b) sin(Ab) — f(a)sin(Aa) — /ab f'(x) sin(Az) dx}.

L’effetto dell’integrazione per parti e la comparsa del fattore A al denominatore.
Poiché |sin(¥)| < 1 per ogni ¥ € R, si ha

] F(b)sin(Ab) — f(a)sin(Aa) — / ’ F(z) sin(\z) dx)

< 1f )]+ 1f(@)] + / ()] dz =: C,

da cui, come sopra,

]/abf@;) cos(Az) dx‘ < % S0 (]A = o0).

Se f & soltanto integrabile, si pud dimostrare che esiste g € C! tale che

1@ =gt < 5,

e quindi usare 'integrazione per parti nell’integrale di g(z) cos(Azx). In altre parole,
si possono usare le funzioni C! invece di quelle costanti a tratti per approssimare le
funzioni integrabili.

D’altra parte, la dimostrazione in cui g ¢ funzione costante a tratti ha il vantaggio
di non richiedere niente di piu che gli strumenti di Analisi 1.

Come conseguenza immediata del Lemma di Riemann-Lebesgue abbiamo la
seguente proposizione.
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Corollario 20.9. (I coefficienti di Fourier tendono a zero). Sia f : R — C una
funzione periodica di periodo T > 0, integrabile nel periodo. Allora i coefficienti di
Fourier di f tendono a zero,

~

f(n) =0 per|n| — 0.

Dimostrazione. Per ogni n € Z si ha

() 1 [T () 1 [T (2 o
fin)== e ""dr = — f(x)e™™dr, IN=—nw=-n—,
T J 7 T J 1) T

e |A| = oo per |n| — oo; dunque la tesi segue dal Lemma di Riemann-Lebesgue. [

Il Corollario assicura che f(n) — 0; se inoltre f & di classe C*, 'integrazione
per parti vista nell’Osservazione da un’informazione quantitativa sulla velocita
con cui i coefficienti f(n) tendono a zero.

Iteriamo questo procedimento: piu derivate ha f(z), piu volte possiamo inte-
grare per parti, e piu potenze di n compaiono al denominatore, cioe piu veloce e il

decadimento di f(n) verso zero.

~

Lemma 20.10. (Regolarita di f(x) e decadimento di f(n)). Sia k > 1 intero, e sia
f : R — C periodica di periodo T > 0, di classe C*(R). Allora

1
f(n) = O<W> per |n| — oo,

cioé n¥ f(n) — 0 per |n| — oo.
Inoltre i coefficienti di Fourier di f e quelli delle sue derivate f’, f”, ... sono legati
dalle formule

—

(f)(n) = (inw) f(n), neZ, j=1,...k (20.2)
dove w =27 /T.

Dimostrazione. Essendo f € C*, le sue derivate fU), j = 1,...,k sono funzioni
continue, quindi integrabili in [0, 7], e i coefficienti di Fourier di f) sono tutti ben
definiti. Integrando per parti, si ha

(P =7 [ #la)e i
1

0
. =T 1 T -
= T [f(m)e—mwx} L _ T/O f(x)e—mwa:(_inw) dx
1 —in2w - 1 g —Inwe
= [f(T)e o _ f(O)] + inw 7 /0 flz)e du

che ¢ la (20.2]) per 7 = 1. Abbiamo usato le identita
wl =2n, f(T)=f(0), e ™" =1.

Supponiamo che la (20.2) valga per un certo j, con 1 < j < k. Ripercorrendo la
([20.3) con fU) al posto di f si trova

— —

(fUHD)(n) = inw (f9)(n),
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e dunque dall’ipotesi induttiva si ottiene la (20.2) per j + 1. Per induzione, questo
prova la formula (20.2) per j =1, ..., k.
In particolare, per j =k, n # 0 si ha

iy (f®)(n)
fn) = (1tnw)k

dove C' = 1/(iw)* & indipendente da n. Poi

—

(f®)(n) =0  per [n| = oo
dal Lemma di Riemann-Lebesgue, quindi n* f(n) — 0. O

Corollario 20.11. (Convergenza totale della serie di Fourier per f di classe C?).
Sia f : R — C periodica di periodo T > 0, di classe C*(R). Allora la serie di Fourier
di f é una serie di funzioni totalmente (e quindi uniformemente) convergente in R.

Dimostrazione. La serie di Fourier di f e la serie di funzioni

S(x) =) fn)e™ = lim Y f(n)e™*, w=2r/T.

N—~+oc0
neN

Poiché |e"’| = 1 per ogni ¥ reale, la sup-norma del termine generale della serie &,
per ogni n fissato,

1 ()™ oo = sup |f(n)e™"| = | f(n)].

z€R

Dal Lemma [20.10| di regolarita e decadimento, f(n) = o(1/n2) per |n| — oo, quindi
esiste C' > 0 tale che

5 C
|f(”)|§ﬁ Vn € Z, n#0.

Poiché la serie armonica generalizzata Y . | 1/n? converge, la serie delle sup-norme
Y nez |f(n)] & convergente. O
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21 Lezione 21

11 Corollario [20.11{ non ci dice se la serie di Fourier S(f) converge ad f o ad un’altra
funzione; riguardo alla convergenza puntuale, usando il Lemma di Riemann-
Lebesgue possiamo dimostrare il risultato seguente.

Teorema 21.1. (Teorema di convergenza puntuale per serie di Fourier con condi-
zione di Dini per U'integrale di Riemann). Sia f : R — C periodica di periodo T > 0,
integrabile sul periodo. Sia

peR, peC, 0<§6<T/2
e supponiamo che la funzione h : [0,0] — C che vale h(0) = 0,

flp+t)+ flp—1t)—2p

h(t) = t

vt € (0,4],

sia limitata e integrabile in [0, 0]. Allora la serie di Fourier di f nel punto p converge,
e il suo limite ¢ 3, cioé

= S J0en = Jim S5(0)0) = Jim, 3 foe =
nez In|<N

dove w =21 /T. Se, inoltre, f é continua in p, allora

Dimostrazione. Dal Lemma [20.5 per ogni N si ha

1 [T/2
(@ = [ ($e+0+ 56~ 0) Dy dr
0
Dal Lemma [20.3], e dal cambio di variabile
2
t=—t=1
T
nell’integrale, si ha
1 [T 1
— Dy (wt)dt = — D
T ), N(w / N

Quindi
=20-=20— Dy(wt)dt = = 28D N (wt) dt
p295=207 | Datndt=g [ 28Dyt
e la differenza Sy (f)(p) — B si puo scrivere come integrale

1 [T/2
Sn(f)(p) =B = —/0 (flp+1t)+ f(p—t) — 28) Dy(wt) dt.

T
T/2 5 T/2
L=l
0 0 5

Separiamo



cioe scriviamo

Sn(f)(p) — B = An + B,
dove

T /0 (f(p+1)+ f(p—t) — 28) Dn(wt) dt,

T/2

— 7 [ 0+ 5 1) - 28) Dttt
5

e studiamo separatamente i due integrali.

Cominciamo con l'integrale By. Dal Lemma [20.3

Da(wt) = Sin(s(if (jw%)m) vt € (0,7/2).

La funzione

te flp+t)+ flp—1t)—28

¢ integrabile in [0,7"/2] (per ipotesi, f ¢ integrabile in ogni periodo). Nell'intervallo
[6,7/2] la funzione 1/ sin(jwt) & continua, quindi limitata e integrabile, con

1 1
1< < Yt 0. T/2].
- sin(%wt) - SiH(%W(S) €172

Quindi il loro prodotto

fo+t)+flp—t)—28
g(t) = 1
sin(zwt)
¢ una funzione integrabile in [, 7/2]. Si ha allora

L TPt flo—t) —28
BN_T/(; sin () sin (N + $)wt) dt
1

/2
T/ g(t) sin(At) dt, A= (N+3)w.
5

Poiché A\ — oo per N — oo, dal Lemma di Riemann-Lebesgue si ha

N—o0

Passiamo ora all’integrale Ay, che, moltiplicando e dividendo per %wt, riscrivia-
mo come

1 P flp+t)+flp—t)—28 juwt
AN—?/O 2

1

1+ sin((N + 3)wt) dt.
t sin(iwt) tw sin( 3)0)

La funzione h(t) dell’enunciato ¢ integrabile in [0, d] per ipotesi; la funzione

w: [075] - R, 90(0) =1, (,D(t) = §Wt

= s vt € (0, 9]

N[

(21.1)
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¢ continua e limitata in [0,6]. Dunque il prodotto h(t)p(t) ¢ integrabile in [0, ], e
quindi

N—o0

grazie al Lemma di Riemann-Lebesgue. Abbiamo provato che Sy(f)(p) — 3
per N — oc.

Sia ora f continua nel punto p. Per ipotesi, h & limitata in [0, 0], cioe esiste
M > 0 tale che |h(t)| < M per ogni t € [0,4]. Quindi

O<|flp+t)+flp—1t) =28 <Mt vt e(0,9],

da cui

Jim flp+t)+flp—t)—28]=0.

D’altra parte, per la continuita di f in p si ha
lim [f(p+1¢)+ f(p—1) = 28] =2|f(p) — B
t—0t+
Quindi f(p) = p. ]

Il Lemma di Riemann-Lebesgue puo essere esteso agli integrali di Riemann
generalizzati o impropri.

Lemma 21.2. (Lemma di Riemann-Lebesgue per funzioni Riemann-integrabili in
senso generalizzato). Sia f : (a,b] — C una funzione definita in (a,b]. Supponiamo
che, per ogni ¢ € (a,b], nell’intervallo [c,b] la funzione f sia limitata e integrabile.
Supponiamo inoltre che esista, finito, il limite

/ | f @) do o= i / @) do

Allora per ogni X € R esiste finito il limite

b
/ f(x) cos(Ax) dx := lim f( ) cos(Ax) dx

c—a

e si ha

lim / f(x)cos(Ax)dx = lim hm f ) cos(A\x) dx) =

[A]—=o00 By |—>oo c—a

Az

Lo stesso risultato vale con sin(\x) oppure €** al posto di cos(Az).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione

v:(a,b] >R, c— p(c /|f )| d.

Per ipotesi, ¢ e ben definita ed esiste, finito, il suo limite

E—hmgp —hm/ |f(x |dx—/|f )| dz € R.
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Per ogni A € R, definiamo

b
¥y (a, 0] = C, ¢ ha(c) ::/ f(z) cos(Ax) dx.

La funzione 1 € ben posta perché la funzione integranda f(x) cos(Az) € integrabile
(f & integrabile in [c, ], e il coseno & funzione continua). Per ogni ¢,t € (a,b] si ha

a(c) — () :/ f(z) cos(Ax) dx —/t f(z) cos(Az) dx
:/ f(z) cos(Ax) dx

e similmente

o0 = ¢t = [ 15@lar - [l = [l

Quindi
[a(c) = alt)] = ‘/th(x) cos(Ax) da:‘

<| [ r@lds] = o) - o] Vere @y (212)

Mostriamo che ¢, (c) ha limite per ¢ — a. Sia (¢;) una successione in (a, b] che
converge ad a. Dalla (21.2)), per ogni 7,k € N si ha

[¥a(es) = aler)| < lples) — eler)l- (21.3)

Poiché p(c) — ¢ per ¢ — a, la successione (p(c;)) € convergente, e quindi e di
Cauchy. Di conseguenza, dalla (21.3)), la successione (¢\(¢;)) ¢ di Cauchy, e quindi

converge (in C). Abbiamo dimostrato che
per ogni successione ¢; — a, la successione (15(c;)) converge. (21.4)

Ora proviamo che il limite lim;_,., ¥(c;) non dipende dalla successione (c;), cioe
che sostituendo (¢;) con un’altra successione () convergente ad a si trova lo stesso
limite lim;_,oo ¥a(x;) = lim; o ¥ (cj).

Supponiamo dunque di avere due successioni ¢; — a, x; — a. Per la (21.4)),
¥a(cj), ¥a(z;) convergono, diciamo

Ua(ej) = p, Ua(zy) = q
Supponiamo, per assurdo, che p # ¢. Definiamo allora la successione (¢;) come
(t17t27t37 . . ) = (Cla X1,C2,T2,C3,T3,...,C5,Tj,.. )

Si prova facilmente che t; — a. La successione (15(;)), invece, non ha limite, perché
ha due estratte che convergono a limiti diversi: I'estratta degli indici pari

Ua(t2), a(ta), ¥a(ts), - - -
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converge a ¢, mentre quella degli indici dispari

Ua(t1), Ualts), Valts), - - -

converge a p. Dunque t; — a, ¥,(¢;) non ha limite, contro la (21.4), assurdo.
Abbiamo dimostrato che per ogni successione ¢; — a la successione ¥ (c;) con-
verge sempre allo stesso limite, che indichiamo p, € C; dal “Teorema ponte” di
Analisi 1 si ha allora
lim ¢, (c) = pa € C.
c—a

Questo limite, ricordando la definizione di ¥,(c), definisce I'integrale generalizzato

b
/ f(z) cos(Ax) dx := lim f( Jcos(Ax) dx = limy(c) =py, AER.
c—a

c—a

Rimane da dimostrare che py — 0 per |A\| — oo. Ricordiamo la (21.2)), cioe

[VA(t) = Pa(e)] < eolt) —(e)] Vit c € (a,b], AeR.
Per ogni A, ¢ fissati, passiamo al limite per ¢ — a, e otteniamo
Ipa — Un(0)| < [€—p(c)] Ve e (a,b], A € R.
Dunque

Al < [px — ale)| + [1ha(0)]
< [l —p(c)| + |[¥alc)] Ve € (a,b], A € R, (21.5)

Sia € > 0. Poiché lim,_,, ¢(c) = ¢, esiste ¢y € (a,b] tale che
€= p(co)| < /2.

Dal Lemma di Riemann-Lebesgue applicato all'intervallo [co, b] si ha

b

Pa(co) = / f(z)cos(Ax)dx — 0  per |A| — oo,

quindi esiste A\g > 0 tale che

[Ua(co)l < /2 VIAl = Ko
Dunque, dalla (21.5),

[pAl < 1€ = @(co)| + [¥alco)| < 5 + 5=¢ VA=

[\)

Abbiamo dimostrato che per ogni £ > 0 esiste Ao > 0 tale che
b
pal = / fla)cos(hr)da| <= WA= Ao

che ¢ la tesi. O

Se usiamo il Lemma di Riemann-Lebesgue [21.2] per gli integrali generalizzati,
otteniamo una versione piu forte del Teorema [21.1]
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Teorema 21.3. (Teorema di convergenza puntuale per serie di Fourier con condi-
zione di Dini per l'integrale di Riemann generalizzato). Sia f : R — C periodica di
periodo T' > 0, integrabile sul periodo. Sia

peR, peC, 0<6<T/2
e supponiamo che esista, finito, il limite

"ot fo-t =28 . [t + fo—t) - 28]

t c—0t /. t

Allora la serie di Fourier di f nel punto p converge a (3, cioé
S(Hp) = lim Sy(f)(p) = 5.
— 00

Se, inoltre, f & continua nel punto p, allora

Dimostrazione. Ripercorriamo la dimostrazione del Teorema [21.1] mantenendo le
stesse notazioni.

L’analisi di By e identica, e si ha dunque By — 0 per N — oo.

Per stimare Ay, osserviamo, come gia fatto per il Teorema che la funzione
©(t) (definita in (21.1])) ¢ continua, e quindi limitata e integrabile in [0, 6], mentre
la funzione h(t) (definita nell’enunciato del Teorema ¢ limitata e integrabile
in ogni intervallo [¢,d] con 0 < ¢ < 4. Quindi il prodotto h(t)e(t) ¢ limitato e
integrabile in [c, §] per ogni ¢ € (0, 4].

La funzione

(0,5] - R, cH/wL ()] dt

¢ decrescente, quindi, per monotonia, ha limite per ¢ — 07; tale limite ¢ finito perché
per ogni ¢ € (0, 9] si ha

[ el < gl [ o

e, passando al limite,

hm/Vz \ﬁ<wmhm/wzupww¢/m )| dt < oc.
c—0t
La funzione h(t)¢(t) soddisfa le ipotesi del Lemma in (0,0]. Quindi, grazie a

tale lemma, Ay — 0 per N — oo. Questo prova che Sy(f)(p) = B per N — oo.
Infine, sia f continua in p, e supponiamo, per assurdo, che f(p) # 5. Dunque

p=|f(p) — Bl >0.

Dalla continuita di f in p si ha

lim [f(p+1) + f(p— 1) = 28] = |2f(p) — 28] = 2p.
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Dalla definizione di limite, esiste oy > 0, con g < ¢, tale che

flp+t)+flp—1t)—28]>p Vte (0,0

Dunque

/‘5 fp+t)+ flp—t)— 28] dtz/‘% [+t +I(p—t) 28

t t
0o p 50
2/ Zdt:plog (—) Ve € (0, o).
. c
Poiché log(dg/c) — oo per ¢ — 07, si ha

6
/ If(p+t)+ft(p—t)—25| dt = oo,

lim
c—0t

contro le ipotesi. Questo prova che f(p) = . ]

I due risultati che seguono sono altri criteri di convergenza puntuale per la serie di
Fourier, conseguenza del Teorema Sono anche utili per gli esercizi, soprattutto
il secondo, perché in molti casi le sue ipotesi sono semplici da verificare.

Proposizione 21.4. (Criterio di convergenza puntuale per serie di Fourier con
condizioni di Hélder). Sia f : R — C una funzione periodica di periodo T > 0,
integrabile nel periodo. Sia

peRa 517526(:7 0<5§T/27 O{>O, 0207
e supponiamo che f abbia limiti destro e sinistro

lim f(2) =1, lim f(z) = G

z—pt

con condizioni di Holder
fp+1t) =B <Ot |f(p—1) = fo] S Ct™  Vt€(0,0].

Allora la serie di Fourier S(f) converge mel punto p, e il suo limite é la media
aritmetica dei limiti destro e sinistro di f, cioe

S(f)(p) = lim Sx(f)(p) = 2122

N—oo 2

Se inoltre f e continua in p, allora

Dimostrazione. Sia

Per ¢t € (0,0] si ha

flp+t)+ flp—1t)=28|=|flp+1t) =B+ f(p—1) — B2
<|fp+1t) =Bl +|f(p—1t) — fa2] <20t
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Quindi, per ogni ¢ € (0, 4],

/5 If(p+1)+ flp—t) — 28]
] t

1 «
dt < / 20t Hdt = ﬁ((;a — ) < 20 :

« o

La funzione

d
(0.0] 5 R, cH/ If(p+t)+€(p—t)—25|dt

¢ dunque decrescente e limitata in (0, §], quindi ha limite finito per ¢ — 07. La tesi
allora segue dal Teorema [21.3| O

Proposizione 21.5. (Criterio di convergenza puntuale per serie di Fourier con
limite destro/sinistro di f, f’). Sia f : R — C una funzione periodica di periodo
T > 0, integrabile nel periodo. Sia

peR, 0<d<T/2,

e sia [ derivabile in (p — 0,p) U (p,p+ §). Supponiamo che esistano, finiti, i limiti
destro/sinistro di f, f' per & — p*, cioé

lim f(z) = B, zliﬁrlr)g f(z) = Po, thf# fl(x) =, xli%r;lf (@) =

z—pt

con By, Pa, 71,72 € C. Allora la serie di Fourier S(f) converge nel punto p, e il suo
limite ¢ la media aritmetica dei limiti destro/sinistro di f, cioé

Bt B
==

S(J )(P) = ]\}iﬂl SN(f)(‘r)
—00
Se inoltre f ¢ continua in p, allora

S(f)(p) = f(p).

Dimostrazione. Dalla regola di de I'Hopital (che vale per la parte reale e per quella
immaginaria di f, e quindi vale per f) si ha

. f(p + t) — Bl . /

lim —————— =1 +t)=m €C.

AT Ap S+t =m

La funzione (f(p +t) — f51)/t, essendo convergente, ¢ limitata in un intorno destro
di 0, cioe esistono &y € (0,0], C' > 0 tali che

flp+1t) =B

; <C Vte(0,d).

Analogamente per il limite sinistro (¢ — 07). Quindi valgono le condizioni di Holder
della Proposizione con esponente o = 1. Applichiamo la Proposizione e
otteniamo la tesi. O

Nonostante i coefficienti di Fourier f (n) di una funzione f siano calcolati tramite
integrale su tutto il periodo (cioe un’operazione non locale, che coinvolge i valori della
funzione in tutto il suo periodo), il teorema seguente mostra che il comportamento
della serie di Fourier di f in un punto p ¢ determinato soltanto dai valori di f vicini
al punto p.
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Teorema 21.6. (Teorema di localizzazione di Riemann). Siano f,g : R — C due
funzioni periodiche di periodo T > 0, integrabili sul periodo. Sia

peR, 0<§<T/2,

e supponiamo che

f(z)=g(z) Vzelp—d,p+d]
Allora
lim (Sx(H) ~ Sx(9)(p)) = 0.

N—o0

Dimostrazione. Sia h(z) := f(z) — g(z). Dalla formula del Lemma si ha

T/2
Sn(f)(p) —Sn(g)(p) = l/0 (flp+t)+ f(p—1t))Dy(wt)dt

T
T/2
— ?/O (9lp+ 1) + g(p — t)) Dy (wt) dt

/2
= T/o (h(p+t) + h(p — t)) Dy (wt) dt.

T/2 5 T/2
L=l
0 0 §

hp+t)=0, h(p—t)=0 Vtel0,d).

Separiamo

Per ipotesi,
Percio I'integrale su [0, ] & nullo,
1 9
T/ (h(p+t)+ h(p —t)) Dy (wt) dt = 0,
0
e rimane U'integrale su [4, T /2],

1 (172
Sn(f)(p) —Sn(9)(p) = —/ (h(p+1t) + h(p — 1)) Dn(wt) dt

/2y,
__/ hp+1) *h( D Gin((N + Lywt) dt.
sin(wt)

Dal Lemma di Riemann-Lebesgue, questo integrale tende a zero per N — oo
(¢ simile al termine By — 0 nella dimostrazione del Teorema [21.1)). [l

Lemma 21.7. (Densita delle funzioni continue in quelle integrabili). (i) Sia f :
R — C una funzione periodica di periodo T > 0, integrabile sul periodo, con

Re f(z)| <M, |Imf(x)]<K VreR

per certe costanti M, K. Allora per ogni € > 0 esiste una funzione g : R — C,
continua, periodica di periodo T, tale che

Reg(x)| < M, |[Img(z)] <K VreR
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/0 1f(x) — g(z)|de < e.

(11) Sia f : R — C una funzione periodica di periodo T' > 0, integrabile sul perio-
do. Allora esiste una successione (fi) di funzioni continue fi, : R — C, periodiche
di periodo T', tali che

T
/ @) = fu(@)de >0 perk—o0,  felle < VE|flle Vk€N.
0

Dimostrazione. (i) Supponiamo dapprima che f sia a valori reali. Sia ¢ > 0. Dalla
definizione di integrale di Riemann (vedi anche la dimostrazione del Lemma [20.6)),
esiste una partizione

P=A{zxg,z1,...,2,}, O=zo<m<...<z,=T

dell’intervallo [0, 7] tale che la somma inferiore

n

S(f.P)=> (wx—zpr)er, ¢ i=inf{f(2) : x € [ms, 2]},

k=1
soddisfa

0< /0 F(x)dz — S(f,P) <

Sia h : R — R la funzione periodica di periodo T', costante a tratti, che nell’intervallo
[0,T) vale

DO ™

¢ perz€[0,xy),

ca  per x € [r1,1),

h(x) =
Cn perz € [r,-1,T).
Il suo integrale sul periodo e

/OTh(x)dx:/Omlh(x)der/mh(:c)der...+/T h(z) dx

=T + (1'2 — .1'1)02 + ...+ (T — .ﬁEn,l)Cn

Poiché
—M < f(z) <M VzxeR,

per ogni k, passando all’inf sull’intervallo [xj_1, x|, si ha
—-M<c, <M Vk=1,...,n.

Quindi
—M < h(z) <M VxeR.

Inoltre si ha
h(z) < f(z) VreR
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perché per ogni k = 1,...,n, dalla definizione di ¢,
cx < f(z) Vo € [rgp_1,xg)

Poiché f(x) — h(z) > 0, si ha allora

/0 F(2) — h(x)| dx = / (f(x) — h(x)) da

:/OTf(x)dx—/OTh(x)dx

_ /0 f(x)dz — S(f, P) <

Do ™

La funzione h ha le proprieta richieste dal lemma, eccetto la continuita. Per
ottenere una funzione che sia vicina ad h ma sia anche continua, consideriamo un
intervallo [p — r, p+ r] intorno a ogni punto p in cui h ha una discontinuita di salto,
e, in tale intervallo, al posto di h consideriamo una funzione continua che dia un
“raccordo” tra i valori di h a sinistra e a destra dell'intervallo [p — 7, p+r|. Il modo
piu semplice di fare il raccordo continuo e considerare il tratto di retta che unisce i
punti

(p—rh(p—r)), @P+rhlp+r)).

Fissiamo dunque r > 0 tale che gli intervalli
[—r, 7], (1 —ryxy 4], [o—ryxe+7], o0 [Xpoy — 1y xp 1), [T —1r, T+ 7]

non abbiano intersezione, cioe

Ty — Tk-1

O<r<
" 2

Vk=1,...,n

(ricordiamo che xy = 0, x, = T'). Nei punti di [0,7] che non appartengono agli
intervalli dedicati al raccordo, definiamo la funzione g come coincidente con h, cioe
definiamo

g(x) == h(z) Yz e[0,T]\ ( Q[xk o+ r]).

Nei punti di [0, 7] che appartengono agli intervalli di raccordo definiamo g come il

tratto di retta descritto sopra, cioe per ogni k = 0,...,n definiamo
c —cC cpt+¢
g(z) == “;—T’“ (z — zx) + % Vo € [0,T] N [z, — r, x5, + 1],

dove ¢ := ¢, € ¢u1 := ¢1. In questo modo abbiamo definito la funzione g in [0, 77,
continua per costruzione: si ha infatti

glag+r)=crp1=h(zg+7r) Vk=0,...,n—1,
g(zy, — 1) =cp = h(zp — ) Vk=1,...,n.

Inoltre

_Cl+Cn

9(T) 5

= ¢(0),
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quindi possiamo definire g su tutto R, periodica di periodo T, ponendo g(x+mT) =
g(z) per ogni z € [0,T], m € Z.

Per x € [z — r,xy + 7], 1 valori g(x) sono compresi tra le costanti ¢k, cxy1.
Ricordando che —M < ¢, < M per ogni ¢, si ha

—M <g(x) <M VzreR.

Per stimare I'integrale, osserviamo che la differenza g — h ¢ nulla fuori dagli intervalli
di raccordo, mentre negli intervalli di raccordo si ha

lg(z) — h(z)| < |eprr — | <2M Yz € [z —ryxp + 1]

Quindi

[ 1ota) = hiw)a
/ lg(z |d:p+/:1+r lg(x) — h(z)|dz + ...

1—7T

+/ T\g@)_h(@,dx%_ 9(z) — h(z)|dz

<2M(r+2r+...4+2r+r)=4Mnr.

Scegliamo 7 tale che 4Mnr < ¢/2, e abbiamo

[ 150 - glar < [ 15wl [ ) - glar s § 45 =

Sia ora f a valori complessi. Applicando alla parte reale Re f e a quella immagi-
naria Im f cio che abbiamo dimostrato, per ogni £; > 0 esiste una funzione continua,
T-periodica, reale g, tale che

T
@) <M VreR, /\Ref(x)—gl(:v)!dxéel,
0

e per ogni €9 > 0 esiste una funzione continua, T-periodica, reale g, tale che

T
lgo(z)] < K Vx €R, / IIm f(z) — go(z)| dx < 5.
0

Definiamo
g:R—=C, g(x)=g(r)+iga(r).

Dalla disuguaglianza elementare “(ipotenusa) < (somma dei cateti)”
Va2 +bv*<a+b Va,b>0,

si ha

f—gl= \/|Ref—91|2+|1mf—92|2 < |Ref—91|+umf—92|>

da cui
T T T
/|f(3?)—9($)|d:17§/ |Ref—91|daf+/ Im [ — go| dz < &1 + &3.
0 0 0

187



Quindi per ogni € > 0 scegliamo &; = €3 = ¢/2, definiamo g come descritto, e
I'enunciato (7) ¢ dimostrato.

(77) Data f, per ogni z € R si ha |Re f(2)| < || f]lcos [Im f(2)| < || f]lco- Per ogni
k € N, applicando (i) con € = 1/k, esiste f continua, T-periodica, tale che

T
| 1) = flde < 4 Refi@)] < 1l [ fil@)] < 1l Vo€ R,

da cui

[fi(@)] = (IRe fu(@)P + [Im fo(@))? < V2] £l O

Osservazione 21.8. (Raccordo lineare come media integrale e convoluzione). 1l
raccordo lineare tra due valori si puo anche scrivere come media integrale. Vediamo
dapprima il caso piu semplice di una funzione costante a tratti con un unico salto:

sia
Q er r < p,

hz) =4 PEE=P

b per x> p,

con «, 3,p € R, e sia g(z) la sua media integrale nell'intervallo [x — r, z + r], cioe

“ 2

o(2) 1/$+Th(t)dt vz € R.

Sex <p—r,allora (x —r,x +1r) C (—00,p), quindi h = a su (r —r,z+r), e si ha

z+r
g(x) 1/ adt=a=h(x) Ve<p-—r.

T2

r—r

Sex >p—+r,allora (x —r,x +r) C (p,o0), quindi h = 3 su (z —r,z+7), e si ha

T+
g(x)zQ—lr/_ fdt =0 =h(x) VYr>p+r.

Quindi
g(x) =h(z) Ve eR, [r—p|l=>r

Se invece |z — p| < r, allora il punto di salto p si trova all’interno dell’intervallo di
integrazione (x —r,x + 1), e

o(z) = / i

:g r—r

1 D 1 T+r
= — dt + — dt

2r z,r@ +2T/p b
— Lalp-atr)+ —Ble+r—p)
—2rozp x4+ 5 T+r—0p

o+ —
= 2B+ﬁ2T (x—p) Veep-—-rp+r),

che ¢ il segmento di retta che unisce i punti (p —r,a) e (p +r, f).

Possiamo usare questa osservazione come modo alternativo di definire g a partire
da h nella dimostrazione del Lemma [21.7} Siano dunque h,r come nella dimostra-
zione del Lemma [21.7] e definiamo

z+r
g:R=>R, g(z):= —/ h(t)dt, xzeR.



I punti in cui A ha un salto sono i punti dell’insieme
o={xp+mT:k=1,....,n, meZ}.

Se x ¢ al di fuori degli intervalli (p —r,p + 1), p € o, allora h non ha punti di salto
nell’intervallo di integrazione (x — r,x 4+ r), quindi h & costante in tale intervallo, e
di conseguenza h e uguale alla sua media in tale intervallo; dunque

g(x) = h(x) VxER\U(p—r,p+r), cioe |xr—p|>r Vpeo.

pEC

Inoltre dalla disuguaglianza
—M < h(t) <M VteR,

integrando su (x — r,x + r) e dividendo per 2r, si ottiene

1 x+r
—Mgz—/ W) dt = g(x) <M Vo €R.
T

Poiché g(z), h(z) € [-M, M], si ha
lg(z) — h(z)] <2M  Vz € R.

Usando il fatto che g — h = 0 fuori dagli intervalli (p —r,p+ 1), p € 0, si ha

[ o) - it
/ lg(x |dx+/:1+r lg(x) — h(x)|dx+ ...

1—7

+/ B r\g(x)—h(x)]dx—i—/ 9(x) — h(a)| da

n_1—" T—r

<2M(r+2r+...4+2r +r)=4Mnr.

La funzione g ¢ periodica di periodo T perché, facendo il cambio di variabile di
integrazione t = s + 1" e usando il fatto che h ¢ T-periodica, si ha

1 (z+T)+r
T h(t)dt
s =g [

x+T)—r
1 z+r 1 z+r
= — T = R.
o ) h(s+T)ds = o) h(s)ds = g(z) Vz e

Per provare la continuita di g, fissiamo = € R, e consideriamo un punto y € (x, x+7),
cosicché
r—r<y—r<x+r<y+r.

Allora
1 xT+r 1 y+r
o@) = o0) =5 [ mode— o [ na

2r J._, 2r J,_,

separando gli integrali

x+r y—r T+r y+r T+r y+r
/ B / ! / | / - / i / |
xr—r r—r Yy—r y—r Yy—r x+r
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I'integrale su (y — r,x + ) si cancella, e rimane

1o 1
— = — h(t)dt — — h(t) dt.
o) = o) = 5 [ hwde— g [ n

1y (e I
_ < _
o) = a1 < 5| [ b+ | [ noal
1o

h dt + —1 a h d —1 M|z —
t)| dt ) dt <2 .

2r J._,

Analogamente per y € (z — r, ) si ottiene la stessa disuguaglianza. Quindi g(y) —
g(x) per y — z. Usando la media integrale abbiamo quindi ottenuto la funzione
continua che ci serviva nella dimostrazione del Lemma R1.7

Abbiamo gia parlato (vedi Osservazione della convoluzione come media in-
tegrale pesata e come metodo principale per approssimare una funzione con una
funzione piu regolare. La media integrale sull'intervallo [x —r, 2+ ] & anch’essa una
convoluzione: sia v la funzione costante a tratti

1

5 ber |t| <,
U(t) =42 |

0 per [t| >r.

Allora la media integrale di una qualunque funzione integrabile h (non necessaria-
mente costanti a tratti) & la convoluzione di h con 1:
1 T+r

/ﬁ@¢@—oﬁ— h(t) dt.

2T r—r
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22 Lezione 22

Torniamo a trattare la convoluzione, ora vista come operazione tra funzioni perio-
diche.

Definizione 22.1. (Convoluzione di funzioni periodiche). Siano f,g : R — C
funzioni periodiche di periodo T" > 0. Diciamo convoluzione T -periodica, o sempli-
cemente convoluzione, di f e g la funzione

(fxg)(x /f glx —y)dy, xR

Lemma 22.2. (Proprieta della convoluzione). Siano f,g,h : R — C funzioni
periodiche di periodo T > 0, integrabili sul periodo, e sia ¢ € C. Allora si ha

(i
(73

Periodicita: (fxg)(x +T) = (f * g)(x) per ogni x € R.
Proprieta associativa: (f xg)xh = fx(g*h).

(1i1) Proprieta commutativa: fxg=gx* f.

Prodotto per le costanti: (c¢f)x g =c(f*g) = f *(cg).

T
Sup-norma: ||f = gl < llgllee 7 J5 1£ (@)l dz < llglloc ||l

Uniforme continuita: f *x g e uniformemente continua in R.

)
)
)
(iv) Proprietd distributiva: f(g+h) = f g+ f *h.
)
(vi)
)

(vii
(viii) Coefficienti di Fourier: m)(n) = f(n)j(n) per ognin € Z.

Esercizio 22.3. Usando i cambi di variabile negli integrali e la proprieta di tra-
slazione del periodo (Lemma [19.16)), dimostrare il Lemma nel caso di f,g,h
funzioni continue (esercizio da fare prima di leggere la dimostrazione che segue).

Dimostrazione del Lemma[22.2. (i) Siano f, g come nell’enunciato. Essendo g fun-
zione T-periodica, per ogni x € R si ha banalmente

(f*g)(x+T) = /f gz +T —vy)dy

= f/o fWgle —y)dy = (f % g)(@).

(74) Supponiamo che f, g, h siano continue. Per ogni = € R si ha
1 T
(F+0) s W) = 7 [ (7= a)whte =) dy

/ / F(2)gly — 2 dz)h(x—y)dy.
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Si tratta di un integrale doppio di funzione continua su dominio normale (integrale
di F(y,z) = f(2)g9(y — 2)h(x — y) sul dominio [0,7]?). Come visto in Analisi 2,
valgono allora le formule di riduzione, che ci permettono di scambiare 1'ordine di

integrazione:
1 /7 1 /7
~7 [ 105 | sty = ay) i

Per ogni 2z fissato, facciamo il cambio di variabile y — z = t, dy = dt, nell’integrale

interno:
_ L / / T R — 2 1) ) d.

Poiché g(t)h(x—z—t) & T-periodica come funzione di ¢, il suo integrale su [—z, —z+T]
e uguale a quello su [0, T (traslazione del periodo, vedi Lemma [19.16]):

_ 1 /Tf(z)<% /Tg(t)h(x —z—t)dt) dz

/ f(2)(g*h)(x—2)dz
* (g% h))(x).

Questo prova la proprieta associativa per funzioni continue. Lasciamo in sospeso,
per il momento, il caso generale in cui f, g, h non sono necessariamente continue.

(7i1) Siano f, g come nell’enunciato. Per ogni z € R, facendo il cambio di variabile
x —y = z e usando la proprieta di traslazione del periodo si ha

(e =7 [ fwgle =y
:% ;T (x — 2)g(2) dz
=7 [ s @=2dz= g+ D).

(1v) Siano f, g, h come nell’enunciato. Per ogni z,y € R si ha, banalmente,

FW)g+h)(r—y) = flyglx—y) + fly)hlz —y),

e, integrando in ¥, si conclude.
(v) Ovvia.

(vi) Siano f, g come nell’enunciato. Per ogni = € R si ha

=owi=|3 [ Swate -y

<7 [ WWllote -l

2 [ rleay =" [ 1
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quindi

_ gl [
I %l =supl(f <)@ < H5= [ 7@l de
Poi

1 7 e
7| r@ar <3 [ 1l de = 151

(vii) Supponiamo che g sia continua. Dal Teorema di Cantor (applicato alla parte
reale e alla parte immaginaria di ¢), g € uniformemente continua in ogni intervallo
compatto, e quindi, essendo periodica, g ¢ uniformemente continua in R. Sia ¢ > 0,

e sia
€

& = -
L[ flloe

Allora esiste o > 0 tale che
lg(x) —g(2)| <e1 Va,zeR, |z —2z| <6
Per ogni z, z € R si ha

=)= (0 =7 [ fata=nay=—7 [ fal = dy

= %/0 T (g(z—y) —g(z—y)) dy.

Quindi, per |z — z| < 4, si ha

(F*9)@) = (=) < 5 [ Ul =) = gtz = )l dy

1 T
< —/ [flloerdy =[[fllcer <e.
0

Dunque per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che
[(f*xg)(@) = (f*g)(2)[ <€ Vr,zeR, |o—z <4

Questo prova che f*g e uniformemente continua in R per f integrabile e g continua.
Lasciamo in sospeso, per il momento, il caso generale in cui g ¢ soltanto integrabile.

(viii). Supponiamo dapprima che f, g siano continue. Indichiamo w := 27 /T.
Per ogni n € Z si ha

— 1

T = 5 [ (o) wpe = da

L[ [ st = dg)e e i
i) (7] )

questo e un integrale doppio di funzione continua F(z,y) = f(y)g(z —y
su dominio normale [0,7]?, quindi valgono le formule di riduzione, cio¢ possiamo
cambiare 'ordine di integrazione:

= % /OTf(y)(% /OTg(x —y)e " dﬂf) dy
— % /0 ' (v) (% /0 Tg(fﬂ — y)e eyt dl’) dy
- %/OT f(y)e*m“’y <% /OTg(x — y)e*m“’(%y) da:) dy.

)efinwz

193



Per ogni y fissato, facciamo il cambio di variabile x — y = t, dx = dt nell’integrale

interno:
y+T )
— _/ f —znwy / g(t)e—mwt dt) dy

e poi traslazione del periodo:

/f /0 (& [ ot tar) ay

= / Fw)e v dy) (7 / " ott)e et )
(m)g(n).

f
Abbiamo provato (viii) per f,g continue; resta in sospeso il caso generale di f,g
integrabili.

Ora completiamo la dimostrazione del lemma, provando, per densita, il caso
generale di (i7), (vid), (viig).

Conclusione di (vii). Siano f, g come nell’enunciato, e sia (gx) una successione
di funzioni continue come quella fornita dal Lemma Allora, dalle proprieta che
abbiamo gia dimostrato, si ha

1F % g = f* glloo = [1F * (95 = 9)lloo

1 T
< HfHoo?/O lgr(z) — g(z)|dz — 0 per k — oco.

Quindi f * g; converge a f * g uniformemente in R.

Per ogni k, la funzione f * gy € continua in R, quindi f*g¢g € continua in R essendo
il limite uniforme di una successione di funzioni continue. Inoltre, dal Teorema
di Cantor, f x ¢ ¢ uniformemente continua in ogni intervallo compatto; essendo
periodica, f * g € uniformemente continua in R.

Conclusione di (viii). Siano f, g come nell’enunciato, e siano (f%), (gx) succes-
sioni di funzioni continue come quelle fornite dal Lemma [21.7] Consideriamo la
differenza

Jexge—fxg= = F)xg+ f*(g—9)

Il primo termine soddisfa

1
1= 1) % gelloe < llgellom / fule) — f(x)| de
VBl [ 1)~ S0l dz 0 per k=
0

il secondo soddisfa

1 T
I£5(00 = 9l < e | lovla) = gla)lde 0 per k= oc,
0
da cui
e * gx — F % 9lloe < N(fr = f) * grlloo + I f * (9 — 9)|loo = 0 per k — oo,
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cioe fr * g — f * g uniformemente in R. Poi

(Fi * ge)(n) = ( * 9)(n)

I :
— _/ fe * gr)(x)e” ™" dy — T / (fxg)(x)e ™" dx
0

=T4[m*mm%mmmmkmwm

e
— e 1 T '
Kﬁ*9000—%f*QMMIS3a/ (i ) (@) = (f ) (@)l | da

0
T
S%/o | fr * gk — [ * 9]l d
=|fe*gr— f*gllo >0 perk — 0.
Dunque

—_—

Jim (fi * gi)(n) = (fxg)(n)  VneZ

D’altra parte, per ogni n € Z, si ha

fr(n) / Fola)e ™" dy — /0 ' F(z)e™ ™ dy

=TA<M> Fla))e e d

|fk(n) —f(n)‘ < %/0 ‘fk(x) —f(x)|dx — 0 per k — oo.

Analogamente, per ogni n € Z si ha

gr(n) — g(n)‘ — 0 per k — oo,
cioe R X
k—o0 k—oo
Poiché f, g, sono continue, abbiamo provato che per ogni n si ha

—

(fi % 1) (n) = Fi(n) Gi(n).

Passando al limite per k — oo si ottiene (viii).

Conclusione di (ii). Siano f, g, h come nell’enunciato, e siano (fx), (gx), (hx) tre
successioni come quelle fornite dal Lemma [21.7, Da cio che abbiamo dimostrato
sopra, si ha

T
1 fe % gk — F # glle = 0, / () — h(z)] dz — 0,
0

da cui
[(fr * gr) * hie — (f % g) * hlloc — 0.
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Analogamente,

T
lge * b — g % Bllow — 0, /|fk<x>—f<a:>|dmo,
0

da cui
[ fie * (gr * hie) — f 5 (g% h)|[oc — 0.
Poiché
(fi * gr) * Iye = fio * (gr. * Iu),
passando al limite per k — oo si ottiene (ii). O

Definizione 22.4. (Famiglia di buoni nuclei). Sia K, : R — C, n > 1, una
successione di funzioni periodiche di periodo 7" > 0. Diciamo che la successione
(K,) & una famiglia di buoni nuclei di periodo T se

(1) per ogni n > 1 si ha
L
— K,(x)dr =1,
T J 7/

(71) esiste M > 0 tale che, per ogni n > 1,

T/2
/ | K, (z)|dx < M;
~T/2

(i77) per ogni d € (0,7/2],

lim ( / |Kn(x)|da:> — 0.
OO N Js<|x|<T/2

Nel prossimo teorema usiamo i nuclei K,(z) come fattori di una convoluzione
f*K,; possiamo quindi interpretarli come funzioni che assegnano i pesi ai vari punti
dell’intervallo [—T'/2,T /2] per calcolare la media pesata di f. La proprieta (iii) dice
che, al crescere di n, la gran parte del peso si concentra nei punti intorno all’origine.

Teorema 22.5. (Teorema dei buoni nuclei). Sia (K,) una famiglia di buoni nuclei,
di periodo T' > 0, e sia f : R — C una funzione periodica di periodo T, integrabile
nel periodo. Allora in ogni punto x € R in cui f é continua si ha

lim (f « K,,)(z) = f(x).

n—oo
Se f & continua in tutto R, allora il limite (f x K,,) — f € uniforme in R.

Dimostrazione. Per ogni x € R, ricordando che la convoluzione ¢ commutativa, si

ha
1 [T/2

(f * Ky)(z) = T s flz —y)Ka(y) dy,

mentre, dalla proprieta (i) dei buoni nuclei,

T/2 T/2
s ==tz [ Kwdr=g [ i@k b
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Dunque la differenza (f % K,)(z) — f(z) &

T/2 T/2
(fo K@)~ @) =7 [ fa-pKawdy -5 [ f@)K ) dy
-T/2 —T/2
T/2
-5/, (e —r@) K
e (k)@ <k [ a0 @l 20
" T " ' .

Sia € > 0, e supponiamo che f sia continua in z. Allora, dalla definizione di
continuita, esiste § € (0,7/2] tale che

fla—9)— f@) Ser=17 2 Yl <b (222)

Separiamo dunque 'integrale della (22.1]) come

T/2
S Ly
=T/2 ly|<é o<|y|<T/2

N ™

(F % K@) = F(@)] < Au(e) + Bua(a)
dove
)= [ 1@ = [l dy

Bae)=g [ ) = @) i

e stimiamo A, (x), B, (z) separatamente.
Usando (22.2) e poi la proprieta (i7) dei buoni nuclei si ha

1
Awws—/ 1K) dy
T Jy<s

Usando la disuguaglianza

flx—y) = fW| < [fx—=y)|+[fW)
<[ fllso + 1flloc = 2/ flloo

e la proprieta (iii) dei buoni nuclei si ha
1
B0 g [ el dy
I<|y|<T/2

2| fllso
:M/ |K,(y)|dy — 0 per n — oo.
T Jscyizry
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Quindi esiste ng € N tale che

da cui

(f % Ka)(2) — f(2)] < Ap(2) + Ba(z) < §+ g —c Vn>ng

Abbiamo provato che per ogni € > 0 esiste ny € N tale che
|(f * Kn)(x) = f(z)] <& Vn=mno,

cioe (f x K,,)(x) = f(z) per n — oo, per ogni punto z in cui f ¢ continua.

Sia ora f continua in R. Allora f ¢ uniformemente continua in ogni intervallo
compatto, e quindi, essendo periodica, f € uniformemente continua in R.
Sia € > 0. Per definizione di continuita uniforme, esiste 6 € (0,7"/2] tale che

_T&?

— <e = — = R —z| <
G~ @) <a=1:5 VrzeR, o2 <4
cioe tale che
[fle—y)—fl@)|<er Ve eR, Vyl <. (22.3)
Procedendo come sopra, si trova
An(z) < % VneN, VzcR,
Bu(z) < % Vn > no, Vr € R,

dove ng non dipende da x perché § non dipende da x e quindi la successione

2[[ f1l oo

A [ Rl ay
T Js<pi<ry
non dipende da x. Dunque

I(f * K)(z) — f(x)| <e  VYn>mng VreR.

infinitesima

Questo prova che per ogni € > 0 esiste ng € N tale che

Hf*Kn_f”oo:82£|(f*Kn)<w>_f<x)’SS Vn = ny,

cioe che f x K,, — f uniformemente in R per n — oc. n

La successione (Dy) dei nuclei di Dirichlet non ¢ una famiglia di buoni nuclei,
perché non soddisfa la proprieta (i7): si ha infatti

/ |Dn(9)|dY >1og N VN > 1. (22.4)
0
Esercizio 22.6. (I nuclei di Dirichlet non sono buoni nuclet). Dimostrare la (22.4)).
Suggerimento: poiché

0<sina<a Vae(0,7),

si ha
1

1
sin(30) ~ 19 9

v e (0,7).
Usare questa disuguaglianza e il cambio di variabile (N + %)19 =x.
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Nonostante i nuclei di Dirichlet (D) non siano buoni nuclei, con un altro proce-
dimento di media, detto media alla Cesaro, possiamo ottenere una famiglia di buoni
nuclei a partire dai nuclei (Dy). Partiamo dalla definizione generale di media alla
Cesaro.

Definizione 22.7. (Medie alla Cesaro, convergenza alla Cesdaro). Sia (co,cq,. . .)
una successione di numeri complessi. Consideriamo la serie di termine generale ¢,, e

le sue somme parziali
n
Sp — E Cl.
k=0

La media aritmetica delle prime N somme parziali della serie, cioe

So+S1+...+Snv=1
N )

ON =

si dice N-esima media alla Cesdro della successione (s,) oppure N-esima somma
alla Cesaro della serie Y~ ;.

Se o converge a un limite finito £ € C per N — oo, diciamo che la serie )~ ¢,
e Cesaro-sommabile ad ¢ oppure converge ad ¢ alla Cesaro.

Esercizio 22.8. Dimostrare che la serie
2 (-
n=0
converge alla Cesaro a 1/2.

Esercizio 22.9. Dimostrare che se una serie numerica converge (in senso classico)
a un numero ¢ € C, allora converge alla Cesaro a c.

Esercizio 22.10. Siano c¢,, s,, oy come sopra. Calcolare i coefficienti wy, x tali che

N-1

UN:Zwk,NCk VNZl
k=0

Calcoliamo le medie alla Cesaro dei nuclei di Dirichlet.

Definizione 22.11. (Nuclei di Fejer). Si dice N-esimo nucleo di Fejer I’ N-esima
media alla Cesaro dei nuclei di Dirichlet

_ Do(x) + Dy(z) + ...+ Dy_1(x) ‘

Fn(z) : N

A differenza dei nuclei di Dirichlet, quelli di Fejer formano una famiglia di buoni
nuclei (Lemma . La differenza principale rispetto ai nuclei di Dirichlet e il
fatto che

Fy(z)>0 VzeR

(vedi la formula (77) nel Lemma [22.12)). Questo rende la proprieta (i7) dei buoni
nuclei una conseguenza immediata della proprieta (i) dei buoni nuclei.

Lemma 22.12. (Proprieta dei nuclei di Fejer). [ nuclei di Fejer soddisfano le
sequenti proprieta:
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(1) Fy e reale, 2m-periodica e pari;

(ii) per ogni N > 1 si ha

Ve e R, x # 2km, k € Z;

(i1i) Fn(0) = N per ogni N > 1;
(v) (Fn) € una famiglia di buoni nuclei, di periodo 2.

Dimostrazione. (i) I nuclei di Dirichlet sono reali, 27-periodici, pari (vedi Lemma
, quindi anche la loro media aritmetica e reale, 2w-periodica, pari.
(77) Dalla formula per i nuclei di Dirichlet si ha

Dof@) 4. 4 Dyr(a) = Y SnUE+3)1),

k=0

sin(3z)

moltiplichiamo e dividiamo per 2 sin(%x),

P

1 : .
— m 2sin(3z) sin((k + 3)z);

b
Il
o

usiamo l'identita trigonometrica 2 sin arsin 5 = cos(a — ) — cos(a + ) e otteniamo

=2

1
_ W [cos(kx) — cos((k + 1)x)];

b
Il
o

questa e una somma telescopica, e dopo le cancellazioni rimane

1

= W (1 —cos(Nz));

ora usiamo l'identita trigonometrica sin” v = $(1 — cos(2a)), e otteniamo

_2 sin®(3 Nx)

2sin*(3x)

(7i1) La funzione Fy & continua perché i nuclei di Dirichlet Dy, ..., Dy_; sono
funzioni continue (sono somme finite di esponenziali complessi, cioe di seni e coseni).
Quindi Fy(0) = lim,_,o Fiy(x), e possiamo usare la formula (7) per calcolare il limite.

(7i1) Dalla Definizione di Fiy e dalla proprieta di media integrale

1 s
—/ Di(z)de =1 VkeN
2 ),

dei nuclei di Dirichlet (vedi Lemma [20.3)), si ha

1 (" 1 1 3=
— | Fv@de=— [ <Y Dua)d
o | (@) de = o N & b(w) dr
N-1 N-1
1 17 1
. — | b d):— 1=1.
N (2%/_7r wa)de) =
k=0 k=0
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Dal fatto (fondamentale) che Fy(xz) > 0 e dal calcolo della media integrale
appena fatto segue che

/]FN(x)|d:c:/ Fy(x)de =27 VN > 1.

—T

Infine, dato 0 < 6 <, si ha

1 1
< Vo € [-m, =] U6, ],
() < sty o elmooule
quindi
sin?(3 Nz)
|F (:p)|d:13:/ ——2—Ldw
/5<|:1:§7T N 5<|:1:\<7rN Sln2(% )

sin®(3 Nx)
= /5<|x<7T N sin®*(30) da

1 m C
< lder = — —0 N — oo.
~ Nsin®(36) / Y ber >

—T

I nuclei di Fejer (Fly) soddisfano quindi tutte e tre le condizioni della Definizione

di famiglia di buoni nuclei. O
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23 Lezione 23

Esercizio 23.1. (Coefficienti di Fourier dei nuclei di Dirichlet e di Fejer). Per ogni
N, calcolare i coefficienti di Fourier

m(n), ﬁv(n) Vn € Z
dei nuclei di Dirichlet e di Fejer.

I nuclei di Dirichlet Dy e quelli di Fejer Fy sono funzioni 27-periodiche. Per
T > 0 definiamo
Dyr(z) := Dy(wz),

Fyr(z) = Fy(wz), w:=2n/T. (23.1)

Lemma 23.2. (Nuclei di Fejer di periodo T'). Sia T > 0, e sia Fyr definito in
(23.1). Allora (Fyr), N > 1, ¢ una famiglia di buoni nuclei di periodo T

Dimostrazione. Semplice conseguenza del Lemma [22.12] e del cambio di variabile
wr =t (fare i dettagli per esercizio). O

Come corollario di quanto visto per i buoni nuclei e per i nuclei di Fejer abbiamo
il seguente risultato.

Teorema 23.3. (Sommabilita alla Cesaro per le serie di Fourier). Sia f : R — C
una funzione periodica di periodo T > 0, integrabile sul periodo. Allora

(f*Fyr)(x) = f(x) per N — o0

m ogni punto x in cut f € continua, e se f e continua in R allora la convergenza é
uniforme in R.
Si ha inoltre

L N L N
(fx Enr)(@) = 5 ) (f* Dir)(@) = 5 ) Sk(f)(@),
k=0 k=0
cioe fx Fyr & la media aritmetica dei primi N termini So(f), ..., Sn-1(f) della

successione delle somme parziali della serie di Fourier di f, cioe I’N-esima media
di Cesaro della successione (Sk(f)), cioe I’N-esima somma di Cesaro della serie di
Fourier di f.

Possiamo dunque riformulare ’enunciato di convergenza con queste parole: la
serie di Fourier di f é Cesaro-sommabile a f in ogni punto in cui f é continua, e
se f e continua in R allora la convergenza ¢ uniforme.

Dimostrazione. Dai Lemmi e [23.2) (Fyr) ¢ una famiglia di buoni nuclei,
quindi possiamo applicare il Teorema[22.5]dei buoni nuclei; otteniamo la convergenza
puntuale (f* Fxr)(z) — f(z) nei punti di continuita di f e la convergenza uniforme
se f & continua.

L’identita

1
(f*FNT = Z *DkT

k=0
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segue dalla Definizione 22.11| dei nuclei di Fejer come media aritmetica dei nuclei di
Dirichlet e dalla (23.1]). Si ha poi

2
2

1 1
N (f * Dyr)(z) = N Sk(f)(x)
k=0 k=0
perché
L
Si(f)(x) = = f(y)Dr(w(z —y)) dy
—T/2
1 [T/
-7 fW)Dyr(x —y)dy
—T/2
= (f * Dir)(2)
dal Lemma [20.2) dalla definizione (23.1) di Dy e dalla Definizione di convo-
luzione T-periodica. [

Definizione 23.4. (Somma N -esima di Cesaro di una serie di Fourier). Indichiamo

| N
ox(£)(w) = 3 Sl)(@)
k=0
la media aritmetica delle prime N somme parziali So(f), ..., Sy—1(f) della serie di

Fourier di f, cioe I’ N-esima media di Cesaro della successione (Si(f)), cioe I’ N-esima
somma di Cesaro della serie di Fourier S(f) di f.

Dal Teorema [23.3|
on(f) =[x Fnr,

on(f) = f
puntualmente dove f e continua, uniformemente se f € continua in R.
Dalla Definizione la somma parziale della serie di Fourier di f e il polinomio
trigonometrico
=Y fln)emr. (23.2)
[n|<N

Anche on(f)(z) ¢ un polinomio trigonometrico; nel prossimo lemma ne calcoliamo
i coefficienti.

Lemma 23.5. (Coeflicienti di Fourier della somma di Cesaro). Sia f : R — C
periodica di periodo T > 0, integrabile sul periodo. Allora la somma di Cesaro
on(f) (vedi Definizione ¢ il polinomio trigonometrico

(@) = (FrFxn) = Y (1= ) fomperer

N
n|<N-1
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Dimostrazione. Usando la formula (23.2) (cioe la definizione di Si(f)(z)), si ha

2
L

Q
=2
=
S

I
=2l
=z x>

Ly

Z= ==
bl
Il
o
5
IA
=

30 S

Abbiamo usato il fatto che gli interi k nell'intervallo |n| < k < N—1sono N—|n|. O

Osservazione 23.6. (Convoluzione con i nuclei e moltiplicatori di Fourier). Dalla
Definizione 22.T] e dal Lemma 23.5 si ha

Sn(f)@) =Y fm)e™,  on(f)(x)=

In|<N In|<N—1

_Inl

N

|
(]

(1 )f(n)emw‘”.

L’operazione che alla serie di Fourier

S()) =3 e

associa la sua somma parziale Sy (f)(x) corrisponde alla moltiplicazione del coeffi-
ciente di Fourier f(n) per un fattore,

A 1 se|n| <N,

fn) = wn)f(n), wn)= {0 se [n| > N.

Analogamente, I'operatore S(f) — on(f) corrisponde alla moltiplicazione dei coef-
ficienti di Fourier

fn) =) f(n), wv(n)= {(1) Sl 22 :Z: i%

Si arriva alla stessa conclusione se si considera che

Sn(f)=f*Dnr, on(f)=f*Fnr,

si calcolano i coefficienti di Fourier dei nuclei Dy, Fyr, e si utilizza la proprieta
della convoluzione

o~ o~

(f* Dnr)(n) = f(n)Dur(n),  (f* Frr)(n) = f(n)Far(n).
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Gli operatori lineari che mappano una serie di Fourier di coefficienti f (n) nella serie
di Fourier di coefficienti A(n)f(n),

ST A S Am) fln)e

nez ne’l

per certi fattori moltiplicativi A(n) € C, sono detti moltiplicatori di Fourier.
Per esempio, I'operatore di derivazione f(z) — f'(x) corrisponde al moltiplica-
tore di Fourier f(n)+— A(n)f(n) con A\(n) = inw.

Vediamo una conseguenza del Teorema [23.3

Lemma 23.7. (Funzioni a coefficienti di Fourier tutti nulli). Sia f : R — C
periodica di periodo T > 0, integrabile sul periodo, e supponiamo che tutti 1 suoi
coefficienti di Fourier f(n) stano nulli.

Allora f(x) =0 in ogni punto x in cui f é continua.

Dimostrazione. Poiché f(n) = 0 per ogni n, le somme parziali Sy (f) sono tutte iden-
ticamente nulle, e quindi anche le loro medie aritmetiche oy (f) sono identicamente
nulle. Nei punti x in cui f e continua si ha allora

f(z) = lim on(f)(z) =0. O
N—o0
Il prossimo risultato, anch’esso conseguenza quasi immediata del Teorema [23.3]
dice che le funzioni periodiche continue sono uniformemente approssimate dai poli-
nomi trigonometrici.

Proposizione 23.8. (Densita dei polinomi trigonometrici nelle funzioni periodiche
continue). Sia f : R — C una funzione T-periodica e continua. Allora per ogni
e > 0 esiste un polinomio trigonometrico p(z), T-periodico, tale che

1f = Plloo = sup |f(z) —p(z)| <e.

Dimostrazione. La funzione f ¢ continua, quindi (Teorema [23.3) f ¢ il limite uni-
forme della successione ox(f) delle somme di Cesaro, che sono polinomi trigonome-
trici. O

Esercizio 23.9. (Teorema di Weierstrass di approssimazione polinomiale). Ricor-
diamo l’enunciato del Teorema di Weierstrass di approssimazione polinomiale:

Sia f : [a,b] — R una funzione continua sull’intervallo reale compatto |a,b).
Allora per ogni € > 0 esiste un polinomio p(x) tale che |f(x) — p(x)| < e per ogni
x € |a,b).

Esercizio (facoltativo): dimostrare il Teorema di Weierstrass di approssimazione
polinomiale deducendolo dalla Proposizione [23.8]

Suggerimento: data f : [a,b] — R continua, definire un’estensione di f continua
e periodica (in generale, f(a) e f(b) possono essere diversi, quindi il periodo T deve
essere maggiore di b — a, per esempio 7" = 2(b — a)); applicare la Proposizione
utilizzare poi il fatto che I’esponenziale e’ ha serie di Taylor che converge
uniformemente sui compatti, quindi considerare i suoi polinomi di Taylor in un
periodo [a,a + T.
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Convergenza in media quadratica. Dopo i risultati sulla convergenza pun-
tuale e uniforme, ora vediamo un altro tipo di convergenza per le serie di Fourier, la
convergenza in media quadratica. Proveremo che la successione delle somme parziali
Sn(f) converge in media quadratica a f per N — oo, sotto la sola ipotesi che f sia
periodica e integrabile sul periodo.

Cominciamo rivedendo i concetti di spazio vettoriale, prodotto scalare, norma (o
seminorma) associata al prodotto scalare, ortogonalita.

Ricordiamo che si parla di “spazio vettoriale reale” o “spazio vettoriale su R” se
gli scalari sono i numeri reali, e “spazio vettoriale complesso” o “spazio vettoriale
su C” se gli scalari sono i numeri complessi. Ricordiamo anche la notazione usuale
¢ per indicare il coniugato del numero complesso ¢ € C.

Definizione 23.10. (Prodotto scalare semidefinito positivo per spazi vettoriali su
C). Sia V uno spazio vettoriale su C. Una mappa a valori complessi

VxV=C, (z,y)~—(z,9)

e un prodotto scalare semidefinito positivo su V se

e ¢ hermitiano, cioe

(z,y) = (y,x) Va,yeV;
e ¢ lineare nella prima variabile e coniugato-lineare nella seconda variabile, cioe

(r49,2) = (&,2)+ {y,2), (ex,y) = cla,y) Va,y,2€V, VeeC,
2,y +2) = (2,9) + {2, 2), o(w,y) VaoyzeV, VeeC

—~
8
Q
<

~
I

(lo scalare ¢, uscendo dalla prima componente, rimane c; lo stesso scalare c,
uscendo dalla seconda componente, diventa ¢, complesso coniugato di ¢);

e ¢ semidefinita positiva, cioe (z,z) & un numero reale non negativo,

(x,z) >0 VreV.

La condizione di simmetria e quella di linearita nel primo argomento del pro-

dotto scalare implicano la coniugato-linearita nel secondo argomento, che ¢ dunque
ridondante nella Definizione 23.10

Definizione 23.11. (Seminorma per spazi vettoriali su C). Sia V uno spazio vetto-
riale su C, e sia (, ) un prodotto scalare semidefinito positivo su V. La seminorma
indotta dal prodotto scalare su V' e la mappa

=V —=10,00), |l :==+/(z,2) VreV

Definizione 23.12. (Prodotto scalare definito positivo e norma per spazi vettoriali
su C). Sia V uno spazio vettoriale su C, sia (, ) un prodotto scalare semidefinito
positivo su V, e sia || || la seminorma indotta dal prodotto scalare. Se

|lz|| >0 VzeV, z#0,

cioe se 'unico vettore di V' di seminorma nulla ¢ il vettore nullo, allora il prodotto
scalare si dice definito positivo, e la seminorma si dice una norma.
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Definizione 23.13. (Spazi di Hilbert su C). Sia V uno spazio vettoriale su C,
sia (, ) un prodotto scalare definito positivo su V, e sia || || la norma indotta dal
prodotto scalare. Se V' e completo, cioe se ogni successione di Cauchy in V' converge
in V, allora diciamo che V' & uno spazio di Hilbert complesso.

Esercizio 23.14. (Lo spazio vettoriale C™). L’insieme V = C" & uno spazio
vettoriale su C. Dati due vettori

I hn

Tn Yn

consideriamo ’applicazione

(,}):C"xC" = C
definita da .
(@,y) =2+ ...+ 2aTn= > _ 21T € C.
k=1

Verificare che si tratta di un prodotto scalare complesso definito positivo, con norma
indotta

ol = Vi = VieFr - nf = ()

Esercizio 23.15. (Prodotto scalare per funzioni periodiche). Sia T > 0, e sia V
I'insieme delle funzioni f : R — C periodiche di periodo T, integrabili sul periodo.

Sia
(,):VxV —=C, <f,g>::%/0 f(w)mdx

(1) Verificare che si tratta di un prodotto scalare semidefinito positivo, con seminor-

ma indotta .

1= = ( [ 1)

(73) Verificare che il prodotto scalare non e definito positivo, e la seminorma non e
una norma.

Definizione 23.16. (Vettori ortogonali). Sia V' uno spazio vettoriale su C con
prodotto scalare semidefinito positivo. Due vettori x,y € V si dicono ortogonali se

(z,y) =0,
e in tal caso scriviamo x L y.

Nella proposizione che segue proviamo tre proprieta molto note e importanti sen-
za assumere l'ipotesi che la seminorma sia una norma: prodotti scalari semidefiniti
e seminorme sono sufficienti per la dimostrazione.

Proposizione 23.17. (Proprieta degli spazi vettoriali su C con prodotto scala-
re semidefinito positivo). Sia V uno spazio vettoriale su C con prodotto scalare
semidefinito positivo. Allora si ha
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e Teorema di Pitagora: se x,y € V' sono ortogonali, x L vy, allora
o+ yll* = ll=]l* + .
e Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz: per ogni x,y € V' si ha
[z, )] < [zl [yl

e Disuguaglianza triangolare: per ogni x,y € V si ha

lz 4+ yll < ll=ll + llyll-

Dimostrazione. (Teorema di Pitagora) Siano x,y € V' due vettori ortogonali. Dalla
definizione di || ||, dalle proprieta del prodotto scalare e dallipotesi (z,y) = 0 si ha

lz+y|* = (z+y,2+y)

(
= (z,z) + (z,y) + (y,2) + (¥, 9)
= (z,2) + (y,9)

= Jll* + [lylI*.
(Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz) Siano z,y € V. Per ogni A € C si ha

0 < [lz + Ayl®
=(z+ Ay, + \y)
= (z,2) + (z, \y) + (\y, 2) + Ay, Ay)
= [l2l1” + Xz, y) + Mz, ) + APyl (23.3)

Scriviamo i numeri complessi A, (z,y) tramite parte reale e parte immaginaria,
(x,y) =a+ib, A=t+1is, a,bt,seR.
Si ha dunque

Mz, y) 4+ M, y) = (t — is)(a + ib) + (t +is)(a — ib)

= 2(ta + sb),
e la disuguaglianza ([23.3)) si riscrive
|z]|? + 2(ta + sb) + (t* + %) |ly|[|* > 0  V(t,s) € R (23.4)

Se ||y|| # 0, Pespressione nella (23.4)) & un polinomio di secondo grado in (t, s),
che chiamiamo
p(t,s) = [l2l* + 2(ta + sb) + (t* + 57) |y ]|*.

Il gradiente di p(t, s) si annulla per

a b
—— § = ——
llyll? [yl

(punto di minimo di p). Sostituiamo questi valori di ¢, s nella (23.4)) e otteniamo

l=*llyl* > a® + 0%,
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da cui

[(z,9)] = la+ib] = Va> + b < |[z]|[Jy].
Se invece |ly|| =0, la diventa
|z||? + 2(ta + sb) >0 V(t,s) € R% (23.5)
In particolare, per s = 0 troviamo
|z||? +2at >0 VteR,
da cui segue che a = 0: se infatti fosse a # 0, allora scegliendo, per esempio,

LA
2a

—
si avrebbe
|z||* + 2at = —1,

assurdo (d’altra parte, in un qualunque piano cartesiano, le uniche rette che non
contengono punti di ordinata negativa sono rette orizzontali). Analogamente, per

t =0 la (23.5) diventa
|z]|* +2sb>0 VscER,

da cui segue che b = 0. Quindi
(z.y)=a+ib=0, ||yl =0,

e la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz vale anche per |Jy|| = 0.
(Disuguaglianza triangolare) Siano x,y € V. Allora

lz+yll> = (x+y,z+y)
= (z,2) +(z,y) + (y,2) + (¥, )
= |lz)* + (2,y) + (x,9) + [lylI*.

Come sopra, scriviamo (x,y) = a + ib, con a, b reali. Allora

(x,y) + (x,y) = (a + ib) + (a — ib) = 2a,

(@, y) + (z,y) = 2a < 2|a] < 2Va? +0* = 2[(z, y)| < 2|z[| |[y]

per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz. Dunque

lz+yl* = llell® + (2, y) + {z,y) + |yl
< ll2ll* + 2l iyl + |
= (=l + llyI*,

da cui si ha la tesi. O

Osservazione 23.18. Dalla Proposizione [23.17], negli spazi vettoriali degli Esercizi
23.14) [23.15| valgono il Teorema di Pitagora, la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e
la disuguaglianza triangolare.
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In particolare, la disuguaglianza triangolare in C" scritta in componenti ¢

n 1 n 1 n 1
<Z|xk+yk|2>2§<Z|$k|2>2+(2|yk|2>2 v£17"'7xn7y17"'ayn€ca
k=1

quella di Cauchy-Schwarz e

‘Zazk%‘ < (lek\2)2<2\yk\2>2 Vo, ..., Tn, Y1, ...y, € C.
k=1 k=1

k=1

Dopo gli spazi vettoriali degli Esercizi[23.14], 23.15] vediamo ora un altro esempio
importante di spazio vettoriale con prodotto scalare.

Notazione. Indichiamo sia a, che a(n) 'elemento n-esimo di una successione a
di numeri complessi.

Definizione 23.19. (L’insieme (*(Z,C)). Si indica ¢*(Z,C) (e si legge “elle piccolo
due di Z in C”) I'insieme delle successioni (a,)nez di numeri complessi tali che la

serie
2 . 2
= lim >~
Z x| N |an|

nez In|<N

sia convergente, cioe
*(Z,C) = {a :Z — C, Z la(n)]? < oo}
nez
Scriviamo anche % o (*(7Z) al posto di (*(Z,C).

Lemma 23.20. (¢*(Z,C) ¢ uno spazio vettoriale). Per ogni a,b € (*(Z,C), la
successione a + b appartiene ad (*(Z,C), e

1 1 1
(St < (S i)+ ()’
nez neL nez
Di consequenza (*(Z,C) ¢ uno spazio vettoriale su C.

Dimostrazione. Siano a,b € (2. Per ogni N € N si ha

(3 b t0B) < (S 1al) + (X 1)’

In|<N In|<N In|<N

per la disuguaglianza triangolare nello spazio C¢, ¢ = 2N + 1 (vedi Osservazione
. Per N — oo tutte e tre le serie hanno limite, essendo serie a termine generale
reale > 0 (le loro somme parziali formano successioni crescenti). Dunque, passando
al limite per N — oo, otteniamo la disuguaglianza dell’enunciato. Questo prova che
a+bel?

Poi Aa € /2 per ogni a € /?, A € C. Quindi ¢? & spazio vettoriale su C. O

Lemma 23.21. (Convergenza della serie ) anbyn). Per ognia,b € (*(Z,C), la serie
di termine generale a,b, ¢ assolutamente convergente, con

5ol < (S o) (S 1)

neZ ne”l
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Di consequenza la serie
g anb, = lim g anbn
N—oo
nez [n|<N

converge in C.

Dimostrazione. Siano a,b € (2. Per ogni N € N si ha

S = 3 i < (5 ) (32 )

In|<N In|<N In|<N In|<N

per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz in R?, ¢ = 2N + 1. Per N — oo tutte e
tre le serie hanno limite, essendo serie a termine generale reale > 0 (le loro somme
parziali formano successioni crescenti). Dunque, passando al limite per N — oo,
otteniamo la disuguaglianza dell’enunciato.

La serie di termine generale a,,b, converge assolutamente, quindi converge in C

(sulla convergenza delle serie vedi sezione [25]). O
Osserviamo anche che se
2
E |an|” =0,
nez

allora, banalmente, a,, = 0 per ogni n € Z: se infatti fosse a,, # 0 per un certo
m € Z, allora la somma della serie sarebbe maggiore o uguale a |a,,|? > 0.
Il Lemma [23.21] garantisce che la definizione seguente sia ben posta.

Definizione 23.22. (Prodotto scalare in ¢* e norma indotta). Per a,b € (*(Z,C)

definiamo A
(@,b) =Y anbn, ol == via @) = (3 lanf?)",

ne’ neL

prodotto scalare definito positivo e norma di ¢*(Z, C).
Quando serve specificare che si tratta del prodotto scalare e della norma di
(*(Z,C) scriviamo anche
(@,b)e,  lalle
Lemma 23.23. (2 ¢ spazio di Hilbert). Lo spazio (*(Z,C) ¢ uno spazio di Hilbert.
Dimostrazione. Sia ai, k = 1,2, ... una successione di Cauchy di elementi di £2, cioe

ar = (ar.n)nez appartiene a €% per ogni k > 1, e per ogni € > 0 esiste ko € N tale
che

1
lox = asll = (D lawn = ainl?)* <2 VhG 2 ko, (23.6)

neL

Per ogni n € Z si ha
| — ajn| < llar — agl,

quindi per ogni n € Z fissato la successione (ay k=12, € di Cauchy in C, e dunque
converge in C. Chiamiamo b, il suo limite,

b, = lim ag,, n¢cZ.
k—o0

Per ogni N € N, per ogni k, j si ha

Z ’@k,n - @j,n’2 < Z ’ak,n — Qjn 27

In|<N nez
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quindi, dalla (23.6)),

D akm — ajnl®> < Yk, j > ko, (23.7)

In|<N

Passiamo al limite per k& — oo nella (23.7) (senza alcun problema di convergenza,
essendo una somma finita) e otteniamo

> by — gl < Vi > ko

[n|<N

Per ogni j > ky fissato, la successione (sy), con

SN 1= Z by, — ajn

[n|<N

2
)

e una successione di numeri reali crescente e limitata, quindi ha limite, e il limite
soddisfa
lim SN = lim E |bn—ajn|2: E \bn—ajn|2 §€2.
N—oo N—o0 ’ ’
In|<N neL
Questo prova che la successione b — a; = (b, — a;,)nez appartiene a £2, con norma
J n jn)neZ apP 5

Hb_ajH2 :Z|bn_aj,n|2 <& Vj>kh

nez

Di conseguenza b € £? perché ¢ somma di due elementi di 2,
b= (b — (lko) + Ay -

Inoltre, dato € > 0 qualsiasi, abbiamo trovato kg € N tale che ||b — a;|| < ¢ per ogni
j > ko, cio¢ a; — b in (2 per j — oc.

Abbiamo dimostrato che ogni successione di Cauchy in £ converge nella norma
di £? ad un elemento di /2. O

Osservazione 23.24. (Lo spazio delle funzioni Riemann-integrabili non é comple-
to). Lo spazio vettoriale dell’Esercizio non ¢ completo; il suo completamento
rispetto alla seminorma definita nell’esercizio (che diventa una vera norma conside-
rando opportune classi di equivalenza di funzioni integrabili) porta alla definizione
dello spazio di Lebesgue L*((0,T),C).
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24 Lezione 24

Definizione 24.1. (Insieme ortonormale). Sia V uno spazio vettoriale su C con
prodotto scalare semidefinito positivo. Un sottoinsieme A C V' si dice ortonormale
se

|z|| =1 Vz € A, (x,y) =0 Vx,ye A, x#v.

Riprendiamo lo spazio vettoriale dell’Esercizio [23.15, e mostriamo che gli espo-
nenziali complessi che compaiono nelle serie di Fourier formano un insieme ortonor-
male.

Definizione 24.2. (Spazio delle funzioni periodiche Riemann-integrabili). Per ogni
T > 0 indichiamo Ry l'insieme delle funzioni f : R — C periodiche di periodo T,
integrabili nel periodo,

Ry :={f:R— C: f e T-periodica e integrabile in [0, T]}.
Come osservato nell’Esercizio 23.15, Rt € uno spazio vettoriale su C, munito di

prodotto scalare semidefinito positivo

)= [ g i

e seminorma indotta dal prodotto scalare

1

7= = ([ 1sp )

<f7g>RT7 Hf”RT

per indicare che si tratta del prodotto scalare e della seminorma dello spazio Rr.

Scriviamo anche

In tutta questa lezione consideriamo R munito del prodotto scalare e della
seminorma della Definizione 24.2]

Lemma 24.3. (Famiglia ortonormale degli esponenziali). Sia T' > 0, w = 27/T,
en(r) =™ 1R, n€Z.
Allora e, € Ry per ognin € Z, e per ogni n, k € Z. si ha

1 sen=4k,

mns T:(Sn =
(en, ex)m g {O sen #k,

cioe l'insieme {e, : n € Z} C Ry & ortonormale.

Dimostrazione. Ogni esponenziale e, e T-periodico, quindi appartiene a Ry. Per
ogni n,k € Z, n # k si ha

(€, €) = l/ en(x) ex(r) dx

0
T
/ eznwx e—zkwm dx
0

T i(n—k)wz i(n—k)2m 0
T Jo T Lli(n —k)wlo i(n—k)2m

T
1
T
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perché wT = 2w, ed ™2™ = 1 per ogni m intero. Per k = n si ha invece

LI R 17
<en,en):—/ e”""wxdmz—/ ldx =1. O
T Jo T Jo

Lemma 24.4. (Seminorma dei polinomi trigonometrici). Sia T'> 0, w = 27/T, e
sia p(x) il polinomio trigonometrico

p(x> — E Cneznwac7
In|<N
con coefficienti ¢, € C. La sua seminorma in Ry ¢ allora

Il = Jeal®.

In|<N

p= Z Cn€n,

In|<N

Dimostrazione. Poiché

dalle proprieta del prodotto scalare si ha

Ipl* = (p.p) = (> cnens Y crer)

In|<N |k|<N
= § <cn€na E Ck6k>
| <N Ik[<N

= Z ( Z <cnen,ckek))

In|<N  [k|<N

= Z ( Z cn@(en,ek»

In|<N  [k|<N

=2 C”( ) @5%) =D = el O

<N kISN In|<N In|<N

Lemma 24.5. (Lemma di ortogonalita). Sia T > 0, w = 27/T, e,(z) = ¢™*. Sia
f € Rp. Allora

(i) (Coefficienti di Fourier) I coefficienti di Fourier f(n) di f soddisfano

~

f(n)={(f,en) VYneZ

(1) (Somma parziale Sy(f)) La somma parziale Sn(f) della serie di Fourier di f
soddisfa

Sn(f) = Z (f,en) en.

n|<N

(77i) (Ortogonalita) Per ogni polinomio trigonometrico T-periodico di grado < N

p(l‘) = Z Cnen(‘r)a Cp € Ca

In|<N

st ha

f—=Sn(f) Lp
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(iv) (Pitagora) Per ogni N € N si ha

AP = 1F = Sv(HIP+ Y [F ().

In|<N

Dimostrazione. (i) Dalla Definizione [19.19] dei coefficienti di Fourier f(n) e dalla
Definizione del prodotto scalare in Ry si ha

R 1 [/t . 1 [T -
fo =3 [ t@emrdn = 4 [ @) de = (e
0 0
(71) Dalla Definizione [19.19/di Sy (f)(z) e da quanto appena osservato si ha

Sv(f)(@) =Y f)e™ = Y (f,en)en().
In[<N In|<N
(7i1) Sia
p= Z Cn€n, Cn € C.
In|<N

Dalle proprieta del prodotto scalare si ha

<fap>:<f7zcnen>: Z§<f76n>: f(n)a

In|<N In|<N In|<N

e, ricordando che (e, ex) = dnk,

(Sn(f),p) = Z f(”)em Z Crek)

In|<N Ik|<N In|<N [k|<N In|<N

Il
~~»
—

3
N—
=
—
Cb

3
Q
ol

~

I
~~»
—

3
N—

3
3

quindi
(1v) La proprieta (iii) applicata al polinomio trigonometrico p = Sy(f) dice che

f=5x(f) L Sn(f).

Quindi f e la somma di due vettori ortogonali,
f=(f=5n(f)+Sn(f)
e dunque, dal Teorema di Pitagora (vedi Proposizione ,
AP = 1(f = Sn(f)) + Sn(OIF = [1f = Sv(HIF + 1S (HI.
Infine

ISx(NIF =D 1f )

In|<N

dal Lemma 24.4]. n
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Lemma 24.6. (Lemma di migliore approssimazione). Sia T > 0, w = 27/T,
en(z) = ™. Sia f € Ry. Allora per ogni N € N si ha

If=SvOI<If=pl Yo=Y cuen, e €C,

In[<N

If =SnDII=1If —pl < p=25n(f)

In altre parole, tra tutti i polinomi trigonometrici T-periodici di grado < N, Sx(f)
e quello che realizza la minore distanza da f nella norma di Ry.

Dimostrazione. Sia

p= Z Cnbn, Cn € C.

In|<N

Scriviamo la differenza f — p come

f—-p= (f — SN(f)) + (SN(f> —P)7
e osserviamo che Sy (f) — p & un polinomio trigonometrico di grado < N,
_pzz.f(n)en_zcnen_z.f _Cn
In|<N In|<N In|<N

Allora, dal punto (i) del Lemma di ortogonalita, si ha

(f =Sn(f) L (Sn(f) —p).

Di conseguenza, applicando il Teorema di Pitagora (vedi Proposizione [23.17)) e poi
il Lemma [24.4]

1 =ol> = ||(f = Sn(f)) + (Sn(f) —
= |f = Sn(F)I*+ I1Sw(f) —
=If = Sv(OI>+ D 1f(n) — el

In|<N

p)|°

plI*

La tesi segue osservando che la somma

Y 1) — el

[n|<N

& > 0 in ogni caso, ed & = 0 solo se |f(n) — ¢,| = 0 per ogni |n| < N, ciod se
p=5Sn(f). O

Teorema 24.7. (Teorema di convergenza in media quadratica per serie di Fourier).
Sia f € Ry. Allora
Tim (| = Sw(f)] = .
—00

Dimostrazione. Sia € > 0.
Passo 1. Dal Lemma[21.7] di densita delle funzioni continue in quelle integrabili,
esiste una funzione g continua, T-periodica, tale che

T
lgllse < V2 £loo: / (@) — g(a)] de < O,
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dove

o= T
ALV flle)
Si ha dunque
I =ol = 7 | 11~ g(@) dz
<7 [ 1@ = s@I (@] + lo@) de
<2 [ 17 = 9@ (1o + lglloe) da

A+ VD[l [T
<2 /0 |

14 VI s g

52

1

f(x) = g(z)| dx

IN

Quindi
€
—qll < =,
If =gl =3
Passo 2. Poiché g ¢ funzione continua, dalla Proposizione di densita dei

polinomi trigonometrici nelle funzioni continue esiste un polinomio trigonometrico
T-periodico p(z) tale che

DO ™

19 = plloe <
Si ha quindi

1 [T 1 [T g2
=2 o) s < L [Tl s
lg —pll T/o l9(z) — p(x)] ST ) lg —pll5 dz < T

da cui
lg—pll < =
—_— 2'

Percio

13 13
N\f=pll=If—g9g+g—pl<I|f -9l +lg—npl <j;tg=e

Passo 3. Sia M il grado del polinomio p. Sia N > M. Dal Lemma di
migliore approssimazione, Sy (f) ¢ il polinomio trigonometrico che realizza la minore
distanza da f tra tutti i polinomi di grado < N; tra essi ¢’¢ anche p (il cui grado &
M < N). Quindi

If = Sn(OHIF<IIf =l

Poiché |[f —pl| <&, si ha
If =Sn(Al <e VN =M.

Abbiamo provato che per ogni ¢ > 0 esiste M € N tale che ||f — Sy(f)| < € per
ogni N > M, cioe che || f — Sn(f)|| — 0 per N — oo. O
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Corollario 24.8. (Identita di Parseval). Sia f € Ry. Allora la successione
(f(n))nez dei suoi coefficienti di Fourier appartiene a £*(Z,C), e si ha

1P =D ().

nel

Dimostrazione. Dalla (iv) del Lemma di ortogonalita si ha

o @PE =117 = 1f = Sn()I? (24.1)

In|<N
e, dal Teorema di convergenza in media quadratica,
If —Sn(f)|| =0 per N — .

Quindi passando al limite per N — oo nella (24.1)) si ha

ST mP = Jim S )P = 111 =

nez [In|<N
L’esercizio seguente ¢ uno degli esercizi piu classici e famosi sulle serie di Fourier.

Esercizio 24.9. (Somma della serie armonica generalizzata di esponente 2). Sia
f: R — R la funzione 27-periodica che nell'intervallo [—m, ) vale f(x) = x.

Calcolare i suoi coefficienti di Fourier f(n), n € Z; calcolare ||f||?; scrivere
I'identita di Parseval per f e utilizzarla per dedurre I'uguaglianza

o0
1 2

— =—.
n 6

n=1
Se al posto degli esponenziali e,(z) = €™? consideriamo una famiglia orto-
normale qualunque, non abbiamo piu l'identita di Parseval, ma vale comunque la

seguente disuguaglianza.

Lemma 24.10. (Disuguaglianza di Bessel). Sia {v, : n € Z} C Ry un insieme
ortonormale, sia f € Rr, e

ani=(f,0), nEL

Allora

D lan® <71

neL

Dimostrazione. Sia

gN = Z ApUn-

[n|<N
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Per ipotesi, (v, vr) = du per ogni n, k € Z. Dalle proprieta del prodotto scalare si
ha

(frgn) = (f, D anvn)

In|<N

= Z (f, anvn)

In|<N

= Z %<fv“n>

In|<N

= E Qp,

In|<N

=2 lauf

In|<N

(g, gn) = ( Z nUn Z Wk Ug)

In|<N |k|<N

= Z (anvy, , Z Ak VL)

In|<N k<N

= Z (U Z axvy)

In|<N |k|<N

= Z an( Z (vn,akvk>>

In|<N |k|<N

= Z an< Z a_k@mvk))

In|<N [k|<N

= E QO

In|<N

= > laal

In|<N
Quindi
(f —gn, gn) = (f,gn) — (9N, gn) =0,
cioe
f—9nv L gn.
Dunque dal Teorema di Pitagora (vedi Proposizione [23.17)) si ha
AP = 1Cf = gn) + gn > = ILF = anl* + llgnl* = llgnl* = D lanl*.

In|<N

La disuguaglianza

> e < I

In|<N

vale per ogni N € N, e quindi, passando al limite per N — oo, si ha

> lanf* = Jim Y anf* < I

neZ In|<N
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Notiamo che questo limite esiste perché si tratta di una serie reale a termine generale
> 0. m

Lemma 24.11. (Qorrispondenza tra prodotto scalare in Ry e in ¢2). Siano f,g €
Ry, e siano f = (f(n))nez, § = (§(n))nez le successioni dei rispettivi coefficienti di
Fourier. Allora

<fa g)RT = <f> §>€2

/f =3 i)

nEZ
Dimostrazione. Abbiamo gia provato (Corollario D che f , g appartengono a (*(Z, C).
Per ogni N € N separiamo

(f9) = (f = Sx(f),9) +(Sn([), 9)- (24.2)

cioé

Calcoliamo

(Sn(f),9) = (> f(n)en g)

e ricordiamo che questa somma converge in C per N — oo (vedi Lemma [23.21)), cioe

dim (Sy(f).g) = lim > f(n)§(n) = f(n)§(n) = (f.9)e € C.

In|<N neL

Stimiamo l’altro termine della (24.2) con la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
(vedi Proposizione [23.17)), e poi con il Teorema di convergenza in media qua-
dratica, e abbiamo

[(f=Sn(f)s )l < If =Snv(DI gl =0 per N — oo.
Passando al limite per N — oo nella otteniamo la tesi. O]
Abbiamo provato (proprieta (viii) del Lemma che la mappa “cappuccio”
Rr — ((Z,C), fe f

che ad una funzione f € Rp associa la successione f dei suoi coefficienti di Fou-
rier trasforma la convoluzione di funzioni periodiche nel prodotto (puntuale) di
successioni,

(f*9)(n) = f(n)a(n).
Vediamo ora (Lemma [24.14]) che vale anche il contrario: la mappa “cappuccio”
trasforma il prodotto (puntuale) di funzioni periodiche nella convoluzione di succes-
sioni,

(fg)(n) = (f *g)(n).

In sintesi: “cappuccio” trasforma prodotti in convoluzioni e convoluzioni in prodotti.
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Definizione 24.12. (Convoluzione di successioni). Per ogni a,b € (*(Z,C), la
convoluzione a x b € la successione definita da

(axb)(n) = Za(k;)b(n —k), neZ.

keZ

Lemma 24.13. (La successione axb ¢ ben posta e limitata). Per ognia,b € (*(Z,C),
per ogni n € 7. si ha

> la(®)lo(n = k)| < llallzllble-

kEZ

La serie che definisce (axb)(n) é assolutamente convergente, dunque (axb)(n) é ben
definita e soddisfa
[(axb)(n)] < [[allelblle  Vn € Z.

Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, per ogni n € Z si ha

> lak)llo(n — K < (D la(k)| )%Z\b(n—k)y?)é.

keZ kEZ keZ

Con il cambio di indice n — k = j si ha

(S 1btn-0F)* = (S BOE)* = bl

keZ JEZ

quindi

Y la®)lb(n = k)| < flallellbe-

keZ

Percio la serie in k di termine generale a(k)b(n — k) & assolutamente convergente, e
dunque & convergente in C (sulla convergenza delle serie vedere anche I’Appendice

23). 0

Lemma 24.14. (Coefficienti di Fourier del prodotto di funzioni periodiche). Siano
fyg9 € Ry. Allora i coefficienti di Fourier della funzione prodotto f(x)g(x) sono

—_

(fg)(n) = (f*9)(n) =D f(k)d n ez

kEZ

Dimostrazione. Sia n € Z fissato. Per ogni N € N, scrivendo

f=Sn(f)+(f = Sn(f))

si ha
_ % /0 F(2)g(x)e ™" dx = Ay + By
dove
Avi= 1 [ Su(P@gta)e ™ da
Bx:= 1 / [£(@) = Sn(£)(@)] gla)e™" da



Usando la definizione di Sy (f) (vedi Definizione [19.19)) calcoliamo

An = %/OT ( Z f(k)eikm>g(x)e’mm dx

|k|<N
.1 (7 .
= > g [ gt
k| <N 0
= f(k)g(n — k)
k|<N

Dal Lemma [24.13| la serie in k di termine generale f(k)j(n — k) & assolutamente

convergente, quindi convergente in C, e di conseguenza

~

lim Ay = lim Y f(R)gn—k) =) f(R)j(n—k) = (f*3)(n).

|k|<N keZ

Il termine By si puo scrivere come prodotto scalare

By =7 [ [f@) = Sw(N@] e = (£ = Sy(£) . )

dove h e la funzione .
h(z) := g(x) ™",

Essendo prodotto di funzioni T-periodiche e integrabili sul periodo, h appartiene a
Rr; inoltre

2 1 g 2 1 ’ 2 2
e, = | InPde =g [ 1o ax = o,

perché |g(z)| = |g(z)] e |¢™*| = 1. Usando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz si
ha allora

Byl = |(f = Sn(f), W] < WIf = Sw(Hllre [RllRr = I = Sn(H)ll=s 19l
e poi, dal Teorema [24.7]
If = Sn(f)llry =0 per N — oc.

Ricapitolando,

—

(fg)(n) = Ay + By, Ax— (f*§)(n), By —0 per N — oo,

dunque, passando al limite per N — o0, si ha la tesi. O
Nella sezione (a carattere facoltativo) si discute la convergenza delle serie
“bilatere”, cioe le serie con indice di somma n € Z; sono osservazioni destinate agli

studenti che si sono posti domande o hanno avuto dubbi nel trattare le serie bilatere
e/o le serie di numeri complessi.
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25 Appendice A. Convergenza delle serie bilatere

In queste lezioni sulle serie di Fourier abbiamo sempre trattato le serie con indice
n € Z come limite delle somme parziali sull’intervallo simmetrico [—N, N]:

N

S m Y

ne”L n=—N

E una definizione di serie su Z molto naturale quando si trattano le serie di Fourier
di una variabile, e pienamente adatta ai nostri scopi.

D’altra parte, e naturale anche chiedersi se definire le serie tramite gli intervalli
simmetrici [-N, N] N Z ¢ equivalente, o se invece ¢ un caso particolare, rispetto

all’operazione di limite
B

= lim
% B 712;4
in cui i punti di accumulazione oo di Z sono approcciati in modo indipendente
(cioe senza supporre che A = —B né altra relazione che leghi A con B).

Oltre agli intervalli [A, B] N Z, si possono piu in generale considerare tutti i
sottoinsiemi non vuoti F' C Z con un numero finito di elementi e definire la serie
come limite delle somme finite

2= Jim >

neL FCZ neF
#(F)<oco

(dove #(F), scritto anche |F|, indica il numero di elementi dell’insieme F' C Z).

Vediamo in dettaglio la questione limitatamente ai passaggi che abbiamo fatto
nelle dimostrazioni precedenti; in pratica rifacciamo per le serie bilatere alcuni ri-
sultati elementari di Analisi 1, rivisti in modo un po’ piu generale (e adatto a varie
generalizzazioni).

Le serie reali a termini non negativi hanno limite

Sia a, > 0 per ogni n € Z. Indichiamo con F la famiglia di tutti gli insiemi finiti,
non vuoti, di numeri interi, cioe

F={F:FCZ, F#0, #(F) < 0o}. (25.1)

Counsideriamo l'insieme delle somme finite
E::{Z&n:FG.F}
ner

e indichiamo
c:=sup k.

Ogni elemento di £ € un numero reale non negativo, quindi 0 < ¢ < oo.
Supponiamo che ¢ < oo. Per definizione di ¢ = sup E, per ogni € > 0 esiste
un elemento di £ maggiore o uguale a ¢ — ¢, cioe esiste un sottoinsieme non vuoto,
finito, Fy di Z tale che
c—e< Z a, <c.

neFy
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Poiché i termini a,, sono tutti > 0, allargando l'insieme degli indici si aggiungono
termini > 0, quindi il valore della somma cresce o resta uguale:

E (y > E Qn,
neF nekFy

per ogni F' C Z non vuoto che contiene Fj.
D’altra parte Y. _.a, ¢ un elemento di E, quindi ¢ < ¢, per ogni F' finito.
Dunque

neF

c—sSZangc (25.2)

nekr

per ogni F' € F che contiene Fy. Abbiamo provato che per ogni € > 0 esiste Fy € F
tale che valga per tutti gli insiemi F' € F che contengono Fj.

Se invece ¢ = 0o, per definizione di ¢ = sup F, per ogni b € R esiste un elemento
di £ maggiore o uguale a b, cioe esiste un sottoinsieme finito Fy di Z tale che

Z%Zb-

neFy
Come sopra,
§ an = E an
ner nekFyp

per ogni F' € F che contiene Fy (perché a, > 0 per ogni n). Questo mostra che per
ogni b € R esiste Fy € F tale che
Sz

neF

per tutti gli insiemi /' € F che contengono Fj.

Esercizio 25.1. Sia a,, > 0 per ogni n € Z, e sia F la famiglia degli insiemi finiti
non vuoti di numeri interi, vedi (25.1)). Siano

B
E:{HEZF%:FE}“}, Elz{;an:A,BEZ, ASB},
B,={ > an:Nen}.

In|<N
Dimostrare che sup £ = sup £y = sup Fj.
Consideriamo ora le seguenti tre definizioni di limite.

Definizione 25.2. (Limiti di somme finite). Sia a, € R per ogni n € Z (senza
ipotesi sul segno di a,,) e sia F l'insieme dei sottoinsiemi finiti, non vuoti, di Z (vedi
@25.1).

Per ¢ € R, diciamo che

lim E an, = ¢
F—Z

neF

se per ogni € > 0 esiste Fjy € F tale che

c—€§2an§c+6 VF € F, F D Fy;

neF
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diciamo che
B

lim E an = C
A——o00

B—oo n=A

se per ogni € > 0 esistono Ag, By € Z, con Ay < By, tali che

c—egzgngc—l—e VA, BeZ, A< Ay, B> By;
n=A

diciamo che

lim E Ay = C
N—o0

In|]<N
se per ogni € > () esiste Ny € N tale che
c—e< Y ay<cte VYNEN, N> N,
In|<N

Per ¢ = 0o, diciamo che

neFr
se per ogni b € R esiste Fy € F tale che

Y an>b VFEF, F2 R
nekl’
diciamo che

B
lim E a, = 00
A——o00

B—oo n=A

se per ogni b € R esistono Ay, By € Z, con Ay < By, tali che

B
Y an>b VA BEZ A< Ay, B> By

n=A

diciamo che
lim E Ay = 00
N—oo

[n|[<N
se per ogni b € R esiste Ny € N tale che
 a,>=b VYNEN, N =N,
In|<N
Analoghe definizioni se ¢ = —oc.

Esercizio 25.3. Sia a,, > 0 per ogni n € Z. Abbiamo dimostrato (vedi sopra) che

}i_r)nz Zan = sup Zan

reF nekF

sia nel caso in cui tale sup sia finito che in quello di sup infinito. Dimostrare (sempre
con l'ipotesi che a,, > 0 per ogni n € Z) che

B
Alim g a, = sup g Qs 1\}151 g a, = sup g an,
—00 (o)
Bloo n=A AAE%Z = In|]<N NeN 1 <v

nei due casi di sup finito/infinito.
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Da quanto osservato (inclusi gli Esercizi [25.1} [25.3) segue che

B
lim E a lim E a lim E a
F—7Z " A——o00 " N—o00 "

nekr B—oo n=A In|<N
sup E ap,  Sup E an,  Sup E an (25.3)
FeF £ AAJi%Z oy NeN T

sono tutti coincidenti.
In conclusione: per le serie reali a termini non negativi non c’¢ niente di restrit-
tivo nell'usare gli intervalli simmetrici [—=N, N] per definire la somma della serie:

possiamo definire
E a, = lim E a
n N )

nez In|<N
si ha
A}l_{ﬂ E a, = sup E s
o0
In|<N NEN <N

e definizioni apparentemente piu generali danno lo stesso valore (finito o infinito)
per la somma della serie.

Criterio del confronto

Sia 0 < a,, < b, per ogni n € Z. Se la serie )

Y nez Gn CODVErge.
La dimostrazione ¢ immediata: per ogni N € N si ha

Z _Zb < sup Zb an::b<oo,

In|<N In|l<N MeN L i<m net

nez bn converge, allora anche la serie

quindi b € R ¢ un maggiorante dell’'insieme delle somme Elnl <n On, € dunque
Zan:sup Z a, <b< oo.
nez NeN [n|<N
Poiché a,, > 0, i sei modi di calcolare la somma della serie in ([25.3)) sono equivalenti,
cioe danno tutti e sei lo stesso risultato.
La convergenza assoluta implica la convergenza

Sia ora an € R (senza assumere che siano non negativi), e supponiamo che la serie
)
E nez |an| converga. Definiamo

by = an + |ay|,

e osserviamo che
0 < b, < 2|ay

perché —|a,| < a, < |a,|. Per ipotesi,

a::Z]an| < 00,

ne’
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e dunque, dal criterio del confronto, anche la serie di termine generale b,, converge,
Bi=> b, <o0.

Poiché |a,|, b, sono non negativi, si ottengono gli stessi valori «, 5 in tutti e sei i
modi (vedi (25.3))) di calcolare la somma delle serie.

Mostriamo che
lim E A,
F—7Z

ner

B — a.
Sia € > 0. Poiché |a,| > 0, da quanto abbiamo visto per le serie a termine generale

non negativo si ha
a = E la,| = lim E ||,
F—7Z

nez neF
quindi esiste F; € F tale che

a—e < Z lan| <« (25.4)

nekF

per ogni F' € F che contiene F;. Similmente, poiché b, > 0, si ha

B3 b i Y
neZ neF
dunque esiste F, € F tale che

5 — & S;j{:bn SEB

nel

(25.5)

per ogni F' € F che contiene Fy. Sia Fy := Fy U Fy. Allora per ogni F' € F che
contiene Fy valgono (25.4), (25.5)), da cui si ottiene

5—a—6§<;bn>—<2|an|> <B-a+e.

ner
Poiché
(D2b0) = (D laul) = Yo (b —lanh) = D a.
ner ner ner neF
si ha
6—&—5§Zan§ﬁ—a+e.

nekl
Abbiamo dunque provato che per ogni € > 0 esiste Fy € F tale che

(50 --a <

neF

per ogni F' € F che contiene Fy, cioe

(25.6)
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Esercizio 25.4. Sia a, € R per ogni n € Z, e sia ), |a,| < oo. Abbiamo
dimostrato (vedi (25.6))) che la serie di termine generale a,, converge per F' — Z in
F. Dimostrare che la serie converge allo stesso limite anche per A - —oco0, B — +00
in Z e per N — oo in N, cioe per tutte e tre le definizioni di limite della Definizione
25.2)

In conclusione: le serie assolutamente convergenti convergono secondo tutte e
tre le definizioni di limite della Definizione [25.2] e convergono sempre allo stesso
valore.

Senza la convergenza assoluta le tre definizioni di limite delle somme
finite non sono equivalenti

Quanto detto sopra per le serie assolutamente convergenti non vale, in generale, per
le serie che non convergono assolutamente. Per esempio, consideriamo

a, = sign(n),
cioe a,, = 1 per n positivo, a,, = —1 per n negativo, e ag = 0. Si ha

Y a,=0 VNEN,

[n|<N
per cui
sup Zanzo, lim Zanzo,
NeN <N N In|<N
mentre
B
Zan:k per A=—k, B=2k keN,
n=A
quindi

B B
sup ZanZSup{Zan:A:—k, B = 2k, kEN}:sup{k:kEN}:oo.

AAgeBZ n=A n=A

D’altra parte
B

Zan:—k per A= -2k, B=k, keN,
n=A

quindi
B

ﬂ ALHPOO Z n

B—oo n=A

7 . . . B . .
perché l'insieme delle somme del tipo > ~_, a, contiene una successione che tende
a 400, una succesisone che tende a —oo e una successione che tende a zero (quella

con A= —DB).

Esercizio 25.5. Prova che se a,, = sign(n) (esempio qua sopra), per ogni m € Z
L. . B . .

I'insieme delle somme del tipo >, a, contiene una successione che tende a m

(successione costante di valore m).
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Serie assolutamente convergenti di numeri complessi

Sia ¢, € C per ogni n € Z. Scriviamo parte reale e immaginaria,
Cn = ay +1ib,, ay,,b, € R.

Supponiamo che la serie > ¢, sia assolutamente convergente, cio¢ che la serie a
termini reali non negativi

neZ

sia convergente. Poiché

|an| < v az +0b2 = |Cn|= |bn| < v az +0b2 = |Cn’a

dal criterio del confronto le serie a termini non negativi
Z ||, Z |0
ne”Z nez
convergono (in tutti e sei i modi di calcolare la somma della serie in (25.3)). Quindi

le serie
D nr D bn

neL nez

convergono in R, e convergono allo stesso limite secondo tutte e tre le definizioni di
limite della Definizione R5.2l Diciamo

Per ogni F' € F si ha
S = Yent i) = (Xa) +i( b)),
neF neF neF neF
Di conseguenza si ha
iy 3 ea=fimy () +ifimy (3obn) =it
nekl nekF neF

e si trova lo stesso valore ¢ = a + b anche secondo le altre due definizioni di limite
della Definizione 25.21
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26 Appendice B. Altre dimostrazioni

Riportiamo la dimostrazione del Teorema di Peano basata sul metodo di Eulero
di discretizzazione del tempo (dimostrazione soltanto accennata a lezione, senza
dettagli).

Dimostrazione del Teorema [6.6] di esistenza di Peano con metodo di
Eulero

Costruiamo una successione (u,) di funzioni lineari a tratti e dimostriamo che
converge a una soluzione del problema di Cauchy.

Passo 1: definizione di u,. Consideriamo l'intervallo [to,to + 6] (nellintervallo
[to — d,to] la dimostrazione procede in modo simile). Fissiamo n intero positivo, e
dividiamo [to, tp + d] in n parti uguali, cioeé in n sottointervalli

R o R 1 R0 ) U A Ol

ciascuno di lunghezza §/n, dove

n )
t,(c)::to—{—k’—, k=0,...,n.
n
Sul primo intervallo definiamo
wa () = yo + f(to,yo)(t — to) Vit € [to,11"], (26.1)
g™ =, (1), (26.2)

Dunque

n )
" = yo + f(to, vo) (26.3)

Ea
e, poiché | f(to, yo)| < M, si ha
)

n 1)
’yi ) - Yol = | f(to, yo)|— < M—.
n n

Quindi |y\" — yo| < Mé/n < M§ < b, percido y\™ € J, e la coppia (£, y!™)
appartiene al dominio I x J del campo f. Per n > 2, gli intervalli in cui definire u,
sono almeno due; essendo f (t&”),yi”) ) ben definito, possiamo “aggiornare” in tg") i
valori del dato y e del campo f per definire u,, sul secondo intervallo: definiamo

un(t) =y + )= 6) v e (1745,

g = un(ty”).
Osserviamo che, usando la (26.3)), si ha

n n n n 5
ys =y o ))5

)
=y + (f(to,yo) + F(H”, ?An)))ﬁ
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Quindi, ricordando che |f(t,y)| < M per ogni (t,y) € I x J,
" — o )|§ME, 15" — ol SZME' (26.4)

Di conseguenza |y§ — o] < 2M5/n < M6 < b, dunque y2 e, f(t(" ,y2 ") & ben
definito, e, per n > 3, possiamo “aggiornare” il dato y e il campo f per definire u,
sul terzo intervallo, e cosi via.

Vediamo in generale il passo induttivo: supponiamo di avere definito u, sugli
intervalli [to, tg )], : [15,(C )1, t(")] per un certo k < n — 1, con

un() = o + P g — ) vee (6], V=0, k=1,

n n n n 0
u = w0 M)

n n n n 5
= Yo + (f(t()ay[)) + f(t( ,y§ )) +...+ f(tz(cj17y1(cj1)>ﬁ

N .
" —yj | < M(k J)ﬁ Vj=0,....k

(dove y(()") = 10). Allora |yl(€") —yo| < Mké/n < M§ < b, e ylin) € J. Quin-
di f (tk ,y(n) e ben definito, e possiamo proseguire a definire u, sull’intervallo
successivo: definiamo

un(t) =y + FED g —t7) wee 1,60,
912121 =u (ti(:jr)ﬁ

Usando le ipotesi induttive, osserviamo che

n n 5
Z/l(g+)1—3/k +f(k: Y ())n

= Yo+ (f(to,yo) +..+ f(t,(j),ylg")))%

e, per ogni 0 < j < k,

= oL < [y = o]+ ™ = o)

o 4] o
<M—+Mk—-j)—=MEk+1-j)—,
n n n
mentre per j = k+1 la disuguaglianza |y,(:31 yﬁ-n)| < M(k+1—4)d/n é banalmente
vera. Questo dimostra il asso induttivo. Dunque, per induzione, u,, ¢ ben definita

su tutti gli intervalli [to, ] ], ey [t;n)l, (n )] cioe su tutto [tg, to + 6.
In conclusione, abblamo

wn(t) = ys + F @ =) e [t )], Vk=0,...,n—1, (26.5)
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y = u, (") Vk=1,....n, (26.6)

n )
ylgz)_yk: 1+f<k Y I(c))ﬁ

n n n n 5
= yo+ (fltoyo) + S p™) + -+ SO0 5 VR =1,y (26.7)

N . :
e — | < M(k =) Vkjed{0,....n}, g <k (26.8)

Passo 2: applicazione di Ascoli-Arzela. Per ogni k = 0,...,n — 1, per ogni
te [t,(gn),t,(;fl], usando (26.5) e (26.8)), e ricordando che |f| < M in I x J, si ha
(O] < [ (t) = 35| + 05" = w0l + ol
n n 6
<P ) = )]+ M+ Jyol

1 1)
< M5+Mkﬁ+|yol < Mo+ |yol-

Dunque
lun(t)] < Mo +yo Vit € [to,to+ 6], VYn>1,

cosicché la successione (uy,,) € equilimitata in [to, to + J].
Dimostriamo che (u,) ¢ anche equicontinua. Siano t,7 € [to, o + J], e sia n > 1.

Se t e T appartengono a uno stesso intervallo [t,(cn), tl(:gl], allora da ([26.5)) segue che

[ () = ()| = | F(8" 93) (2 = 7)| < Mt —7].
Se invece t e 7 non appartengono allo stesso intervallo, si ha

el g el ul]

per certi j,k € {0,...,n — 1}, con j # k. Supponiamo che sia j < k. Allora

<t <t <te

mwwmwwsmw—%wW+mw?wwmﬁﬂﬂ%wm—me
Poiché t € [t ¢ tk+1] da segue che
[ () — un(87"))] < Mt — 1] = M (t — t").
Poiché 7 € [t("), t]H] da segue che
+m

Jun(t57)) — <ﬂ<wml|=wwﬁﬂ.

Da (263,
n . 5 n n
Jun () = wn((00)] = | — 4] < Mk —j = 1)~ = MY — 172).
Sommando le stime del tre termini otteniamo

[un(t) — u (1) < M(t— 7).
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Percio in ogni caso si ha
lun(t) — un(T)| < M|t — 71| Vt,7 € [to,to+ 9], Vn>1.

Tutte le funzioni u, sono lipschitziane in [to, tp+0] con la stessa costante di Lipschitz
M, e dunque la successione (u,) € equicontinua in [tg, ¢ + 0]

Dal Teorema di Ascoli-Arzela, esiste una sottosuccessione di (u,), che con un
abuso di notazione indichiamo (u,), che converge uniformemente in [to,to + 9.
Indichiamo w il suo limite uniforme. Poiché ogni u,, € continua, anche u & continua.

Passo 3: u é soluzione. Dimostriamo che u,(t) converge uniformemente a

yot /t:ﬂs,u(s))ds

Poiché w,(t) converge a wu(t), l'unicita del limite e la formulazione integrale del
problema di Cauchy daranno la tesi.
Sia € > 0. Dalla uniforme continuita di f in I x J esiste dy > 0 tale che

|f(t,y)—f(s,z)|§ v(t7y)7(572>€IXJ7 |t_5|+|y_z|§50'

S| ™

Poiché u,, — u uniformemente, esiste n € N tale che
o _
(M +1)— + ||up — tuljoc < 6o Vn>mn,
n

dove || || indica la sup-norma su [to, to + d].
Sian>n,sia0<j<n-—1 esias € [tgn) tgil] Stimiamo la distanza tra i
punti (s, u(s)) e (", y;"):

n n 6 "

s =201 fu(s) = 4" | < — o+ fuls) = wn(s)| + Jun(s) = ua(t)”)]
5 n . (n n

< 2w = e + 1 57— 1)

5 )

< = A flu = uplloo + M~

n n

< do.
Di conseguenza per ogni s € [t(n) t§+)1] j=0,....,n—1,n>nsiha
I (s u(s) = 1,y < 5. (26.9)
Siaoran >mn, ke {0,...,n—1}, ete[ ),tk+1 Usando (26.5)) e (26.7) si ha
wn(t) = 9o + (f<to,yo> o R )) S R ) 1),

Ricordando che t;ﬁ?l — tg-n) = §/n per ogni j, possiamo riscrivere l'ultima identita
come

ti”) (n

Un(t) = Yo + f(to,yg ds+ / f t;gnljyk ) ds—l—/ f t(”),yk

to
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D’altra parte, spezzando l'integrale sui vari intervalli, si ha

t ¢ ¢ ¢
/t f(s,u(s))ds = t f(s,u(s))ds+ ...+ f(s,u(s))ds—l—/t(n) f(s,u(s))ds.

(n)
0 by

Quindi

Yot [ fls,u(s))ds — un(t)

_ [@ (Fs.u() ~ Flto.00)) ds 4 ...+ /()> (7, ut)) = 72, 9i0)) s

# [ (Pt = ) ds.

(n)
k

Usando la stima ([26.9) abbiamo allora

£

t 1" . e t .
‘y0+/ f(s,u(s))ds—un(t)‘ §/ —ds+...+/ —ds+/ —ds
to tn O im0 im0

0

< (k—i—l)%g <e.

Abbiamo provato che per ogni € > 0 esiste n € N tale che

Z/o—i-/t f(s,u(s))ds —u,(t)| <e

per ogni t € [tg,to + J], per ogni n > 7, cioe che u,(t) converge uniformemente a
Yo + ftl; f(s,u(s))ds in [tg, to + 6]. D’altra parte, u,(t) converge a u(t), quindi

u(t) = yo —I—/t f(s,u(s))ds YVt € [ty to+ 9],

e u e soluzione del problema di Cauchy. [

11 Criterio di prolungabilita con limite continuo (Corollario|8.1)) si puo ottenere in
modo molto semplice anche con dimostrazione diretta (invece che come conseguenza
del Criterio di prolungabilita con limite di successione, Proposizione [7.6]), nel modo
seguente.

Dimostrazione diretta del Corollario 8.1

Poiché (b,vy) € €2, possiamo considerare il problema di Cauchy con dati iniziali
(b,vp). Dal Teorema di esistenza locale e unicita, esiste § > 0 tale che esiste una e
una sola soluzione ¢ : [b — §,b+ 6] — RY di tale problema di Cauchy nell'intervallo
[b—6,b+ 6], cioe ¢ soddisfa

{W = f(t,(t)) Vte[b—4,b+4),
©(b)

Vo-
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Definiamo v : (a,b+ d) — RY in questo modo:

u(t) pera<t<b,
v(t):=<vy pert=b,
o(t) perb<t<b+d.

Per ogni t € (a,b) si ha

V() = (t) = [t u(t) = f(t,u(t))

perché v = u in (a,b) e u ¢ soluzione dell’equazione differenziale. Similmente, per
ogni t € (b,b+ ¢) si ha

V(t) = @'(t) = f(t, (1) = f(t0(1))

perché v = ¢ in (b,b + 0) e ¢ ¢ soluzione dell’equazione differenziale. Quindi
I'uguaglianza

V(t) = f(t (1))

vale per ogni ¢ € (a,b) U (b,b+ J). Vogliamo dimostrare che vale anche in ¢ = b.
Calcoliamo dapprima i limiti sinistro e destro di v per ¢ — b: per ipotesi,

lim v(t) = lim u(t) = vy = v(b),
t—b— t—b—

mentre, dalla continuita di ¢,

1‘ p— 1‘ p— pr— p— .
Jlim o) = lim ¢(t) = (b) = vo = v(b)
Quindi v & continua in b, e dunque ¢ continua in tutto 'intervallo (a,b+ 9).
Calcoliamo i limiti sinistro e destro del rapporto incrementale: dal Teorema di
de I’Hopital,
t) —v(b t) — "(t
o) o) u®) ()

tlgl?— T t—b tlgl?— t—0> o 1 tlgl?— F(t,ult)) = £(b vo)

mentre, dalla derivabilita di ¢,

lim SO =00 2O v g O =00) iy o) = £(b o).

t—bt t—0 t—bt t—> t—bt t—0b

Quindi v e derivabile in b, e la sua derivata in b vale

v'(b) = f(b,vo) = f(b,v(D)).

Dunque v soddisfa l'identita v'(t) = f(¢,v(t)) per ogni t € (a,b+ ). Poiché v = u
in (a,b), v & un prolungamento di u ad (a,b+ 9). O
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Senza la convergenza assoluta le tre definizioni di limite delle somme finite non sono
equivalenti

Esercizio 25.5]

Serie assolutamente convergenti di numeri complessi

Appendice B. Altre dimostrazioni
Dimostrazione del Teorema [6.6] di esistenza di Peano con metodo di Eulero
Dimostrazione diretta del Corollario [8.1]
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