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Con(T) <= IM/ME=T '




Con(T) <= IM/ME=T l

Con(ZF) < 39 /M = ZF |




Con(T) <= IM/ME=T I

Con(ZF) < 39 /M = ZF

~—

ZF & coerente se ...ZF & coerente.




Con(T) = t1 Con(T) |




Con(T) = t1 Con(T) \

Con(ZF) = I#zr Con(ZF) J




E POSSIBILE DI

2° TEOREMA DI INCOMPLETEZZA DI GODEL PER ESTENSIONI
ASSIOMATICHE DI PA

Con(T) = t1 Con(T)

Con(ZF) = t/zr Con(ZF) J
DAREMO UNA RISPOSTA ALLA SEGUENTE DOMANDA
Esiste una formula ¢ tale che ZF U {¢} F Con(ZF)? J
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LA CLASSE V

DEFINIZIONE

Definiamo per ricorrenza una relazione funzionale V' di dominio la
classe On degli ordinali:

Q Vo = @;
° Vo =Usca P(V3) Ya # 0.

a<f=V,C Vg= P(V,) CP(Vp)
J
o Vi = U5<a+ P( Vﬂ) = Uﬁga P( VB) = P( VOé)
0 Vi = Uper P(Va) = Uger Var = Uger Va se A & limite

Poniamo:

V= UaGOn Va




o< = |Va| < |P(Va)| = |Va+| < |V5| == Vo, C Vs

oa<ﬁ=>a+§ﬂ:va+=73(va)gVg:VaeV[g J




LA cLA

va<f=at <= Vur=P(Vo) S V= Vo€ Vp
o Oé<,3:>’Va|<|'P(Va)|:|Va+|S’Vﬂ|:>VaCVﬁ

o [Vo| =1[0] =0; 1] = [P(Vo)| = [{0}| =1

o [Vo| =[P(V1)| = [{0,{0}}| =2

o |V5| =|P(V2)| = {0, {0}, {{0}},{0,{0}}}| =4

o |Va| = |P(W3)| = 21Y3l = 16; | V5| = 216; |V,e | =2Vl Vn e w




LA CLASSE V

ca<f=at"<f= Vs =P(Vu) S V3=V, € Vs
Q a<,3:>|va|<|P(Va)|:|Va+|§|Vﬁ|:>VaCVﬁ

o [Vo| =10] =0; |1 = [P(Vo)| = [{0}| =1

o [Vo| =[P(V1)| = [{0,{0}} =2

o |V5| =|P(V2)| = {0, {0}, {{0}},{0,{0}}}| =4

o |Va| = |P(W3)| = 21Y3l = 16; | V5| = 216; |V,e | =2Vl Vn e w

PER OGNI ORDINALE o, Va E UN INSIEME TRANSITIVO
Vo C Ve = P(Va) => Vx € Vi, x C Vy
\

LA CLASSE V E TRANSITIVA
V(x) <= Ja[On(ae) Ax € V] =xC V,C V
_ UNA DIMOSTRAZIONE DI CONSISTENZA RELATIVA DELLA TEORIA ZF
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LLA NOZIONE DI RANGO

DEFINIZIONE

Sia x un elemento di V. Si dice rango di x (in simboli, p(x)) il
minimo ordinale « tale che x C V,,.

o Vx € V, risulta: x € V,, < p(x) < «
o xeyeV=p(x)<py)

Vx € V, p(x) e il pit piccolo maggiorante stretto dell’insieme
dei ranghi degli elementi di x

xeV,=Uxe V,eplUx) < p(x)
x € Vo = P(x) € Vot e p(P(x)) = p(x)"
o Se X e limite, si ha: x € V), = P(x) € V)

©

©

©

o Vx C V, x € V= se V fosse un insieme, si avrebbe
P(V) C V, contro il Teorema di Cantor = V & una classe
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Va e On, a e Vepa)=oa. '

oaC WVVB>a
oa€eVgVB>ah




Va e On, a e Vepa)=oa. I on

oaC WVVB>a
oa€eVgVB>ah

wCVy=U,c, Vi

ncw N

o |V | = [P(V,)| = 2%
In ZFC:

0 |Viytal = 3o Ya € On

o |V,| =34 Va > w?




In ogni insieme non vuoto esiste almeno un elemento R.-minimale. '

Vx[x # 0= 3y € x(yNx=10)]
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L’AssioMA DI FONDAZIONE (AF)

ENunciaTo b1 AF
In ogni insieme non vuoto esiste almeno un elemento R.-minimale.

AF
Vx[x #0 = Jy € x(y N x = 0)]

ALCUNE CONSEGUENZE IMMEDIATE DI AF

o Vx(x ¢ x) (x € x = {x} non ha elementi R-minimali)

o Per nessuna n-pla (x1,x2,...,x5) sihaxi €Exx €... € x5 € x1
(x1 Exp €... € xp € X1 = {X1,%2,...,Xy} non ha elementi
Re-minimali)

o Per nessuna successione (xp)new Si ha Xpt1 € X, Vn € w
(Xn+1 € Xn Yn = {xp : n € w} non ha elementi R.-minimali)
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AF < Vx(x € V) J




LL>UNIVERSO

AF <= Vx (x € V) Vx (x € V) = Vx3p(x) J

o Sia A una classe
A o {p(x): xe€ A} #0
\\ j/ o dmin{p(x) : x € A} =p
W B(A) o Si dice bottom di A
Vv,

I'insieme B(A) = AN V,+

DEF. DI NUMERO CARDINALE
@ |x| =min{a:x=a},
se x € ben ordinabile;

@ [x|=B({y:x=y})

altrimenti.

[
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COSA SI INTENDE PER MODELLO DI ZF

o Un'interpretazione per la teoria ZF & una coppia ordinata
costituita da un insieme M # () e da una relazione binaria
R=cMsu M

o Se tutti gli assiomi di ZF risultano veri in tale interpretazione,
si dice che M = (M, R) - o piu semplicemente M - & un
modello di ZF

o Ci si puo limitare a considerare interpretazioni standard, ciog
quelle in cui R & proprio la relazione di appartenenza in M

o In particolare, restringeremo |'attenzione agli insiemi V,,
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COSA SI INTENDE PER MODELLO DI ZF

o Un'interpretazione per la teoria ZF & una coppia ordinata
costituita da un insieme M # () e da una relazione binaria
R=cMsu M

o Se tutti gli assiomi di ZF risultano veri in tale interpretazione,
si dice che M = (M, R) - o piu semplicemente M - & un
modello di ZF

o Ci si puo limitare a considerare interpretazioni standard, ciog
quelle in cui R & proprio la relazione di appartenenza in M

o In particolare, restringeremo |'attenzione agli insiemi V,,

LEMMA

Yo > 0,
V,, = Estensionalita, Vuoto, Unione, Separazione, Fondazione.
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MODELLI DELLA T

LEMMA
o Se « & un ordinale limite, V,, = Coppia, Parti.
o V, [ Infinito <= a > w.

o Per ogni a > 0, V,, & un modello dell’Assioma della Scelta, se
vale, in assoluto, |'’Assioma della Scelta.

Z =gef ZF \ {Rimpiazzamento} )

TEOREMA
Se « & un ordinale limite maggiore di w, V,, E Z. J
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MODELLI DELLA TEORIA Z

LEMMA
o Se « ¢ un ordinale limite, V,, |= Coppia, Parti.
o V, = Infinito <= a > w.

o Per ogni a > 0, V,, & un modello dell’Assioma della Scelta, se
vale, in assoluto, |'’Assioma della Scelta.

Z =qef ZF \ {Rimpiazzamento}

TEOREMA

Se « & un ordinale limite maggiore di w, V,, = Z.

o Il pit piccolo modello della teoria Z € V4,
o V4w = Rimpiazzamento = Z I/ Rimpiazzamento (Z C ZF)
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V, E Z\ {Infinito} J




V, E Z\ {Infinito} J

VxVf[x € VoA fix— V,= flx]={f(y):y € x} € V] l




V, MODELLO DELL’ASSI

V., = Z \ {Infinito} J

UNA CONDIZIONE SUFFICIENTE PER V,, = RIMPIAZZAMENTO
VxVf[x € Vo ANfix = Vo= fx]={f(y):y € x} € V4]

V., = RIMPIAZZAMENTO

oxCV, [xl<w=Vyex, ply) <w={p(y):yex}e
un insieme finito di numeri naturali, e dunque ammette un
massimo m < w = p(x) = mt <w = x €V,

oxeV, fix—=V,=f[x]CV, |flx]|l<w= f[x] € V,
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V,, MODELLO DELL’ASSIOMA DI RIMPIAZZAMENTO

V., = Z \ {Infinito}

UNA CONDIZIONE SUFFICIENTE PER V,, ): RIMPIAZZAMENTO
VxVf[x € VoA fix— V,= flx]={f(y):y € x} € V]

V., E RIMPIAZZAMENTO

oxCV, [xl<w=Vyex, ply) <w={p(y):y € x} e
un insieme finito di numeri naturali, e dunque ammette un
massimo m < w = p(x) =m" <w=x€ V,,

oxeV, fix—=>V,=f[x] CV, |flx]|l<w= f[x] € V,,

INDIPENDENZA DELL’ASSIOMA DELL’INFINITO
Vi, = ZF \ {Infinito} = ZF \ {Infinito} / Infinito
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Un cardinale k > w si dice (fortemente) inaccessibile se e solo se:

@ Per ogni famiglia (k;)ier di cardinali, risulta:
ki<kVielelll|]<k=sup{kj:i€l}<k.
@ Per ogni cardinale A, si ha: A < k = 22 < k.
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UN PUNTO FISSO DELLA FUNZIONE N
DEFINIZIONE (ZFC)

Un cardinale k > w si dice (fortemente) inaccessibile se e solo se:
@ Per ogni famiglia (k;)ier di cardinali, risulta:
ki<kVielelll|<k=sup{ki:i€el} <k.
@ Per ogni cardinale \, si ha: A\ < k = 2} < k.
SE k E INACCESSIBILE, K E UN CARDINALE LIMITE
VYo € On, R, < R+ ma 28 >R+
SE VALE GCH, OGNI CARDINALE LIMITE Kk SODDISFA LA (2)
Yo € On, si ha: NQ<H:2Na:Na+ <K
SE k E INACCESSIBILE, N, = K
AN limite /k =Ry =sup{Ry : @ < A} =Ry = A
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Se k € inaccessibile, si ha: x € V, <= x C V, e |x| < k.




UN MODELLO

SE k E INACCESSIBILE, 3, = Kk
|Vi| = K

LEMMA
Se k & inaccessibile, si ha: x € V,, <= x C V e |x| < k.

o K € inaccessibile = in particolare, x € un ordinale limite
maggiore di w — V,, = Z

oxeV, fix—=V,=|f[x]|<|x| <k = f[x] € V,




UN MODELLO DELLA

SE k E INACCESSIBILE, 3, = Kk
|Vi| = K

LEMMA
Se k & inaccessibile, si ha: x € V,, <= x C V e |x| < k.

o K € inaccessibile = in particolare, x € un ordinale limite
maggiore di w — V,, = Z

oxeV, fix—=V,=|f[x]|<|x| <k = f[x] € V,

TEOREMA

Se k & un cardinale inaccessibile, V;; = ZF.




Esiste un cardinale inaccessibile. l

ZF U {Al} F Con(ZF) ]




ESISTONO C

ASSIOMA DI INACCESSIBILITA (AI)

Esiste un cardinale inaccessibile.

ZF U {Al} F Con(ZF) J

Al E INDIPENDENTE DA ZF

Se fosse ZF F Al, si avrebbe Fz¢ Con(ZF),
contro il 2° Teorema di Incompletezza di Godel




ESISTONO CARDIN

ASSIOMA DI INACCESSIBILITA (AI)

Esiste un cardinale inaccessibile.

ZF U {Al} - Con(ZF)

Se fosse ZF F Al, si avrebbe Fz¢ Con(ZF),
contro il 2° Teorema di Incompletezza di Godel

Al E INDIPENDENTE DA ZF }

ZF t/ Al <= ZF U {-Al} & coerente <= IM /M = ZF U {-Al}
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ESISTONO CARDINALI INACCESSIBILI?

AsSIOMA DI INACCESSIBILITA (Al)

Esiste un cardinale inaccessibile.
ZF U {Al} = Con(ZF)

Al E INDIPENDENTE DA ZF

Se fosse ZF I Al, si avrebbe Fz¢ Con(ZF),
contro il 2° Teorema di Incompletezza di Godel

ZF If Al <= ZF U {—Al} & coerente <= 3IM /M = ZF U {-Al}

UN MODELLO DI ZF U {-AI}

Se 6 ¢ il minimo cardinale inaccessibile, Vjy = ZF U {-Al},
essendo 6 il minimo inaccessibile e 6 ¢ Vj
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Berkeley

Reinhardt

AC
IO

extendible

supercompact

measurable

v=L

inaccessible
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