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SUCCESSIONI NUMERICHE

Questa piccola raccolta di esercizi sulle successioni nel campo dei reali € rivolta a
tutti gli studenti del corso di analisi matematica I, ma ¢ bene precisare fin da ora
che possedere e svolgere gli esercizi di questa dispensa non € condizione né
necessaria né sufficiente per il superamento dell’esame stesso. Questa
dispensa non sostituisce il libro di testo adottato, ne sostituisce le esercitazioni
svolte dal docente. Questa dispensa é solo di supporto a tutti coloro che
vogliano approfondire la loro preparazione all’esame con ulteriori esercizi
oltre quelli del libro di testo suggerito dal docente.

In questa dispensa sono stati raccolti alcuni degli esercizi svolti a lezione e
assegnati alle prove scritte, sono quindi esercizi che possono trovarsi in un
qualsiasi testo di analisi matematica del primo anno del corso di studi. Lo scopo
della dispensa ¢ di fornire una guida per la soluzione degli esercizi.

Rispetto alla versione precedente (Successioni nel campo reale, anno accademico
2002/2003) sono stati aggiunti anche alcuni grafici che evidenziano 1’andamento
della successione e sono stati aggiunti esempi di successioni da risolvere
sfruttando le stime asintotiche.

Ringrazio anticipatamente tutti coloro che vorranno segnalarmi eventuali errori
presenti nella dispensa e darmi utili suggerimenti per migliorare il mio lavoro.

R.A.

N.B. 1l limite di una successione si calcola SEMPRE per n — +00. Mi sono
accorto che in diversi esercizi presenti nella dispensa ho omesso erroneamente il
segno ”+” davanti al simbolo di infinito, ma tutti i limiti vanno intesi come
calcolati per n —> +00.
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Alcuni Richiami Teorici

Operazioni sui limiti di successioni

Siano a,, b, due successioni convergenti rispettivamente a a, beR ,
allora valgono le seguenti operazioni:

A.a, +b, —>a+b

— 0 —00 = —0
a-00 =00 az0
a
— =00 a#0
0

a

220

0




SUCCESSIONI NUMERICHE

Limiti di successioni:

Dovendo calcolare il limite di una successione che si presenta come
polinomio nella variabile n ¢ facile verificare che 1’andamento della
successione dipende dal termine con esponente maggiore.

1. Calcolare jim(4* —31+5)

n—>+on

soluzione

lim(4n* —3n+5)= [0 —o0] = limnz(4—E +izj =+o0
Pl Rt non

2. Calcolare jim(- 24" —3n% +50° -1)

n—>+0

soluzione

lim(—2n* —3n> +5n° —1) = 1imn4(—2—%+§—i4j =~
n—0 n—>0 n n n

3. Calcolare 1im(2n® —3n* +5n° +7n* —8n+4)

n—>x0

soluzione

lim(Zn5 —3n* +5n° +7n’ —8n+4): limn5(2—é+%+l3—i4+isj = 40

n n n n n

Forme indeterminate
Osservazione
Dire che un dato limite presenta una forma indeterminata non significa dire che il

limite non esiste ma significa che esso non ¢ immediatamente calcolabile
utilizzando le operazioni tipiche dei limiti.
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Le forme indeterminate:

+00—00 0-00

oo

818

lioo 00

—
+

)’

Quando si vuole determinare il limite del rapporto tra due successioni
ognuna costituita dalla somma di potenze di n, ¢ utile, talvolta,
dividere numeratore e denominatore per la potenza maggiore.

Si ricordi inoltre che:

+ 00 se >0

limn®* =<1 se =0

n—>0

0 se <0

Quando si vuole calcolare il limite di una successione ¢ sempre
meglio verificare prima se presenta una forma indeterminata.

Esercizi

n-3

4. Calcolare lim
n>0 2n + 4

soluzione

Verifichiamo prima la presenza di una forma indeterminata, passiamo poi al
calcolo del limite mettendo in evidenza a numeratore € denominatore.

Ricordiamo che il limite di una costante € la costante stessa.
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Il seguente grafico evidenzia I’andamento della successione per valori di n da
1 a70.

0.4
0.2

Al

‘ 10 20 30 40 50 60 70
-0.2
-0.4
-0.6

4n+3

5. Calcolare lim—
n—w p _|_4

soluzione

I1 procedimento ¢ analogo all’esercizio precedente.
Si ha:

I1 seguente grafico indica I’andamento della successione per valoridinda 0 a
120.

1.4t

1.2

0.8t
0.6
0.4

0.2

(LA O 010 o 0
20 40 60 80 100 120

2
6. Calcolare limn—2n+1
noo 2p 41
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soluzione

Si ha che:

Il seguente grafico indica I’andamento della successione per valoridinda 0 a
100.

40 ¢
30t
20

1

o

40 60

2
7. Calcolare limnzs—n”
=2 3n” +4n+5

‘ MMH\HHHHH
2

0 80 100

soluzione

Si ottiene:

) 5 2
5 nfl——+—
. n-=51+2 [oo} . n n 1
hmz—: = lim
>0 3n° +4n+5

8. Calcolare limn(n—+2)
e n+9

soluzione

Si ha che:
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(1—=n)n-3)

9. Calcolare lim~——=—
n—»o n-+4

soluzione

Si ottiene:

fjm =0 =3) _ [f} = lim nz(i_lj{l _’ij =1

n—w I’l2 +4 0 n—x ) 4
n

Il grafico della successione per grandi valori di n

bo R0 D Ko

10. Calcolare lim

soluzione

Si ottiene:
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. n-+5
11. Calcolare lim
e+ 3
soluzione
Si ottiene:

n, 1+ >

.2 )
im Y5 i n

n—om l’l+3 n—ow ( 3)
nll+—

n

I1 seguente grafico evidenzia I’andamento della successione per grandi valori
din.

=1

0.8t

0.6

0.4

0.2

20 40 60 80 100

2 2
12.Calcolare lim Vn*+5+n’ +4
70 n+3

soluzione
n\/1+52+\/1+42
N 45+Unt+4 n n
lim = lim =2
e n+3 e ( 3)
nl1+—
n
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Grafico della successione assegnata:

1.5 ¢

0.5

20 40 60 80 100

13. Calcolare lim yn+l+yn-1
e Nn? +2

soluzione

n+1++n—-1 \/;(\/quHJ

lim =lim =0

2
nl+—
n2

2 3
14. Calcolare lim Jn +1+\/n 2
no 241 +n’

soluzione

o1 2
ni =+ 4,1+
.m\/n2+1+\/n3+2 non n 1

li - =lim T =§
2N1+n 2

. A3n+5+4/n
15. Calcolare lim—M—
now \2p—3

soluzione

10
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5
Jn| 3+2 41
) \/3n+5+\/; n \/§+1
fim =,m BN
2n-3 \/Z 2_2
n
Grafico della successione:
4,
3,
|
17
10 20 30 40 50

Osservazione

Un procedimento per risolvere limiti che si presentano sotto forma
indeterminata -, consiste nel far passare al numeratore
I’irrazionalita del denominatore e viceversa, con procedimenti
analoghi a quelli che si usano per razionalizzare le espressioni
algebriche.

. . . . . 1
Ricordiamo che per razionalizzare la quantita: ———
P 1 Ja+\b
basta moltiplicare numeratore ¢ denominatore per la stessa quantita
cambiata di segno:

11 Aa-+b _+a-+b
Ja+vb Na+b Na-b  a-b

11 Na+\b _a++b
Ja—-b Na-b Na+b  a-b

Si procede in modo analogo se si vuole razionalizzare il numeratore:

11
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Ja-b  a-b
Yau b=+ db)} fop -

Ja+b a-b
N e
Esercizi

16.Calcolare lim(«/3n +5-/n )

n—o0

soluzione

{3755 — 7)< lim (V3n+5 -V )V3n+5+n)_

o w2 (Buts+n)
n[2+5j
lim—2"F im " e
n—>0 /3 5 n—>w
n+5 -+ \/;( 3+5+1J
n

17.Calcolare lim(«/n +1-+2+ n)

n—>0

soluzione

(\/n+1—\/2+nXJn+l+\/2+n)_
T +2)= i pﬁ+¢ﬁa -

~1 =lim

lim
H’O(«/n+1+ 2+n o [/ / ]
I+ + —+

Grafico della successione

12
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LA

-0.25

18.Calcolare lim(2\/3n +7 =31+ n)

soluzione

(24Bn+7 341+ n f2N3n+7 + 314 1)

lim(24/3n +7 331+ )= lim
oo e (23n+7+3V1+n)
lim 3n+19 ~ 10
= (230 +7 + 31+ 1)
Grafico della successione assegnata:
5 -
4 L
3 L
2
1 L
20 40 60 80 100

. An+1—=~2+n
19. Calcolare 1
o Jn—Jnt3

soluzione

13
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lim Vn+1 —«/2+n
o Jn—\n+3

lim(\/n-i_l_\/2+nx\/n+l+\/2+n)- Jn+n+3 _
L2 o i) B e R e O

lim 1 Jn+n+3 \/_[\/:+\/T]

lim
23 Jnt1+42+n " 3o
Nn| 1+ —+1
n

/ 2 [ 2
20.Calcolare lim 2n” —Nl+n

’Hw\/n +9 — \/n +3

soluzione

A2 1 =1+ 02
lim =

= In? +9 —n® +3

hm(Jzn +1-1+n X\/Zn +1++1+n? ) Vn® +9+4n* +3
o (\/n +9 —+/n? +31\/n +9 ++/n +3) Van? +1++1+n°

3 9 3
n| 1+ — +,[—+1
i_\/n2+9+\/n2+3_1. n n

—l1m = 400

lim =
n—ow 6 2 2 671%00
V2n? +14+1+n n[\/2+ 13 +\/1 HJ

n

14
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Teorema di unicita del limite:
“Se 1l limite di una successione esiste, questo € unico.”

Si consideri la successione a, =(~1)" , a seconda del valore assunto da

n ( ad esempio se pari o dispari) la successione assume
rispettivamente 1 valori 1 e —1, quindi il limite di tale successione, non
essendo unico, non esiste.

Utilizzando questo procedimento si puo andare a stabilire se un limite
esiste 0 meno.

Esercizi

Determinare quale delle seguenti successioni hanno limite:

21.a =(-1)y

n—1
soluzione

Se il limite di una successione esiste questo deve essere unico. Studiamo
quindi il comportamento della successione per differenti valori di n.

n+1 .
a, = —1 per n pari
n—1
= il limite, non essendo unico, non esiste
n+l . .
a, =-— - -1 per n dispari
n—1

Grafico della successione:

15
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=

4F 50

|
=

3
A +2
22.a, =(-1)
n
soluzione
n +2 )

a, = — 400 per n pari

n

= il limite, non essendo unico, non esiste

n +2 ) .

a, =-— — —© per n dispari
n

I1 grafico della successione ¢ il seguente:
1500
1000

500

5 1o I s \

-500

-1000

-1500

n*+2n+1

23.a, =(-1) o

soluzione

16
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n®+2n+1 .
S =—————— =+ per n pari
n+4
= il limite, non essendo unico, non esiste
n®+2n+1 ) .
a,=———""———>-0 per n dispari
n+4

Grafico della successione:
75

50

U |

24 a - (—1) n+3n
n-—1
soluzione
n+3n 4n )
a, = = —>4 per n pari

n

n—-1 n-1
= il limite, non essendo unico, non esiste
—-n+3n 2n . .
a, = = —2 per n dispari
n—1 n—1

11 grafico della successione ¢ il seguente:

17
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4
|
5 10 15 20 25 30 35
—1)"n* +3n* +1
25.an:( ) 5
n +6
soluzione
n’+3n° +1 _ 4n’ +1 .
a, = = —>4 per n pari

n’+1 n* +1
= il limite, non essendo unico, non esiste

—n2+3n2+1_2n2+1

a, = = -2 er n dispari
! n® +1 n® +1 P P
n 2
26.a, :( 1) n2 4n” +7
3n” -8
soluzione
. _(—1)"n—4n2+7_—4n2+n+7_)—_4 per n pari
! 3n* -8 3n* -8 3
= il limite, essendo unico, esiste
(~1)'n—an>+7 —4n* —n+7 -4 o
a, = 5 = 5 —>— per n dispari
3n° -8 3n° -8 3

18
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Alcuni limiti notevoli

Il numero di Nepero

Osservazione

Il limite notevole, detto di Nepero, cosi come tutti i limiti notevoli, pud essere
applicato quando la successione di cui dobbiamo calcolare il limite soddisfa le
“condizioni” del limite di Nepero. Supponiamo sia assegnato il seguente
esercizio:

Esempio 1

Calcolare: lim(1+ ! ]
o n+3

Questo limite, sebbene ricordi il limite notevole di Nepero, non ha la struttura del
limite di Nepero, infatti la successione che si trova a denominatore (all’interno
della parentesi tonda)¢ differente dalla successione che si trova ad esponente. Non
possiamo quindi applicare direttamente il limite di Nepero, possiamo perd
operare dei piccoli “trucchi” che ci permettono di ricondurre il limite assegnato al
limite notevole di Nepero.

Per poter applicare il limite notevole basterebbe che 1’esponente fosse, non la
successione n, ma bensi la successione n+3, possiamo allora scrivere, senza
modificare il testo, in questo modo:

lim(1+ ! jzlim (1—1— ! j
" n+3 "o n+3

-0

19
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Calcolando separatamente il limite della base e il limite dell’esponente si ottiene:

lim(l + 3) =e (questo ¢ proprio il limite notevole desiderato!)
pas 7+

lim—"— =1

n—w n + 3

Da quanto detto sopra segue che:

lim(l+ ! jzlim (1+ ! j =e' =¢e
e n+3 add n+3

Esempio 2

Calcolare lim(mj
==\’ —=9n+20

Svolgimento

Conviene inizialmente operare le divisione polinomiale tra numeratore e
denominatore

n’—=5n+6 14 4n-14
n’ —-9n+20 n’—-9n+20

da cui segue che

2n-1

(o =5n+6 )\ 4n-14 1
lim| —— =lim| |+ — =lim| 1+ ——————
==\ n* —9n+20 o n’—9n+20 n n° —9n+20

4n—14

procedendo come illustrato nell’esercizio precedente si ottiene:

20
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lim1+; = liml+;
e n* —9n+ 20 G n* —9n+ 20

4n—14 4n—14

da cui siricava;

(4n-14)(2n-1)
n?-9n+20 n%-9n+20

2n-1
4n-14

lim| 1+; =| lim 1+;
nove n* —9n+20 S| n* —9n+20
4n—14 4n—14
infine:
lim 1+; =e
e ' —9n+20 -
4n—14
mentre

. (4n-14)2n-1) _
et 9+ 20

il risultato del limite assegnato ¢:

(w=sm+6 ",
lim| ——M— =e.
==\ n* —9n+20

Esempio 3

2

n —-5+6

n—o

Calcolare lim(mj

Svolgimento

21
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Conviene inizialmente operare le divisione polinomiale tra numeratore e
denominatore

n2—8n+5_1_ 3n+1
n’—5n+6 n’—5n+6
da cui segue che
fim{ =823 iy 3l — lim| 1——
=\ n* -5n+6 s n —5n+6 o n —=5n+6

procedendo come illustrato nell’esercizio precedente si ottiene:

3n+l 1=4n

25146 \ n2_5n+6
3n+l

1-4n

1 1
iml—-—M— ={|/lml—-———
T 516 ST 5016

3n+1 3n+1

da cui siricava:

(1-4n)(3n+1)

1=4n n==5n+6 \ u2-spe6

1 . 1
11££1 1_nz—5n—1-6 B 1159 1_nz—5n—1-6
3n+1 3n+1

infine:

22
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1
lim| 1— =e”
Rty n’—=5n+6 ¢
3n+1

mentre

i (1—4n)3n+1)
= n'=5n+6

=-12

il risultato del limite assegnato ¢&:

lim[ﬂj =(e")" =e".

=\ n'-5n+6

Esercizi

Calcolare 1 seguenti limiti di successioni:

27. lim(l _ j
n—ow n— 4

soluzione

si ottiene:
1
n n—-4\,_4
lim(l - ! j = lim| [1 - ! j = l
n—o n— 4 n—oo n— 4 e

11 grafico della successione ¢ il seguente:

23
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20 40 60 80 100
n 2n
28. lim| 1+ .
n—o n +4
soluzione
2n
n
”2;4 n?+4
n
2n
) n . 1
lim| 1+ 5 =lim|||1+ > =e’
o n°+4 n—>o0 n°+4
n
‘ 3 2n+l1
29. lim| 1+
n—o0 n — 2
soluzione
Si ha:

2n+1

lim(l+ 3 ) =lim(1+ 3 ) R
g =2 o T 22

3n
30.lim( & j
n—o\ 1+ 4

soluzione

24
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3n 3n n+4 \ 4
lim( & j ~lim{1-—2 — lim| [1-—2 —e™
e\ n+4 n—>00 n +4 70 n +4

2 n+2
31.lim(n ”j

e\ p? —9

soluzione

Grafico della successione:

200

150

100 ¢

50

‘\MHH
10 20 30 40 50

Esercizi

Calcolare 1 seguenti limiti di successioni:

700 n+1

2. lim(l ; ﬂj

soluzione

25
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n+l
1 .
n+l 1+ per n pari
(— 1)" n+1
1+ =
n+1 —1

n+l
(1 + ) per n dispari
n+1

passando al limite si ha che:

( 1)" n+l e per n pari
1+ —>11 ) ) = il limite non esiste.
— per n dispari

e

n+2
33. lim(l —ﬂj

n—>0 n_l

soluzione

si ha che:

1 n+2
(1_ (_ 1)n jmz (1— n—lj per n pari

_ 1 n+2
(1 - j per n dispari

. n+2 1 .
1— (=1) 1€ petn p ant .= illimite non esiste
e per n dispari

26
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soluzione
n+1 o )
i 6n 1+1—2n2 per n pari
14— =
(_ l)n _ 27’12 (1 n+ 1 jén d '
+— per n dispari
—1-2n?

passando al limite si ha che:

[y nt] 6"_> e’  pern pari
(=1)" —2n e”  perndispari

[
Q

6n
n+l1
lim/ 14— | =¢7°
‘“[ <—1>"—zn2]

Si ricordi che:

+ 0 se q>1

) 1 se q=1
limg" =

n—>o 0 se |q| <1

non esiste se q<-1

Il fattoriale

Se n ¢ un intero positivo, si definisce n fattoriale e si indica con n! il
prodotto dei primi n numeri interi positivi. In formule

W=1Tk=1-2-3(n-1)n

k=1

27
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Inoltre, si assume per convenzione: 0!=1

esempio: 5!=5-41=5-4.31=5-4.3-2!=5-4.3.2-1=120

Esercizi

. ) .. . a
Assegnata la successione a, calcolare il limite della successione —:

a

n

n!
35 CZ,7 = -

"
soluzione

Dato a, il termine a , si ottiene sostituendo n con n+1

3 3 3
TSR TIN Gh SN G S lim(n+1)( " j =+
noo g n—>m (I’l + 1) n! n—>00 (n + 1) n! n—>m n+3

2
n

36.a, ="

n!

soluzione

2 2
fim %21 i V) M fim (”“j 0
L Y ARy R &

37.a = (n * 1)2
" (n+2)
soluzione

2 2
1ima"“=1im(”+2) _(n+2)!:hm 1 (n+2j o
nowoq o now (n+3)! (n+1)2 n>ep4+3\ n+1

28
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41’!

38.a =
APy
soluzione
n+l
lim %ot g 4 ) 4
now g o (n + 2)! 4" noo 42
39,4, = =1
soluzione
n+l
lim 2221 Jim —1im 2 = 40
n—w g n—o 2""’2 (n — 1)’ n—w )
40.q, = (n ;i)l!n
soluzione
n+l n+l n

lim Z2t — ”!(’”? S ”(””)[Hlj = oo
n—w g n—w 2+ (n _ l)ln” n—® n

' n
41.a,=7"

“ = 2n)

soluzione

29
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G g (n+10(n+1)" (2n) _ . (n+1) (1 .\ lj” _e
e g onoe o (2n4+2) mln" e (2n+2)2n+1) 4

Osservazione

Per risolvere i1 seguenti limiti ¢ utile ricordare che se a,¢ una
successione a termini positivi e se esiste finito il lima, allora risulta:

n—>0

limlog, a, = log, [lima, |

Esercizi

Calcolare 1 seguenti limiti di successioni:

+1
42 limlog.
o 8 3,
soluzione:
n+l1 n+l1 1
limlog, —— =log, lim =log,—=-1
T T P I

Il seguente grafico evidenzia I’andamento della successione per grandi valori
din.

30
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43.limlog, ﬂ

e 7 5p? 4]

soluzione:

limlog. 271 og 1im 201 _
P =

2
1
44.limlog, .|
o ST\ 4907 41

soluzione:

n—>0 491> +1

n—w )

2
limlog, ol liml(log7

l10 lim =—lo
2 BT o a1 2 Y

45. lim{log, (1 +2)—log, (1 +3)]

soluzione:

P+l 11
49
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log2%21—10g25

nt+1 B
49n% +1

-1

lim[log, (n +2)—log, (n +3)] = lim[log, %} = log, [lim n 2) =0
n—0 n—0 n +

Grafico della successione:

31
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%Hhuggéé

Criterio:

(3

‘se a, ¢limitato e b, —>0, allora ab, >0

Esercizi

Calcolare 1 seguenti limiti, utilizzando 1l criterio sopra enunciato:

sin 2n

46. lim

n>o g+

soluzione:

Poiché sin2n ¢ limitata,infatti |sm 2n| <1 e P — 0, allorasihache:
n+
. sin2n
lim =

n>o 41

0

cos3n

47. lim—

et +1

soluzione:

32
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Poiché cos3n ¢ limitata, infatti |cos3n | <1l e — 0, allorasiha che:

n’ +1
lim—" =
e p” +1
3+cosE
48. lim

et 430 +1

soluzione:

1

Poiché 3+cos— ¢ limitata,infatti 2<3+cos—-<4 ¢ —(——
2 2 n" +3n+1

— 0,

allora si ha che :
3+cos n

lim———=—=
oo p® +3p+1

Stime asintotiche

Spesso calcolare il limite di una successione pud essere particolarmente
difficoltoso. Allora, talvolta, si cerca di semplificare la successione utilizzando
la relazione di asintotico.

Ricordiamo che dire che a, ¢ asintotica a b, e scriveremo

SC
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E’ opportuno che lo studente conosca bene “la gerarchia degli infiniti:
“ Ogni infinito esponenziale é di ordine superiore a ogni infinito potenza,
ogni infinito potenza é di ordine superiore a ogni infinito logaritmo”.

Detto in altri termini: “L’esponenziale va piu velocemente all’infinito della
potenza, la potenza va piu velocemente all’infinito del logaritmo™.

Calcolare i seguenti limiti, utilizzando le stime asintotiche.

2n% +3"

4n+1

49. lim

n—x0

soluzione:

o . . o0
I1 limite precedente presenta la forma indeterminata {—}
e8]

2n? +3" 3"

4n+l ~ 4n+1 —)O

la stima a numeratore segue dal fatto che 3" ¢ un infinito di ordine superiore
rispetto a 2n°, questo perché :

2 an [ 2n? P . 2n° 2n’
2n-+3" =3 3_n+1 ~ 3" infatti 3—n—>0 3_n+1 -1

11 grafico della successione ¢ il seguente:
0.3

0.25

0.2

0.1
0.05
“MM“H

20 40 60 80

1

4 &n
50 1im 3n" +5" +log2n

o 2" o™ £ nlogn
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soluzione:

57: N 10g42n
n n 37’14

, n'| 3+
3n'+5" +log2n N
2" +e"+nlogn 2”*'(1+e+nlognj b

2m+l 2n+|
quindi
lim>7 ~ 0
n—rw 2n+l
1
) " 4
51 1im” +2"+3log" n+n

e e 4 p*logn

soluzione:

1

(1 42 3log'n J
n—+—+—7"—+1
1

n?+2 +3log'n+n _ \n° n n
e’ +n'logn n'logn n'logn
quindi
lim; =0
"~ n’logn

2 3 log?
. on+ +3log* n
52 lim—— ‘(2%
oo e e +log n

soluzione:
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n~+7" +3log"n

77" 3log?
| 3log'n

SUCCESSIONI NUMERICHE

—n+ n+1 2 2
e e" +log n 8,1(1+logn nj
e

2

lim—=0

n—0 e”

Grafico della successione:

14
12

10§

20 40 60

2n
53.lim(l+ 2” j

n°+4

soluzione:

80 100
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La risoluzione dell’esercizio precedente si base sul fatto che

n n
log| 1+ ~
( n2+4j n'+4

infatti ricordiamo che

1) log(l +a ) ~a, quando a, >0 per n—> o

2) log(l +a, ) ~loga, quando a —> o per n—©

3 3 2
54 1im” +\/;+210g n

e T 4p’in+ 4

soluzione

n3+3\/;+210g2n~ o1

_ =
T+n’in+4 S+
n

W

quindi :

limL:O

n—ow I
n3

|
55. lim ”'
o= log3n+4" —47"

soluzione
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n! n!
log3n+4"-4" 4"

quindi :
. nl
lim — = 4o
n—oo 4"
Osservazioni

Risolvere i limiti di successione utilizzando le stime asintotiche (quando ¢
possibile!) permette non solo di semplificare la successione stessa e quindi il
calcolo del suo limite, ma spesso permette di evitare 'utilizzo di tecniche di
risoluzione troppo elaborate. Vediamo alcuni esempi.

A pagina 9 della dispensa abbiamo calcolato il seguente limite:

. An +5++n> +4
lim
n—> n+3

mettendo in evidenza a numeratore ¢ a denominatore la “n” con grado massimo.
Lo stesso esercizio poteva essere risolto piu semplicemente utilizzando le stime
asintotiche, infatti, si ha subito che:

Jn'+5++n’+4  2n
n+3 n+3

quindi

. 2n
lim
n—on n + 3

=2

ATTENZIONE!
Lo studente deve stare bene attento a non commettere 1’errore seguente!

Consideriamo I’esercizio svolto a pagina 12.

o (Calcolare lim(\/ n+l—-+2+ n)

n—0

Se si risolvesse quest’esercizio utilizzando le stime asintotiche si avrebbe che:
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n+1=2+n~n-n=0

il risultato del limite quindi sarebbe zero. Il risultato, in questo caso, ¢ corretto ma
il procedimento ¢ concettualmente scorretto perché non si posso sostituire termini
asintotici in una somma in cui le parti principali si elidono! 1’esercizio va
risolto razionalizzando.

Si consideri ora I’esercizio:

e (alcolare lim(\/nz +1 —\/n+n2)

Utilizzando le stime asintotiche si trova che:
Nt +l=vn+n* ~n-n=0

Rispetto all’esempio precedente, non solo il procedimento ¢ concettualmente
scorretto, ma il risultato ¢ sbagliato. Lo studente verifichi, razionalizzando, che il

risultato del limite & 1.
2

Si consideri invece ’esercizio

o (alcolare lim(\/3n +1-2+ n)

n—o0

Utilizzando le stime asintotiche si ha:
Bn+1-2+n~3n-n=(3-1Nn

passando al limite si ha che la successione diverge. In questo caso il procedimento
¢ corretto perche le parti principali non si elidono. Inoltre non ¢ stato necessario
razionalizzare per calcolare il limite (lo studente provi in ogni caso a
razionalizzare per verificare che il risultato ¢ lo stesso!).

Esercizi:

Lo studente ripercorra i vari esercizi presenti nella dispensa e li risolva, quando ¢
possibile, utilizzando le stime asintotiche verificando 1’esattezza del risultato.
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Esercizi riassuntivi

4 4n-1
56.Calcolare lim(n H]

n—o0 n4 __9

( sugg.: inizialmente operare la divisione tra numeratore e denominatore , poi
procedere come nell’esempio 2 a pagina 20, sol. [1])

n+l

) n+l
57. Calcolare lim(LGﬂj ’

n—»00 2

n—-9n+5

( sugg.: inizialmente operare la divisione tra numeratore e denominatore , poi

11
procedere come nell’esempio 2 a pagina 20, sol. {e 2 } )

n 3n+2
58.Calcolare lim(l +ﬁj

n—o0 n+5

(' sugg.:procedere come nell’esercizio 32, sol. il limite non esiste)

n+2
59.Calcolare lim| 142"
n—>ow (__ 1)"’1_+_3

(' sugg.:procedere come nell’esercizio 32, sol. il limite non esiste)

3 3
60.Calcolare 1lim 3’ +5 +2n’ +1

( sugg.:procedere come nell’esercizio 12, sol. {1 + \/%})
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61.Calcolare lim(\/ 3n+2 -7+ 3n)

n—>0

( sugg.:procedere come nell’esercizio 17, sol. [0])

3
62.Calcolare lim 2z sapendo che a, = (n+4)
ra, (n+3)

( sugg.:procedere come nell’esercizio 35, sol. [O])

63.Calcolare, utilizzando le stime asintotiche,

. —an* +3¥n+3log" n+e”
lim

e 2+n°in® +4n+5

('sugg.:procedere come nell’esercizio 49 o 50, sol. [0])

64.Calcolare, utilizzando le stime asintotiche,

lim n*log3n+n’in+2-2log’ n+2e™"

e 1+n*vn*+4n-3

( sugg.:procedere come nell’esercizio 49 o 50, sol. [+])

65. Risolvere gli esercizi n° 60, 61 utilizzando, quando & possibile le stime
asintotiche.
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