FUNZIONI REALI DI VARIABILE REALE

Dominio di una funzione

Osservando il grafico della figura, trova il dominio e il codominio della funzione e 1’equazione di

y = f(x). Inoltre calcola f£(=3), £(0), (1), =2=f(...), 5= f(..).

-x+1 x<0

[VxeR;y>1vy=—l;f(x)={ 5 >O;f(—3)=4,f(0)=—2,f(1)=—2;x20;—4
- x>

Disegna il grafico della funzione indicata. Determina il codominio di f(x) e calcola f(-3), f(0), f(1),
f(5). Trova poi per quali valori di x si ha f(x)=0.

x+2x sex<lI

f(X)={ [v>=1 f(-3)=3, /(0)=0, f() =3, /(5) =9 x =2V x =0]

2x—-1 sex>1

Per ognuna delle seguenti funzioni indica se ¢ razionale (intera o fratta), irrazionale, trascendente e
determina il dominio.

x=3 . y 2 #—1 ¢1 <3 >3
=0, Y= . xX#-1 AN x#—;x<-3 Vv X
2x> +x—1 x2—-9 2

y=x-2-x; y=xlnﬂ. [x>2;x> 1]
x

+1

y=+e” —1; yzarcsmx. {—§+2kﬁﬁx£§+2kﬁ;0<xél}

5 \/ﬂ

Segno di una funzione

Studia il segno delle seguenti funzioni nel loro dominio.

2
y= /% [D:0<x<lv x>2;y>0per0<x<l v x>2]

_ Ax+|2x -1
In(3-x)

-1

y =—sin(l+3x); y

27 —1

{D:R,y>0per +§k7z<x< +§k7z; D:x<3/\x¢2,y>0per—%Sx<2}



ASSOCIA a ogni funzione la figura che indica la zona in cui si trova il grafico.

X+ 2x+2

Nx+2

a. y=In/x+1 b.y="r——- c.y= d y=—1Y2"=
g Y el 4 Nx+2 4 x*+6x+9
‘ y y y y
: 'y
—2% ) X | =Y 5976 X 10 X o %
1 2 3 4

Grafici delle funzioni e trasformazioni geometriche

Disegna i grafici delle seguenti funzioni.

3
y=2|x|-7; y=x"+|x|-1; y=3"-2; y:‘fl——.
x

[a-3; b-4; c-2; d-1]

Data la funzione y = f (x) rappresentata nel grafico della figura sotto, disegna i grafici delle funzioni

y=|f(x), y=r(x), y==f(x)-1, y=rf(-x).
y
y="fx)__
3
—4 _2 4 X
. -2

PROPRIETA DELLE FUNZIONI

Ogni grafico rappresenta una funzione f:R — R. Indica per ognuno se si tratta di una funzione iniettiva,

suriettiva, biiettiva.

y y

(=

Y,

N ’

a b

C

[a. né iniettiva né suriettiva; b. biiettiva; c¢. né iniettiva né suriettiva]



Dopo averla rappresentata, indica in quali intervalli la seguente funzione ¢ crescente e in quali
decrescente.

3x+2 sex<1
y= [cresc. per x <1; decr. per x >1]

7-2x sex>1

Traccia il grafico delle seguenti funzioni nel dominio indicato e prolungalo per periodicita su R.

a) f(x):x—3, x€[0;2[; b) f(x):—xz, xel0;2[; c)f(x):cosx+1, xel0;] .

Fra le seguenti funzioni indica quali sono pari, quali dispari e quali né pari né dispari, motivando la
risposta.

y=2x"—x+8; y=2x"+|x|; y=sin(2x)-x. [né pari né dispari; pari; dispari|

Nella figura sono rappresentati i grafici di alcune funzioni. Indica quali sono pari, quali dispari e quali né
pari né dispari, motivando la risposta.

oM

0 X 0 X \/0 \ X

a b c
[a. pari; b. dispari; c. né pari né dispari]

ERO O FALSO?

a. Una funzione suriettiva ¢ sempre monotona.

b. La funzione y =sinx ¢ pari.

c. Una funzione pari ¢ simmetrica rispetto all’origine degli assi.

d. La funzione y =tan x ¢ crescente in }— 5y + kr; 5y + kﬂ'[ .

[a) F;b) F;c) F; d) V]

FUNZIONE INVERSA
In un diagramma cartesiano disegna le seguenti funzioni e le loro inverse, dopo aver considerato, se

necessario, opportuni insiemi di partenza e di arrivo, tali che le funzioni siano biiettive. Scrivi
I’espressione analitica della funzione inversa.

y=x"+4, y=e>. {fl(x):\/x—4;fl(x):%1nx}



LEGGI IL GRAFICO

Per la funzione rappresentata nel seguente grafico determina:
a. 1l codominio e stabilisci se ¢ periodica;

b. se ¢ invertibile nell’intervallo [0; 2[ e, in caso affermativo, disegna il grafico dell’inversa.

y

n /N _/
U/ \/o_ 5 \x

-2

[a) |- o0:3]; non periodica; b)si]
FUNZIONI COMPOSTE

Date le seguenti funzioni f'e g, determina fog e go f .

f(x)=cos(3x); g(x)= 24x +1.
[(fo8)(x)=cos(6Vx +3); (go./)(x) =2 eos(3x) +1]

n(x-— n(V3x -
{(fog)(X)ﬂ/y; (gof)(X)=#]

Date le seguenti funzioni f{x) e g(x), determina A(x) = ( fo g)(x) e risolvi la disequazione A(x) > 2.

f(x)=2x+1; g(x)=cosx.

[(fog)(x):2cosx+l;—§+2k7z<x<§+2kﬂ}



INSIEMI DI NUMERI REALI

Dato il seguente insieme, verifica che gli estremi inferiore e superiore sono quelli indicati a fianco,
indicando anche se sono minimo o massimo.

3n+2
{x|x: & ,neN—{O}}, 3, 5. [5 massimo]
n

Verifica se gli intervalli seguenti sono intorni completi oppure intorni destri o intorni sinistri del punto xo
assegnato.

xoz—é; _4;_2 : ]_4;4[; —E;O . [int. sinistro; int. completo; int.
4 4 destro]

Verifica che il punto scritto a fianco all’insieme dato ¢ un punto di accumulazione per I’insieme ed elenca
alcuni suoi punti isolati.
. 7 . 8 .
1271577

AN |
w | N

b

{xlxeR,x=l+ ! ,neN}, xozl. [
3 n+2 3

VERO O FALSO?

a. x<a,con ae€R,¢un intervallo aperto illimitato superiormente.
b. ]—oo;l]u]5;+oo[ ¢ equivalentea x <lvx>5.

C. |x - 4| <26 ¢ un intorno circolare di 4 di raggio 20 .

d. Gli estremi dell’intervallo ]5;8[ sono punti di accumulazione .
[a) F; b) F; ¢) Vi d) V]

DEFINIZIONE DI lim f(x) =1

X=X,

Utilizzando la definizione di limite, verifica i seguenti limiti.

lim(3x—7) =4

x—1

lim(6—x2)=5

x——1

Co2xM+1
lim =
=0 x 41

lim Vx+4=0"

x——4"

1

Funzioni continue

Verifica, applicando la definizione, che le seguenti funzioni sono continue nel punto indicato a fianco.
f(x)=3x-9, x,=2.



VERO O FALSO? Data la funzione f(x) rappresentata in figura, quali affermazioni sono vere e quali
false?

!,-Jl.
3 5,
i)
21— M
vd
ol 1 '

a. La funzione f{x) ¢ continua in tutto R.
b. La funzione f{(x) ¢ continua in R".

c. La funzione f(x) non ¢ continua nell’intervallo [0;1].

[a) F; b) V; ¢) F]
Limite destro e limite sinistro

COMPLETA osservando i grafici di y = f(x).
¥

a 11r71717 f(x)=....
b lll’(l)’} f(x)=....
c. limf(x)=....

[2) 15b) 2; ¢) 4]

DEFINIZIONE DI lim f(x) =00

x~>xq

VERO O FALSO?

a. Se lim f(x) =+ allora la funzione diverge positivamente.

X—),‘CO

b. lim f(x)=—0 se VM >031(x,): f(x)>M,Vxel(x,), x #x,.

X=X,

c. lim f(x)=—oo allora la funzione diverge positivamente.

X—)XO

[a) V;b) F; ¢) F]

Verifica i seguenti limiti.

) 1
lim ———— =+

=2 (2x +4)



lim - ., .= —0
=3 —x" —6x-9

lim =—0

-2 2x—4
Asintoti verticali

Verifica che la seguente funzione ha un asintoto verticale nel punto a fianco indicato.

1

>, In x=4.
(x—4)

y:

LEGGI IL GRAFICO Scrivi I’equazione dell’asintoto verticale della funzione rappresentata e scrivi il
limite che I’esprime.

i)

s

|

r=0; lim f(x) = +0]

DEFINIZIONE DI lim f(x) = 4

La funzione f(x) ha dominio ]— oo;l[. Correggi le scritture lim f(x) =4 e liIIll f(x)=1

perché abbiano senso.

| lim (0 =4 lim /() =1

Data la funzione f(x)= , verifica i seguenti limiti:

2x
|x|+2
lim f(x)=-2; lim f(x)=2.

Asintoti orizzontali

Verifica, mediante la definizione di limite, che la funzione y = ha un asintoto

x+1
orizzontale di equazione y =5, sia per x — 400, sia per x — —0.



DEFINIZIONE DI lim f(x) =0

Verifica i seguenti limiti.

lim (xz —2x) = 400

X—>—00

lim Vx? +2 =+

X—>+0

lim log(3 — 2x) = +o0

xX—>—0

PRIMI TEOREMI SUI LIMITI

Determina il valore del parametro applicando il teorema di unicita del limite.

lim (x* - 2x+6)=9, £i£131(x2—2x+6):10];_2. [k=2]

x—3

Nel seguente limite determina un intorno del punto x, in cui la funzione che compare nel limite assume il

segno del limite stesso.

2
limx _4:—3 [—1<x<2]
=1 x+1 2
VERO O FALSO?

a. Se1Sf(x)£x2+1,allora£i_r)13f(x)=l.

b. Se f(x)>0 VxeI(-3), allora, se esiste }Lrg f(x), esso € positivo.

c. Se|f(x)<x*,allora lim £ (x) =0.

d. Se f(x) ¢ continua e positiva in R— {2} allora 112;1 f(x), se esiste, ¢ sicuramente positivo.

[a) V;b) F; ¢) V; d) F]



OPERAZIONI SUI LIMITI

Calcola i seguenti limiti, servendoti dei teoremi enunciati sui limiti e ricordando la continuita delle
funzioni elementari.

Utilizzando il teorema del confronto, calcola i seguenti limiti.

3x+ \/;
lim
x4 x =2
lim(Z\/E sinx + \/Ecosx + 1)

xX—>=
4

3 +2" -1
im——————
w427 23715
i log(4—x)+log(x+7)
x=3 x+3

x—0 X

lim[(x2 + 2x)- cos l}

VERO O FALSO?

Se lim f(x) =—1 e limg(x) = +o0, allora:

Se lim f(x) =—-2 e lim g(x) = 400, allora:

a.

lim& =0.
x—c g(_x)

lim(f (x) - g(x)) =+0.
lim@ = 400

= f(x)

lim[[£ () - g()] = +o0

lim(f (x) - g(x)) = +0.

im?® _¢.
X—C g(x)
limﬁ = 400,
X—c¢ f(x)

tim{- £ ()] - g(x)|= +0.

[a) Vi b) F; ¢) F; d) V]

[a) F;b) V;c) F; d) V]



FORME INDETERMINATE

Calcola il limite delle seguenti funzioni.

lim (\/x2+2—\/x2—5) [O]

xlir}}O(x3 +x? —6x+1) [—oo]

i X H4x +3x [~o0]
x>0 x4+ 5x% =2
lim X —3x% +x* [_l}
x>0 | =5x* —2x 5

3P —x*+2

im-—

xov0 4+ 2x% +4x°
lim 2 [-1]
oo x?—2x+5

3 2 _
hmx ‘23)6 +x-1 [_1]
=l x"+4x+3

2

lim X2 +5x+6 [—OO]
-2 x"+4x+4

lim (x* + 2)% [JeT }

X—>+0

VERO O FALSO?
Sen > 4, allora:

.ox"+3
a. lim =
X—>+00 X3 +1

+00 .

2n
.ox+3
b. lim 3 =
x—>+oox”+1

+00 .

2nx+3
im =
x>+ Jpx +1

nx+3

d. lim

e |

—nNn.
[a) V; b) F; ) F; d) F]
LIMITI NOTEVOLI

Calcola il limite delle seguenti funzioni.

lim s%n x—4x [_ 1]
x=08in x + 2x

. 5-5cosx {5}
lim——— =
x>0 2xsinx



limsin4x+x [5]

x—0 X

FUNZIONI CONTINUE

Verifica che la seguente funzione ¢ continua nel punto segnato a fianco utilizzando la definizione di
funzione continua.

f(x)=x"+7x, x,=0.

Date le seguenti funzioni f(x) e g(x), stabilisci se la funzione composta (g f)(x), considerata nel

suo dominio naturale, ¢ continua nel punto indicato a fianco.

fx)=2-2, g(x)=%, x=+2. [10]
f(x)=x2+1, g(x)zlnx, x,=0. [si]

Teoremi sulle funzioni continue

Disegna il grafico della seguente funzione nell’intervallo [—1;1] , controlla le ipotesi del teorema di

Weierstrass ¢, se esistono, determina il massimo M e il minimo m della funzione.

e se —1<x<0

M =1
ln(l+x) se 0<x<1 [HO’ ]

-}

Assegnata la seguente funzione, stabilisci se sono verificate le condizioni del teorema degli zeri negli
intervalli a fianco indicati. Cosa possiamo dire per ’equazione f (x) =07?

f(x)=x*-8x-2; I,=[0;1]; 1,=[-1;2].

[no; si; I'equazione ammette almeno una soluzione reale x, tale che —1< x, < 2]

BacamiBc V.\glefe La funzione f (x) ha il grafico della figura. Nell’intervallo [0; 1] ¢ applicabile il
teorema di Weierstass?

fix)

_ y/:\ﬁz X

[ TR TV -
e

PUNTI DI DISCONTINUITA DI UNA FUNZIONE

Determina 1 punti di discontinuita delle seguenti funzioni. Nel caso di un punto di discontinuita di [



specie, calcola il salto della funzione in quel punto.

f(x):M+1

x+2
X +x-2
A a—
a1
f(x)=e

ERO O FALSO?

: CosSXx , . . U .
a. Lafunzione y = —— hainx = 0 una discontinuita di prima specie.
X

) x*—2x+1 . ) C o .

b. La funzione y = = ha in x = 1 una discontinuita di terza specie.
x —

. (x + 2)2 . . s e

c. Lafunzione y =———"— hain x=-3 una discontinuita eliminabile.
x°+5x+6

X

: e . . e .
d. Lafunzione y =— hainx = 0 una discontinuita di prima specie.
X

ASINTOTI

Determina le equazioni degli eventuali asintoti delle seguenti funzioni.
Inx+1

X

3x2 —x+1

x+1
y=(x+2)-e""

y=9x" +4x-1

x+1
y=—

e +1
VERO O FALSO?

a. Una funzione periodica non puo avere asintoti verticali.

b. Una funzione non puod avere un asintoto obliquo e uno orizzontale.

[x =2 discontinuita di I specie; salto = 4]
[x =3 discontinuita di II specie; x = -2 discontinuita eliminabile]

[x = —1 discontinuita di II specie; x =1 discontinuita eliminabile]

[a) F;b) Vi ¢) F; d) F]

[sz,yzO]
[xz—l,y:3x—4]

[y =0]

2
=+3x+—
[y 3}

[y=0]

c. Seuna funzione ha ling f(x) =+o0, allora ha un asintoto verticale di equazione x = 3.
x>

d. Seuna funzione ha lim f(x)=2, allora ha un asintoto verticale di equazione x = 2.
X—>—00

GRAFICO PROBABILE DI UNA FUNZIONE

ASSOCIA ogni funzione al relativo grafico.

[a) F; b) F;¢) Vi d) F]



L oYX+l b, v x*+1 o e x'+1
y x—l y x3_1 y x2
re ¥4 R
PN | e 1) 1
—-—-\g 1 % ) % ::_]fn T 3
1 2 3 P

[a-3; b-1; c-2]

Traccia il grafico probabile della seguente funzione.

_ 3x
y_x2—4
-
[ ]
.
x* -1




_ x —x-2
Y 2x* +x-15




SUCCESSIONI NUMERICHE

Scrivi 1 primi cinque termini della seguente successione.
77 1 1
a :(—1) -——,neN. {1,—5,

Rappresenta mediante espressione analitica la seguente successione numerica.

2 4 6 8 10 { Zn}
a, = ——

0,_,_, 5 5 gese
NFAN AN RN TN T +3

Scrivi 1 primi cinque termini della seguente successione definita ricorsivamente, e determina la sua forma
analitica.

a, =1

1 133,191_’2;% - 1
a :Ean+1 2 4 8 16 2"

n+l

Scrivi I’espressione analitica e quella per ricorsione della successione rappresentata sulla retta orientata in
figura.

a=3a=12
. 4
a=438 a=192 ..

ALCUNE PROPRIETA’ DELLE SUCCESSIONI

Fra le seguenti successioni indica quali sono monotone, specificandone il tipo, e quali non sono
monotone.

a :n+2,neN; a =3—nl,neN; anz(—lj ,neN—-{0}.
n

n

n+l n+
[monotona decrescente; monotona crescente; non monotona]

Scrivi 1 primi dieci termini delle seguenti successioni, rappresentali su una retta orientata, e stabilisci se si
tratta di una successione limitata superiormente, limitata inferiormente, limitata o illimitata.

4 1
a :—n,nGN; a ZE,HEN—{O}; an=n2,neN.
n+l 2n

[limitata; limitata; limitata inferiormente e illimitata]

Vero o falso?



a) La successione a, = log, (n+1),n € N & monotona crescente.
2

b) Se una successione non ¢ monotona crescente allora ¢ monotona decrescente.

3n+1

c¢) La successione a, = ,neN ¢ illimitata.

n+3

n
d) La successione a, = (log1 3} ,neN ¢ limitata e non monotona.

3

LIMITE DI UNA SUCCESSIONE

Verifica che le seguenti successioni divergono positivamente.

2
a,=n"—2n,neN.

a,=In2n+1),neN.
Verifica che le seguenti successioni divergono negativamente.

1
a,=1-5",neN.

2
a :l—n ,neN—{O}.

n
n

Verifica il seguente limite, utilizzando la definizione.

1-4n
im =
n—>+o 2 41

Verifica che la seguente successione non ammette limite.
a, =(—1)" (3—n), neN.

Associa a ogni successione la corrispondente proprieta.

l. a,=3-2",neN a. Diverge positivamente.

2. a,=——,neN b. Diverge negativamente.
5n+

3. a,=(-1)"-n,neN c. Converge.

4. a,=1-vn+1,neN d. Non ammette limite.

CALCOLO DEL LIMITE DI UNA SUCCESSIONE

Calcola i seguenti limiti.

. 3nt+1
lim

n—>+oo l’l2 +1

[a) FEb) F, c) F,d) V]

[1-a; 2-c; 3-d; 4-b]



lim v1+3n* [\/E}

nove 4+ 307 3
tim (Vi =211 +1) [—o0]
: ’+1

lim 10g3(’;+1 j [+0]

Date le due successioni a, € b,, calcola i1 limiti per n che tende a piu infinito delle successioni indicate,
applicando i teoremi relativi.

a =2n_1,neN—{O} e bn:3—l,neN—{0}; an+bn;an'bn53&52bn- [5;6;2;3]
" . b " a

n n




