
G E O M E T R I A & A L G E B R A L E Z I O N E 0 6

Riduzione per righe

• Qualunque matrice A = (aij) ∈Mm,n(R) può essere trasformata in una matrice
ridotta per righe utilizzando l’operazione elementare

(III) Ri → Ri + λRj un numero opportuno di volte.

• Per ottenere una matrice ridotta, si parte dalla prima riga non nulla di A, sia essa
la j-esima, e si sceglie un qualunque elemento ajk diverso da zero. Quindi si usa
(III) sulle righe successive, e si somma ad esse un multiplo opportuno di Rj,
scelto in modo tale da ottenere tutti zeri sotto ajk. In formule:

∀ i > j , Ri → Ri −
aik

ajk
Rj

L’elemento ajk sarà un pivot per la matrice ottenuta in questo modo.

• Si ripete il procedimento per tutte le righe non nulle, fino a che in ogni riga non
nulla non ci sia un pivot.
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Esercizio
Ridurre per righe la matrice

A =


0 1 −2 1
3 −1 1 −9
0 4 −8 7
4 −3 6 5


Soluzione.

X
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Risolvere un sistema per riduzione

Un sistema AX = B di matrice completa (A|B) può essere risolto come segue:

I Usando le tre operazioni elementari si trasforma (A|B) in una nuova matrice
(A′|B′) tale che A′ è ridotta per righe.

I Il sistema ridotto A′X = B′ è equivalente a quello di partenza e si può risolvere
per sostituzione.

Osservazione

Attenzione: è la matrice A′ che deve essere ridotta per righe, non (A′|B′).
Se (A′|B′) è ridotta per righe, A′ non è necessariamente ridotta per righe. Esempio:

(A′|B′) =

(
0 1 1
1 1 0

)
A′ =

(
0 1
1 1

)

Nell’esempio (A′|B′) è ridotta per righe, ma A′ non lo è (nessun pivot nella 1a riga).
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Esercizio
Ridurre il sistema di matrice completa:

(A|B) =


0 1 −2 1
3 −1 1 −9
0 4 −8 7
4 −3 6 5


Soluzione.

X
• la matrice è la stessa dell’esercizio precedente, ma stavolta ci siamo fermati al primo passo

perché interessati a ridurre solo la matrice dei coefficienti, e non la quella completa;

• notiamo che A′ è ridotta, ma (A′|B′) non lo è.
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Esercizio
Risolvere il sistema 

x1 − x3 = −1
2x1 + x2 + 2x3 = 3

x2 + 3x3 = 3

Soluzione.
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Esercizio (esame effettivo)

Discutere il sistema di equazioni lineari dipendente da un parametro λ ∈ R:
x1 + 2x2 + 3x3 = 4
λx1 − 2x2 − 3x3 = −4
x1 − 2λx2 + 3x3 = 4

Soluzione.
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Esercizio (esame effettivo)

Si consideri il sistema di equazioni lineari dipendente da un parametro λ ∈ R:
x1 + x2 + x3 = 0

2x1 + x2 + x3 = 1
x1 + 2x2 + 2x3 = λ

a) Stabilire per quali λ ∈ R il sistema è compatibile.

b) Nei casi in cui il sistema è compatibile, determinare la soluzione generale.

Soluzione.
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Matrici fortemente ridotte e metodo di Gauß-Jordan

Una matrice si dice fortemente ridotta per righe se

• è ridotta per righe;

• tutti i pivot sono uguali ad 1;

• sopra a ciascun pivot non sono presenti elementi diversi da zero.

(Nota: le colonne contenenti i pivot hanno tutti gli elementi nulli tranne uno, il pivot!)

Esempio

La prima matrice è ridotta ma non fortemente ridotta, la seconda è fortemente ridotta:

A =

1 7 9 −1 9
3 2 4 0 3
0 5 5 0 1

 B =

0 0 9 1 9
1 0 4 0 3
0 1 5 0 1


Metodo di Gauß-Jordan. Usando le tre operazioni elementari, ogni matrice può essere
trasformata in una fortemente ridotta: prima si riduce la matrice; poi si usa l’operazione
(II) avere tutti pivot uguali ad 1; infine si usa l’operazione (III) per annullare tutti gli
elementi sopra i pivot.
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Esempio

Applichiamo il metodo di Gauß-Jordan alla matrice

A =

1 1 1 0
2 2 0 −4
1 2 −1 −1


Soluzione.
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Esercizio
Usando il metodo di Gauß-Jordan risolvere il sistema:

x1 + x2 + x3 = 0

2x1 + 2x2 = − 4

x1 + 2x2 − x3 = − 1

Soluzione.
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Invertire una matrice con il metodo di Gauß-Jordan

Sia A ∈Mn(R) una matrice invertibile. Determinare l’inversa di A equivale a
determinare una matrice X = (xij) ∈Mn(R) soluzione dell’equazione

AX = 1n

(n2 equazioni in n2 incognite)

Se A è invertibile, la soluzione si può determinare con il metodo di Gauß-Jordan.

Possiamo trasformare la matrice completa del sistema (A|1n) in una matrice della
forma (1n|B). Il nuovo sistema, equivalente a quello di partenza, sarà:

1nX = B

cioé X = B è proprio la matrice cercata (l’inversa di A).

Slide 12/18



G E O M E T R I A & A L G E B R A L E Z I O N E 0 6

Esercizio
Usando il metodo di Gauß-Jordan invertire la matrice:

A =

1 0 2
2 3 6
2 2 5


Soluzione. Primo passo: Gauß.

Slide 13/18

G E O M E T R I A & A L G E B R A L E Z I O N E 0 6

Secondo passo: Jordan.

Slide 14/18



G E O M E T R I A & A L G E B R A L E Z I O N E 0 6

Esercizio (esame effettivo)

Si consideri il sistema di equazioni lineari dipendente da un parametro λ ∈ R:
2x1 + λx2 + 2x3 = 3

5x1 + x2 + (λ+ 2)x3 = 1

3x1 + x2 + λx3 = 1

a) Stabilire per quali λ ∈ R il sistema è compatibile.

b) Nei casi in cui il sistema è compatibile, determinare la soluzione generale.

Soluzione.
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