GEOMETRIA & ALGEBRA LEZIONE 06

Riduzione per righe ROTMA R RGAE &—> OGN RIGA A
R Rjvor

® Qualunque matrice A = (a;j) € Mmn(R) puod essere trasformata in una matrice
ridotta per righe utilizzando I'operazione elementare

(IIT) R, — R; + \R; un numero opportuno di volte.

® Per ottenere una matrice ridotta, si parte dalla prima riga non nulla di A, sia essa
la j-esima, e si sceglie un qualunque elemento a;;, diverso da zero. Quindi si usa
(III) sulle righe successive, e si somma ad esse un multiplo opportuno di R;,
scelto in modo tale da ottenere tutti zeri sotto a;. In formule:

. . a;r
Vi>j, Ri—>Ri—Rj
(
Lelemento aj, sara un pivot per la matrice ottenuta in questo modo.

e Siripete il procedimento per tutte le righe non nulle, fino a che in ogni riga non
nulla non ci sia un pivot.
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Esercizio
Ridurre per righe la matrice

o@_z 1
A 3% 1 -9
0 -8 7
4 -3/ 6 5
Soluzione.
- -~ 1
el [0 @O =2 4 o ®
ARL >K7, T 3 o @ ‘_3 zl“.‘)p“!‘-gz 5 O @‘3
Ry —sl- 2 2 _— 3
g7\ 0 6 0 3 o o 8(3
R((—oe(_,—-%.s@q Y o0 0O 3 @ O o0 D
._.A‘

=> A' g @0ova =R eeur.
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Risolvere un sistema per riduzione

Un sistema AX = B di matrice completa (A|B) pu0 essere risolto come segue:

> Usando le tre operazioni elementari si trasforma (A|B) in una nuova matrice
(A’|B’) tale cheg & ridotta per righe.

» |l sistema ridotto A’X = B’ & equivalente a quello di partenza e si puo risolvere
per sostituzione.

Osservazione

Attenzione: € la matrice A’ che deve essere ridotta per righe, non (A’|B’).
Se (A’|B’) é ridotta per righe, A’ non € necessariamente ridotta per righe. Esempio:

) ()

Nell’'esempio (A’|B’) & ridotta per righe, ma A’ non lo & (nessun pivot nella 1a riga).

0 1

@IB) = (1 .

v
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Esercizio
Ridurre il sistema di matrice completa:
0 1 -2 1 ¥ 2e3™ T )
Sq - ¥ < % =3
3 -1 1|-9 3 s
A|B) = (] - -
@B =|o , ol - o < B 7
4 -3 6| 5) ' Zecbrg =6
Soluzione. .
o 1 A 4
—>Rq, — E. . —
(Alp) et & 2 O VIl (x|g)
Rg—> By~ UR, V) O o |3
2(( ‘—)894 3¢, te © o 8

=\ SISTEMA WM PATRICE PERCUE (A TERA  RIGA

.SLYG&R? 09‘4 *OKZ—' Og.; "3' /

® |a matrice € la stessa dell’'esercizio precedente, ma stavolta ci siamo fermati al primo passo
perché interessati a ridurre solo la matrice dei coefficienti, e non la quella completa;

® notiamo che A’ ¢ ridotta, ma (A’|B’) non lo é.
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Esercizio

Risolvere il sistema (00 GaUp
X1 — x3= —1
2x1 + x9 + 2x3 = 3
X9 +3x3= 3
Soluzione. oT
=2 4 2 2 P o y P -
@D1 23\2
o 1 2| 3
PivoY
. © -1 | -1
. o @ 5| = (AR
(& o /2
TORVASDO AL SETEMA  EQO\WALELYE :
%4 - % < -1 ‘41""4"5)?3.“' i =1 %1 A
% %, 4‘4"3 - & => S<245'-ch3’~5‘8""3 ~D \:,_ =< -2
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Esercizio (esame effettivo)
Discutere il sistema di equazioni lineari dipendente da un parametro A € R:

X1+ 2% +3x3= 4 () COMmF ('OFFF(CI'N)TD
)\xl — 2.’)62 — 3DC3 = —4
— 2 \x9 + 3x3 = 4
Soluzione. Poy
S {4\ r,—~e,-\R 2 = G
= 2 -\ 4
CM&) % “2 -3 |- - _R) =2(7<4) fg(}.-f'i) rq(&m)
RN Y LR DA Shatl) I
CSFRVAL.: WE(cA  SFCONDh RGA  ~2(%<d)  SWEBBF oy auey
SE %k g ; W Wm0 avkcoco -2 (%) YELa 2%
&> BISCGNA DIS\PGUgRF DYE  cAsl \
= \Y CFP - 2( \«4
4) S%-4, DNDFDD ck Sscowpa ®GA PEC -(311) B oh TEn fo -2
@WQ"'“‘; 5 | TOINANDO AL SISTEMA:
‘RZM’.';_;*! Iiz \ o 2 q)::(A‘lB) X, ?%2-’3)3 ‘f (’:’) g
< — 2« k3 - = R )=
"b ""(,,,\ C @ro ; AVpo AL  SSEKA ": * ’\3’0 A ¥
?) om A2 2 q) 7RMAIDO i ez _ <
)X 1 & A— ?‘,4?%,43‘&3‘:‘( © x=s5, 7‘3 & 1‘ cr

o
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x1+ x24+ x3= 0 (}. TER MWK p&o\
201+ 22+ x3=1
X1+ 2x9 +2x3 = A

a) Stabilire per quali A € R il sistema e compatibile.
b) Nei casi in cui il sistema e compatibile, determinare la soluzione generale.

Soluzione. @ @ PIVoYS
A4 4 40\ Ry—> R)-20 )9 hpager, 1 1(o
(MB)== T a4 |4 d |0 ~Aca|a] =5 o -l g;ﬁu'u;')
1 2 2 N Q3v~>23'—94 © 12 4 |\ S 0 O N4

0) L SISSEMA F  OmPAIBILE ST B sote SF A=od,

L) SE X=-t . St pA Scecco (omE  @ARAM.  LIBERD
@ £ 1 D TRVANDD Al JFmAL LA (UcoCMITA  Che U pory,
(A‘ 1;\ = _ 1 X4 6 € ¢ o €0 Atcon BLwY, ZuInDS
o 1 t 2
& ©00 -w ~ %y =1 y =€ | €ell

Sol y?. Ga\‘v ("‘q( %26
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Matrici fortemente ridotte e metodo di Gauf3-Jordan

Una matrice si dice fortemente ridotta per righe se
® ¢ ridotta per righe; (06m @ca na © S0o  Pver)
® tutti i pivot sono uguali ad 1;
® sopra a ciascun pivot non sono presenti elementi diversi da zero.

(Nota: le colonne contenenti i pivot hanno tutti gli elementi nulli tranne uno, il pivot!)

Esempio
La prima matrice € ridotta ma non fortemente ridotta, la seconda é fortemente ridotta:

1 7 9 -1 9 O 0 9 1 9
A=13 2 4 0 3 B=|1 0 4 0 3
0O 5 5 0 1 O 1 5 0 1

Metodo di GauB3-Jordan. Usando le tre operazioni elementari, ogni matrice puo essere
trasformata in una fortemente ridotta: prima si riduce la matrice; poi si usa 'operazione
(IT) avere tutti pivot uguali ad 1; infine si usa I'operazione (II1I) per annullare tutti gli
elementi sopra i pivot.
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Esempio
Applichiamo il metodo di Gau3-Jordan alla matrice

1 1 1 O
A=|2 2 0 -4
1 2 -1 -1

Soluzione.
1) QSUY10NE

A D o e, (A v @ e
R /(—>(23f
f TR Ve 2 0| 2225 @D 2 o w4
2 2 0+ O @ O

2) Plvor UGUAL AD 4

R, —> 358 ~ 1o
— 7 @ A (@) -2
o W o =2
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3) GAvR - 50T DAN ( DAL BAsso  vsrso L‘AcTo!)

k/] "924“‘22
2
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Esercizio
Usando il metodo di Gauf3-Jordan risolvere il sistema:
X1+ x2+x3 = O
2x1 + 2x9 = —4
X1+ 2% —x3 = —1
Soluzione.
( 4 a2 afo GAUR ~o2 AN © ° ~):2
A'g> -l 2 2 o|-¢ > A Oo (-5
A7 -4 |1 © 10 |3
STESSL mATR(Cg
Ol s=ofFeA
SORVINDS AL SITEM 4 Ky =
<qa = -S
w, < 23
>> ZLoloy. (f‘q;xz, K})Z (2, "S,S) l/
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Invertire una matrice con il metodo di Gauf3-dordan
S CINVBASA B\ Uk mATRIcE i AN = AAT = A

Sia A € M, (R) una matrice invertibile. Determinare l'inversa di A equivale a
determinare una matrice X = (x;;) € M, (R) soluzione dell’equazione

Se A ¢ invertibile, la soluzione si puo determinare con il metodo di Gau3-Jordan.
(lb!‘kllE CUE Y E | TEAMI) MoT ) op  soud PIV VETY 0 (olovNA mMmaA

MAIRIC,  @uADRATE D! OTDINg h,)

Possiamo trasformare la matrice completa del sistema una matrice della
forma (1,|B). Il nuovo sistema, equivalexnte a quello di partenza, sara:
I
(A1) A=, (4.12) = 1,Xx = B (’I'l., &) —, %<&

\

cioé X = B ¢ proprio la matrice cercata (I'inversa di A). K

Ac=B &> (AlR)
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Esercizio
Usando il metodo di Gau3-Jordan invertire la matrice:
1 0 2

A=12 3 6
2 2 5

Soluzione. Primo passo: GauB. (<o &)
AEFIANco CA  &TR(cE  IDEMTIC A (OLS ISANANDS A Om

(i) - (% 22
2 2§

T TERM)pl Wob)

4 O 0 Rl"—'?KZ‘ZE’) @ (o] 2 A1 ©c o
01 0] — T @ 2|2 40
00 | Ry —> Ry-ck, & © 1 |-2 0 1

ey~ % A AR
((3""339?. @@ > l<2 14 o o, (/\‘)B‘)
O of%Y|-2 -3 4
2| 3 3

\

NSA A E TRIAUG. F,  ComPepta ,  QUIND
&Q(A\" C!&‘(A‘)ﬁ: A2 (-:42)

»-1 %0 => A F INGITIBLE
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Secondo passo: Jordan. i 2 c
MOLT\E LICRIAR® CINSCUNN  BPEL D) (A'1R ) YBR UNO <ScACARE,
W w~mopo PA AVER = TUIIY U p/Ov UGOAC]

A1
R, >3 R
[c18) = 3 &%+
2

Rp—=—273 D O 4

AD  1:

N WA Q

g = (A“ )B")
=

ANDDS  (‘oPgraz. T (DA BASss GBAs  c'Acso f), FACCIARD
(OMPARIRE  oFGl) ERl  cofea A CUASCON  Pvov:
N ®© A
O

‘24 %-DK VZ R.B

=i A
LA MAIRE WUBck D A E  QuivD)

-4 - Al
wa ('3 -G c) FSBICLUs :  A) VELRIckE K A</]3-AA

A = Z) K« —(Ag‘)v DA LA
2 z2 -3 STyssA
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Esercizio (esame effettivo)
Si consideri il sistema di equazioni lineari dipendente da un parametro A € R:

2x1 + M\xg + 2x3 = 3 ’4)
5x14+x2+ A+ 2)x3 =1 &
3x1+x2+ M3 =1

a) Stabilire per quali A € R il sistema e compatibile.
b) Nei casi in cui il sistema € compatibile, determinare la soluzione generale.

Soluzione.

2 N 2 2 R, —>e, /@3 2 “ 2 3
(n1B) = s Arxp|l 4| ——=2 o 2|0
2 14 s |1 2 1 N1
A 2
C@ gk | ® > >\ ke e, [ O ™ °| 8
1 © 1 0 < ? "t O (v)
i 1 1\ 4 '23 993 —322, O A &—3 /l
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( \

Pq > 122 — 23
2

—

oL,

1) & *=0, €

LA TERZA FQ. ANOL HMA PG ymp TIVOT

PN

%y 4 (- =0

—_—
-—

MNIN Apr uTF ssuveg. C[ERcChE Avegl Oy *O"e"'Or;g =3
=> S(STEFMA INcomPAT BlLE

23 S N= 2, SPARIF (L PlveT WEcA  SECODA QA
aown  (evR L Mam;um) StA N & ?0, 37
Alcoeh A E eOoYA Pec QGHr ( con TRE PNO‘\') E
L <(s<PmA E Om PAY IBILE (Cdk) <ocoz. UN("’A);
ESol VFPOLO fBR  SKTITO2.

S < x3 =O %, . @ o

@ 2 = >x ‘—-> Xg=§g T2 T

42
soton. ouk s (& ,%,% V(-5 5, =
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etwwf DA STODIARE b CAs® >N =3 ¢
~AR) CE OMm BT A UFT A
( > © VECLA SFCOMDA QGA  F SPARCO
A'e < 3 o ; L BlveT
=> DoBBAnD (RDJIRCA AucorA
Slves.S
123«»(23-—3122 @ © O oss.. 2R gfa,
s, lo @ o |4 2 PV
=> 2-2 =1 PARAMm,
L IRER)
TRUANDS At SISTEMA; )
ws = w3 =O scrces e € FERas won
? ¥y = 41 MOLY | PLICA alcuy ©jyot .
—=> SoL. GENEM‘e (xq,kz, sg}e (¢, €
= (0, a,0) 44-.(.,4, a,4)
‘oo oo, Veer
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cChse W co UnA (OLONN A USaAr &MNRICE DEI  COEFT:
CONX IFug S8 2ER) 7
EsEafid TRV ARE CA SDL2. GEVERALY
OBl S SEma
? wtwy T s (0 A 1|1
e, ~S%g =O o 2 -210
Rz“‘b&z‘zaq O 1 1 A TQWANDD N&C  QSFF# A
P 2
=y = — Ko = — -
= € V¥ calk E&R CUE IJoN  AESIFLICH
“ MLCON  PAOY
2
= (y"' ®y ”3) (6"5, :s) SVl (GIQ
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