GEOMETRIA & ALGEBRA LEZIONE 08

Spazi vettoriali

Definizione

Un insieme non vuoto V e detto spazio vettoriale (reale) se in V sono definite una
operazione interna di “somma”:

+:VxV =V, (vv)—=uv+0
ed una operazione esterna di “prodotto per uno scalare”:
G RxV =V, (k,v)— k- v,
soddisfacenti le seguenti proprieta:

a) (V,+, Oy) & un gruppo commutativo, b) VkE c¢ReVuv,weVsiha
OVVGFOVQ,Q,QEVSiha: 5. (k+k/)Q:kQ+k/Q

1. v+w=w+v
- T 6. R(v+w)=Fkv+kw

2. (u+v)tw=u+(v+w)
3. v+0y=v 7. k(kly) - (kk/)Q
4. v+ (-v) =0y 8. 1-v=uv
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Dato uno spazio vettoriale V:

® Chiamiamo vettori gli elementi di V.

® | ’elemento neutro rispetto alla somma € indicato con Oy, o semplicemente con 0
guando questo non generi confusione, ed e detto vettore nullo.

® [’opposto di un vettore v (I'inverso rispetto all’operazione di somma) sara
indicato con —v. Scriveremo

v—v' =v+(-v)

per indicare la somma di un vettore v con I'opposto di un secondo vettore v’.
® [a definizione di spazio vettoriale si puo dare sostituendo ad R un qualsiasi
campo K. Per semplicita ci limitiamo al caso K = R.
Esempi:
® |le n-uple reali formano uno spazio vettoriale (reale), indicato con R”;

® |e matrici reali m x n formano uno spazio vettoriale (reale), indicato con
M n(R);

® i polinomi in x a coefficienti in R formano uno spazio vettoriale, indicato con R|x].
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Legge di semplificazione della somma

Sia V uno spazio vettoriale arbitrario.

Proposizione
Perogniv,v’,v” € Vsiha

@) v+v' =v+v" = (@) v=v"

Dimostrazione. Limplicazione (i) < (ii) € ovvia. Dimostriamo che (i) = (ii).
PER DEF. D) HPAID VETTORIN (s v,) OGN v & \/ POSSIEDE
0N ePrResYd ~V,
oA () vtV = vev' sSEcor cHE
§
~Vt(vey) ==V (v ')
I

£  (-v4v) ) = (-vtv) =V

2. ,

é‘—‘> OV '-e\/) =0y v

& V) ’—’V"

5 .
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Legge di annullamento del prodotto

Proposizione
kv =0 = k=0VvVuv=0. kaik J

p D/mostraZIone In tre parti:
& @ Ukso, o¢ pmi Ox =0
ShkLLA PROPE. piov, 5.  8EGUE CHE Ov = (0=8)v = 0v+Ov

ACGIONGEBODOD L VEST oRZ noLed Qv AL FRIMO

MENBRO OYTENGD Ov <0, = Ov =0Y < Oy

= DMcs pobR. PRBegDENTE: Oy =0 )X v
@ v=2, baA DM KO =Q ¥ UslR

L4

sllez AL PuvTO @ S\ FA 02 DBLLWENTH Th
[‘O@k("*O‘ KO + kO
@ ~> AL PO .b\@ ,_>5-vc" PESSAMD DI MogTRARE  CHE
“BA TG =5 A", G"-’""D' (k40) A4Vt0) = ky %o
BN [VU4D v =0 => ¥ =0y m

| siice 4120 \ _—
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PeR o) kO s MA

v =4-v= (k"’u)v = k™1 Ub!), NE DEDOC,
whg SE Ky =0 Fuoeq
v< lt"'"(l(\l) = 1 (Qy) f—;Q —.

Legge dell’'opposto

=> ¥ =0 \//

Perogniv € V,siha (—1)v = —v.

Proposizione J

D.Isr?n?Stré\i,z{?.nﬁ'qv PER L'Uu(cﬁi oEC( ‘o PPOSTO BASTA
=
Dir, che vt w = 9

>EAA DEF. D UNO sV, E

DAC L ASSIOM . E g.

LECCE D) ANNULAm. DEL  PRODOTTO  SECUE €A TES

SAUA
w = AvA(-av = (1=aly >0V = 0Q
Y g. S.
LUECCR DPLL‘AUNUL(AA.
DEL RO DoOTYO.
=0 W= -V

=D (-4)""‘/
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Sottospazi vettoriali

Definizione/Proposizione
Sia V uno spazio vettoriale e W C V un sottoinsieme non vuoto. Le seguenti condizioni
sono equivalenti:

a) W e uno spazio vettoriale rispetto alle operazioni di somma e prodotto di V.
- 1> PARTIcol AR, DFVE (oNTWNGERr (L VAW Duke Q,

b) VEEReVw,w’ € Wsiha

CMuso
b1) w+w' €W, (W ¢ stabile rispetto alla somma)
cnvsSO
b2) kw € W. (W & stabile rispetto alla moltiplicazione per uno scalare)

c) Vk,kF  cReVw,w €¢ Wsiha kw +k'w’ ¢ W.

Se una qualsiasi di queste tre condizioni & soddisfatta, diremo che W € un sottospazio
vettoriale (s.s.v.) di V (0, semplicemente, un sottospazio).

Le condizioni b) e c) forniscono due criteri pratici per stabilire se un sottoinsieme
W C V di un determinato spazio vettoriale V' € un sottospazio.
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Dimostrazione (in tre parti). (AT ATA  TER JC momENTO)
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Osservazione
Uno spazio vettoriale V possiede sempre almeno due sottospazi: il primo € V stesso

(V C V), il secondo € dato dal sottoinsieme {Ov }.
ESRRCITI0: Vel IFICATE CWE [OV] & oON  SOTOZPAZ(0 .

Proposizione

Sia Sy C R” linsieme delle soluzioni di un sistema lineare X di matrice completa
(A|B) € M ni1(R). Sx & un sottospazio di R* <= il sistema & omogeneo.

u L3
Dimostrazione. “=> ;. Sk E v~ sSV , DFVE  (ONTEWERE
LovESTORE  WULO O, @ R“ ST Qpe B 5001 DEL SISTEA

AX =B, k(oA 2 "A'Qﬂ" = ORM = L S\SEMA B OMoG,

e v

m

\ "
SW R = Qﬂm ¥, ¥ el” pog sotvi ol 5
owme  Ax =AX) = 0. DAUE FPROPRIEIA DEC (ALK DE(LE

/r:r(%fiiu‘x‘) sl axh WAX) = g g < 1 0gn = 2 gr) e
L

KRS % G S; E  SEmPRE  vua  setvt pF(
SISTEMA z B QUIUDBL S5 t::_ s S\V. TER 1L CR)NERNOD <)
/
|
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7 M
Sottospazi di R? 724—-::

E’ un utile esercizio studiare i sottospazi di R%, che possono essere visualizzati
graficamente usando un sistema di riferimento cartesiano.

Sia allora V = R2. |l sottospazio banale {Ov} & un insieme con un solo punto: I'origine
del sistema di riferimento.

Dati a,b € R, l'insieme dei punti (x,y) € R? soluzione dell’equazione omogenea:
ax+by=0 7T

& un sottospazio di R? (proposizione sopra). Se (a, b) # (0, 0), 'equazione descrive
una retta passante per 'origine degli assi.

Vedremo pili avanti che sono sottospazi di R solamente R? stesso (I'intero piano),
{0gr2} ('origine), e le rette passanti per I’origine del sistema di riferimento.

Sottospazi dello spazio tridimensionale sono quelli banali (I'origine e tutto lo spazio), e
rette e piani contenenti I'origine degli assi.
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Esercizi

Esercizio
Dire quali dei seguenti insiemi sono sottospazi di R?:

2 : - ‘opjcin
= — =\, REI(A Cue PASSA PER L O0pj¢G 3
® W {(x y)ER x4y 0} K (sotvr. D UN SISIEMA  OmoG.)

(2] sz{( )ER2 ly = 4} NO, SISTEMA DISOoMmOCENEO )
9 . N> ESEmplo, PEh V= (4.4 g"’-“
©@ Ws={(x,y) eR*[&® —y=0}wo ((‘zl‘_.j’s (ss
V-l‘\) = (48, <
o W, = {(x,y) c R2 lx—y= 0} <V [srevaio unv @yIEOESEArO AL TR NERD oA
Ws = RE |1 € Z) bo , PO L2) wow & yER FicasO )
(5] 5—{(x,y)€ |x6 }AD & SFM Plo v -»(A, 4)ng
. = & elt — .
=k @ ky = T (1,4 ’-(l',T))C‘"\’{
Esercizio

Verificare che l'insieme R, [x] dei polinomi di grado non superiore ad n & un sottospazio
dello spazio vettoriale R[x].

Soluzione. La somma di due polinomi di grado < n € ancora un polinomio di grado < n, il
prodotto di un polinomio di grado < n per uno scalare & ancora un polinomio di grado < n.
Rn[x] C Rlx] € stabile rispetto alle due operazioni, quindi € un sottospazio. v
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Esercizio (esame effettivo)
Dire quali dei seguenti insiemi sono sottospazi in V = Rs|x]:

© U: = {p € V| p non ha radici negative},
® U:={pecV|pa-1)+plx+1)=2px)}.

v

@ We N8O B g S5V, FPEROHE N0 CTARILE TSP AUk SO4mA
> Bspmrlo pld) o6 q08) = v-1, ERTRAND W Uy

M4 ‘
(Ptq)) = pl)rqly) = &« =-1 = <+4 G U
P= CHE RADICE D) <tlU E NEGATIVA

=> b1) NOR B VERIFIcATO.

@ U, = 951/ 5 SYABLE AUA SoMma & AL FreSITTO
2 ¢ PEr UNO SALAY

pesst g,
FentelieC (o)) = 1 tq o)1 o)< %22)
= ZPG&)-FZ(?(%),Z(‘wc )Cz) =D S"“""(Guz_

Osservazione: se uno spazio V ha almeno un elemento v diverso da 0, allora ha un
numero infinito di elementi (poiché kv € V V & € R).

M
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Esercizio
Dire quali dei seguenti sottoinsiemi di M2 (R) sono sottospazi vettoriali:

Wi := { (all a12> € Mz(R) | Qo1 = O}
a1 Q22

Wy := { (all a12> € Mz(R) | Qo1 = 5}
a1 as2

T y I LVl ‘
Ws = {A € Ma(R) |A" = _A} MATRIC)  ANT .

Comm. 1 I VETTORZ woulo 10 Mgy (k) £ DavO o4 O _,(O O)

,_M,(;n)ﬁ OO
by 5 uw 559

@ O (\Q)G W, @ LE mATRICE 1IN Wy SNO TUWE DECA ForMA
)

6(

~ A é - o ¢

A = (o c) , B {O <

cot & bed
A<B = ( o gect| € Wy

. ke U6 )ty (/

W MOS0 ANALOGO L(A = (@) ke S 1

)Q é 515-\/- Eﬂcaé ¢

. b (= c B N e -b
U\Jaf Se &7(64> kv«('o é) A (“C _,CB

CONDLIIO N = - A —s @ © —o -6
e d )7 \ee =4
—cC

—=> a>92 , £¢O ‘ E -
QUIND] Wy & comPosTO0 Dk AUTRICt DEUA FORmA
6 b

A‘(Z ‘:) V¥ bLeR , oer, PER  EB= ( L o )

) '-’(L%.Q) O -C
A48 = { ) ) = ( < w\g

(SR \ [ 0 —uwb

© lexbuw © kA = (kb ) )':1 '

Le matrici m x n triangolari superiori formano un sottospazio di M, »(R)?
E quelle triangolari superiori complete?

| Slide 14/20



GEOMETRIA & ALGEBRA LEZIONE 08

Operazioni su sottospazi

Definizione

Siano U; e Us sottospazidi V.

® UiNnUsz:={veV|veU Av e Uy} edetto l'intersezione di U; e U..

* Ui+ Us:={v=ui1+u2€V|ui€Us,us € Uy} é&detto somma di U; e Us.
* Se U1 NUs ={Q}, lasomma U + Uy si chiama diretta e si indica con U; & Us.

Proposizione
Sia lintersezione U; N U, sia la somma U; + Uz di due sottospazi U;,Us C V

costituiscono sottospazi vettoriali di V.
Dimostrazione.
u,nu, £ S5V )
ID Tt v e AVGuz V/V CM«I_—) vV & W,
vl U, nu, => ! cu, = U L
ANCRLF ] Veu, Avel Vv e Uy v+v e U,

A vV el 5 a e Wk,

"__\,") v~ \)3 G (A4
C PFRODOTTO PER JUO SCAC ALE , (E\SEIZC)BIOJ

ShitMm. PER
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. =5 v uy
viveh,+4, = 2 V= ou, 4y, N wely 9 GU,

= (wptind ) A (e v ) U, 40,

SimiLm, FER (¢ [F22DIYTO ECeR ULNO SchALanrz (:;s@pcmo).

| Slide 16/20



GEOMETRIA & ALGEBRA LEZIONE 08

Decomposizione unica in una somma diretta

Proposizione
Siano Ui, Uz due sottospazi vettoriali in V tali che Uy N Uz = {Q. Ogniv € U; ® Us
Si puo scrivere in maniera unica come v = uj +ug conuy € Uy e ug € Us.

Dimostrazione.
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Esempio
Siano V = R? nonché

Ui = {(x,y) R’ |y =0}, U>={(x,y) €R*|x=0}.

U, e U, sono sottospazi di R? (asse orizzontale ed asse verticale). Lintersezione
Ui NUz = {(0,0)} e l'origine degli assi. Dall'identita:

(x,5) = (x,0) + (0,y)

segue che ogni vettore (x,y) € R? & la somma di un vettore (x,0) € U; ed un vettore
(0,y) € Us. Quindi U; @ Uy = R,
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Lunione U; U Us di due sottospazi tipicamente non € uno spazio vettoriale.

Esercizio

In V = R? si considerino ancora i sottospazi vettoriali
U= {(x,y) eR* |y =0}, U= {(x,y) €R*|x=0}.

Si verifichi che U; U Us non & un sottospazio di R2.

Soluzione.

Come dimostreremo piu in generale piu tardi, il piu piccolo sottospazio di V' che
contiene U; U Uz € la somma Uz + Us.
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