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Spazi vettoriali

Definizione
Un insieme non vuoto V è detto spazio vettoriale (reale) se in V sono definite una
operazione interna di “somma”:

+ : V × V → V, (v, v′) 7→ v + v′,

ed una operazione esterna di “prodotto per uno scalare”:

· : R× V → V, (k, v) 7→ k · v,

soddisfacenti le seguenti proprietà:

a) (V,+, 0V) è un gruppo commutativo,
ovvero ∀ u, v, w ∈ V si ha:

1. v + w = w + v
2. (u + v) + w = u + (v + w)

3. v + 0V = v
4. v + (−v) = 0V

b) ∀ k, k′ ∈ R e ∀ v, w ∈ V si ha

5. (k + k′)v = kv + k′v

6. k(v + w) = kv + kw

7. k(k′v) = (kk′)v

8. 1 · v = v
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Dato uno spazio vettoriale V:

• Chiamiamo vettori gli elementi di V.

• L’elemento neutro rispetto alla somma è indicato con 0V , o semplicemente con 0
quando questo non generi confusione, ed è detto vettore nullo.

• L’opposto di un vettore v (l’inverso rispetto all’operazione di somma) sarà
indicato con −v. Scriveremo

v − v′ = v + (−v′)

per indicare la somma di un vettore v con l’opposto di un secondo vettore v′.

• La definizione di spazio vettoriale si può dare sostituendo ad R un qualsiasi
campo K. Per semplicità ci limitiamo al caso K = R.

Esempi:

• le n-uple reali formano uno spazio vettoriale (reale), indicato con Rn;

• le matrici reali m× n formano uno spazio vettoriale (reale), indicato con
Mm,n(R);

• i polinomi in x a coefficienti in R formano uno spazio vettoriale, indicato con R[x].
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Legge di semplificazione della somma

Sia V uno spazio vettoriale arbitrario.

Proposizione

Per ogni v, v′, v′′ ∈ V si ha

(i) v + v′ = v + v′′ ⇐⇒ (ii) v′ = v′′.

Dimostrazione. L’implicazione (i)⇐ (ii) è ovvia. Dimostriamo che (i)⇒ (ii).

�
Slide 3/20

G E O M E T R I A & A L G E B R A L E Z I O N E 0 8

Legge di annullamento del prodotto

Proposizione
kv = 0 ⇐⇒ k = 0 ∨ v = 0.

Dimostrazione. In tre parti:

�
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Legge dell’opposto

Proposizione

Per ogni v ∈ V, si ha (−1)v = −v.

Dimostrazione.
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Sottospazi vettoriali

Definizione/Proposizione

Sia V uno spazio vettoriale e W ⊆ V un sottoinsieme non vuoto. Le seguenti condizioni
sono equivalenti:

a) W è uno spazio vettoriale rispetto alle operazioni di somma e prodotto di V.

b) ∀ k ∈ R e ∀ w, w′ ∈ W si ha

b1) w + w′ ∈ W, (W è stabile rispetto alla somma)

b2) kw ∈ W. (W è stabile rispetto alla moltiplicazione per uno scalare)

c) ∀ k, k′ ∈ R e ∀ w, w′ ∈ W si ha kw + k′w′ ∈ W.

Se una qualsiasi di queste tre condizioni è soddisfatta, diremo che W è un sottospazio
vettoriale (s.s.v.) di V (o, semplicemente, un sottospazio).

Le condizioni b) e c) forniscono due criteri pratici per stabilire se un sottoinsieme
W ⊆ V di un determinato spazio vettoriale V è un sottospazio.
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Dimostrazione (in tre parti).

�
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Osservazione
Uno spazio vettoriale V possiede sempre almeno due sottospazi: il primo è V stesso
(V ⊆ V), il secondo è dato dal sottoinsieme {0V}.

Proposizione

Sia SΣ ⊆ Rn l’insieme delle soluzioni di un sistema lineare Σ di matrice completa
(A|B) ∈Mm,n+1(R). SΣ è un sottospazio di Rn ⇐⇒ il sistema è omogeneo.

Dimostrazione.

�
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Sottospazi di R2

E’ un utile esercizio studiare i sottospazi di R2, che possono essere visualizzati
graficamente usando un sistema di riferimento cartesiano.

Sia allora V = R2. Il sottospazio banale {0V} è un insieme con un solo punto: l’origine
del sistema di riferimento.

Dati a, b ∈ R, l’insieme dei punti (x, y) ∈ R2 soluzione dell’equazione omogenea:

ax + by = 0

è un sottospazio di R2 (proposizione sopra). Se (a, b) 6= (0, 0), l’equazione descrive
una retta passante per l’origine degli assi.

Vedremo più avanti che sono sottospazi di R2 solamente R2 stesso (l’intero piano),
{0R2} (l’origine), e le rette passanti per l’origine del sistema di riferimento.

Sottospazi dello spazio tridimensionale sono quelli banali (l’origine e tutto lo spazio), e
rette e piani contenenti l’origine degli assi.
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Esercizi

Esercizio

Dire quali dei seguenti insiemi sono sottospazi di R2:

1 W1 =
{

(x, y) ∈ R2 | x + y = 0
}

2 W2 =
{

(x, y) ∈ R2 | y = 4
}

3 W3 =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 − y = 0
}

4 W4 =
{

(x, y) ∈ R2 | x− y = 0
}

5 W5 =
{

(x, y) ∈ R2 | x ∈ Z
}

Esercizio

Verificare che l’insieme Rn[x] dei polinomi di grado non superiore ad n è un sottospazio
dello spazio vettoriale R[x].

Soluzione. La somma di due polinomi di grado ≤ n è ancora un polinomio di grado ≤ n, il

prodotto di un polinomio di grado ≤ n per uno scalare è ancora un polinomio di grado ≤ n.

Rn[x] ⊂ R[x] è stabile rispetto alle due operazioni, quindi è un sottospazio. X
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Esercizio (esame effettivo)

Dire quali dei seguenti insiemi sono sottospazi in V = R3[x]:

1 U1 =
{

p ∈ V | p non ha radici negative
}
,

2 U2 =
{

p ∈ V | p(x− 1) + p(x + 1) = 2p(x)
}
.

Osservazione: se uno spazio V ha almeno un elemento v diverso da 0, allora ha un
numero infinito di elementi (poiché kv ∈ V ∀ k ∈ R).
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Esercizio

Dire quali dei seguenti sottoinsiemi diM2(R) sono sottospazi vettoriali:

W1 :=

{(
a11 a12

a21 a22

)
∈M2(R) | a21 = 0

}

W2 :=

{(
a11 a12

a21 a22

)
∈M2(R) | a21 = 5

}
W3 :=

{
A ∈M2(R) | AT = −A

}
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Le matrici m× n triangolari superiori formano un sottospazio diMm,n(R)?
E quelle triangolari superiori complete?
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Operazioni su sottospazi
Definizione
Siano U1 e U2 sottospazi di V.

• U1 ∩U2 := {v ∈ V | v ∈ U1 ∧ v ∈ U2} è detto l’intersezione di U1 e U2.
• U1 + U2 :=

{
v = u1 + u2 ∈ V | u1 ∈ U1, u2 ∈ U2

}
è detto somma di U1 e U2.

• Se U1 ∩U2 = {0}, la somma U1 + U2 si chiama diretta e si indica con U1 ⊕U2.

Proposizione

Sia l’intersezione U1 ∩ U2 sia la somma U1 + U2 di due sottospazi U1,U2 ⊆ V
costituiscono sottospazi vettoriali di V.

Dimostrazione.
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Decomposizione unica in una somma diretta

Proposizione

Siano U1,U2 due sottospazi vettoriali in V tali che U1 ∩U2 = {0}. Ogni v ∈ U1 ⊕U2

si può scrivere in maniera unica come v = u1 + u2 con u1 ∈ U1 e u2 ∈ U2.

Dimostrazione.
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Esempio

Siano V = R2 nonché

U1 =
{

(x, y) ∈ R2 | y = 0
}
, U2 =

{
(x, y) ∈ R2 | x = 0

}
.

U1 e U2 sono sottospazi di R2 (asse orizzontale ed asse verticale). L’intersezione
U1 ∩U2 = {(0, 0)} è l’origine degli assi. Dall’identità:

(x, y) = (x, 0) + (0, y)

segue che ogni vettore (x, y) ∈ R2 è la somma di un vettore (x, 0) ∈ U1 ed un vettore
(0, y) ∈ U2. Quindi U1 ⊕U2 = R2.
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L’unione U1 ∪U2 di due sottospazi tipicamente non è uno spazio vettoriale.

Esercizio

In V = R2 si considerino ancora i sottospazi vettoriali

U1 =
{

(x, y) ∈ R2 | y = 0
}
, U2 =

{
(x, y) ∈ R2 | x = 0

}
.

Si verifichi che U1 ∪U2 non è un sottospazio di R2.

Soluzione.

X

Come dimostreremo più in generale più tardi, il più piccolo sottospazio di V che
contiene U1 ∪U2 è la somma U1 + U2.
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