Strutture algebriche

Definizione

Una operazione interna (binaria) di un insieme S & una applicazione

x:Sx8 =8, (s,8)—>sxs.

3 (.S,é\ TS yg
Osservazioni:

» Le operazioni tipicamente si indicano non con delle lettere ma con dei simboli, ad
esempio I'asterisco di sopra. Altre possibilita (lista naturalmente illimitata)

+, -, X, =, N, U, ., etc.

» Quindi, se il simbolo scelto per I'operazione & +, scriveremo I'immagine di (s, s’)
come s +s’, se il simbolo & = scriveremo s +—s’, etc.)
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Esempi

Operazioni aritmetiche:

» Somma e prodotto fra numeri naturali, interi, razionali, reali, complessi sono
operazioni interne rispettivamente di N, Z, Q, R, C.

> La sottrazione € una operazione interna di Z, Q, R, ma non & una operazione
interna di N, poiché la differenza fra due numeri naturali non & sempre un numero

naturale (esempio: 2 — 7 = —5 € un intero negativo). ¥i=—
- EN eN  €Z . o .
» La divisione non € una operazione interna di N o di Z (il rapporto fra due numeri

naturali/interi non € sempre un numero naturale/intero), né di Q o R (non si puo
dividere per 0). E una operazione, ad esempio, di Q\{0} ed R\{0}.

Operazioni fra matrici:

> La somma di matrici reali & una operazione interna di M, »(R), per ogni m,n > 1.

> |l prodotto righe per colonne € una operazione interna di M, (R), per ognin > 1.

Operazioni insiemistiche:

> Sia S un insieme e indichiamo con P(S) la collezione dei sottoinsiemi di S, detto

insieme delle parti di S; intersezione e unione sono operazioni interne di P(S).
N V)
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Definizione
Siano K e S due insiemi. Una operazione esterna di S ad operatori in K € una
applicazione

KxS—=8, (ks)r ks

Esempio:
> |l prodotto di una matrice reale m x n per uno scalare A € R € una operazione
esterna di R X M, »(R) = M »(R) ad operatori in R.

Definizione
Un insieme con delle operazioni (interne o esterne) € detto struttura algebrica. J

Esempi:
> (N, +, -) € una struttura algebrica con due operazioni (entrambe interne).

> Linsieme {FALso, VERO} con le operazioni OR e AND € una struttura algebrica
detta algebra di Boole (alla base, fra le altre cose, del funzionamento dei
computer).
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Proprieta delle operazioni interne

Definizione

Una operazione interna * di un insieme S si dice commutativa se V r,s € S si ha
rxs8=s8xr,
e si dice associativa se per ognir,s,t € S si ha

r«(sxt)=(rxs)x*t.

In tal caso scriveremo semplicemente r x s x £ per indicare il risultato dell’operazione.

v

Esempi:
commutativa associativa

Somma di due numeri / n-uple / matrici v v’
Unione e intersezione Vv v
Prodotto di due numeri v v

Prodotto fra matrici K v
Differenza fra insiemi K 1.4
Divisione ~ * X <

264£ 1.7 (42):L £ a:Q2:2)
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DIFFEZ ) PRA [NSIEM) |

A\B
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<+ A\ (B\ <)
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Elemento neutro

Definizione

Sia (G, x) uninsieme con una operazione interna. Un elementoe € G é detto elemento
neutro rispetto all’'operazione considerata se:

VeeG, gxe=exg=g.

Esempi:
» il numero intero 0 € elemento neutro rispetto alla somma di due numeri;
il numero intero 1 € elemento neutro rispetto al prodotto di due numeri;

>
> la matrice nulla O o4, ,(r) € €lemento neutro rispetto alla somma di matrici m x n;
» la matrice identica 1, & elemento neutro rispetto al prodotto di matrici n x n.

Proposizione
Se (G, x) ha un elemento neutro, questo & unico. J
Dimostrazione (per assurdo). SIAWd € F e bug ElF~EBEuYl NEUTRI
AtLoR &

. K — '
e = €%e = ¢ =2 e=e

/

¢ NEJT RS € NFunRo
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Elementi invertibili

Sia (G, *,e) un insieme con una operazione interna ed un elemento neutro.

Definizione
Un elemento g € G si dice invertibile in (G, x, e) se esiste un elemento A € G tale che
gxh=hxg=e.

I . . - . . . p—
In tal caso 4 si dice inverso di g e siscrive h =g~ 1.

Esempi:
» Ogni elemento n di (Z,+,0) € invertibile, ed il inverso & il suo opposto —n .

» Ogni elemento non nullo x di (Q, -, 1) & invertibile, ed il suo inverso & I'inverso x~ 1.
Lelemento 0 € Q non ¢ invertibile (rispetto al prodotto).

» Ogni elemento A € M, »(R) € invertibile rispetto alla somma, ed il inverso & dato dalla
' matrice opposta —A. “Ai= (- o)

> Se A ¢ M, (R) & una matrice invertibile, il suo inverso rispetto al prodotto & A~ 1.
(#a vy Gw edwice B NV 1BILE
7

Y
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Definizione

ia (G, *,e) un insieme con una operazione associativa ed un elemento neutro. Una
struttura algebrica di questo tipo € detta monoide.

Proposizione (Unicita dell’inverso)

In un monoide, se un elemento € invertibile allora il suo inverso € unico.
(As5eC+)

Dimostrazione. (e=fl &950&&5) ‘

S qe& I suPeoNIAme  cuE hbh € sSave sor lovees

-

2 g Quin DY,

(4
‘4 € ‘1 =
NFusTo, © MA

\nl-r. ")'!e = L\‘x(&a([q) = (Ll,V&) «L, - €¥‘{4 — L

AgsoC. Ee.
vFseo AFUTRD

= U =0 v
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Gruppi

Definizion

Un insieme G con una operazione interna * ed elemento neutro e si dice gruppo se:

i) I'operazione * € associativa; __

i) ogni elemento di G & invertibile. ronoe

Se l'operazione * € commutativa, diremo che (G, x,e) & commutativo o abeliano.

Osservazione: un gruppo € un monoide in cui ogni elemento ¢ invertibile.
Primi esempi:
> (Z,+,0) e (Q\{0}, -, 1) sono gruppi commutativi.
> (Mmn(R)(+)0r,..(r)) € un gruppo commutativo.
> Linsieme S(n) delle permutazioni & un gruppo (il cosiddetto gruppo simmetrico),
con operazione data dalla composizione di due permutazioni: o *x 7:= o o 7. Ogni

permutazione € una applicazione biunivoca e questo fornisce l'inverso, mentre

I'elemento neutro & dato dalla permutazione identica. Per n > 2, il gruppo S(n)

non & commutativo. *» =¥ Fo 9 i & (429) > (2,13)
T: (4:2,55 = (2,% 1)

Qo ¢ (lcl(,}) — {_&214) Tod: (/hZ\S) —> (1,3 Z) => 4T ‘.{‘:'C r
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| seguenti insiemi diventano tutti gruppi tramite la moltiplicazione di matrici, la matrice
identica 1,, come elemento neutro e I'inversa di una matrice come inverso. Lunico
aspetto da verificare € che la moltiplicazione sia effettivamente un’operazione interna.

* GL(n,R) := {A € M,(R) | det(A) # 0} si chiama gruppo lineare generale.
DA DimegRugg ; Il CROSOSTIO TRA Susg smatlic]) \WBIIBL) & VW,
INNERTIBILE E QuINDI DFFINISCE  on' 6PmRA2. INTRXAX
CLla, @) « GL(n ) —> GL [n,m

(4 , B) > ABR

— 13 cuf  TEp  (FOTESD
Liag) = bt(4)- L ) #o To 80 | L8 £0

.smE\' =S AR € €L(wR)
e SL(n,R) := {A € M,(R) | det(A) = 1} si chiama gruppo lineare speciale.
A GG-L (u(ﬂ)
It FRODOTTO mu v maTICl B QN'OPERAL. UTBANA

SL(M,KL) < Lln m) —> SL("'"Q)
s AR GSLm k) > &t =dd(g) =1
= dh(AB) =  Lt(A) &i(R) = 4.1 =41

BIUFT
= A8 € SL(u,R)
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® O(n,R) :={A € M,(R) | A~ = AT} si chiama gruppo ortogonale.
A < GL(ule)

|
L PRID. FRA puvRic) (UPLCE N op. (WUSSWA o(m‘k\&O(w,R\ ”‘>0(v.*-_
VER) FIChlAMO;

W' = BN = BTN = (hp) = A8 =Gp)T

4, LEUONE (1) IPRYES) 3. LELONE
A B¢ Ol m) ) = AR € Oy, ﬁ)

—

v/

® SO(n,R):={A € O(n,R) | det(A) = 1} si chiama gruppo ortogonale speciale.
(plm. M E _@Pkk-)

@MuENTS L Sp A c omR) => Li(&)==%1 ;
DIMOLIRAL. < = &t (D ) = &f(A /() &G(/\AT)-— Sof () el (A

(&zi(ﬁc )Z ACdu,ilZ) Bwey

=> =4
A = deb (A7) bt(a) =14 v
® Controesempio: Linsieme X = {A € O(n,R) | det(A) = —1} non € un gruppo:

=t ARcX , Aeor & Lt(aR) = Lot(A) @J(g) «Gay (1) =4
<> /\gé;x => K M B wuu GRUER.
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Anelli
Definizione

Sia A un insieme dotato d@perazioni interne, che chiameremo somma (indicata
con +) e prodotto (indicato con -), e di due elementi 04 € 1 4. La struttura algebrica
(A, +,04, -, 14) sidice anello (con unita) se le seguenti proprieta sono soddisfatte:

—_—

. (A, +,0.4) € un gruppo commutativo;

2. il prodotto € associativo; ( A, I E  uN MONOIDE
3. 1.4 € elemento neutro rispetto al prodotto;

4.

per ogni a, b, c € A si ha (proprieta distributiva):

a-(b+c)=a-b+a-c (@a+b)-c=a-c+b-c

Un anello si dice commutativo se il prodotto & commutativo.

Esempi:

» (Z,+,0, -,1) & un anello commutativo; (.mswz\& VERIFICAT A

> pern > 2, le matrici n x n formano un anello non commutativo. Alch  DSECOUDA  LFT. )
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Campi

(Q,+,0, -, 1) € un altro esempio di anello commutativo. Rispetto a Z gode di una
proprieta aggiuntiva: ogni elemento non nullo di Q € invertibile rispetto al prodotto.

Definizione

Un anello commutativo (con unita) K si dice campo se ogni elemento diverso da zero
e invertibile rispetto al prodotto. Ovvero,

1. (A,4,0.4) € un gruppo commutativo;
2. (A\{g}, -, 1.4) & un gruppo commutativo;

3. perognia,b,c € Asiha:
a-(b+c)=a-b+a-c (@+b)-c=a-c+b-c.

Gli insiemi Q, R, C con le usuali operazioni sono campi.

Gli insiemi Z e M, (R) (con n > 2) sono anelli, ma non sono campi.
NON YUYl GL) wseEBguT) W M. (R) SONO INVERT(R)L)
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Mo CC)
M ( Q\

Osservazione
Si possono considerare matrici con elementi in un campo K qualsiasi, e sistemi di
equazioni lineari con coefficienti in un campo K arbitrario. | teoremi enunciati sono

validi nel caso in cui invece di R si consideri un campo K arbitrario (ad esempio K = C
0K = Q).
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Estensione di Q mediante v/2 -

Q C R non solo costituisce un campo, ma anche un sottocampo in R. Visto che
V2 # Q, si pud “estendere” Q mediante v/2 nel seguente modo per ottenere un nuovo

campo Q C Q(v2) C R:

Linsieme
© ¢ QW2 :={a+bV2|a,becQ}CR

con le operazioni ereditate da R costituisce un campo.

Verifica. >¥vo  DiMogyRE Chg (2 OfITUR. S SmmA  E
fRODOTTe DEFINITE I KR S)  RssTRWGONY A of8ue

INTRRNVE D) Q(ﬁ) i

PRENTO “« = O, "féqﬁ , U= o A bz\,‘zﬂ , A%y, L""LZ S Q.
DEVO DIMODR. <=+ 7 € @('/;’)

(64_,9,, (“z + Lo V2 ) = (a,,-c az) (bq-f 57)"7
= cdl7 e Q@7)

Vs cug 040,60 L, c0,
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DEM  RISPESTO AL o 0oIT0

Xy = (04494 ’.7) (GHQ-:V—’) (°‘ a),'fZ!?n )+ (“452*!74“2)\/27€Q(7E')
e B c@

" v
=D fmmA & PODITIO Send  chust gy Q1)
LW RISPENS  &UA  SOMMA F O SEMRIEM, o~ % =-a~b)7

Xty =

L SUE  ¥cEmenNT!  MEVTRI 2 O (a=é-.—o) g A (a=4, é/.-o)
SlvErse RISPETTG kL m.bo\’\‘°

<ERE A ma  SA W Q("/?)7
RWRE&BE E x o br’] ( .

WFAYY,

Y A _L"f_’:~-/—~"‘g4 »zu =N | N A %
— -z - = "i1_312  a?el al -

ot b7 etbl? AP or oked

=> «°7 €017

Esempio
Nello stesso modo si costruisce

RCc C:={a+bi|abeR,i=+v—1}

come estensione di R mediante /—1.
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Lanello dei polinomi K x|

Definizione
¢ Un polinomio di grado n > 0 in una variabile x e a coefficienti in un campo K &
una espressione del tipo

P(x) = anx” + an_12"" "+ ... +a1x +ao-

cona; € Kperognii =0,...,n,ea, # 0.
® Un elemento r € K é detto radice del polinomio considerato se P(r) = 0.
® Una equazione del tipo P(x) = 0 € detta algebrica o polinomiale di grado 7 in x.

v

Linsieme dei polinomi (di grado arbitrario) in una variabile x e a coefficienti in un
campo K viene indicato con K [x]. A noi interessera il caso K = R.
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K |x] come anello commutativo
TOERAMD TEFWWRE Somma 2 PRoDOTD  mE  oft INVERN €

D KIxl

n
w
OVUF Bl Nom. -?(&) :: oy Xl‘ @(x‘\ '?Z.LQK)(
=0 ‘ k=0
SUFFON IAMO W2 h " "
SOMMA ~ (P+Q)(s<) ¢ P) -Q(%) = Z (au—ebk)K& -ez a«ukl‘
k=0 k= un<1
PRCTYOL o (5 a xu), Y bowk) o < I
r0)6) = (£ ox7)-(3 burt) 3 (estes )
#0 35=0

1D ACIRAYIVA, TRAMITE
o Lz saC(ng\cm D) (CAUChy:

4CR WO f(x] @@ - “_ 0 .V lo) @(2‘] 5‘-(‘90, ...,,bw, 0, ~~10)
/f-(@)(&\ (co—{Lo an by, ,a.,,-(b,, R e Y 0‘...., o)
(PQ)(‘) (Ok b (a,, !941'0 .Q{ (2o b, + anwb, € a, L}K e, )

S o /1 2 “BRoPATT0 =\
PES( W1 OV V6LY Biouf'
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NEN
Un polinomio reale pud non avere radici reali. Esempio: P(x) = x? + 1 non ha radici
reali; ammette pero due radici complesse. Diciamo che C e algebricamente chiuso,
poiché ogni equazione algebrica in C (di grado n > 1) ammette soluzioni.

Teorema fondamentale dell’algebra
Un polinomio di grado n > 1 a coefficienti i uo sempre essere scritto nella forma
1
Px)=clx—r)(x—rz)...(x — 1), FAYTOR) cWeAp”
doveri,...,r, € Csono le radici e ¢ € C un coefficiente non nullo.
y

Le radici di un polinomio non sono necessariamente tutte distinte. Ad esempio
x* — 6x 4+ 9 = (x — 3)? ha due radici, entrambe uguali a 3.

Indicando con p1, . . ., ux le radici distinte del polinomio P(x) (k < n), si avra
P(x) = c(x — pa)™ (o — p2)™ .o (o — pu)™

dove m; > 1 & detto molteplicita della radice u;, e si h@z + ... %
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Teorema delle radici razionali
Consideriamo un polinomio (a, # 0) di grado n Os,..., o € L.

P(x) = @nx" 4+ an_12"" " + ... +a1x + ao

a coefficientSe un numero razionale r = p/q € Q e una radice di P(x), allora

i) p divide ao;

ii) g divide a,,.
Le radici razionali si possono determinare considerando tutti i possibili valori di p/q,
con p divisore di ag e q divisore di a,, e verificando per sostituzione quali sono radici.

Esempio W) = o
Sia P(x) = x* — 2x® — 5x + 6. 0o A
| SISt D) o, SN0 f4, t7, r3z 6, ! dvwo DI
oy SN £4 . GuUIbSl
3
% e {£4,52, 73 ~C)
e SOSTITUUWE 4 vgkl\FA Che cg DIl <o 1,3 72
=> Px) = (- 4)(*-3}(&4*23
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Regola di Ruffini

Dato uno scalare r e un polinomio P(x) di grado n:
P(x) = @nx" 4+ an_12" " + ... +a1x + ao GRAPO  \»
con a, # 0, la regola di Ruffini permette di decomporre P(x) nella forma

Px)=(x—r)Q(x)+R

in cui
Qx) =by_1x" L+ ...+ bix + b ceand  u-1
e il quoziente della divisione ed R € una costante, detta rest&Si procede come
@
av ®u-1 Ga-2 T 2 o "o
- by.q-T by T [ be-r  ber
qu,.a-f S ‘4-—2. 46, _,;r 0.24924‘ v ALt opbby
Se r € una radice x), allora il resto e
Sige 2123
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Data una equazione di 3° grado, la regola di Ruffini permette di ridurla ad una di 2°
grado se almeno una soluzione € nota a priori.

Esercizio
Sia
P(x) = 2x° +x° — 4x — 2.
Usando il teorema delle radici razionali, scopriamo che una radice & r = — 1. (£sox KIOS
Dividendo P(x) per x — r si ottiene:
( 2. 1 -k -2
._,i chy= - r-bg = r-boz2
2 ay € by = O gt Cby o<t
= bz > ba = <4 = 0O
< by

=> FCK)“(K‘F'Z)@(*) |n QRY =2%% +0x - &

= 2wl _—
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Esercizio
Sia
P(x) = 2x° + 2¢* —x — 3.
Usando il teorema delle radici razionali, scopriamo che una radice e r = 1.
Dividendo P(x) per x — r si ottiene:
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