GEOMETRIA LEZIONE 19

. . _ o R 1P (W)
Primi cenni sulla geometria proiettiva sze

Su R*™\ {0}, si introduce una cosiddetta “relazione di equivalenza”:

v~w: <= 3\ e€R\{0} tale chev = \w.

Definizione
Linsieme
‘Tor'E ¢z eFrre DI P*(R) := R"™\{0}/ ~

R eAscant) vee L odloing”

si dice spazio proiettivo (s.p.) di dimensione n. Nel caso n = 2, si parla del piano
—

proiettivo.

OGPl REMIA PSSWTG CER L OAGIpE  VIENE  QUSDERIYR  (OwF U0 Qpico m;no/
e Quindi due vettori in R"*1\ {0} vengono identificati se sono proporzionali. Ovvero, e&sem
tutti i punti su una retta di una determinata direzione e passante per I'origine vengono -
identificati e considerati come un unico punto.

e Considerando il fatto che le rette passanti per I'origine sono (gli unici) sottospazi
vettoriali di dimensione 1, si pu0 dire:

P"(R) = {W C R""" | W & sottospazio, dim(W) = 1},

ed ogni sottospazio (ogni retta passante per I'origine) diventa un unico punto in P*(R). _
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Sottospazi proiettivi

Definizione

@ Sia U C R"™! un sottospazio vettoriale (s.s.v.) di dimensione & + 1, )linsieme
k n MOTA
P(U):={LeP*R)|LcCcU} gguwg U

si dice sottospazio proiettivo (s.s.p.) di dimen

@® Sottospazi proiettivi di dimensione 0 si dicono punti proiettivi, di dimensione 1
rette proiettive. Per convenzione, dim(@) := —1.

[oomer Lo (P0) - die () -4 |
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Teorema
Siano M, N @@due s.s.p.condimM + dim N > n. AlloraM NN # &. J

imostrazione. SIAWe M F V  Due  SOTTXPA{l VBTVORAL  (s<V))
0@@ T.C. M= PM) , N = PV) ., oDaa  Formota D GEAR~ANN
PER | S.SV. sStcug (K
«—_J‘.M(UO\I) < c[';u«(u) o+ iwn (V) = divn (UN\/)@c(\M (1] < ‘(i“"(v)—é"'M)

S e 2 Lo () L (0) 42

A di\M (W""") —_u-11

7 A
ouinpl  Liwn 6?(01)()]?(\[)) E &chBENO  EERO , QUIND)  ditm (lﬂh)(”’(v)) #;f

(ws'eo g dnn (ﬁ) = - 4) ]
Corollario p Rg\qu(\,

Nel piano proiettivo P2(R) due rette proiettive sono sempre incidenti. Di conseguenza,
non esistono rette parallele in P?(R). o J

—

Dimostrazione. fEr wwE RESYT  PROIEXTIVE L, ,Lz c P ((Q) , =\ |
HA  Lin () 4dimn (L) =2 . 0 & APPucA L TEROREMA

PReceomvT e,
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Proposizione
Per ogni due punti P # @ distinti in F®(R) passa un’unica retta proiettiva. J

Dimostrazione. PR DEFIN1Z. D) eunte  ProEvivd (&sf 3 dim = O\
EqsTdONe T RESYE U . ‘M , C uel ( OWECO, SV D 4;\.,. 34)
PABAUTL T (‘OGN  T. C. o

PU)-P B =Q
Ly Dug REVWE 4, U, GFUERAND Un PAWD  OUWIco W e

e

(sEmr(w TASZANYE PEe z_‘ozlamg) SALE che

L = P(w)
(coo Sn (L) = &, (f[w)> = 4)

FPANSCE UM ONICO s.SF o DM, 'L, CIOE OUMA RETA

oo TQ <L , err (osTece. = < (e 0tk
Ul
/MZ =
P (1) 'V
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Coordinate omogenee L,

(r44)~ e a ) )
Ogni punto x = (x9,%1,...,%,) € R*T definisce un’unica retta L, € R**

passante per x e I'origine 0. La retta L, sipud quindi considerare come punto
proiettivo, definendo cosi un’applicazione suriettiva

pr : R""1\{0} = P"(R), x+ L,.

Si scrive
pr (X0, X1, ...,%n) =: [X0,%1,...,%n]
Definizione
Xo0,X1, - .. ,Xn Si dicono coordinate omogenee del punto proiettivg[xo,xl, ey Xnl. J

Nota: le coordinate omogenee non sono univoche, visto che per ogni A € R si ha

[Axo, Ax1, ..., Axn] = [x0,%1,...,%n].

Esempio P R3\g6) —> F(KZ)
Nel piano proiettivo P?(R), con [1, -2, —3] indichiamo indifferentemente le terne
(1,-2,-3),(-1,2,3), (-2,4,6) esiha[l,-2,-3] = [-1,2,3] = [-2,4,6].

TP (R) wod Ha ORIGWE"

Nota: il simbolg [0, 0, ..., 0] § privo di alcun significato.
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Rette nel piano proiettivo

Nell’'ottica delle coordinate omogenee, possiamo considerare il piano proiettivo come:
PZ(R) = {[xo,xl,xz] |.’X30,.’)C1,.’)C2 c R, non tutti nulli},

con [Axo, Ax1, Ax2] = [x0,x1,%2] per ogni A € R,

Definizione
L'equazione cartesiana di una retta proiettiva in P?(R) & data da N e
o~'»<4-¢1-’>§"‘ c=0
SiSTEmA OMOGEPES r:cxo + axy + bxe =0,
cona,b,c € Rnon tutti nulli. FAWABUTE:  ox, tbe € cxs =0
Esempio
r:xo = 0 oppure s : xg + 2x1 — 2x9 = 0 sone rette proiettive in P?(R). J

S vk SE e m]ET, ICoRk  ANCUT l}xo, P xuz] ¥ ae
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Proposizione

Siano dati i punti distinti Ppo,p1,p2] € Q[qo,q1,q92] Allora 'equazione cartesiana
dell’'unica retta r passante per entrambi i punti & data da

e

Po pP1 P2
r: det dgo Q91 Q2 =0.
X0 X1 X2

Dimostrazione.

Una retta proiettiva r & definita da una equazione lineare c_)m_en/ea_nelle
indeterminate xo,x1,x2. Pud allora essere pensata come uno sottospazio vefftoriale
W di dimensione 2 in R?, ovvero un piano passante per l'origine.

| punti proiettivi P e @ appartengono ad r se e solo se le loro coordinate omogenee
verificano I'equazione di r, ovvero se e solo se i vettori (po,pl,pz)ee (Qo,91,92) €8
appartengono al piano W, ovvero se e solo se i tre vettori (po, p1,p2), (Qo,91,92) €
(x0,x1,x2) sono linearmente dipendenti.

Per concludere, la retta r € unica perché il piano W & unico.
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Esercizio

Scrivere I'equazione della retta cartesiana passante per i punti proiettivi [1,2,3] e
[0, 1, 1] nonché della retta passante per [0,2,1] e [0, 1, —1].

)

‘ A 2z 3 AT Z\ 1 2
Y: ig& S 4 4 =0 ;—7 JL" O X4 o1 :xz42$g’~§>‘o">‘4

Ko %4 xl X ¥ .o Ko ¥
=0
Ji "}<°“$1 *X2 =O o EQUIN. L4 KD-Q)C.,-/)‘Z =0
?) o 24

S &_‘ O 4 -4 =0 CON LAPACE P20 ca Peim A COLOoVNA ;
Ko > 72 O 2 4
el o4 -4
Fo &t

=> “2X5 =0 r © EQuWV.: @
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Punto di incidenza per due rette nel piano proiettivo
Abbiamo visto prima che non esistono rette parallele nel piano proiettivo. Il punto di
incidenza fra due rette distinte r : cxo + ax1 + bxs = 0es : c'xg +a'xy + b'xy = 0 si
calcola semplicemente mettendo le due rette in un sistema:

cosDENS
cxo +axi + bxo = 0 (%o, a ,x,\, ('o».L.eSl
c’xo+a'xy +b'xe = 0, (a'.L:c') e
ovvero (OmF  vEN07) 10 N2
{(c,a,b), (x0,x1,%2)) = 0
((c',a’,b"), (x0,x1,22)) = O.

La soluzione del sistema ¢ allora generato da un vettore (xo,x1,x2) ortogonale sia a
(c,a,b) siaa (c’,a’,b"), e quindi dal loro prodotto vettoriale

c ¢ ab’ — ba’
alANlad | =] b’ —cb
b b’ ca’ —ac’

In conclusione, il punto proiettivo r N s ha coordinate omogenee

[x0,%1,%2] = [ab’ — ba’,bc’ —cb',ca’ —ac’]. @ (Pz (l[n
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Esercizio

Calcolare il punto di incidenza

© delleretter: —3x0+2x1 +x2 =0es:x1 + 2x9 =0, W7y “4g°
2*27"/ = O

v

@® nonchéedelleretter : —4xg +x1 +2x2 =0es:x9 +x1 + 2x2 = 0.

@ PUNTO PUNGPBUIA  rN S BSSLUWE (& SSTEMA

(-3,2,1), (s0 2%\ =2

K (2,2, 0)/ ("‘Gl >~-n‘*2\> =0 -2 { 9eomtd
GQUIND) ("’)SS.L (___;,2,4) , GGS).‘_ (4,?,0) 7 to0ss= ( :)u((z));(:a -(-3.6)

32~ 2-4
14 _4 -
oUup  Tos =[~-1, 2, ——33 (-"—' [4,-9 8] = ):3, % 1]) - (:)
_ -Q
@) w repo ANALOGD NG -
L A (O RERIE o
ths= (-—1 N A -;(2.4-[,:,)-2 = |10 =2 ras*r[o, AD(-3]
14 2 41 €)1 -3 S SULA NEA ¥ow O,

Privo di nozione di parallelismo, urge allora dare un significato geometrico al piano
proiettivo per capire le sue relazioni con il piano (affine) R.
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Immersione di R% in P%(R)

Il piano R? (piu precisamente, il piano “affine” A%(R) che & sempre R%, ma considerato
come insieme di punti, non vettori) € I'insieme dei punti di tipo P(x,y), dove x e y sono
numeri reali, dette le coordinate affini (risp. cartesiane) di P rispetto ad un fissato
sistema di riferimento, ovvero rispetto ad una base {e1, e2} di RZ. Si consideri

Jo:R* = P*R), (x,y) — [1,x,y].
Tale funzione si chiama la omogenizzazione o carta affine.

Lemma WEWWA T SE 5o (P) £5(@) = T q
La funzione jj € iniettiva. J

Dimostrazione.  SOPPONIAMO 5 @ =2, B) e (6, 1), Q(%,%) € R
S O P2l =14 0, %] W @ed. omosrve: |

BSeTRE N ef\§oy =.c.

(@/ S‘F", S‘Tz\“ . ?4, 72) (or¢ VEXTOR) (10 V3 i

DKLCA PRIMA  CORDINATA ¢ x= A E oo (f.,m -:(q,,?,\ > C=Q

.

Slide 11/22

GEOMETRIA LEZIONE 19

Quindi possiamo dire che R? C P*(R), identificando in modo univoco ogni punto P

di R% con la sua immagine sotto jij, cio& con jo(P) € P%(R). Lacarta-affinejo-noné—

y . IR " L] 2 H 2
D’altra parte, non tutti i punti in P%(R) vengono “raggiunti” da jo. Ovvero:

Lemma

La funzione jo non & suriettiva. | punti raggiunti da jo costituiscono l'insieme

{[x0,x1,%2] € P*(R) |@-@

Dimostrazione. SgE %e ¥0O , IL €ouTo (%‘i %) cRy uizve  MAPPATD
/

Aoso(E, )~ E B = Lo w0

©orp. omeG.

Nota: La carta affine j, non & I'unica possibilita per “immergere” R? in P?(R).
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Punti impropri e retta impropria

Quindi, i punti proiettivi che cadono al di fuori di R sono quelli che hanno prima
coordinata omogenea nulla. Questi punti giacciono sulla rettﬁm:/om:Lj

Definizione

La retta ro : x9 = 0 si chiama retta impropria ed i suoi punti si dicono punti impropri.
Tutti gli altri punti di P?(R) (o pit in generale di P*(R)) si dicono punti propri.

Ad esempio, P = [0,5,4] e P’ = [0, 7, v/2] sono punti impropri che stanno sulla retta
impropria o, mentre @ = [3,7,978609] € un punto proprio.

R? £Z ()

“ '—/\ "

Chiusura proiettiva

Definizione _
Sia L C R? un qualsiasi sottoinsieme di punti di R%. Linsieme L = jo(L) € P*(R) di
punti proiettivi si chiama chiusura proiettiva di L.

In conclusione,
P?(R) =R*Ury =R* U {xo = 0}.

v

Esempio =0
La chiusura proiettiva del punto P = (4,7) in R? & datada P = [1, 4, 7], mentre quella
dell'origine (0,0) € R? & data da [1,0, 0].

Esplicitamente, si ottiene la chiusura proiettiva applicando le sostituzioni
X1 X2
xo’ xo’

e cancellando i denominatori se I'insieme in questione e definito tramite equazioni.,

Esempio riag« b <c w0

ola chiusyga proiettiva gélla retta generica r : ax + by + ¢ = 0 in R* & data dalla retta

proiettivs?? :axy + bxa 4+ cxp = 0 0 equivalentemente 7 : cxo + ax1 + bxe = O.
eSiar:2x—y+3=0.Allorar: 3x¢g + 2x; —x2 = 0.
e Seinvece s : y = 0 & un’altra retta in R?, si ottiene la retta proiettiva s : xo = 0.
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Parte affine

Definizione
Sia S C P%(R) un qualsiasi sottoinsieme di punti del piano proiettivo. Linsieme S N R?
di punti propri si chiama la parte affine di S.

K
Questa raccoglie i punti di S che si “vedono” in R2. Per determinarla basta dividere per

X2

X0 (se non zero) e ridenominare le variabili come x := ﬁ—; ey = .

2 & 4 2,3
Esempio //E 2172¢ } L4 J
* |l punto proiettivo [2, 4, 6] € P?(R) corrisponde al punto (2,3) € R%, mentre il punto

[0, 77, 2] non ha parte affine, quindi non si vede in R2.
® |a parte affine della retta proiettiva r : xo — 2x; = 0 € data dalla retta

Pa

re 1—2x_0|nR2 Lo ¥e _2% =o V% f-2x =0

° Lumca retta che non ha parte affine € la retta impropria ro : xo = 0 composta da
tutti e soli i punti impropri.
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Incidenze delle chiusure proiettive

Proposizione

Sia P = rns il punto di incidenza delle due rette 7 e s in R2. Allora le rispettive chiusure
proiettive si incontrano nella chiusura proiettiva del punto di incidenza, ovvero P = 7N5.

Dimostrazione. Ser :ax +by +c=0nonchés:a’'x +b'y+c' =0eP =rns,
allora le coordinate di P = (p1, p2) € R? costituiscono una soluzione del sistema

v ax+by+c = 0,
S ax+by+c = 0.

Da |i & immediato che P = [1, p1, p2] & soluzione del sistema

T .{—i—axl—i—bxg = 0,

ceo b a'x1 +bxs = 0,

che da l'intersezione r N s. [ |
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Intersezione in P?(R) di due rette parallele in R

In quale punto si incontrano allora in generale le chiusure proiettive di due rette
parallele e distinte? Dalla trattazione precedente segue che necessariamente tale
punto di intersezione non puo avere una parte affine e quindi sara un punto improprio.

Proposizione

Siano r e s due rette parallele e distinte in R con vettore direzionale (v1,v2) # (0, 0).
Allorar N's = [0,v1, V2.

Dimostrazione. [REMINDER: EETTA W R2 0 FaemA  PARAA, ¢
rix=pHEy Y EsiR v = (vo %)

: — c eemE
SO v:@<-@f+c =6 5-@& 4@7-“7 ©  bour een

PARACLEC & (E Dle\uTE) I @2 (c—(——c‘>.

<(!<,/) - (f4 /(’z)l ("1(’)> =0
QUwd & ugneds W RO , OWERS CA D\REZ,
t womRonis A (-b,a)
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=D LA DRF2 DE(A REWA y: ox ¢«by€c=0 E TDATA

* o ¥

PYR CA( CoLARY Fas ToOBIAAD  mETEE A SASTFM A

1
Tl Cxg ¥ A%q ¥bxy =0, S ¢ C‘?‘s"‘c""'l“(’ 4
Cwg ¢ o.y,,d'b?‘l =0

cxo € R * L2y =0 Looncgore ac srma
(C‘“ 635(0 (’O

|
C Ro €rxq Gy <o E, —>F, -E,

orv Solu . (C‘-(: C\) R & => luSRREVDS  WFCCA FRImA,

\
n DA LA >2lu, CFp ERA 6(0/ '-'[o,§> , ééﬂ, Che
SFRIpISCE WL pyyTO RE2BYT YD

[o,-L, aj =]¢.0,- €L, €c=|]
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Punti all'infinito ed orizzonte
Riassumendo, una retta proiettiva 7 : cxo + ax1 + bxa = 0 (che non sia quella
impropria) puo essere vista come un’unione

r=rUrs

della sua parte affine r : ax + by + ¢ = 0 e del suo punto improprio r- = [0, —b,a
che rappresenta la direzione di r e che si dice punto all’infinito di . Giustifichiamo
questo nome graficamente:

UMmo S INESFR. QC)\P\H ' ix”
\ VRS . INFIBITO
ORI NI L

D IR gF),  DIVFEATA U
PUNTO A’ FED

T=r 0o ~be) = T U
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Punti all'infinito & orizzonte

La retta impropria ro : x9 = 0 raccoglie pertanto tutti i punti all’infinito delle rette del
piano (le loro direzioni). Per tale motivo & anche detta retta all’infinito o linea di

orizzonte. Possiamo cosi presentare un primo modello di P*(R):
FRAA: RAPPRESFNTA}. GEOMEWRICA D) PRY <cEcovos  PEURGCUES:

() ¢ efwslemy » TONE cE eETTE )y [R2  PAKAWY)
PER  L'0€IGINE, mA UST) ©Om= 2V}
. fo DERfem Duccx OS2,
‘\ fll

\ 1
ﬂ/-r,("‘ (o WO 1D e

ferne omE TTO

'
%\ - QUINDI
\

')z o T

Y=
e = =R YV To
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s ;xk 4 P (R):

R = LomerE B ) onE
LE RESYF PA=AT )
PEe .ol GIVE

AeF:. DI r :(:- L. )
s

-7 l?z(lQ) =R%0 s
':R? c)fxo.—_OI

Teo = Togy Cerckf  [wo, %, 2] = L>%o, % ] , er
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