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Insiemi ortonormali

Definizione

Un insieme {u1, u2, . . . , uk} di vettori di uno spazio metrico V si dice ortogonale se

i) 〈ui, uj〉 = 0 per ogni i 6= j (1 6 i, j 6 k);

se in aggiunta

ii) ‖ui‖ = 1 per ogni i = 1, . . . , k.

allora l’insieme si dice ortonormale.

Esempi

I Sia V = R2 con prodotto scalare canonico. Se u1 = (1, 1) e u2 = (1,−1), l’insieme
{u1, u2} è ortogonale. Quindi B = {u1, u2} è una base ortogonale di R2.

I Sia V = R3 con prodotto scalare canonico. Se u1 = (1, 0, 1) e u2 = (1, 0,−1),
l’insieme {u1, u2} è ortogonale (non è una base, poiché R3 ha dimensione 3).

I La base canonica di Rn è ortonormale rispetto al prodotto scalare canonico.
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Proposizione

Un insieme I = {v1, . . . , vm} ⊂ V ortogonale è libero se e solo se 0 /∈ I.

Dimostrazione.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare l’implicazione “⇐ ”. Sia

u := a1v1 + a2v2 + . . . + amvm.

Per la linearità del prodotto scalare:

〈u, vi〉 = a1 〈v1, vi〉+ a2 〈v2, vi〉+ . . . + am 〈vm, vi〉 .

Per ipotesi 〈vi, vj〉 = 0 ∀ i 6= j, quindi tutti i termini della somma escluso l’i-esimo sono
zero, e

〈u, vi〉 = ai 〈vi, vi〉 = ai‖vi‖2 .

Per ipotesi vi 6= 0, quindi ||vi|| 6= 0 e

u = 0 =⇒ 〈u, vi〉 = ai||vi||
2 = 0 =⇒ ai = 0

per ogni i = 1, . . . ,m. Questo prova che l’insieme I è libero. �
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Osservazione
In uno spazio vettoriale di dimensione n, n vettori non nulli e ortogonali fra loro formano
una base (sono linearmente indipendenti ed in uno spazio di dimensione n, n vettori
linearmente indipendenti formano una base).

In analogia con l’esempio di R2 (con prodotto scalare canonico), si definisce:

Definizione
Dati due vettori v e w di uno spazio metrico V, il vettore

prw(v) :=
〈w, v〉
‖w‖2 w

si dice proiezione (ortogonale) di v in direzione di w (o di v su w).
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Metodo di Gram-Schmidt
Sia B = {v1, v2, . . . , vn} una base di uno spazio metrico V. È possibile ricavare da
essa una base ortonormale come illustrato nel seguito (metodo di Gram-Schmidt). Il
primo passo è definire dei vettori {w1,w2, . . . ,wn} in maniera ricorsiva, ponendo:

w1 := v1

e per ogni i = 2, . . . ,n:

wi := vi −

i−1∑
j=1

〈vi,wj〉
‖wj‖2 wj = vi −

i−1∑
j=1

prw j
(vi).

Lemma

L’insieme B ′ = {w1,w2, . . . ,wn} è una base ortogonale di V.

Il secondo passo consiste nel “normalizzare” i vettori ottenuti. Chiamiamo

u1 =
w1

‖w1‖
, u2 =

w2

‖w2‖
, . . . , un =

wn

‖wn‖
.

Corollario

L’insieme B ′′ = {u1, u2, . . . , un} è una base ortonormale di V.
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Dimostrazione del Lemma. Per l’osservazione fatta sopra, è sufficiente dimostrare che
i vettori di B ′ sono non nulli e ortogonali fra di loro.

Notiamo che wi ∈ L(v1, . . . , vi). I vettori di B sono non nulli, infatti w1 = v1 6= 0 e
per i > 2, se per assurdo fosse wi = 0, se ne dedurrebbe che

vi =
∑i−1

j=1

〈vi,wj〉
‖wj‖2 wj

appartiene a L(v1, . . . , vi−1), contraddicendo l’ipotesi che (v1, . . . , vn) è una base.

L’ortogonalità si dimostra per induzione. Chiaramente {w1} è un insieme ortogonale.
Sia 2 6 i 6 n. Per ipotesi induttiva, assumiamo che {w1,w2, . . . ,wi−1} siano a due a
due ortogonali, e mostriamo che wi ⊥ wk ∀ 1 6 k 6 i − 1. Per costruzione

〈wk,wi〉 =
〈

wk, vi −
∑i−1

j=1

〈vi,wj〉
‖wj‖2 wj

〉
= 〈wk, vi〉−

∑i−1

j=1

〈vi,wj〉
‖wj‖2 〈wk,wj〉

Ma 〈wk,wj〉 = 0 ∀ j 6= k (ipotesi induttiva), quindi

〈wk,wi〉 = 〈wk, vi〉−
〈vi,wk〉
‖wk‖2 〈wk,wk〉 = 0

�
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Esercizio

Determinare una base ortonormale del sottospazio W ⊂ R4 generato dai tre vettori
(linearmente indipendenti) v1 = (1, 1, 1, 0), v2 = (0, 1, 2, 0) nonché v3 = (5, 3,−5, 3).

Soluzione. Come primo passo calcoliamo i vettori

w1 = v1 = (1, 1, 1, 0) ,

w2 = v2 − prw1
(v2) = (0, 1, 2, 0) − 〈(1,1,1,0),(0,1,2,0)〉

‖(1,1,1,0)‖2 (1, 1, 1, 0)

= (0, 1, 2, 0) − 3
3 (1, 1, 1, 0) = (−1, 0, 1, 0) ,

w3 = v3 − prw1
(v3) − prw2

(v3)

= (5, 3,−5, 3) − 〈(5,3,−5,3),(1,1,1,0)〉
‖(1,1,1,0)‖2 (1, 1, 1, 0) − 〈(5,3,−5,3),(−1,0,1,0)〉

‖(−1,0,1,0)‖2 (−1, 0, 1, 0)

= (5, 3,−5, 3) − 3
3 (1, 1, 1, 0) +

10
2 (−1, 0, 1, 0) = (−1, 2,−1, 3) .

Normalizzando i vettori otteniamo una base ortonormale (u1, u2, u3):

u1 =
w1

‖w1‖
= 1√

3
(1, 1, 1, 0) , u2 =

w2

‖w2‖
= 1√

2
(−1, 0, 1, 0) ,

u3 =
w3

‖w3‖
= 1√

15
(−1, 2,−1, 3) .

X
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Proprietà delle basi ortonormali
Proposizione

Sia B = {u1, u2, . . . , un} una base ortonormale di V, e v ∈ V un vettore qualsiasi. La
componente i-esima di v nella base B è data da

〈v, ui〉 .

Ovvero: v = 〈v, u1〉 u1 + 〈v, u2〉 u2 + . . . + 〈v, un〉 un

= pru1
(v) + pru2

(v) + . . . + prun(v).

Dimostrazione.

Indichiamo con a1, . . . ,an ∈ R le componenti di v, ovvero

v = a1u1 + . . . + anun .

Da (i) e (ii) della definizione 9.1.2 e dalla linearità del prodotto scalare segue che

〈v, ui〉 = ai 〈ui, ui〉+
∑

j 6=i
aj 〈uj, ui〉 = ai‖ui‖2 +

∑
j 6=i

aj · 0 = ai

cioè ai = 〈v, ui〉, per ogni i = 1, . . . ,n. �
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Esercizio

In R2 con prodotto scalare canonico, si consideri la base ortonormale formata da

u1 = 1
5 (3, 4) u2 = 1

5 (4,−3)

Nella base B = {u1, u2}, determinare le componenti del vettore v = (8,−1).

Soluzione.

Dobbiamo determinare due numeri reali a1,a2 tali che v = a1u1 + a2u2.
Tipicamente, bisognerebbe risolvere due equazioni nelle incognite a1,a2. Siccome
però B è ortonormale, dalla Proposizione 9.1.4 segue che

a1 = 〈v, u1〉 = v · tu1 = 1
5 (8 · 3 − 1 · 4) = 4

a2 = 〈v, u2〉 = v · tu2 = 1
5 (8 · 4 + 1 · 3) = 7

X
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Sottospazi ortogonali
Definizione
Sia V uno spazio metrico e W ⊆ V un sottospazio. L’insieme

W⊥ :=
{

v ∈ V | 〈v,w〉 = 0 ∀ w ∈ W
}

è detto complemento ortogonale di W in V.

Proposizione

W⊥ è un sottospazio vettoriale di V.

Dimostrazione.

Per ogni a1,a2 ∈ R, v1, v2 ∈ W⊥, il vettore a1v1 + a2v2 soddisfa

〈a1v1 + a2v2,w〉 = a1 〈v1,w〉+ a2 〈v2,w〉 = 0

per ogni w ∈ W. Quindi a1v1 + a2v2 ∈ W⊥ e per il criterio c) della proposizione 4.3.3
l’insieme W⊥ è un sottospazio vettoriale di V. �
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Lemma
Siano v,w1,w2, . . . ,wk vettori di uno spazio metrico V. Se v è ortogonale a ciascuno
dei vettori w1,w2, . . . ,wk, allora è ortogonale ad ogni loro combinazione lineare.

Dimostrazione.

Corollario

Sia W = L(w1,w2, . . . ,wk) un sottospazio di V. Allora:

W⊥ =
{

v ∈ V | 〈v,wi〉 = 0 ∀ i = 1, . . . , k
}

.

Dimostrazione.
Per ipotesi 〈v,wi〉 = 0 ∀ 1 6 i 6 k. Dalla linearità del prodotto scalare segue che

〈v,a1w1 + a2w2 + . . . + akwk〉 = a1 〈v,w1〉+ a2 〈v,w2〉+ . . . + ak 〈v,wk〉 = 0

per ogni a1, . . . ,ak ∈ R. �

Slide 14/24



G E O M E T R I A & A L G E B R A L E Z I O N E 1 5

Esercizio

Sia W = L
(
(1, 0, 1), (1, 1, 1)

)
⊂ R3. Determinare il complemento ortogonale W⊥.
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Teorema
Sia V uno spazio metrico finitamente generato e U ⊆ V un suo sottospazio. Allora:

1 {0}⊥ = V nonché V⊥ = {0};
(ogni vettore è ortogonale a 0, e 0 è l’unico vettore ortogonale a tutti i vettori di V)

2 U ∩U⊥ = {0} nonché U
⊕

U⊥ = V;

3 dim(U) + dim(U⊥) = dim(V);

4 (U⊥)⊥ = U.

Dimostrazione.

�
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Osservazione sui sistemi lineari

Sia A = (aij) ∈Mm,n(R), ed Ri = (ai1,ai2, . . . ,ain) ∈ Rn la sua i-esima riga.
Una soluzione di un sistema omogeneo di m equazioni in n incognite

Σ :


a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = 0

...
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = 0

è un vettore x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn ortogonale a tutti i vettori Ri (rispetto al prodotto
scalare canonico):

〈Ri, x〉 = ai1x1 + ai2x2 + . . . + ainxn = 0 ∀ 1 6 i 6 m.

Se W ⊆ Rn è lo spazio generato dalle righe di A, e SΣ lo spazio delle soluzioni del
sistema, allora

SΣ = W⊥.
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Esempio

Sia

W = {(x, y) ∈ R2 | 2x + y = 0}

Una base di W è data dalla soluzione w = (1,−2).
Il vettore u = (2, 1), unica riga della matrice dei coefficienti, è una base di W⊥.

u

w

W⊥
W
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Esercizio (esame effettivo)

Sia V il seguente sottospazio di R4:

V := L
{
(0, 1, 5,−1), (1, 1, 0, 1), (2, 1, 0, 0), (3, 3, 5, 0)

}
.

a) Si determini, se esiste, una base di V.

b) Dire se il vettore w = (1,−2, 0, 1) appartiene al complemento ortogonale di V.

Soluzione.

a) Riduciamo la matrice 4× 4 che ha per righe i generatori di V:
[rrrr]2 1 0 0

1 1 0 1
3 3 5 0
0 1 5 −1


R2→R2−R1
R3→R3−3R1−−−−−−−→
R4→R4−R1


[rrrr]2 1 0 0
−1 0 0 1
−3 0 5 0
−2 0 5 −1

 R4→R4+R2−−−−−−−→


[rrrr]2 1 0 0
−1 0 0 1
−3 0 5 0
−3 0 5 0

 =


v1

v2

v3

∗


Una base di V è data da B = (v1, v2, v3).

b) Si ha:

〈v1,w〉 = 2 · 1 + 1 · (−2) + 0 · 0 + 0 · 1 = 2 − 2 = 0

〈v2,w〉 = −1 · 1 + 0 · (−2) + 0 · 0 + 1 · 1 = −1 + 1 = 0

〈v3,w〉 = −3 · 1 + 0 · (−2) + 5 · 0 + 0 · 1 = −3 6= 0 =⇒ w /∈ V⊥
X
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Esercizio (esame effettivo)

Si consideri il seguente sistema lineare dipendente da un parametro λ ∈ R:
3x1 + λx3 = 0,

x1 + (λ− 3)x2 + x3 = 0,
λx1 + 3x3 = 0.

a) dire per quali valori di λ il sistema ammette infinite soluzioni;
b) per i valori di λ trovati al punto a), scrivere una base per lo spazio delle soluzioni.

Soluzione.

a) Calcoliamo il determinante della matrice dei coefficienti (con sviluppo di Laplace
rispetto alla 2a colonna):

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
3 0 λ

1 λ− 3 1
λ 0 3

∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 3)

∣∣∣∣∣∣∣
3 0 λ

1 λ− 3 1
λ 0 3

∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 3)(9 − λ2)

Le soluzioni sono infinite se e solo se |A| = 0, ovvero

λ = ±3 .
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b1) Sia Wλ lo spazio delle soluzioni. Per λ = 3 il sistema diventa:
3x1 + 3x3 = 0
x1 + x3 = 0

3x1 + 3x3 = 0
=⇒ (x1, x2, x3) = (t1, t2,−t1) ∀ t1, t2 ∈ R

Due generatori v1, v2 di W3 si ottengono scegliendo (t1, t2) = (1, 0) e (t1, t2) = (0, 1):

v1 = (1, 0,−1) v2 = (0, 1, 0)

I due vettori sono linearmente indipendenti (verificare), quindi formano una base.

b2) Per λ = −3 il sistema diventa:
3x1 − 3x3 = 0

x1 − 6x2 + x3 = 0
−3x1 + 3x3 = 0

E2→E2+
1
3 E1−−−−−−−−→

E3→E3+E1


3x1 − 3x3 = 0
2x1 − 6x2 = 0

0 = 0

La soluzione generale è

(x1, x2, x3) = (t, 1
3 t, t) ∀ t ∈ R .

Una base di W−3 è data da una qualsiasi soluzione non nulla, ad esempio scegliendo
t = 3 si ottiene il vettore (3, 1, 3). X
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