GEOMETRIA & ALGEBRA LEZIONE 15

Insiemi ortonormali

Definizione
Un insieme {u1, us, ..., uz} di vettori di uno spazio metrico V si dice ortogonale se
) (wi,u;) = 0perognii#j(1<i,j<k); we= (4,004)
se in aggiunta lul =927
) ||uil| = 1perognii=1,...,k. ='s,-(ﬁ,o, 1)
allora l'insieme si dice ortonormale. IWl=41. )
Esempi

» Sia V = R2 con prodotto scalare canonico. Se u; = (1,1) e us = (1, —1), l'insieme
{u1, us} & ortogonale. Quindi B = {u1, us} & una base ortogonale di R2,

» Sia V = R3 con prodotto scalare canonico. Se u; = (1,0,1) e uy = (1,0,—1),
linsieme {u1, us} & ortogonale (non & una base, poiché R? ha dimensione 3).

» La base canonica di R™ & ortonormale rispetto al prodotto scalare canonico.
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Proposizione J

Uninsieme I ={v1,...,v,} C V ortogonale ¢ libero se e solose 0 ¢ I.
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Osservazione

In uno spazio vettoriale di dimensione n, n vettori non nulli e ortogonali fra loro formano
una base (sono linearmente indipendenti ed in uno spazio di dimensione n, n vettori
linearmente indipendenti formano una base).

In analogia con 'esempio di R? (con prodotto scalare canonico), si definisce:

Definizione
Dati due vettori v e w di uno spazio metrico V, il vettore
(A
\
_{w,v) v

si dice proiezione (ortogonale) di v in direzione di w (o di v su w).
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Metodo di Gram-Schmidt

Sia B ={v1,vs,...,v,}una base di uno spazio metrico V. E possibile ricavare da
essa una base ortonormale come illustrato nel seguito (metodo di Gram-Schmidt). ||
primo passo e definire dei vettori {w, ws, ..., w,}in maniera ricorsiva, ponendo:
w1 = s Ab gstinrio
. W, =V, - —:.“*’47
eperognii =2,...,n: S A W,
. Jw,)j2
<U w > i—1 4"
ey, N MDDy : _ _
w; = 0; : ijuz w; =10; Z prwj(gl). = Vz r);),\(vz\
e ~ \ = g, (%)
- G v -
Lemma Wiz Vy = P, (n)-gryln
Linsieme B’ ={wi,waq,...,w,} € una base ortogonale di V.

Il secondo passo consiste nel “normalizzare” i vettori ottenuti. Chiamiamo

2% W Whn
Ui = 17— Ug = 77— Tt Un = .
w1l [wall [wa|
Corollario
Linsieme B” ={u1,us,...,u,} € una base ortonormale di V. J
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Dimostrazione del Lemma. Per I'osservazione fatta sopra, & sufficiente dimostrare che
i vettori di B’ sono non nulli e ortogonali fra di loro.
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GEOMETRIA & ALGEBRA
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Esercizio W = {(Za._{z,_{s) ) dim ((U) =

Determinare una base ortonormale del sottospazio W C R* generato dai tre vettori
(linearmente indipendenti) v; = (1,1, 1,0), vy = (0, 1,2,0) nonché vs = (5,3,—5, 3).

; Va9 £0, Lvi,v3> O,

LEZIONE 15

Pemr  CES. | v, V2> £0

S| ORYOGONALIZA con GRAM — SCOMIDY
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Proprieta delle basi ortonormali

Proposizione vV sPAte aBTrICo
SiaB ={u1,us,...,u,}unabase ortonormale di V, e v € V un vettore qualsiasi. La
componente i-esima di v nella base B é data da flw:]l « 4
(v, wi) .
Ovvero: U= (v, ur)ur+ (U, us) ug + ...+ (U, Un) Uy
= pr,, (v) +pr,,(v) +...+pr,, (v) )

Dimostrazione. WD CRIAMO (O ay R CE  eaPonENt! DV

G e n
NEsLA  BAS = r ):,!33 = (“'n \, OVUERS v = Z o
- = y =5

a’4
Lw. & o2 9
&EcUy CHE [
<v, “e 4[“5-—7/ M1> - ZO;<f6'b3> ‘:: a. (h‘l‘:.|>
-~ b,d 5:4 )
= o\l 2 BiE OF10C. L) e =0
= O\ 1 = Qg - V 14 “ Hl*o
184, vy
2 oxToN.
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Esercizio

In R2 con prodotto scalare canonico, si consideri la base ortonormale formata da

— 1(3,4 —1(4,-3
u; = 3(3,4) us = & ) E"JE’-'(,?>
(8,~1) ’

Nella base B = {u1, us}, determinare le componenti del vettore v =

E/J@f 2

Soluzione.
SOBBIANO DESERMIVARE TUE  JUmres  REAL) o, e R
T.C V= &% <o, n, , QUINDI RISOLVERE (N <SISYEAA  EYC,

SICCOME B SASE  ORIOMOCMAZE  (ON L4 eROCCCL3. Ferc
sl FA W oo ATIrO:

er‘_4>‘= <({,—4), %[3,u)> - ,"g(g~3~,4.c,) = L
4, = '<l//‘f_‘.2> -=<(g,-4), %(q,v3)>= %(K'Lf"( 3).: ;

QU juD Engz <;’> L
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Sottospazi ortogonali

Definizione
Sia V uno spazio metrico e W C V un sottospazio. Linsieme

Wh={veV|(vw)=0VweW}

e detto complemento ortogonale di Win V.

Proposizione

W+ & un sottospazio vettoriale di V.

S S

Dimostrazione. fEn oGul <l & (OGNL Yo Vo & Wt /. DEvo
DlMesTRARE  Che ™ vy PN € (,QL'
INFAYY) , PER  w GW  ARBITRARIO

(M *‘r!z.&:?f N, WD <p vz, @2 = W04 f0 =0
Lin. D > WY, 4pY 1l w . w eW Armne,
<'/'; - - -L_
=2 NV <Y c W™, \/
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Lemma
Siano v, w1, wa, ..., w; vettori di uno spazio metrico V. Se v € ortogonale a ciascuno
dei vettori w1, wo, ..., w;s, allora € ortogonale ad ogni loro combinazione lineare.

Dimostrazione. (ESERCIUO , Sgoug DREWAM,  DACA  LNEAUTA B & ,‘>)

Corollario
SiaW=L(wi,ws,...,wp) un sottospazio di V. Allora:
WH={veV|(v,w)=0Vi=1,...,k}.

0xoG. A CRSCOMO y
o) GenEratonl,
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Esercizio
Sia W = £((1,0,1),(1,1,1)) c(R3. Determinare il complemento ortogonale W+. J

& VWbE cwe (4‘0,4\4'"6((&4.43\ = ‘-.G:—«(CO)@

Dk( (OROLLARO SBGUE
oGN)  VEITOR T vew-’- DEVE ESSERE ORTOGOMNALE BD FUTRMP

| GeugraTorl Bl W ow=me A (4,01 € (4.4,1) pee
Y = ()t,‘lk?‘ 5&3‘) < | hA DUNQUE |

(x, (4000 = >y + <3 =0
{y, (444D = wadrat iy =0

GASTA @Scwerg L SISTEMA o€ tam
14 0 1[0 &2‘->K)‘2)4 A ©O {\0 -
4 41 |0 01 Q19

SOLULONF  GENERALE (e, %z, 7‘3) z (¢ 0 C/ =z f(— 1, 014) Y £em

= Wt = l(f‘“’r"}) = din (wh) 7@

=
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Teorema
Sia V' uno spazio metrico finitamente generato e U C V un suo sottospazio. Allora:

@ {0} =V nonche V* = {0};

(ogni vettore e ortogonale a 0, e 0 € I'unico vettore ortogonale a tutti i vettori di V)
® UNnU={0}nonché UP U+ =V,
O dm(U) +dim(U+) = dim(V);
o UHt=U.

Dimostrazione.

:?) T:;MT;EA u= dur (V) ¥ SA - A,\M ((A.) @p l‘é\n (S\'Plucrz)

OMALETIAMD UNA BASES ?!«,...,\Lu] ) U K> Jgwr &ASE
S‘_’?,‘-vo,’_v_“,ﬁ(il/.o., ‘,{_"’S D" \/,

!,) O L MBIODO DI GRAM - SCUMIDT, FSSTE  UNA BASE  Oprodoke |
wa 9,,8 ol \/ T. C.

v, ...,
< (‘:'.ﬂ,.-.,ogk\ = Lua ) = U
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OUIND) U = ,{(u&' (e 2«,)1(\
ul = i(‘f_‘a-‘l,.», (.f—)"’)
L
=2 UnUut - {9\;1 V= uut @1) o

| ’ v/

| Slide 18/24



GEOMETRIA & ALGEBRA LEZIONE 15

Osservazione sui sistemi lineari

SiaA = (a;;) € M (R), ed R; = (a;1,0i2, .- .,0ain) € R” la sua i-esima riga.
Una soluzione di un sistema omogeneo di m equazioni in n incognite

E_t= (“44 ..., %,
Z. >
<Z") ([ a11%1 +a19Xs + ...+ a1, =0 [g.,,,;:) =0
T axq e A/ Ry, 5 A21X1 + A29X9 + ...+ agyx, =0 <K;,3_‘) =o
: 9 : ~
[ @m1X1 + @oXa + ...+ A, = 0 <Em,’.<.> =0
e un vettore x = (x1,x9,...,%,) € R® ortogonale a tutti i vettori R; (rispetto al prodotto

scalare canonico):
(Ri,a_c>=ai1x1+ai2x2+...—|—ainxn=0 Vi<i<m.

Se W C R” ¢ lo spazio generato dalle righe di A, e S5 lo spazio delle soluzioni del
sistema, allora

Sy =W+,
Slide 19/24
Esempio
Sia

W ={(x,y) € R* | 2x +y = 0}

Una base di W e data dalla soluzione w = (1, —2).
Il vettore u = (2, 1), unica riga della matrice dei coefficienti, € una base di W+.
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Esercizio (esame effettivo)
Sia V il seguente sottospazio di R*:
V.= L{(O> 1) 5) _1)> (1> 1) 0) 1)) (2> 1) O) 0)) (3) 3) 5) 0)} .

o b b Wee
a) Sidetermini, se esiste, una base di V.

b) Dire se il vettore w = (1,—2,0, 1) appartiene al complemento ortogonale di V.

Soluzione. ) f€R OWELuerz  UNr  BASZ DV, sScaliapec) )

QUATIR®  GBVERAIR) Wy, Wy, Wi, Wy C(amE  RGHE DI UNA AARKE,
= Riouclhmol ki
w3 2 A 6 olh—™&~% (2 41 00 2 1 0 o
P A 4 OA1 ‘l3->123-3((3 10 04 |ty a0 O 4
Wi 2 2 50 R, —> Ry~ R4 2050 -20 5§ O
'2:‘ 041 S -1 =2 0 §-1 -20 50
=) Uua SAF > V€
S DT~ DA
[Cu=> Ry 03
(v, v, 4

J
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.la) TOBRAMO  VERIF|cAty st
<V; () =0 p v 423

-— -

((Z,'(,d, O»l (/'c"zc <] "7 z O
<(—4,010(4S, (l"?,dl'()) = 0
<<_3,o,s,o),(4,-z,o,4)>= -Z *0

= w & V.
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Esercizio (esame effettivo)
Si consideri il seguente sistema lineare dipendente da un parametro A € R:

3x1 + Ax3 = 0,
x1+A—38)xs+ x3 =0,
Ax1 + 3x3 = 0.

a) dire per quali valori di A il sistema ammette infinite soluzioni;
b) per i valori di A trovati al punto a), scrivere una base per lo spazio delle soluzioni.

v

Soluzione. (iasclAsdo A Vo)
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