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1 Varieta affini

Sia k un campo algebricamente chiuso. Denoteremo con
Z:{P:(alanv"'7an):a’iek7 Z:1a7n}

o con A" lo spazio affine numerico n-dimensionale su k. Sia A = k[z] =

k[x1,...,2,] Vanello dei polinomi in n variabili su k. Il nostro obiettivo & di

individuare I'insieme delle soluzioni di un sistema di equazioni polinomiali:
fl(xlvx%'” ,xn) =0

f2($1,$27"' 7xn) = 0

fTL(‘rlvxZ? t 7mn) =0

Se i polinomi fi, fa, -+, fn, sono tutti di primo grado, il sistema diventa un
sistema di equazioni lineari. Nel caso in cui i polinomi presentano gradi mag-
giori o uguali a 2, la situazioni si complica.

Sia f € K[z1,x2,- - ,%,] un polinomio.

Definizione 1.1. Il sottoinsieme
Za(f) = {P: (alaa2a"' 7an) GAZ : f(a17a27"' aan) :0}

di A} si dice insieme degli zeri di f.
Pit in generale si puo considerare un insieme 7" C A™ di polinomi e il suo
luogo di zeri:

Zo(T) ={P = (a1,a2, - ,an) € AL : f(ar,a2, - ,a,) =0 VfeT}

Osservazione 1. Sia f € A" un polinomio e considerata Papplicazione
polinomiale ad esso associata f associata ad esso, risulta

1

Za(f)=F (0).

Osservazione 2. Se T A" un sottoinsieme di polinomi, si ha

Zo(T) = () Za(f)-

fer

Proposizione 1.2. Siano S, T C A™.
S CT = Zu(T) C Za(5)
Dim. Si consideri (a1, as,--- ,a,) € A} . Se (a1,a2, - ,an) € Zo(T) allora
flay,az,-+,a,)=0 VfeT
Se si consideri un polinomio g € 5, si ha:
geESCT=9geT=g(ar,a2, ,an) =0= (a1,a2, - ,an) € Za(5).
Segue che Z,(T) C Z,(S). O
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Se X C A} & definita dalle equazioni
fl(mlaxQ,"' 7xn) =0,--- ,fr(xl’x%... ,xn) =0
risulta che ogni polinomio del tipo
g=hifi+hafo+- - +hfr

con hy, ha, -, hy € AU si annulla in tutti i punti di X. Infatti sia (a1,a2, -+ ,ap) €
X, si ha

glai, - ,an) = hi(ar, - ,an)fi(ar, - an)+ - Fhe(ar, - an) fr(ar, - ,an) =

:hl(al’...7an).0+...+hr(a1,...’an).(]:o.

Tutti i polinomi g di questo tipo appartengono all’ideale generato dai polinomi
fi, f2y -, fr. L’anello dei polinomi A™ = Kl[x;,29,--- ,x,] & noetheriano,
quindi ogni suo ideale e finitamente generato e allora risulta che per ogni
I € A ideale esistono fi, fa,--, fr € A™ tale che I = (f1, f2,-+ , fr).
Quindi

Za(l) :Za(flana"' af’r) = {P: (a/laa/Za"' 7an) EAZ . fi(a17a2,"' aan) =0 = 1727"'

Da ci0 ogni insieme algebrico ¢ sempre descritto da un numero finito di
equazioni.

Proposizione 1.3. Sia T ¢ A™, allora
Za(T) = Za((T)>
Dim. Siha Z,((T)) C Z,(T). Infatti:

(a1, an) € Zo((T)) & Vf €(T) far,---,an) =0

Tg (T) :>VfET,f(CE1,"' aa‘n) =0= (Cll,"' aan) EZ(I(T)
Si ha Z,((T)) 2 Zo(T'). Infatti:

(0’17"' 7an) GZCL(T)@VfETaf(ala'” 7a‘n) = 0.

Si ha che, per ogni g € (T'), g = >, g;fi con f; € T quindi

9((117 e 7an) = Zgi(ala e 7a'n)f’i(a17 e 7an) =0
poiche f;(ay, -+ ,a,) =0, dunque (a1, ,ay,) € Z,((T)). O
Premesso cio, possiamo dare la seguente definizione:

Definizione 1.4. Un sottoinsieme X di A" si dice un insieme algebrico affine
se e solo se esiste un sottoinsieme 7' C A™ tale che X = Z,(T).

T}



Esempio 1.5. Si consideri A} e (a1, a2, -+ ,ay,) un suo punto. Allora
Za(.'l:l — a1, T2 —Aaz, - ,Tp — an) = {(a17a27 e 7an)}-

Ogni punto di A} ¢ il luogo degli zeri di un sistema di polinomi, dunque ¢ un
insieme algebrico affine.

Si denoti con
C™) = {X C A} : X insieme algebrico affine }
la famiglia degli insiemi algebrici affini.
Teorema 1.6. Cén) costituisce una famiglia di chiusi per una topologia.

Dim. Siha Z,(1) = @ e Z,((0)) = A™. Dunque @ € C{™ e A" € c{™.
Presi X, € CC(L") e Xy € C((l”), si dimostra che X7 U X5 € C((z"). Per definizione
si ha

I, To € A 0 X = Z,(T)) e Xo = Zo(Th)

e si dimostra che
X1UXy = Za(Tl) @] Za(TQ) = Za(TlTQ)

dove T'=T1Ty = {f1f2: f1 € T1, f2 € T2}.
Se Pe X UXy = P € X; 0P € Xs. Supponiamo P € X7, cio significa che

VfieT, f1(P)=0
Consideriamo f € T, quindi f = f; - f2, e segue che
f(P) = (fi- f2)(P) = f(P)f2(P) =0 f2(P) = 0.

Allora P € Z,(T). Sia, adesso P € Z,(T'). Supponiamo che P ¢ X7, allora si
dimostra che P € X5.

P¢Z,=3f1e Fi: fi(P)#0.
D’altra parte P € Z,(T) e quindi
Vf2 € Fo (f1- f2)(P) = f1(P) - f2(P) =0
e poiché i campi sono domini di integrita, fo(P) = 0. Si avra P € X5, ovvero

Pe X;UX,.
Infine se {Z; = Z,(T})},c;, ¢ una famiglia di elementi di Cé"), si ha

N 2 = 2. (Uﬂ) O
leL leL
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Definizione 1.7. (AZ,Ct(ln)) si chiama topologia di Zariski di A™.

Osservazione 3. Dall’esempio (1.5) si ha che ogni punto {(a1,as, -+ ,a,)} &
un chiuso di A}.

Si fornisca un esempio di insieme algebrico:

Esempio 1.8. Sia X = {(¢,t%,t%) ¢ € k} C A}, ossia 'immagine dell’appli-
cazione
p:t € AL — (4, 12,1%) € A3

X ¢ rappresentata parametricamente dalle equazioni

r =t
y =t
z =13

Si ha che ¢ & un omeomorfismo di A} su X. Infatti ¢ & biettiva, poiché
¢ suriettiva per definizione, e iniettiva perche se t # t/, allora (t, 2, t3) #*
(¢, t2, ). ¢ & chiusa, perche i chiusi di A} sono gli insiemi finiti di punti,
dunque anche le immagini sono insiemi finiti di punti. Dunque sono chiusi in
A? e quindi in X. Inoltre ¢! ¢ chiusa in quanto

X N Zu(f) =M X) N7 (Zalf) =
={te A | glt)=f (L5 1) =0} = Z,(9).

X & un chiuso perche X = 7, (:L‘2 —y, x> — z) X si dice cubica gobba affine.
Sia X uno spazio topologico.

Definizione 1.9. Un sottoinsieme non vuoto Y di X si dice irriducibile se
non puo essere espresso come unione di due sottoinsiemi chiusi propri, cioe

Y=YUYconY =Y, Y5=Y, =Y =YoY, =Y.

Un sottoinsieme Y di X non irriducibile si dice riducibile. Inoltre lo spazio
affine A} & uno spazio topologico dotato della topologia di Zariski, i cui chiusi
sono gli insiemi algebrici. La definizione di sottoinsieme irriducibile di un
generico spazio topologico, dunque puo essere anche introdotto, parlando dello
spazio topologico ( Z,C,(I")).

Definizione 1.10. Un insieme algebrico X C A} e chiamato varieta affine
se € un sottoinsieme irriducibile di A}, dotato della topologia di Zariski. Un
sottoinsieme aperto di una varieta affine € detto varieta quasi-affine.

Sia X uno spazio topologico noetheriano.
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Proposizione 1.11. Ogni sottoinsieme chiuso non vuoto Y di X puo es-
sere espresso in maniera unica come unione finita di sottoinsiemi chiusi
irriducibili:

Y=Y1UYsU---UY,
e tali che Y; £ Y; peri # j.

Dim. Sia Y C X. Qualora Y fosse irriducibile allora non vi € nulla da
dimostrare. Sia invece Y riducibile, quindi

WY/ CX: Y =Y,UY]

con Y] e Y] chiusi propri di X e Y; C Y, rispettivamente Y/ C Y. Se Y; e Y/
sono entrambi irriducibili, allora si completa la dimostrazione. Supponiamo
che Y/ non sia irriducibile, dunque

1Y, Y, C X : Y/ =Y, UY/
con Y5 e Yy chiusi propri di X e Y, C Y7, rispettivamente Y5 C Y/. Si ha
Y =Y,UY, =Y, UY,UY].

Se ciascuna delle Y; sono irriducibili, segue ’asserto, altrimenti si iterera il
discorso. Si otterra
Y=Y1UYsU---UY,U---.

Si dimostri che si tratti di un unione finita. Infatti, siccome
YlDY'QD...DYnD...

rappresenta una catena discendente di sottoinsiemi chiusi dello spazio topolo-
gico X noetheriano, e, per la condizione di stazionarieta, segue

dneN:Y,=Y,, Vm2>n.

Dunque 'asserto.
Si dimostri che tale espressione sia unica. Possiamo supporre Y; € Y; per ¢ # j
e si supponga esista un’altra decomposizione di Y.

Y=Y/UY U--Y, =Y1UYU---Y,

Si prenda Y/ C Y, allora & possibile esprimere

Y/ =Y Ny =(0MuYu--v)ny = ny)
j=1

Essendo Y] irriducibile, e poiché & espresso come unione di sottoinsiemi chiusi
propri (Y; NY/), allora, per definizione di irriducibilita si ha



Y/ =Y;nY{ =Y/ CY,
Analogamente si procedera per Yj e si avra

Y S e =Y =Y.
Ma per ipotesi Y/ € Y/, allora Y/ =Y/ e quindi Y/ =Y;. O

Le Y; presenti nella decomposizione di Y prendono nome di componenti irri-
ducibili. La proposizione (1.11) pud essere riformulata anche introducendo gli
insiemi algebrici, sfruttando il fatto che A} sia uno spazio topologico, dotato
della topologia di Zariski, noetheriano.

Proposizione 1.12. Ogni insieme algebrico X C A} puo essere espresso in
maniera unica come unione finita di varieta affini.

Sia X un sottoinsieme di A}.

Definizione 1.13. Si definisce Z,(X) = {f € A™ : f(P) =0 VP € X} C
A™ Videale di A™ associato all’insieme X.

Proposizione 1.14. Z,(X) ¢ un ideale di A™).
Dim. Siano f, g € Z,(X), allora f(P) = 0 = g(P) per ogni P € X. Dunque
(f+9)(P)=f(P)+g(P)=04+0=0 PeX

e si ha che f + g € Z,(X). Sia ora f € Z,(X) e h € AM™_ 1l polinomio f si
annulla in ogni punto di X.

(f-h)(P)=f(P)-h(P)=0-h(P)=0 YPeX
estha f-heZ,(X). O

Esempio 1.15. Risulta:

° IG(Q)ZK[.Tl,xg,"',Z‘n};
o TZ,(A}) = (0);
o Ia({alaaQ; T 7an}) = (xl —Qa1,T2 — Q2" , Ty — an)-

Proposizione 1.16. Z,(X) ¢ un ideale radicale.
Dim. Gia & provato che Z,(X) C \/Z,(X). Sia f € /Zu(X), allora
ImeN: f" eI, (X)
dunque
f™M(P)=0 VPeX = f(P)=0 VPeX = feZ,X).Seguebanalmentel'asserto.0

Per gli ideali associati dell’anello dei polinomi valgono le seguenti proprieta:



Proposizione 1.17. Siano X1, Xo C A", allora:

1. X1 Q X2 :>Ia(X1) 2 Ia(XQ);
2. Ia(Xl UXQ) == Ia(Xl) ﬂIa(Xg);
3. Ia(Xl ﬂXQ) = \/Ia(Xl) +Ia(X2).

Sia X C A}, allora:
4. Z, (Ia(X)) =X.

Dim. Si dimostri la (1). Sia

feZ (X)) = f(P)=0 VP e Xs.
Si consideri @ € X1 C X», allora

QeXo= f(Q)=0= feLi(X1).
Per la (2) si procede dimostrando la doppia inclusione: sia

PeXiUXo=Pe X, 0PeX,.
Supponiamo P € X; e sia

FeLy(X1)NLy(X2) = feLy(X1) e f €Ly(X2).
Essendo P € X7, allora f(P) =0 e dunque
f € To(X1 U Xs) = To(X1) N Ta(Xa) C Tu(X1 U Xo).

Inoltre, sfruttando la proprieta (1):
X1 € XjUXs e Xy € X1UXy = T, (X1UXy) C T X1) e Zo(X1UX2) C Zo(X2) =

= Ia(Xl U XQ) - Ia(Xl) ﬂIa(XQ)

e segue l'asserto. Si dimostri il punto (3): sia h € \/Z,(X1) + Z,(X2), dunque
dneN:h" e Ia(Xl) +IQ(X2)

cioe
Hf S Ia(X1)7g S IG(XQ) . hn = f +g

Sia ora considerato P € X7 N X9, quindi P € X; e P € X5. Allora, tenendo
in considerazione che f € Z,(X1) e g € Zo(X2):

h'(P) = f(P)+g(P)=04+0=0= h(P)=0=h € T,(X; N X;) =

= VT (X1) + To(X2) C T (X1 N Xo).

Viceversa:
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heZ,(XiNXy)=h(P)=0 VPeXiNXo=h(P)=0 PeXiePeX,

Siano f € Z,(X1) e g € Z,(X2), poiché P € X; e P € Xo,siha f(P)=0¢e¢
g(P) = 0. In conclusione

h(P)=0=0+0= f(P)+g(P)

in particolare 0 = h™(P) = f(p) + g(P), per qualche n € N. Segue che

h € VTo(X1) + Ta(X2) = Zo(X1 N Xo) € VZu(X1) + Zo(X2) =

= VT (X)) + To(Xo) = T (X1 N Xy).

Per quanto riguarda il punto (4), si ha, prima di tutto, che X C Z,(Z,(X)).
Infatti, considerato P € X, bisogna dimostrare che f(P) = 0 per ogni f €
Z.(X). Ma dire che f € Z,(X) significa che f(Q) = 0 per ogni @Q € X, in
particolare f(P) = 0. Dunque P € Z,(Z,(X)). Essendo per ipotesi X un
insieme algebrico, per definizione

Ir c A™ . X = Z,(T)

Sia f € T e P € Z,(T), si ha per definizione f(P) = 0, quindi f € Z,(Z,(T)),
cioe T C Z,(Z,(T)) e applicando la proposizione (1.2):

Za(Za(Za(T))) € Za(T)

OVVEro
X C Za(Ia(X)) CX= Za(Ia(X)) =X. o

Osservazione 4. La noetherianitd dello spazio topologico (AZ,C&")) si pud
dimostrare sfruttando gli ideali di A associati. Infatti, data una catena
discendente di sottoinsiemi chiusi di A}
X12X02--2X, 2.

Si consideri i rispettivi ideali associati che saranno nella seguente relazione

Ia(Xl) g Ia(XZ) g tee g Ia(Xn) g
Quest’ultima rappresenta una catena ascendente di ideali dell’anello dei po-
linomi A®™ = Klzy, 29, -+ ,x,], che per il corollario (??) & noetheriano.
Dunque tale catena & stazionaria, cioe

IneN: T, (Xp) =Zo(Xpm) Ym>n.

Da qui la catena X7 D X5 D --- D X,, D --- sara anch’essa stazionaria.



Siano considerati i seguenti insiemi:
S ={IC A™ : I ideale }
C{™ = {X C A} : X insieme algebrico affine }.
Si possono considerare le seguenti mappe:

Zy:S—=CW T Z,(I)
T,:CM - X = T,(X).

In generale le due mappe non sono una inversa dell’altra, infatti vi & un
controesempio che lo dimostra:

Esempio 1.18. Sia A = K|z] e sia I = (™) con n > 2. Allora
Zo(I) = Zo(2™) = {0} C A} e To(Za(I)) = (z) = I C Ly(Z4(1)).

Tuttavia si ha la biezione nel caso in cui ci si restringe a considerare gli ideali
radicali. Difatti il teorema che segue, assicura che vi € una corrispondenza
biunivoca tra le varieta e gli ideali primi, i quali sono anche radicali.

Teorema 1.19. Sia X C A}, allora
X warieta affine < To(X) primo
Dim. =) Se per assurdo Z,(X) non ¢ un ideale primo, allora
fi-f2€Ta(X) = fi €1.(X) e fo & Toa(X).
Siano considerate le due varieta Z,(f1) e Z,(f2) e siano indicate
X1=XNZ,(f1) e Xoa=XNZ,(f2)

con X1,Xs C X. Se P € X, si prendano in considerazione due eventualita:

1°) fi(P)=0= P € Z,(1) = P € Xy;

2°)se f1(P) # 0, poiché P € X e f1 - fo € Z,(X), allora
(flfz)(P):fl(P)fg(P):0:>f2(P):0:>P€Za(f2):>P€X2

In ogni caso P € X7 U X5 e cioe X C X7 U X,. Viceversa, se P € X; U X5 e
ovvio che P € X e dunque risulta che X = X; U X5, con Xy, X5 C X chiusi
propri di X, contro il fatto che X in particolare si irriducibile.

<) Se per assurdo X fosse un insieme algebrico riducibile, allora

E|X17X2 QAZX:XluXQ

con X; = X7 e Xy = Xy. Ma dire cio significa Z,(X) C Z,(X1) e Zo(X) C
Z.(X3), rispettivamente cioe
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E'fl S Ia(Xl) : f1 gIQ(X) e E'fg S IG(XQ) : f2 gIa(X)
ma f1 - fo € Z,(X), in quanto, preso P € X, si ha

PeX=XUXo=PeX i 0PecX,

(fi- f2)(P) = [1(P) - f2(P) = 0= f1- fo € Ta(X)
contro il fatto che Z,(X) sia primo. 0O

Si dimostrera un importante teorema, chiamato teorema di Hilbert, che con-
sentira di poter stabilire una biezione tra le varieta e gli ideali radicali. La di-
mostrazione procedera per gradi, in quanto lunga e complessa. Si considerera
d’ora in poi un campo k algebricamente chiuso.

Lemma 1.20. Sia R un anello Noetheriano e S O R un sottoanello dell’anel-
lo dei polinomi R[x1,...,x,]. Se R[x1,...,x,] & finitamente generato come
S—modulo, allora S stesso ¢ una R— algebra finitamente generata.

Dim. Siano yi,...,ym € R[x1,...,3,] generatori di R[z1,...,%,] come

S—modulo, si avra:
Ti= Y iy

Yiyj = Z bijk * Yk

con a;j, b; jr € S. Sia Sy il sottoanello generato su R dai coefficienti a; ; e
bi j i, essendo finitamente generato su R, S ¢ anch’esso noetheriano. Da queste
relazioni, gli elementi yy, . . ., Y, generano R [x1, ..., z,] come Sy—modulo. Ma
un sottomodulo di un modulo finitamente generato su un anello noetheriano
e ancora finitamente generato; allora S € un Sy—modulo finitamente generato
e quindi un R—algebra finitamente generata. 0O

e analogamente

Lemma 1.21. Ogni ideale massimale m in A" ¢ della forma (z1—ay, ..., T, —
ay), per qualche aq, ... ,a, € K.

Dim. Si noti prima di tutto quanto segue:

k[JCl,...,In]

m=(x; —ag,...,Tn —an) <= L= = k < L algebrico su K

m

essendo k un campo algebricamente.

Klz1,...,2)

Si consideri il campo estensione L = di K. Si puo, dopo aver

riordinato le x;, assumere che x1,...,x) € nI} siano algebricamente indipen-
denti su K, con g41,...,Z, algebrici sul sottocampo K (z1,...,zr) C L.
Poiche L & un K (z1,...,z;) —modulo finitamente generato, possiamo ap-
plicare il lemma (1.20) per dedurre che 'estensione puramente trascendente
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K (x1,...,x) € una K—algebra finitamente generata. Dimostriamo come si
arriva ad una contraddizione. Siano z1, ..., 2; € L un sistema di generatori di
Pi (331, e ,.Z‘k)

Qi (:171, e ,.Tk)
sistema di polinomi P;, @;. Orasia f € K [x1, ..., 2] un polinomio irriducibi-
le. Per ipotesi, possiamo scrivere 4+ come un polinomio nelle funzioni razionali
z;; 1 denominatori, possiamo supporre che f deve dividere almeno uno dei
polinomi @;. Cio implica che in particolare ci sono solo un numero finito di
polinomi irriducibili in K [x1,...,zg]. Ma Panello K [z1,...,z)] contiene un
numero infinito di polinomi irriducibili (cio ¢ vero per ogni campo K; nel no-
stro caso, poiche K & necessariamente infinito, si possono esibire i polinomi
{x —a},c k). Sipuo dedurre che charK = 0, cioe L ¢ algebrico su K e quindi
uguale a K. 0O

K (x1,...,x) come K—algebra, scriviamo z; = per qualche

Teorema 1.22 (Teorema di Hilbert in forma debole). Sia I C K[z1, 22, -

un ideale proprio, allora Z,(I) # (.

Dim. Sia I ¢ A™ un ideale proprio. Essendo A" un anello noetheriano
si ha che ogni suo ideale & propriamente contenuto in un ideale massimale e
quindi:

Fm c A ideale : T C m = Z,(m) C Z,(I).
ese Zg(m) # P risulta che anche Z,(I) # ). Quindi tutto si riduce a dimostrare
il teorema per gli ideali massimali, ma, per il lemma (1.21), I'ideale massimale
me (z1 — a1, 22 —ag, -, 2, — a,) e dunque

Za(m) = {(a1, a2, ,an)}.

Segue banalmente l'asserto. O

Teorema 1.23 (Teorema degli zeri di Hilbert). Sia I C A™ = K[z, 29, - -

allora

VI =1, (Za(1))
Dim. Si procede dimostrando la doppia inclusione. Sia f € VI, allora
dneN: f"el
Sia P € Z,(I), quindi
f'(P)=0= f(P)=0= f € To(Zu(I) = VI C Tu(Za(I)).

Si dimostri I’altra inclusione. Essendo A un anello noetheriano, allora ogni
suo ideale ¢ finitamente generato, dunque se I & un suo ideale, si ha

Elfhf?v"' 7fn EA(n) :I:(flv,an"' afn)

Sia f € Z,(Z,(I)) e sia costruito un ideale J C Klx1,Z9,  * ,Zn, Tnt1
generato dai polinomi fi, fo, -+, fu,Tpy1f — 1

) xn

y In
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J=(f1, far o oy tnn f — 1) C A
Sia considerata la varieta affine associata all’ideale J.
Za(J) = Za(f1, far -+ s s @nia f —1) S AT
Sia preso un punto (a1, as, -+ ,ap,ani1) € AZ“ e si distinguano due casi:
1°)Se (a1,a2, - ,an) € Zo(I) = Zo(f1, fo, -+, fn) allora
fl(al,a% S ’an) = fg(al,ClQ, R 7an) — e = fn(a17a27 c.. >an) =0.

Considerato il polinomio x,, 1 f—1 e lo si valuti sul punto (a1, ag, -« , an, Ant1):

ant1f(ar,az, - an)—1=ap41-0-1==1#£0= (a1,a2, - ,an,ans1) &€ Za(J).
2°)Se (ay,az, -+ ,an) & Z,(I), allora

Ji: f5(ar, a2, ,an) #0 = (a1,a2, ,an,ani1) & Za(J)

In entrambi i casi risulta Z,(J) = 0 e per il teorema (1.22) J = A™*D ed
essendo K un campo algebricamente chiuso, si ha 1 € J. Da cio segue:

n
1= Zgi(ﬂfl,xz, o Ty Tp1) fi + R(T1, @2, Ty Tg) (B f — 1)
i=1

Si effettui un cambio di variabili ponendo y = e lo si puo sostituire

Tn+1
nell’espressione

- 1 1\ (1
1 :Zgz <IJ’J1,ZL’2,"' axnvy) fi+h(xlax27"' 7xn7> (fl)
1=1

Y Y

Si moltiplichi in entrambi i membri per y", per elidere il denominatore:

n
yn = Zgi(xbe; T 7xn)fi +E(‘T1a Ty 7.Tn)(f - y)
i=1
e sostituendo f =y, si ha:

fr=) g, ) fi Ry, ma, - wn)(f — f) =
=1

= "= Giwza,an)fi = P eI =(f1, far e fu) = FEVI
i=1

Segue la tesi banalmente. O
Osservazione 5. Sia I un ideale di A(™) allora:

I =V1=1=7T,Z,I)).
Infatti applicando il teorema di Hilbert si ha

I =VI=T,Z,I)).
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2 Varieta proiettive

Sia AP — {0} lo spazio affine numerico (n + 1)-dimensionale, privato del
vettore nullo. Definiamo la relazione d’equivalenza di proporzionalita:

VQ,QGAZ‘H—{Q} z~yeItek iz=ty (1)

. . AP {0} | . . o
L’insieme quoziente —————— si denota con P} e si dice spazio proiettivo

~

numerico n—dimensionale su k.
n __ .
k — {[aovalv"' van]N 100,01, ,0n € k}

Sia S = K [0, ..., xy,], tale anello si puo rivedere come anello graduato.
Per ogni d € N poniamo

S{(jn) = {f € S™ . f polinomio omogeneo di grado d } .

Definiamo
hgn) _ U Sc(zn)
deN

cio¢ 'unione degli elementi omogenei di ogni grado. Inoltre ogni polinomio
f € 8™ si pud decomporre nel seguente modo:

3fos fro-o- fa € S f = fo+ fi -+ fa
dove fo, f1, -, fq sono denominati componenti omogenee del polinomio f, di
gradi rispettivamente 0,1,--- ,d.
Sia ora f € S un polinomio omogeneo e sia P = [a] € P} un punto.

Definizione 2.1. Il punto P si dice essere uno zero di f se f(P) = 0 ovvero
f(a) =0.

La definizione & ben posta per I'omogeneita del polinomio. Infatti dato un
punto P = [ag, a1, a2, - ,a,] € P} non si pud definire 'espressione F'(a) come
F(ag,ai,as, - ,ay), poiché dipende dalla scelta del vettore rappresentante la
classe di proporzionalita [(ag, a1, az, -+ ,an)]~. Un rappresentante del vettore
della classe [(ag, a1, a2, ,an)]~ € del tipo (pag, paq, pag, -+ , pay) con p #
0, dunque, se f € un polinomio omogeneo di grado d :

0= f(/*La()a/*Lala/*LG'Za e ,uan) - udf(ao,aha% e 7an)
e allora
flao,a1,az,--- ,a,) = 0= f(uag, pai, pas,--- , pa,) = 0.

Premesso cio si fornisce la seguente definizione:
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Definizione 2.2. Sia f un polinomio omogeneo. Il sottoinsieme
Zy(f) ={P Py : f(P) =0}

di P} si dice insieme degli zeri di f. Pid in generale si puo considerare un
insieme 7' c” S di polinomi omogenei e il suo luogo degli zeri:

Z,(T)={PeP}: f(P)=0 VfeT}.

Osservazione 6. Se T ™ S un sottoinsieme di polinomi omogenei, si ha

Zp(T) = m Zp(f)-

fer

Le considerazioni fatte relativo al caso affine, si ripetono anche nel caso pro-
iettivo, con la sola differenza che dobbiamo limitarci all’ideale generato dai
polinomi omogenei. Infatti vale la seguente proposizione la cui dimostrazione
riprende cio che ¢ stato trattato nel caso affine.

Proposizione 2.3. Sia T c S™, allora
Zp(T) = Z ((hT))
con "I =T nh S,
Dalla proposizione (2.3), segue
Afiseee s fn €8 (T) = (fr o+, fn)
e dunque risulta
Zy(T) = Zy(("T)) = Zy(fr,-++  fm) = {P €P{: f(P)=0 i=1,--- ,m}.
Proposizione 2.4. Siano S,T c" S allora
SCT = Z,(5) 2 Z,(T).
Dim. Segue il medesimo procedimento del caso affine. O

Definizione 2.5. Un sottoinsieme X di P} si dice un insieme algebrico
proiettivo se e solo se esiste un sottoinsieme 7' C" S tale che X = Zy(T).

Esempio 2.6. Si consideri P} e P = [ag, a1, - ,a,] € P} con a; # 0, allora
risulta
Zp(a;xo — gy, -+ 0y — anx;) = {P}.

Si denoti con
C](j”) = {X C P} : X insieme algebrico proiettivo }

la famiglia degli insiemi algebrici proiettivi.
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Teorema 2.7. C,(,") costituisce una famiglia di chiusi per una topologia.
Definizione 2.8. ( > C,(,")) definisce la topologia di Zariski di P™ .
Osservazione 7. Dall’esempio (2.6) si ha che ogni punto P = [ag, a1, ,ay)
e un chiuso di P}.

Cio che segue € un analogo della definizione di componenti irriducibili, lavo-
rando nell’ambiente proiettivo: infatti sia P} lo spazio topologico, dotato della
topologia di Zariski C,(,n), i cui chiusi sono gli insiemi algebrici proiettivi, e sia
0 # X C Py, allora il sottoinsieme X si dira essere irriducibile, qualora non
puo essere espresso come unione di due sottoinsiemi chiusi propri, cioe:

X=X1UX3con X;,X2€C" = X =X; 0X =Xo.

Definizione 2.9. Un insieme algebrico proiettivo X C P} ¢ chiamato va-
rieta proiettiva se ¢ irriducibile in P}, dotato della topologia di Zariski. Un
sottoinsieme aperto di una varieta proiettiva ¢ detto varieta quasi-proiettiva.

Proposizione 2.10. Ogni insieme algebrico proiettivo X C P} puo essere
espresso in maniera unica come unione finita di varieta proiettive.

Dim. La dimostrazione ¢ analoga alla dimostrazione della proposizione (1.11).
O

Sia X un sottoinsieme di Py.

Definizione 2.11. Si definisce Z,(X) = {f € S™ : f(P)=0 VP e X} C
S(™) Tideale omogeneo di S(™ associato all’insieme X.

Esempio 2.12. Risulta:

o I,(9) = S

. 7,(B) = (0).

Analogo al caso affine, valgono le seguenti proprieta:
Proposizione 2.13. Siano X, Xy C P}, allora:

1. X1 CXo = Ip(Xl) D) Z-p()(g)7
2. T,(X1 U Xs) = T,(X1) N T, (Xa).

Sia X C P}, allora:

4. X insieme algebrico proiettivo < Z,(Z,(X)) = X.

Osservazione 8. Lo spazio topologico P} dotato della topologia di Zariski e
uno spazio topologico noetheriano e la noetherianita ¢ garantita come nel
caso affine.

Si fornisca un esempio di insieme algebrico proiettivo:
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Esempio 2.14. Consideriamo ora 'applicazione:
i [N ] € PY— [N, N, AP, ] € PP

che & un omeomorfismo di P! sulla sua immagine. Infatti ¢ & ben posta, &
biettiva, & continua e chiusa. Si ha ¢ (P') = ZU{P}, dove P = [(0, 0, 0, 1)] &
il punto all’infinito dell’asse x3. Infatti ¢ (Pl) = (¢ (]P’l) N A?’) Uy (]P’I)O(Ho).
I punti di ¢ (Pl) N A2 sono del tipo [1,;17 u?, /f’} quindi di ¥ (]P’l) N A% =
Z; i punti di ¢ (]P’l) N Hy sono del tipo [0,07 0, ,u3]. D’altra parte (Pl) e
chiuso. Si prova che v (IP’I) =27, (xlxg — x% T1X9 — Tox3, ToLo — x%) cio ha
per equazione i minori di ordine due della matrice. Siano fy, f1, fo tali che:

Lo T1 T2
1 T2 T3

A:

ha equazione matriciale rgA < 2. Dimostriamo che
Zp (f07 f17 f2) = (Zp (f07 f17 f?) mA3)U(Zp (f07 fla f2) N H) =ZUP = 1/} (]Pl)
Infatti Z, (fo, f1, f2) N A3 si ottiene sapendo che o = 1, quindi si ha

1 T T2
Ty T2 T3

rg =1

cioe il luogo in cui le righe sono proporzionali, cioe esiste ¢t € K tale che
(z1, w2, 23) = t (1, 71, T2).
Quindi ¢ il luogo di equazioni parametriche

I =t
Tr9 =1txr] = 2
r3 = t$2 = t3

cioe Z.
Ponendo g = 0 si ottiene Z, (f,, f1, f2) N Ho e quindi si ottiene P. Si prova
che ¢ (Pl) = Z. Z si dice cubica gobba proiettiva. Si prova che

1I@(Z) = (f7 g)) dovefzx%—xg, g:$%_l‘3,

2. T,(2) # (B(f), B9))-

Dunque (f, g) non ¢ una ”base standard”. Si osservi infatti che

ABG)

~ A1)
(f, 9)

I'isomorfismo esplicito e:
¢: L(x1, z9, x3) € AP + (f,9) = & (21,27, 23) € AW,

A®M & un dominio di integrita, quindi (f, g) ¢ primo e dunque radicale.



17

non definiscono Z e quindi non lo generano.

e B(9)
=ZUZ,(xg, x1), con

3. Dimostriamo che 3(f)
Infatti Z, (B(f), 5(g))

Zo
\° 2
_ 3 1 3 ) _ .3
Blg) = B (z1 — 23) = () - | =% — T3
Zo Zo
Consideriamo
x% —xzore =0
3 —adzs =0

le soluzioni sono i punti di Z e i punti del tipo [(0, 0, h, k)] di Z, (xo, z1).
Siano considerati i seguenti insiemi:
= {I C 8™ : T ideale }
CZ(,") = {X C P} : X insieme algebrico proiettivo }.
Siano considerate le seguenti applicazioni:
Z,: =M I Z,(0)
,:CM =S X = I,(X)

In particolare si ha una corrispondenza tra le varieta proiettiva X C P” e gli
ideali omogenei I C S™ e diventa al pit una biezione quando ci restringiamo

agli ideali radicali. Bisogna escludere 'ideale radicale Ssrn). Infatti risulta:
(n) _ (n)y _ — g(n)
Sy = (20, .. ) = Zy(SY) =0 = I,(9) = 5.

Ma SS_") & un ideale massimale, dunque radicale di S™). Pertanto 1’applica-
zione Z, non ¢ suriettiva nell'insieme degli ideali radicali.

Proposizione 2.15. Sia I C S™ un ideale omogeneo, allora sono equivalenti
le affermazioni:

1.Z,(I)=2
2.VI=5M o I=5"

3.3deN-{0}:S!" CI.
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Dim. Siap: AP —{0} — PP tale che Z,(f) = p(Z,(f)) — {0}, in particolare
Zy (I) = p(Za (1)) —{0}.

1) = 2). Z, (I) = 0 oppure Z, (I) = {0}. Si ha VT = T, (Z,(I)). Ma Z, (§) =
S oppure Z, ({0}) = Ssrn). Dunque si ha la (2).

2) = 3). Se VI = S allora I = S™ e vale la (3). Se VI = S(f), esistono
interi positivi 4, ...,%, tale che x;j €l,j=0,....,n.Sed>ig+ -+ in,
ogni monomio di grado d in zy, ..., z, appartiene a I, e vale la (3).

3)=1). E ovvio. O

Allo scopo di ottenere un teorema analogo al (1.23), diamo prima il seguente
teorema:

Teorema 2.16. Se I C S ¢ un ideale omogeneo e se f € S™ & un
polinomio omogeneo non costante tale che Z,(f) 2 Z, (I) allora f € V1.

Dim. Stanti le ipotesi su f, si ha Z,(f) = p~! (Z,(f) U {0}). Dunque Z,(f) 2
Z4 (Z) e quindi per il teorema (1.23) si ha lasserto. 0O

Definizione 2.17. Un insieme algebrico affine X C AZ“ ¢ chiamato cono se
valgono le seguenti proprieta:

1. X # o,
2. (zo, 21, ,xn) € X = (o, p21, - ,u2y) € X Vue K.

Sia X C P} un insieme algebrico proiettivo, allora I'insieme
C(X) = {($07x1,' o 7xn) S PZ : (.7:0,331,- o 73371) S X} U {O}
& chiamato il cono su X.

La definizione di cono fornita ci & utile, in quanto semplifica la dimostra-
zione del teorema degli zeri di Hilbert nell’ambiente proiettivo. Dapprima si
dimostrino i seguenti lemmi.

Lemma 2.18. Sia I € S un ideale omogeneo. Allora
X =Z,(I) C P} = O(X) = Z,(I) C AP
Dim. Si procede con la doppia inclusione.
PeCX)=PeXoP=(0,---,0)
in particolare P € X = Z,(I) e allora
f(Py=0 Vfel=feZ,(I)=CX)C Z,(I).
Viceversa:
PeZzZ,(I)= f(P)=0 Vfel=PecZ,(I)=X=
=PecC(X)=Z,(I) CC(X)= Z,(I) = C(X). O
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Lemma 2.19. Sia X C P} un insieme algebrico proiettivo e sia L,(X) il
rispettivo ideale omogeneo associato, allore I,(C(X)) =1,(X).

Dim. Si proceda per la doppia inclusione: sia f € Z,(C(X)), allora :
f(P)=0 VPeC(X)
dunque P € X oppure P = (0,---,0), in ogni caso, si ha che
f(P)=0 VPeX = feI,(X)=1I,(C(X)) CI,(X).
Viceversa:
feZ,(X)=f(P)=0 VPeX = f(P)=0 YPe(CX)=
= [ € T(C(X)) = T,(X) CT,(C(X)) = T,(X) = L,(C(X)). O

Corollario 2.20. Se I C S™ ¢ un ideale omogeneo con Z,(I) # O allora

VI = 1, (Zp(I))-

Dim. Banalmente segue dall’applicazione dei lemmi (2.18) (2.19) e dall’ap-
plicazione del teorema (1.23), infatti, sia X = Z,(I), un insieme algebrico
proiettivo:

Z,(Zp(1) = L,(X) = L,(C(X)) = Lo(Za(1)) = VI. O
Dal teorema segue che I'applicazione Z, ¢ una biezione di Z,(,n) sull’insieme
degli ideali radicali omogenei di S, diversi dall’ideale irrilevante.

Teorema 2.21. Sia X C P}, allora :
X warietd proiettiva < I,(X) primo
Dim. La dimostrazione ricalca la dimostrazione nel caso affine. O

E interessante esplicitare, studiandone qualche proprieta, alcune varieta
proiettive. Iniziamo con il parlare della varieta di Segre.
Siano fissati n, m due interi positivi. Si identifichi con ]P’Zm+"+m I'insieme delle
classi di proporzionalita delle matrici di tipo (n+ 1) X (m+ 1) con scalari nel
campo k, del tipo:
w0, 5 Wom
W =

Wno **° Wnm

Sia definito il seguente insieme
Spom = {[W] € Ppmtm+™: p(W) =1}

dove p(W) ¢ il rango della matrice W.
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Lemma 2.22. S, ,, € un chiuso di ]P’Zm+"+m rispetto alla topologia di Zariski.

Dim. Per come & stato definito I'insieme S, ,,,, un elemento [W] € S, ,,, dove

Woo "+ Wom
W =

Wno **+ Wnm

ha rango p(W) = 1. Questo significa che, per il teorema degli orlati, tutti i
minori di ordine 2 sono nulli.

4 ih =0« WijWkh — WhjWip = 0
Wkj Wkh
coni,k=0,---,njh=0,--- ,m. Ponendo

f= W;ijWkh — WkjWih

polinomio omogeneo di secondo grado a coefficienti in k, nelle indeterminate
wy;, dunque
En,m = Zp(f)

cioe ¢ un chiuso rispetto alla topologia di Zariski. O

Siano considerati [xg,z1,- - ,Zn] € P € [yo,¥1, - ,Ym] € P}* esia N =
(n+1)(m +1) — 1. Si ponga

K[wijlizo, =0, = 5
K[CL'(), Ty Yo, 7ym] = S(’fhm)
Si definisca la seguente applicazione:

o SWN) s g(n.m)

f(wij) — f(ziy;).

E un omomorfismo omogeneo e dunque per il teorema dell’omomorfismo si

ha:

(V)
S ~ I'mo),
7(n,m) n,m
dove 1(»™) = Kera;, ,, ={f € SN . onm(f) = f(xiy;) = 0}. Tenuto cio in

considerazione si ha che (™) & un ideale omogeneo, e inoltre

S(N)

Ty dominio d’integritdh = I™™) ideale primo = I™™) = /J(n.m),

Inoltre presi due vettori [z] € P} e [y] € P7* non nulli, essi hanno rango
1, e dunque il rango della matrice (x'y) non nulla di tipo (n+1) x (m +1) &
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anch’esso uguale a 1, in quanto il rango di un prodotto di matrici non supera
mai il minimo del rango dei due fattori. In seguito a questa osservazione &
possibile considerare ’applicazione:

Onm P X P — Sy

([, [y) — [="y]

Essa & ben definita, poiche facendo variare x ed y di un fattore di proporzio-
nalita, anche il prodotto (z'y) varierd per un fattore di proporzionalita.

Teorema 2.23. g, ,,, € un’applicazione biettiva.

Dim. Per mostrare che ¢ suriettiva, bastera far vedere che, presa una matrice
W di rango 1 di tipo (n+ 1) x (m + 1) esistono vettori di = ed y rispettiva-
mente di tipo 1 x (n+ 1) ed 1 x (m + 1) tali che W = zty.

Dato che W ha rango 1, esisteranno due matrici quadrate non degeneri A di
tipo (n+1) x (n+1) e B di tipo (m + 1) x (m + 1) tali che:

1 0...0 1
AWB = M — 0 ...... O 1_|0 (1,0,...,0)
0 ...... 0 0

Allora, considerati i vettori z = (1,0,...,0) (A’l)
ho che W = zly.

Se si vuole esprimere la matrice M come prodotto di due vettori, 'unica
possibilita ¢ la seguente:

M = -(27%,0,...,0)
0
per ogni z € K — {0}. Dunque, fissata W, si ha che I’espressione data per
z e y € unica a meno di considerare vettori proporzionali. Da qui segue che
ogni [W] € S, ,, non pud provenire da pit coppie ([z],[y]) € P} x P}*. Cid

permette di concludere che I'applicazione o, ,, € iniettiva, e quindi biettiva.
O

Lemma 2.24. S, ,, ¢ il luogo di zeri di It - ossia
S = Zp(I™).

Dim. Si osservi che se f = w;jwin, — wr;w;, € il polinomio omogeneo di
secondo grado, si ha:

*

T () = O (Wij W — Wrjwin) = TiYTryn — TeYjTiyn = 0 =
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= f € Keroy, ,, = Imm,

Sia P € Zp(I(”’m)), dunque g(P) = 0 per ogni g € I™™), ed essendo f €
I(m) | risulta che

f(P)=0=Pe%,,,= Z,(I™™)C 5, .
Sia ora P € X, ,,,, essendo oy, ,,, suriettiva, allora
Jlz] € Py, [yl € P : P = oy m([2], [y]) = [wy;]-

Sia f € I(n,m), allora U:L,m(f) = f(xlyj) = 0. Il punto P = [wij] c En,m o
tale che
f(P) = f(xzy]) =0= Pc ZP(I(n,m))

= Zpm C Z,(I™)) = 8, 0 = Z,(1™).
O
Lemma 2.25. S, ., ¢ irriducibile.

Dim. Basta tenere in considerazione il lemma (2.24) e il teorema degli zeri di
Hilbert;

Ty (Sum) = Tp(Z (1)) = V/I0wm) = prm),
Essendo [(™™) = Z,(Sn,m) un ideale primo, allora, per il teorema (2.21), S,
¢ irriducibile. 0O
Teorema 2.26. S, ,,, ¢ una varieta proiettiva.

Dim. Per i lemmi (2.22) e (2.25), si ha che S, ¢ un chiuso irriducibile
rispetto alla topologia di P} e dunque e una varieta proiettiva. O

Definizione 2.27. S, ,, & chiamato varieta di Segre.

Altre varieta proiettive e che saranno trattate successivamente sono le varieta
di Veronese e le varieta di Grassmann.
n+d
-1
d

Siano n, d interi positivi. Si identifichi con P, I'insieme delle classi
di proporzionalita delle matrici quadrate e simmetriche di dimensione (n +
1) x (n+ 1) con scalari nel campo k, del tipo:

7}(2) s VoUn

Sia definito il seguente insieme
n+d)
d
Va=<[V]eP, p(V)=1

dove p(V) ¢ il rango della matrice V.
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(n + d)
g )
Lemma 2.28. L’insieme Vy ¢ un chiuso di P, rispetto alla topolo-
gia di Zariski.
Dim. Per come ¢ stato definito 'insieme Vj, un elemento [V] € V; dove

U% < VoUnp

V:

Vplg U?’L

ha rango p(V) = 1. Cio significa che, per il teorema degli orlati, tutti i minori
di ordine due sono nulli.

Vij Uik

< V;iVhk — UhiVir = 0
Uhj Uhk J J

con t,j,k,h =0,--- ,n. Ponendo
f= VijVUhk — VhjVik

polinomio omogeneo di secondo grado a coefficienti in &, nelle indeterminate
v;J, dunque
Vi = Zp(f )

O

3 Curve algebriche

La definizione delle varieta affini, in particolar modo la definizione di insieme
algebrico, inteso come luogo degli zeri di un polinomio f € A", ci permette
di poter approfondire il concetto di curve algebriche. Abbiamo dimostrato che
A7} ¢ uno spazio topologico dotato della topologia di Zariski i cui chiusi sono
gli insiemi algebrici e dunque, tenuto in considerazione cio, si definira una
ipersuperficie Z un chiuso di A} rispetto alla topologia di Zariski descritto
come luogo degli zeri di un singolo polinomio.

Definizione 3.1. Se f € A™) ¢ un polinomio non costante irriducibile, Z, (f)
¢ chiamato ipersuperficie di A} di equazione f(z) = 0.

Nel dettaglio, se f € A in base all’ambiente di lavoro, I'ipersuperficie Z di
equazione f(z) = 0 prende nome di:

e curvain AZ;
e superficie in A};

Inoltre sia f € A™ di grado degf = d, I'ipersuperficie Z di equazione f(z) = 0
in A} prende il nome di:



iperpiano, qualora d = 1;
quadrica, qualora d = 2;
cubica, qualora d = 3;
quartica, qualora d = 4;

Poiché A™ & un dominio di fattorizzazione unica, si ha che ogni polinomio
f € A" si pud decomporre in prodotto di polinomi irriducibili:

3f1, fore o, fr € A™ drriducibili = f = f{7fg2 - f

dove dy,ds, - -+ ,d; sono le molteplicita delle rispettive componenti irriducibili
ficoni=1,--- 1. Dall’osservazione (2), si ha

l

Za(f) = Za(frfo- f1) = () Za(f3)

i=1
quindi f1fo--- f; =0 & ancora un’equazione di f, detta equazione ridotta.
Siano Z1, Zs,--- , Z; le ipersuperfici irriducibili affini di equazioni rispetti-

vamente:

fi(z) =0, fo(z) =0, , fi(z) = 0.

Definizione 3.2. L’insieme delle ipersuperfici irriducibili Zy, Zs,--- ,Z; €
detta essere un’ipersuperficie algebrica affine Z di equazione f(xz) = 0. Le
ipersuperfici irriducibili Z1, Zs, - -+ , Z; sono chiamate componenti di Z.

In maniera analoga si potra definire una ipersuperficie in uno spazio proiettivo
P, e tutto cio che & stato discusso relativo allo spazio affine, si potra ripor-
tare nello spazio proiettivo. In particolar modo, essendo 'anello dei polinomi
omogenei S un dominio di fattorizzazione unica, come A, ogni suo poli-
nomio omogeneo si potra decomporre come prodotto di polinomi irriducibili
omogenei:

3f1, 2,5 fr € S drriducibili : f = fit fee . f0
dove dy,ds, - -+ ,d; sono le molteplicita delle rispettive componenti irriducibili
omogenei f; con ¢ =1,--- 1. Tenuto in considerazione che

l

Zp(f)=Zp(fif2-- ) = ﬂ Zp(fi)

i=1
quindi f1 fo--- f; = 0 & ancora un’equazione di f detta equazione ridotta.
Siano Zi, Zs,- -+ , Z; le ipersuperfici irriducibili in P} di equazioni rispet-

tivamente

fl(w) = 0’f2(x) =0,--- afl(x) =0.
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Definizione 3.3. L’insieme delle ipersuperfici irriducibili 7y, Z5,---,2; ¢
detta essere una ipersuperficie algebrica proiettiva Z di equazioni f(z) =
0. In particolare le ipersuperfici Z1, Zs, -+, Z; sono chiamate componenti
irriducibili di Z.

Esempio 3.4. Sia considerato lo spazio proiettivo P? e sia z32z7 = 0 'equa-
zione di una curva algebrica proiettiva, si ha che tale curva € composta da due
componenti irriducibili di equazioni:

{L‘OZO {,131:0

di molteplicita rispettivamente d; = 3 e do = 2. Dunque si tratta di una
cubica di equazione zj = 0 e di una quadrica di equazione z7.

E da notare che I'analisi dell’ambiente affine e ’analisi dell’ambiente proiettivo
non sono slegati tra di loro, anzi vi & uno stretto legame che funge da collante
tra di essi. Infatti & possibile definire le seguenti applicazioni:

P=(x1,29,  ,xn) € A} — P = (x1,22, - ,Tpn, 1) EP}

che permette di passare dall’ambiente affine all’ambiente proiettivo, mentre,
la seguente applicazione

i T Tic1 Tit1 T
P =[xg,x1, - ,x,] €PP L5 P = (2, ... el Speta L , ) e AT
T €T T T
con x; # 0 per i = 0,--- ,n, rappresenta il passaggio inverso, dall’ambiente
proiettivo all’ambiente affine.
Sia considerato l'iperpiano H; di equazione x; = 0, per ¢ =0, --- ,n, € impor-

tante che, affinché sia lecito il passaggio dall’ambiente proiettivo all’ambiente
affine, si richiede che il punto P € P} non appartenga all'iperpiano H;. Quindi,
denotato con U; = P} — H;, si ha:

vi T Ti—1 Tit1 T, n
P:[x07x17"';$7L]€Ui—>P:(77"'7 ) 7"'77)€Ak'
Inoltre l'insieme {Uy, Uy, --- , Uy} costituiscono un ricoprimento per P}.

Proposizione 3.5. ¢; é un omeomorfismo.

Dim. Ci riferiamo al caso ¢ = 0, in quanto il caso i > 0 ¢ analogo. E chiaro
che g & una biezione. Resta dunque da provare che g e ;! sono chiuse. A
tale scopo consideriamo le seguenti applicazioni:

a: f(zo,...,z,) € hg(m) = f(l,z1,...,2) e A

B:g(x1,...,x,) € AM = 20g (xl,...,m") e g v =deg g
o i)
Sia Z C Uy un chiuso, sicche Z = UyNZ,(F), con F C "S™) . Posto F' = «(F)
& ovvio che po(Z) = Z,(F’) e dunque ¢ & un chiuso di A™. Facilmente si
verifica che o' (Z) = Uy N Z,(F"), con F" = B(F), quindi ¢, & chiusa. O
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Corollario 3.6. Sia X C P} una varieta proiettiva, allora si ha

X = LnJ(X nuy)
=0

cioe X si puo ricoprire con degli aperti X NU; che sono identificati, tramite
le mappe p; con delle varieta affini.

Osservazione 9. E possibile identificare A" con Uy mediante la ¢g. In tal caso
Hy si dird iperpiano all’infinito di Ag".

Definizione 3.7. Se X C A", la sua chiusura X in P” si dira la chiusura
protettiva di X. Si porra poi X, = X N Hy e tale insieme si dira insieme dei
punti all’infinito di X.

N

E interessante parlare di punti multipli, in particolare di punti singolari e
punti semplici. Iniziamo col concentrare la nostra attenzione sull’intersezioni
tra una curva con una retta. Si analizzi nello spazio proiettivo.

Teorema 3.8. Se [’equazione di una curva C é di grado n > 0, allora una
retta L o & componente della curva C o ha precisamente n punti (propriamente
contati) in comune con la curva.

Dim. Sia C una curva algebrica di equazione F(z) = 0 con F polinomio
omogeneo di S, di grado n > 0; siano (a), (b) due punti distinti ed L la
retta passante per essi. Qualunque sia il punto (z) appartenente alla retta, si
ha:

(1’) eL <A, e Kz, =Aa; + \ab;
S A, e K (.’L‘Q,l‘l,xg) = ()\1&0 + Aobg, Atay + Aaby, Aas + )\gbg)

Per calcolare le intersezioni della retta L con la curva C, il punto (z) deve
essere un punto della curva e cio vuol dire che F(zg,21,22) = 0. Quindi si ha

F(A1ag + Aabo, Aay + Aaby, Adras + Aabs) =0

che rappresenta un’equazione nell’incognite A1, A2, le cui radici sono i valori
da attribuire a A1, Ao tale che il punto sia sulla curva. Ci sono due casi da
considerare:

1. se F(A1ag+A2bg, Aa1+Aab1, Ajas+Aab2) & identicamente nulla in Ay e Mg,
allora ogni punto della retta L & punto della curva C. Cio ci permette di
dire che la retta L ¢ componente della curva C.

2. se F()\lao + Agbo, )\1&1 + )\2[)17 )\10,2 + AQbQ) non ¢ identicamente nulla in
A1 e Ag, allora Fi(Aag + A2bo, Adrar + Agbi, A1as + Azbs) € un polinomio
omogeneo di grado n > 0 nelle variabili A\; e As.

F(Arag+Aabg, Ayag +Aab1, Adras+Aa2be) = 0 ammette n radici e se vi & una
radice di molteplicita r > 0, allora saranno contate r radici coincidenti.
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Ognuno delle radici individua un unico punto in comune tra la curva e la
retta. Adotteremo la convenzione che conteremo come r punti, il punto
dell’intersezione corrispondente alla radice di molteplicita r > 0. Cio ci
permette di dire che la retta L ha n punti in comune con la curva C. 0O

In conseguenza a cio, potremo affermare che il grado dell’equazione di una
curva ha cosi un significato geometrico ed e chiamato ordine della curva.

In particolare per una curva senza alcuna componente multipla si puo dimo-
strare un teorema piu forte:

Teorema 3.9. Se C ¢é una curva di ordine n > 0 senza alcuna componente
multipla, allora per un punto P &€ C passano rette che intersecano la curva C
i n distinti punti.

Dim. Si scelga un sistema di coordinate in cui il punto P abbia coordinate
(0,0,1) esia f(x,y) = 01’equazione affine della curva C'. Scriviamo ’equazione
parametrica della retta L, passante per P:

xr = q,
y=t

con a € K . Al variare di t si ottengo tutti i punti @ € L, eccetto il punto P.
Tale eccezione non comporta alcun problema, poiché per ipotesi il punto P
non appartiene alla curva C, volendo determinare i punti di intersezione tra la
retta e la curva. Le intersezioni L, NC sono le radici dell’equazioni f(«,t) =0
di grado n > 0 nell’incognita . Se per assurdo tale equazione ammettesse una
radice multipla in ¢ per ogni «, allora il discriminante R(x)! del polinomio
f(z,y) rispetto alla variabile y , & tale che R(a) ¢ il risultante di f(a,t)
rispetto a t e si ha:
R(a) =0Va = R(z)=0

cosi f(z,y) ha un fattore multiplo, cioé la curva C' ha una componente
multipla, il che & assurdo per ipotesi. 0O

Ora ci si interessera studiare le intersezioni di una retta L con una curva C
in un punto P € C. A tale scopo scegliamo un sistema di coordinate affini in
cui:

(a) P = (aa b)v
(b) f(z,y) = 0 lequazione affine della curva C di grado n > 0;
(c) la retta L abbia l’equazione parametrica nella forma:

T =a-+ M\
y=>b+ut
! Ricordiamo che per discriminante del polinomio f s’intende il risultante di f e il
suo polinomio derivato.
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Le intersezioni della retta L con la curva C sono determinate dalle radici
del polinomio f(a 4+ At , b+ ut) = 0. Sviluppando in serie di Taylor
fla+ At , b+ ut) rispetto alla variabile t, si ottiene:

f(a+>\tab+ﬂt) = f(a,b) + (fm)\+fy//')t+ %(fmw/\2+2fmy/\ﬂ+fyyug)t2+ T

dove fz, fy, fzz, fzy, -+ sono le derivate parziali di f, valutate nel punto P =
(a,b). Sapendo che f(a,b) = 0, in quanto P € C, e f(a+ Xt , b+ ut) = 0,
allora si avra esattamente:

1
(fac)‘ + fy:u)t + E(fmwAz + way)\ﬂ + fyy:u2)t2 +---=0

Si distinguono tre casi:

Caso 1 fz(a,b) #0 0 fy(a,b) #0.
Ogni retta passante per P interseca la curva C nel solo punto P eccetto
per quel valore di 2 che rende f,\ + fyp = 0. Tale retta ¢ chiamata retta
tangente alla curva C nel punto P ;

Caso 2 fy(a,b) =0 e fy(a,b) =0, ma non tutte fy.(a,d), fzy(a,b), fyy(a,d)
sono nulle.
Ogni retta passante per P ha almeno due intersezioni in P, mentre al pid
due rette, corrispondenti alle radici di

P (@ D)N 4 2fuy (@, D)Aa + Fy (a,D)s = 0 (1)

hanno pit di due intersezioni in P. Tali rette sono chiamate rette tangenti
alla curva C nel punto P e se (6.2) ammette una radice di molteplicita
due allora ci saranno due rette tangenti coincidenti

Caso 3 Tutte le derivate di f fino alla (r — 1) — esima derivata si annullino
nel punto P e almeno una r — esima derivata non si annulli nel punto P.
Ogni retta passante per P ha almeno r intersezioni in P con la curva C e
le r rette, propriamente contate, corrispondenti alle radici di

fz”")\T'i' (;)fmr—ly)‘T_llu’"""'"’_ (:)fy”/[:() (2)

hanno piu di r intersezioni in P. Tali rette sono chiamate rette tangenti a C
nel punto P. La molteplicita delle radici della (2) indichera le molteplicita
delle rispettive rette.

Definizione 3.10. Il punto P cosi fatto ¢ chiamato punto della curva C di
molteplicita r > 0.

Definizione 3.11. Un punto della curva C di molteplicita uno & chiamato
punto semplice di C, un punto della curva C di molteplicita due & chiamato
punto doppio di C e cosi via. In particolare un punto di molteplicita

r > 2 e detto punto singolare.
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Definizione 3.12. Un punto della curva C di molteplicita » > 0 & ordinario
se le r tangenti alla curva C nel punto sono distinte.

Un punto P ¢ C puo essere considerato come un punto P € C di
molteplicita zero.

Proposizione 3.13. Un punto P = (a,b) € C ¢ singolare se e solo se

f(a7b) = fT(avb) = fy(a,b) = 0.

Dim. =) P = (a,b) € C ¢ singolare = P = (a,b) ha molteplicita
r> 2= fz(a,b) = fy(a,b) =0 per il caso 2 e il caso 3 analizzati precedentemente.
<) f(a,b) = fz(a,b) = fy(a,b) =0 = ci si riconduce al caso 2. O

In termini di coordinate proiettive, il criterio per individuare i punti singolari
di una curva puo essere esplicitato in una forma pitd conveniente, attraverso i
seguenti teoremi.

Teorema 3.14. Il punto P é un punto di molteplicita r > 0 di F(x) = 0 se
e solo se tutte le (r — 1) — esime derivate di F, ma non tutte le r — esime
derivate, si annullino nel punto P.

Dim. Si assuma che il punto P non appartenga alla retta all’infinito x¢y = 0.
Se xq divide F allora F non ha equazione affine, pero f(z,y) = F(1,2,y) =0
e 'equazione affine della curva che differisce da F solo per la mancanza di
zg = 0 come componente. Dunque la componente xy = 0 certamente non ha
effetto sulla molteplicita della curva nel punto P. Assumiamo che P abbia
coordinate affini (a,b). Si ha:

fla,b) =0« F(1,a,b) =0
poiché P € C. Siccome
fa(2,y) = Foy (L, y) e fy(a,y) = Fo, (1,7, y)
dunque
fz(a,b) = fyla,b) =0« Fy, (1,a,b) = F,(1,a,b) =0
Considerando che 2
roFy, + x1Fy, +22F, =nF

si avra

2 Se F(x1,z2, -+ ,2,) & un polinomio omogeneo di grado n > 0 allora

Zx’FJCL =nkF.
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F(1,a,b) = F,, (1,a,b) = F,(1,a,b) =0 < F, (1,a,b) = F;,(1,a,b) = F,,(1,a,b) =0

Continuando questo processo si avra:

fla,b) = fz(a,b) = fy(a,b) = fu2(a,b) =--- = fyr(a,b) =0
~
Fur(1,a,b) = Fmg—lxl(l,a,b) = =Fy(l,a,0) =0

Il teorema segue per 'applicazione del Caso 3. O

Come conseguenza di tale teorema vi ¢ il seguente corollario:

Corollario 3.15. In termini di coordinate proiettive un punto A = (a) di
F(x) =0 ¢ singolare se e solo se Fy(a) = Fy(a) = Fa(a) = 0.

In particolare per una curva senza alcuna componente multipla e valido il
seguente teoremas:

Teorema 3.16. Se C & una curva di ordine n > 0 senza componenti multiple,
allora per il punto P della curva di molteplicita r > 0 passano rette che
intersecano la curva C' inn —r punti distinti.

Il teorema che segue, invece, permette di indicare quella condizione necessaria
e sufficiente affinché un punto di una curva sia un punto non singolare:

Teorema 3.17. Se (a) é un punto non-singolare di F(z), allora l'equazione
della retta tangente ad F nel punto (a) é nella forma

Z Fi(a)xi =0.

E sicuramente utile procedere con esempi che permettono una maggiore com-
prensione dei risultati ottenuti nella sezione precedente mediante delle rap-
presentazioni grafiche. Enunciamo il seguente teorema che puo essere molto
utile per le applicazioni che seguiranno:

Teorema 3.18. Se f(x,y) non ha termini di grado minore di r e ha qualche
termine di grado r allora Uorigine é un punto di molteplicita r di f(z,y) =0
e la curva, definita azzerando i termini di f(x,y) di grado r, ha come sue
componenti le rette tangenti ad f(x,y) = 0 nell’origine.

Esempio 3.19. Sia f(z,y) = #® — 22 +y? una curva. Il punto P in cui f(z,y)
si annulla & Porigine (0, 0). Calcoliamo le derivate della funzione f(z,y):

fo(z,y) =32 =2z e fy(z,y) =2y

Valutiamo le derivate nell’origine

f2(0,0) =0 e £,(0,0) = 0;
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Dunque, avendo f(0,0) = f,(0,0) = f,(0,0) = 0 per la proposizione (3.13),
si ha che l'origine € un punto singolare, di molteplicita
2<r<3
poiché n = 3. Calcoliamo le derivate seconde:
fo2(x,y) =62 — 2 foy(x,y) =0 f2(z,y) =2

Valutando le derivate seconde nell’origine?, si nota:
f22(0,0) = =2 # 0 f4(0,0) =0 f,2(0,0) =2 #0

Allora possiamo concludere che l'origine &€ un punto singolare doppio. E or-
dinario perché le due rette tangenti nel punto (0,0) sono distinte, poiché, per
lapplicazione del teorema (3.18), si ha:

—2? 4ty =0=r+y=0ex—y=0
Un punto doppio ordinario ¢ chiamato nodo.

Esempio 3.20. Sia f(z,y) = 23 —y? = 0 una curva. Il punto P in cui f(z,y)
si annulla & Dorigine (0,0). Calcoliamo le derivate della funzione f(x,y)

fola,y) =32 e fy(x,y) = ~2y
Valutiamo le derivate nell’origine
f2(0,0) =0 fy(0,0) = 0;

Dunque, avendo f(0,0) = f,(0,0) = f,(0,0) = 0 per la proposizione (3.13),
si ha che 'origine ¢ un punto singolare, di molteplicita

2<r<3
poiché n = 3. Calcoliamo le derivate seconde:
fu2(2,y) = 62 foy(2,y) =0 fi2(z,y) = =2
Valutando le derivate seconde nell’origine, si nota:
£22(0,0) = 0 £,(0,0) = 0 £,2(0,0) = 2 # 0
Allora possiamo concludere che 'origine & un punto singolare doppio; appli-
cando il teorema (3.18) si ha:
—y2 =0=y=0
Non & un punto ordinario poiché non ci sono due tangenti distinte. Un punto
doppio non ordinario ¢ chiamato cuspide.

3 Ricordiamo che

fzy(aa b) = fyz(a7 b)
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Esempio 3.21. Sia f(z,y) = 22* — 322y + y? — 2% + y* = 0 una curva. 1l
punto P in cui f(z,y) si annulla & 'origine (0, 0). Calcoliamo le derivate della
funzione f(z,y) e quantifichiamole nell’origine:

folz,y) = 823 — 6xy e fylz,y) = —32% + 2y — 6y° + 4¢°

f2(0,0) =0e f,(0,0) =0

Dunque, essendo f(0,0) = f,(0,0) = £,(0,0) = 0 per la proposizione (3.13),
si ha che l'origine & un punto singolare, di molteplicita

2<r<4
poiché n = 4. Calcoliamo le derivare seconde:
For(2,y) = 240% — 6y fu (2,y) = —62 fa(2,y) = 2 — 12y + 12y
Valutando le derivate seconde nell’origine, si ha:
£22(0,0) = 0 £, (0,0) = 0 f,2(0,0) =2 # 0

Allora possiamo concludere che 'origine ¢ un punto singolare doppio; appli-
cando il teorema (3.18) si nota:

y2:0:>y:0

Non ¢ un punto doppio ordinario poiché ci sono due tangenti coincidenti. Un
punto doppio non ordinario di questo tipo & chiamato tacnodo.

Esempio 3.22. Sia f(z,y) = (2% + y?)? + 32%y — y® una curva. Il punto P
in cui f(z,y) si annulla ¢ origine (0, 0). Calcoliamo le derivate della funzione
f(z,y) e valutiamole nell’origine:

fo(z,y) = da(2? + y?) + 6ay e f,(z,y) = dy(z® + y?) + 32* — 3y?

f2(0,0) =0¢ f,(0,0) =0

Dunque, avendo f(0,0) = f,(0,0) = f,(0,0) = 0, per la proposizione (3.13)
si ha che l'origine € un punto singolare, di molteplicita

2<r<4
poiché n = 4. Calcoliamo le derivate seconde:
Ja2 (l‘7y) = 4(372 + y2) + 8z fmy(w7y) = 8xy + 6z

fo2(@,y) = 4(2® + y°) + 8y* — 6y

valutandole nell’origine, si ottiene:

fx2(030) =0 fmy(oao) =0 fyZ(0,0) =0
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Calcoliamo le derivate terze valutate poi nell’origine:
fos(z,y) = 82(z® + ) + 162 (---) fys(x,y) = 8y(z* + y*) + 16y — 6

fz?’(ovo) =0 () fy3(0a0) =—6#0

dove (- --) racchiudono il complesso delle derivate terze. Allora possiamo con-
cludere che lorigine ¢ un punto singolare triplo; applicando il teorema (3.18)
si ha:

y=0
322y — 1y =0= V3r—y=0
V3+y=0

Quindi & un punto ordinario in quanto ha le tre rette tangenti distinte.

4 Complementi

Innanzitutto si approfondisca il concetto di irriducibilita in uno spazio topo-
logico. Sara utile la seguente proposizione:

Proposizione 4.1. Sia X uno spazio topologico e sia Y C X un suo sottoin-
steme, allora:

1. Y drriducibile & Y(Py,Py) € YXY 3Z CY : Z irriducibile e {Py, Py} €
Z;
2. Sia U un aperto non vuoto di'Y, allora

Y irriducibile < U denso in'Y;

3. Y irriducibile <Y irriducibile ;
4. Y drriducibile < YU CY aperto ;U é irriducibile .

Dim. Si dimostri la 1).
=) Sia Y irriducibile e siano P; e P, due punti distinti di Y, allora Y ¢ il
sottoinsieme irriducibile che contiene i due punti.
<) SiaY = Y1 UYa, con Y; chiusi di Y, allora risulta che {P;, P} C Z C
Y1 U )/2, ma

Z=(ZNnY1)U(ZNY>)

con Z NY; chiusi in Z. Essendo Z irriducibile, quindi
Z=ZNY10Z=7ZNY,

Ne segue che {Py, P2} C Yy, 0 {P1, P} CY5. Quindi Y CY; oppure Y C Y;
e Y ¢ irriducibile.

Si passi a dimostrare il punto 2.

=) Se per assurdo U # Y, si ha Y = UU (Y —U) e quindi Y & unione di
due chiusi propri, ma € una contraddizione in quanto Y ¢ irriducibile. Dunque
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Uu=Y.

<) Se per assurdo Y ¢ riducibile, Y = Y; UY5, con Y;, i = 1,2, chiusi propri.
Quindi Y — Y7 & un aperto denso, contenuto in Y. Allora Y =Y —Y; C Y5,
contraddizione.

Si dimostri il punto 3).

=) Sia Y irriducibile e supponiamo Y = Y; U Y5 con Y; chiusi propri, per
1=1,2. Allora

YCY=Y1UY, =Y CY oY CY, =

=Y CY =Y,0Y CY,y =Y, =Y irriducibile.
<:) Sia Y = Y1 UY2 con Yl, Y2 chiusi in Y. Inoltre Y1 = X1 ﬂY,ifg = X2 ny
con X; C X chiusi. Allora
Y=XNY)Uu(X2nY)=(X1UX)NY =

:>Y§X1UX2:>?§X1UX2:>?§X1 o?ng.

Supponiamo ¥ C X;,sihayy = X3NY DY NY =Y. Ne segue che
Y C Y1, quindi Y ¢ irriducibile. Infine si dimostri il punto 4), applicando i
punti precedenti. Sia Y irriducibile e sia U un suo aperto non vuoto, allora

U =Y < U irriducibile < U irriducibile. O

Esempio 4.2. P! ¢ irriducibile. Infatti i chiusi propri, non vuoti, irriducibili
di P! sono i punti.

Esempio 4.3. I chiusi irriducibili di A} o di P} sono: i sottospazi non vuoti,
in quanto omeomorfi a un A}, o a un IP;, e la cubica gobba, affine o proiettiva,
in quanto omeomorfa ad A} o a Pj.

Corollario 4.4. Ogni aperto non vuoto di P} é irriducibile.

Dim. Sitenga in considerazione la proposizione (4.1). Per ogni coppia di punti
Py, P, distinti passa la retta P; V P,, che € omeomorfa a IE””,lC e dunque per il
punto (1) P{ ¢ irriducibile e in virtu del punto (4) segue l'asserto. O

Corollario 4.5. Ogni aperto non vuoto di Py ¢ denso in P}, sicché la topo-
logia di Zariski di P} non é Ty cioé che due aperti non vuoti si intersecano
sempre, perché sono densi.

Dim. Si considera il punto (2) della proposizione (4.1). O

Esempio 4.6. Se consideriamo un’inclusione di spazi vettoriali W =2 k(F+1)
V = k("+1) essa induce una mappa PW < PV,

Definizione 4.7. Im(p) = Z si dice sottospazio lineare di dimensione k, o
k—piano, in PV.
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o k=1= Z retta;
e k=mn—1= Z iperpiano.

Osservazione 10.
V(Py, Py) € P*) x Py, con Py # Py, Jlrretta : P, Py €.

Un sottospazio lineare Z = P* C P™ puo essere descritto come il luogo di

zeri di n — k polinomi omogenei lineari. Inversamente ogni insieme definito da
forme lineari & un sottospazio lineare.
L’intersezione di due sottospazi lineare ¢ ancora un sottospazio lineare, pos-
sibilmente &. Si puo parlare anche del sottospazio lineare generato da due (o
pit) sottospazi lineari Z, Z'; se Z = PW, Z' = PW’, esso ¢ proprio il sottospa-
zio associato alla somma W + W’ C K"*!, e equivalentemente il pit piccolo
sottospazio lineare contenente sia Z che Z’ e si denota con Z, Z’. La dimen-
sione dello spazio Z, Z’ & al pit la somma delle dimensioni e I'uguaglianza vale
se e solo se Z e Z' sono disgiunti. Si ha in generale:

dim (Z7 Z’) = dim(Z) + dim(Z’) —dim(Z N Z")
dove prendiamo 'insieme vuoto come sottospazio lineare di dimensione —1.

Sia Z C P™ un chiuso del tipo Z = Z, (fo,.-., fm) con fo,..., fm forme
lineari; per la teoria dei sistemi lineari potra supporsi che fy,..., f;n siano
linearmente indipendenti.

Allora se go, ..., gn sono ancora forme lineari tali che Z = Z, (go,...,9n),
9o, - - -, gn dipendono linearmente da fo,..., f, in ST, e quindi ¢ h > m, e
vale:

h=m<% go,...,gm linearmente indipendenti .

Dunque l'intero n — m = r + 1 non dipende che da Z ed ¢ il massimo numero
di soluzioni linearmente indipendenti del sistema:

fo(z) =aooxo + - - - + apnxy, =0

...... (1)
fm(Z) =amoxo + -+ + @mnn =0

Se §, = (&0, -+, &n), 1 =0,...,r sono r + 1 siffatte soluzioni, ogni altra solu-
zione di (1) dipende linearmente da esse.
Considerati i punti P; = kz} € P" diremo che essi sono linearmente indi-
pendenti e diremo che P = g] dipende linearmente da Py, ..., P, se esistono
A0, -->Ar € K taliche § = )\0§0+. . )\Tér e scriveremo P = \gPy+- - -+ A P;.
Ovviamente tali definizioni sono ben poste. Viceversa siano P; = {gz} , 1=

0,...,r, punti linearmente indipendenti di P": l'insieme Z dei punti di P"
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che da essi dipendono linearmente costituiscono un chiuso Z definito da un

sistema lineare del tipo (1), con r+1=n—me fo,..., fm linearmente indi-
pendenti.

Infatti sia f (z) = wozo + -+ + upz, una forma lineare. Essa contiene tutti
i punti che dipendono linearmente da Pj,..., P. ossia se e solo se contiene
Py, ..., P, ossia se e solo se

Uoro + - F UREn =0

Questo puo riguardarsi come un sistema lineare di rango r + 1 = n — m nelle
incognite u,, - . . , U, , € come tale, possiede m+1 soluzioni linearmente indipen-
denti da cui tutte le altre dipendono. Se a; = (a0, ..., @in),% =0,...,m sono
tali soluzioni, & chiaro che il sistema ((1)) & proprio un sistema di equazioni
per Z. Aggiungiamo che I,(Z) = (fo,..., fm). A tale scopo basta mostrare
che (fo,..., fm) & radicale.

Infatti & possibile aggiungere a fy,..., f;, altre r + 1 forme lineari fp, 41, ...,

fn tali che generino SYL). Allora I’applicazione:
@: S — 5

ottenuta estendendo per k—linearita I’automorfismo di SYL) tale che p(z;) =
fi,i=0,...,n, & ovviamente un automorfismo di S come k—algebra, che
trasforma l'ideale (zo,...,x,,) che & radicale, in (fo,..., fmn)-
Un chiuso del tipo suddetto si dice sottospazio lineare di dimensione r di P"y,
(rettase r = 1, piano ser = 2): si noti che il @ & da considerarsi sottospazio
di dimensione —1, ogni punto ¢ un sottospazio di dimensione 0. P} di solito
si considera come sottospazio di dimensione 7.
Se Zy, Z5 sono sottospazi di P", ¢ ovvio che Z; N Z; € un sottospazio che
dicesi sottospazio intersezione di Z7, Zs. Inoltre & non vuota la famiglia F dei
sottospazi di P, contenenti Z; U Zs.
Posto

LZz= () X

XeF

& chiaro che Z; Z5 & ancora un sottospazio che dicesi sottospazio congiungente
di Zy e Z3. Se r1 e ro sono le dimensioni di Z; e Z, rispettivamente e, 7, 7’
quelle di Z1 Z5 e di Z1 N Z,, si ha la relazione, nota come regola di Grassmann:
r+rg=1r+1r.

Si noti che se Z & un sottospazio di dimensione r e se Py, ..., P, ne sono punti
linearmente indipendenti, si ha Z = Py V - -- V P,.. Inoltre 'applicazione

Wi Moo M] EPT APy + -+ A\ P, € Z

¢ un omeomorfismo. E chiaro che v ¢ biettiva e il lettore facilmente verifichera

che ¢ continua. Proviamo che e chiusa. Sia P; = [ﬁl] , 0 = 0,...,7 e sia
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g € "S() un polinomio non costante. Allora un punto P = [€] appartiene a
¥ (Z,(g)) se e solo se

§o =Moo + -+ Ao

......... 2)
gn :)\05071 +---+ )\rgrn

Per l'indipendenza lineare di Py, ..., P,, esistono r 4+ 1 righe, ad esempio le
prime, della matrice

§0n grn

che sono linearmente indipendenti. Dalle prime r + 1 equazioni tra le (2) &
possibile allora ricavare le seguenti soluzioni:
Ao =nooko + -+ + 1or&r

...... (3)
)\7‘ :777"060 +--+ 777’7“57‘

con 1;; € k. Allora (2) ¢ verificato se e solo se valgono le seguenti relazioni:
& = Aoboj + -+ Ar&j J=r+1l....n

g()\o,...,)\r)zo

dove A, ..., A, sono espresse dalle (3). In definitiva 9 (Z,(g)) ¢ definito dalle
equazioni:

g(nOO‘TO+"'+770Txr7"-a77r0x0+"'+77rr1:r):0

T s
xj:z&'j (ZWMM) J=r+1l,...n
i=0 h=1

ed ¢ quindi un chiuso.

Consideriamo ora, come di consueto, A" = Uy C P™.

Un sottoinsieme X C A™ non vuoto si dice sottospazio affine di dimensione r
di A™, se esiste un sottospazio Z di dimensione r di P" tale che ZNA™ = X.
Il vuoto si considera come sottospazio affine di dimensione —1. Se Z ¢ definito
dal sistema (1), X sara definito dal sistema

ag1T1+ -+ agnTn + gy = 0

Am1T1+ -+ T + Qo = 0

che & compatibile, per I'ipotesi X # (. Ne sia £ una soluzione. Si consideri poi
il sistema lineare omogeneo
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ap1x1+ -+ agnxy, =0

......... (4)

Amp1T1+ -+ QG Tp =0

associato a (2). Poiché le equazioni di (2) sono linearmente indipendenti e (2) &
compatibile, anche le equazioni di (4) sono linearmente indipendenti, sicche (4)
possiede r = n —m — 1 soluzioni linearmente indipendenti {, = (&iyy--s i)
Tutti e soli i punti di X sono del tipo

=+ Mg+ +AE,

Viceversa, siano & NEER ,fr punti di A™ linearmente indipendenti e sia £ € A™.
Si puo considerare 'applicazione

P (At M) EAT 5 £ ME o+ NE €A™

Mostriamo che 1 (A”) & un sottospazio di dimensione r di A™. Infatti consi-
deriamo i punti

Py=[1,&,...,&]
Pi:[05€i17"'7£i”] izl,...,r

di IP;. Essi sono linearmente indipendenti. Inoltre considerata 1’applicazione
i [Aoy- s A] EPT = APy + -+ NP €P

¢ chiaro che 9 ¢ restrizione di ¢ ad A” C P".
Se Z =9 (Pr)e X =4 (A") = ZNA". E inoltre chiaro che 1, quale restrizione
di un omeomorfismo,& un omeomorfismo e che Z = X. E infine ovvio che
T, (X) & generato da primi membri di (3) e che, viceversa, ogni chiuso di A™,
definito da equazioni lineari & un sottospazio.

Esempio 4.8. La chiusura proiettiva di A} ¢ P} ossia A} ¢ denso in P}.

Esempio 4.9. Se Z C A" ¢ un chiuso si ha Z = ZUZ. Infatti ZNA," = Z
in quanto la chiusura di Z in A" coincide con Z N A". Dunque ogni chiuso
(Z) di A" & intersezione di un chiuso (Z) e di un aperto (A;") di P"j cioe
¢, come si dice, localmente chiuso in P".

Osservazione 11. Sia X C A™ un insieme localmente chiuso dato da un sistema
di polinomi: {f, (z1,..., xn)}a:L...,m; la frase che i polinomi f,, determinano
X, puo avere un duplice significato:

1. il luogo degli zeri Z,, (f1,..., fm) € X;
2. i polinomi f, generano lideale Z,(X).

Ovviamente il punto (2) & pid forte.
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Determineremo ora i chiusi di A2 e di P?.
Richiamiamo a tale scopo le prime nozioni di teoria dell’eliminazione. Sia I
un campo e siano

f(l‘):a,og;*"+-.-+an7 ,g(aj‘):bo+xm++bm
polinomi non nulli in I'[z]. Considerato il sistema

f(z) =0, g(x) =0 ()

si dice che esso ¢ compatibile se ammette qualche soluzione nella chiusura
algebrica di I'.

Condizione necessaria e sufficiente affinche il sistema (5) sia compatibile &
che f(x) e g(x) abbiano qualche divisione comune non costante in I'[x]. Una

......

Lemma 4.10. (Lemma di Eulero): Sia a # 0 0 b # 0. Condizione necessa-
ria e sufficiente affinché il sistema (5) sia compatibile é che esistano polinomi
h(x), k(z), € I'[x], non nulli, di gradi rispettivamente minori di m ed n tali
che

h(z) f(z) = k(z)g(x) (6)

Dim. La condizione & necessaria. Infatti se (5) & compatibile, si ha:

con p(z) € I'lz] di grado positivo e quindi h(x), k(z) verificanti 1’asserto.
Viceversa, si abbiano h(z), k(z) verificanti la (6) di gradi minori di m, n
rispettivamente, e sia inoltre ag # 0. Se f(z), che & di grado n, non avesse
fattori comuni con g(z), dovrebbe, per la (6), dividere k(x), polinomio non
nullo di grado minore di n, contraddizione. 0O

L’esistenza di polinomi h(x), k(z) verificanti le condizioni del lemma di Eulero
equivale all’esistenza di m + n elementi di I

¢, t©=0,...,m—1non tutti nulli
dj, j=0,...,n—1 non tutti nulli
tale che
(cox™ '+ Hemar) f(@) = (doa™ ' + -+ + dn1) g() (7)
soddisfacenti cioe alle m + n relazioni

ag+co = bodo
aico + ager = bidg + body

nCm—1 = bymdn_1
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e si ottengono eguagliando i coefficienti dei termini simili dei due membri delle
(7).

Dall’ipotesi che f e g siano non nulli segue poi chese cg, ..., Cm_1,dg, ..., dp_1
verificano la (7) e quindi la (8) e sono non tutti nulli, allora ne ¢y, ..., ¢y—1 ne
do,...,dn—1 sono tutti nulli. In definitiva il sistema (5) & compatibile, nell’i-
potesi che ag e by non siano entrambi nulli, se e solo se il sistema lineare omo-
geneo (8) di n 4+ m equazioni nelle n + m incognite cg, . .., Cm-1, do, - - -, dn_1
ammette soluzioni non banali. La condizione affinche cio accada & espressa da:

ag a1 (429
apay 29
apa1 Gnp,

bob1 ... b
boby ... by
bobyr ... b

uguale a zero. Il primo membro di (8) si chiama determinante di Sylvester
di f e g e il suo annullarsi implica che ag = by = 0 oppure il sistema (5) &
compatibile, ossia che f, g abbiano qualche fattore comune non costante in
I'[x].

Ove ag,...,0n,...,b0,...,b,, si considerino come indeterminate su I, il
determinante di Sylvester puo riguardarsi come un polinomio

R (ag,...,an, bo,...,bm) = R(a, b)

in tali indeterminate. Tale polinomio prende il nome di polinomio risultante
di feg.

Consideriamo ora due polinomi f(x1, z3), g(z1, ©2) € A® che supporrem-
mo non costanti, privi di fattori comuni non costanti. Vogliamo provare che
Zo(f, 9) = Zo(f) N Z4(g) & un insieme finito di A%. Se f e g hanno gradi
rispettivi n e m in r si potra scrivere

f(fﬂl, £C2) :ao(:cl):zrg —+ -+ an(zl)
g(z1, x2) =bo(z1)2y’ + -+ + by (z1)

dove a;(z1), bj(x1) € k1], 1 =0,...,n, j = 0,...,m e ag(x1), bo(z1) non
nulli. Si consideri ora il polinomio

R(l’l) = R(ao(.’tl), ey an(xl); bo(l’l)7 ey bm(xl)) .

Esso non ¢ identicamente nullo. Se lo fosse infatti , f e g quali polinomi su
k(x1) avrebbero un fattore comune non costante. Cid implicherebbe che f e
¢ hanno un fattore comune non costante in k[xy, 2], il che & assurdo.

Se f € k(z1)[xe], f si pud scrivere nel modo seguente:
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f=clf) f

dove c(f) € k(z1), f1 € k[z1; x2], con i coefficienti di f;, considerato come
polinomio in zs, privi di fattori comuni non costanti; la suddetta scrittura e
unica a meno di prodotto di ¢(f) per una costante non nulla. Si ha quanto
segue:

Lemma 4.11. Se f, g € k(x1)[x2], si ha c(f g) = c(f) - c(g)

Dim. E chiaro che basta ridursi al caso ¢(f) = ¢(g) = 1, in cui si puod assumere
che f, g stiano in k[zq, x3], con coefficienti , considerati come polinomi in x,
privi di fattori comuni non costanti. Allora sia

f=ao(x1)xh + -+ ap(z1)
g =bo(w1)zy" + -+ + b (1)

per ogni polinomio irriducibile p(x1) € k[x1] siano r il pid piccolo intero tale
che a,(z1) # 0 e p non divide a, e s il pit piccolo intero tale che bs(x1) # 0 e
p non divide b,. Consideriamo il coefficiente di ™™~ ~% in f - g. Esso sara:

c=arbs + ar-‘rlbs—l +oF ar—lbs—i-l

Ora p non divide a,b; ma divide ogni altro termine di tale somma, sicche p
non divide ¢. Cio prova l'asserto. O

Teorema 4.12. (Teorema di Gauss) Se f € A®) ha una fattorizzazione
del tipo f = gh, con g, h € K(x1)[z2], allora

[ = clg)e(h)giha
con c(g)c(h) € AW,

Dim. L’unica cosa da provare e l'ultima asserzione, che segue dal fatto che
c(g)e(h) = o(f) € AW O

Osserviamo esplicitamente che il teorema di Gauss si puo opportunamente
estendere a polinomi in piu di due variabili, il che lasciamo la cura al lettore.
Tornando alla determinazione di Z,(f, g) si osservi che, dalla discussione svol-
ta, segue che (a1, az) € Z1(f, g) implica che R(a;) = 0. Poiché R(x1) non ¢
identicamente nullo, a; pud assumere solo un numero finito di valori. Poiche
analogo discorso puo ripetersi per as, ne segue che Z,(f, g) ¢ un insieme fi-
nito. Se poi f, ¢ hanno un massimo comun divisore non costante ¢ € A si
ha f = pk, g = wh con h e k primi tra loro. Si ha:

Za(f, 9) = Za(p) U Zu(h, k)

dunque Z,(f, g) € unione di una curva e di un numero finito di punti. Tale
ragionamento puo ripetersi.
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Proposizione 4.13. Ogni chiuso proprio di A% & un sottoinsieme finito o
l"unione di una curva con un sottoinsieme finito.

Tale risultato puo estendersi ad un’analoga caratterizzazione dei chiusi
propri di P2. A tale scopo premettiamo le considerazioni che seguono. Dall’a-
nalisi precedentemente si ha che : se f, g € A® sono polinomi non costanti
e se le curve Z,(f), Z.(g) hanno infiniti punti comune, allora f, g hanno
un massimo comun divisore non costante ¢. Z,(¢) € una curva contenuta in
Zo(f, g), ed & la massima curva contenuta in Z,(f, g). Questa asserzione puo
considerarsi come una forma debole del teorema di Bezout per le curve affini.
Da essa segue che:

Lemma 4.14. Se Z = Z,(f) C A? ¢ una curva, la sua chiusura proiettiva Z
é ancora una curva e precisamente la curva Z, (8(f)).

Dim. Possiamo assumere che f = 0 sia I’equazione ridotta di Z e possiamo
evidentemente limitarci al caso in cui f € A® sia irriducibile. E ovvio che
Z, (B(f)) 2 Zu(f) sicche Z, (B(f)) 2 Z. Sia ora g € S® un polinomio non
costante tale che Z,(g) 2 Z. Allora Z, (a(g)) 2 Z e dunque, per la precedente
asserzione, si ha che f divide (g). Ma allora 8(f) divide 8 (a(g)) e dunque
divide g. Infatti, com’e facile verificare si ha

Blal(g) g =g

dunque z] & la massima potenza di zo che divide g. In definitiva si trova
Zp(g9) 2 Zp (B(f)) e da cio lasserto. O

Rileviamo esplicitamente che il lemma (4.14) & caso particolare di un analo-
go risultato generale, concernente la chiusura proiettiva di ipersuperfici affini,
che troveremo in seguito.

Considerando tutto cio, possiamo finalmente dimostrare il seguente teorema:

Teorema 4.15. I chiusi propri di P? sono i suoi sottoinsiemi finiti o ’'unione
di una curva con un sottoinsieme finito.

Dim. Se Z CP? ¢un chiusosiha Z = Z,UZy con Z, = Z N A2, Z, = ZNH,.
L’asserto segue allora da (4.14), (4.13). O

Concludiamo osservando che non vi ¢ alcuna difficolta, come ci si puo
convincere, ad estendere il teorema di Bezout in forma debole alle curve di
IED2
Si ottiene il seguente risultato generale:

Teorema 4.16 (Forma debole del teorema di Bezout). Siano date due
curve piane (ossia di A®> o di P?) Zy, Zy di equazioni f = 0,9 = 0 ri-
spettivamente. Sia ¢ il massimo comun divisore dei polinomi f, g, allora
Z1NZy = Z(p) U Z3 dove Z3 ¢ un insieme finito di punti.

Da tale proposizione segue infine che i chiusi propri di una curva piana
sono unioni di curve in esse contenute.



5 Funzioni regolari e razionali

Allo scopo di dare la definizione di morfismo tra varietd € necessario partire
dalle funzioni regolari.

Definizione 5.1. Sia X C A} una varieta affine. L’anello

(n)
A = If(X)

¢ detto 'anello delle coordinate affini di X.
Proposizione 5.2. A(X) é un dominio d’integritd.
Dim.
X varieta < Z,(X) primo < A(X) dominio d’integrita . O

Sia considerato A(X) l’anello delle coordinate affini e si definisca una relazione
R nel prodotto cartesiano A(X) x A(X) — {0} nel seguente modo:

V(f,9),(f.9) € AX) x AX) —{0} (f,.9)R(f'.9) = fg' =gf"
Lemma 5.3. La relazione R é una relazione di equivalenza.

Dim. R e riflessiva, in quanto:

V(f,9) € A(X) x A(X) = {0} fg=9gf = (f,9R(},9).

E simmetrica:
V(f,9).(f'.9") € AX) x A(X) {0} (f.9)R(f".9") = fg' =9I =

= flg=9'f=(f,d)"R(f,9)

Infine vale la transitivita poiché, se per ogni (f, g), (f',¢"), (f",g") € A(X) x
A(X) — {0}, allora

(LR, g) e (f,d R, 6" = f9' =gf e flg" =4 f".

Du]lque Si lla:
f/ g/ f/ g/
- — - g/ — - g// f/ — - f'// .

Allora, sostituendo nell’'uguaglianza fg’ = gf’, si ha:

fﬁg” = g%f” = fg" =gf" = (f,9)R(f",¢"). O
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Per il lemma (5.3) la relazione R determina una partizione in classi di
equivalenza

[(f,9)lr ={(f',9') € A(X) x A(X) = {0} : (f',g)R(f. 9)}
e la classe di equivalenza sara denotata con il seguente simbolo:

(f 9)lr = g

L’insieme quoziente

A(X)x/;éX)*{O} _{g:feA(X)egeA(X)—{O}}

e il suddetto insieme sara denotato con il simbolo K (X).
K(X) ha la struttura di campo, in quanto & possibile definire I’operazione di
addizione e 'operazione di moltiplicazione nel modo seguente:

[+L’:fg’+gf’

/ /

g g 99
fr_fr
g 9 g9

ed e chiaro che la struttura algebrica (K(X),+,-) € un campo.
Definizione 5.4. K(X) & detto campo delle funzioni razionali.

Ora si passera a definire una funzione regolare su un sottoinsieme aperto di
una varieta affine.

Definizione 5.5. Sia X C A} una varieta affine e sia P € X un punto.
L’insieme

Ox.p = {g  Jg € A(X) con g(P) £ o} C K(X)

€ chiamato anello locale di X nel punto P.

Definizione 5.6. Sia U C X un sottoinsieme aperto della varieta affine.
L’insieme
Ox(U) = () Ox.r
PeU

e chiamato anello delle funzioni regolari sull’aperto U.

Definizione 5.7. Sia X C A} una varieta affine e sia f : X — k una funzione
e inoltre sia P € X. La funzione f e regolare in P se esiste un intorno aperto
U C X del punto P e se esistono due polinomi g, h € A™ con h(Q) # 0, per

ogni Q€U e fly = % In particolare la funzione f & regolare se e regolare in

ogni punto di U.
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Teorema 5.8. Le condizioni fornite nelle definizioni (5.6) (5.7) di funzione
regolare in un punto sono equivalenti.

Dim. Sia f € Ox(U) = ﬂPGU Ox,p, allora:

feOxp YPeU= f(P)= Zig con h(P) #0 VP e U.

Viceversa; sia f : X — k una funzione regolare secondo la definizione (5.7), si

ha g
f\U:E

con g, h polinomi con h(P) # 0, per ogni P € U C X aperto di X. Allora
fe Ox<U) O

Proposizione 5.9. Sia X C A} una varietd affine e sia f € A(X). Si
consideri l'insteme
Xp={PeX:f(P)£0)

allora

Ox(Xy) = A(X)s

dove A(X)y = {J‘?T :g € A(X) conr > O} . In particolare Ox (X) = A(X).

Dim. Sia P € Xy, quindi f(P) # 0 e sia ¢ € A(X)y, allora
cp:%cong,feA(X)eTZO

ponendo r = 1, ottengo

9

p=FTve Ox(Xy) = A(X); € Ox(Xy). O
S(n)
Definizione 5.10. L’anello S (X) = 7X) anche denotato con S(X),
P

prende il nome di anello delle coordinate (omogenee) di X.

Sia V' C P} un insieme localmente chiuso, sia f: V' — k una funzionee P € V.

Definizione 5.11. La funzione f si dice regolare in P se esiste un intorno
aperto U di P in V e se esistono polinomi omogenei dello stesso grado g, h €
S con Zy(h) NU = @, tale che la restrizione di fjy = % (si noti che %,
quale funzione su P", — Z,(h) D U & ben definita).

Definizione 5.12. f & regolare in V se lo € in ogni punto di V.
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Definizione 5.13. Sia V' C P} una varieta proiettiva e sia P € V un punto.
L’insieme

Ovp = {g : 1,9 € S(X) con g(P) # o}
e chiamato anello locale di V' nel punto P.

Definizione 5.14. Sia V' C P} una varieta proiettiva e U C V ne sia un
aperto. Denotiamo

Oyv(U)={f:V = k: f regolare in U}
I'insieme delle funzioni regolari.
Ogni funzione costante & regolare e se f, g € O(U) le funzioni
f+g:PeU— f(P)+g(P)e K

fg: PeU— f(P)-g(P)e K

sono regolari in U. Oy (U) & una K—algebra, la K —algebra delle funzioni
regolari su U.

Sia V' C P", una varieta proiettiva e siano U C V e U’ C V due aperti con
U’ C U, allora si puo considerare la seguente applicazione:

Py i f€OU) = fur € OU)
ese f € O(U), si porra f~1(0) = Zy (f).

Proposizione 5.15. Se V. C P™ ¢ localmente chiuso e f € O(V), allora f ¢
continua, ove si pensi k = Al dotato della topologia di Zariski.

Dim. Basta far vedere che la controimmagine di un chiuso € un chiuso, cioe
che
VYa€ K, f~'(a) = Zy (f —a) & chiuso in V.

Cio puo verificarsi localmente, infatti

Y CV chiuso < VP € Y,3U C V intorno aperto di P: U NY chiuso in U

Sia P € Zy(f — a), allora (f —a)jy = % con g, h € S polinomi omogenei
dello stesso grado e U C V intorno aperto di P e inoltre Z,(h) NU = @.

Allora
Zy (f —a)NU = Z,(9)n U

che ¢ chiuso in U, dunque anche Zy (f —a) N U & un chiuso, e per quanto
detto prima, si ha che Zy (f —a) = f~!(a) & un chiuso, dunque 'asserto. 0O

Proposizione 5.16. Se V' ¢ irriducibile e f, g € O(V) sono tali che esiste
un aperto non vuoto U di' V' tale che fjy = gju allora f = g.
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Dim. Per provarla si ricordi che se V' & irriducibile, ogni aperto non vuoto e
denso in V. Si noti che Zy (f — g) € un chiuso per la proposizione (5.15) che
contiene I'aperto denso U e quindi f =g. O

Sia V' una varieta quasi—proiettiva e si consideri il seguente insieme

K(V)—{(U,f):U—5§Vefec9(0)}.
Si definisca in esso la seguente relazione R:
U, HRWU', f') & fiunv = f|/UﬁU’

Si osservi che, poiche V ¢ irriducibile, si ha UNU’ # @.

Proposizione 5.17. La relazione R, cosi definita e una relazione di equiva-
lenza.

Dim. E chiaro che sia riflessiva e simmetrica. Per la transitivita, si ha:
U, HRU, f1) e (U, fYRWU", ") = fiunw = f\,UmU/ e f|/U/nU~ = f|/[,]/mU”

Considerando U NU' NU"” C U NU" quindi per la (5.16), f e f” coincidono
suUNU”. O

Kv)

Denoteremo con K (V) = , OVVero

K(V) = {[(U, PlgconU =UCVefe O(U)}

Muniremo K (V) di una struttura di campo, definendo 'operazione di addi-
zione + e di moltiplicazione - nel seguente modo:

(U, Dlr + U, e =(UNT, f+ )=

(U N - U e =[UNU, - fr
(K (V),+) & un gruppo abeliano dove I’elemento neutro & [(V,0)]g, e D'ele-
mento opposto & del tipo [(U, —f)]r, per ogni [(U, f)]r € K(V), altrettan-
to (K (V) — {0}, ) & un gruppo abeliano, in cui l'inverso di ogni elemento
(U, fllr € K(V) —0 & del tipo

. = |(v-zun. 7).

Definizione 5.18. K (V) si dira campo delle funzioni razionali di V.
Osservazione 12. Se f € O(V), Zy(f) & un chiuso e V — Zy (f) = Uy (f) &
un aperto, detto aperto principale associato a f. In Uy (f) la funzione — &

ben definita e regolare. Tenendo ancora presente la (5.16) si verifica che la
definizione ¢ ben posta.
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Osservazione 13. (K(V), +,-) & un sovracampo di k, attraverso I'immersione
di k in K(V) data da

a€k—([(V,a) e K(V).

Osservazione 14. Per ogni aperto non vuoto U C V, K(V) & un sovracampo
di O(U) in K (V) essendo data da

pu: O(U) = [U, f] € K(V).

Definizione 5.19. Sia W una sottovarieta di V', cioe W & un varieta quasi-
proiettiva. Si definisce I'insieme delle funzioni razionali definite in W

Ovw ={[U, fle K(V): (U, f) e U, f] UNW+#a}.
Proposizione 5.20. Oy ¢é un sottoanello di K(V').
Dim. Siano [U, f],[U’, f'] € Oy,w, allora ¢ ovvio che:
U A1+ U1 =UnU, f+[]€O0vw

in quanto (UNU)NW = (UNW)N U NW) # & per lirriducibilita di .
Analogamente [U, f] - [U’', f'] = [UNU’, f-f'] € Oyw, allora Oy & un
sottoanello di K(V). O

E possibile considerare il sottoinsieme my, w di Oy,w cosi definito:
my,w ={[U, f]: Zu(f) 2WnNU # &}
my, w e un ideale di Oy, .
Teorema 5.21. (Oy,w, my.w) € un anello locale con campo residuo K(W).
Dim. Si dimostrera che:
(Ov,w,my,w) locale < Oy — my,w insieme di elementi invertibili.
Sia considerato un elemento [U, f] € Oy, — my, w, allora
U, fleOvw —myw < [U fleOvw e U, flgmyw <

SUNW#DeZy(f) PUNW.

L’elemento [U, f] € Oy,w ¢ invertibile in K (V) e il suo inverso &:

vt = (v -200.7)]

1
e denotando con U’ = U — Zy(f), si dimostri che [U’, f] € Oy,w, ovvero

bisogna far vedere che U' N W # &. Dunque:
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UNW=(U-=2Zu(H))NW=UnW) = (Zu(f)NW) # & =

_ 1
= [U, f] - [U’, f} € Ov,w = [U, f] invertibile in Oy .

Zy(f)NUNW & un chiuso proprio di UNW (e quindi di U), oppure & vuoto.

1
Sia [U, f] invertibile in Oy w, Pinverso ¢ |U — Zy(f), 7l Dimostriamo che
non appartiene a m, cio¢ che Zy(f) 2UNW.

Se per assurdo Zy (f) 2 UNW allora
UnNW=(U-2Zy(f))ynW =
=UNW)=(Zu(f)NUNW) =
={UnNW)—UnW)=g
L
f

~ K(W). Sia considerata la seguente applicazione:

Dunque U' NW = & e quindi [U', } ¢ Ov.w

Ov,w
my, w

Dimostriamo che

ev,w: U, fl+my,w = [UNW, fluaw] € K(W).
La funzione ¢ ben posta, in quanto:

U, f] +my,w = [U’, f/] +my,w = 0, f]-— [U’, f’} Emy, w <
= [UﬂU/,f—fl] €Emyw <
@ZUQU/(f—f/) 2 (UﬁU’)ﬂW@
S f=FfsuUNUNW
Inoltre tale applicazione € iniettiva, poiché, considerando [U nw, f‘UQW] =
[U'NW |paw] st ha (UNW)N (U ' NW) # @ perche W ¢ irriducibile e

f|UﬂWF‘IU’ = f‘/U’ﬂWf‘IU'
Infine gy w ¢ suriettiva; infatti sia [U’, f'] € K(W) e sia P € U’. Esiste un

aperto U” di U’ passante per P tale che f' = % inU”"CU CW,cong, he
Sc(ln) e U" N Z,(h) = 2. Quindi U” & un aperto in W dunque esiste U cp
aperto tale che U” = U N W. Possiamo supporre che U N Z,(h) = @& perche
U"NZ,(h) = @. Poniamo U = UNV e consideriamo f = % inU. f &regolare,

perche U e un aperto, P € U e UNZ,(h) C Un Zp(h) = @. Dimostriamo che

ov.w ([U, fl+my,w) =[UNW, f|luvnw] & uguale a [U’, f'].
Cid & vero se e solo se UNU'NW # &, (vero perché W & irriducibile) e

[ loawno = f' lvawnu:-
MaUNWnU' = <Uﬂv> N NW = (UﬂW) NnNU' =0"nU =U".



50
Quindi UNU' NW =U" sucui f' = % per ipotesi e poiche U C U, f = %
Dunque /= fin U'NUNW ed ¢ suriettiva. O

Definizione 5.22. L’anello locale (Ov, w, my, w) si dice anello locale di W
inV.

Si noti che per ogni aperto U C V tale che UNW # & si ha un omomorfismo
iniettivo:
pu: f€OWU) = U, fl € Ovw
Risulta che
pyt(my,w) ={f € OU) : Zy(f) 2UNW} =Iy(W)

ed ¢ 'ideale di O(U).

Siano ancora V, W come prima e sia U un aperto non vuoto di V tale che
W' =UnNW # . Ha allora senso considerare ’anello locale Oy, w+ di W' in
U. Si ha quanto segue :

Lemma 5.23. Oy, w' ~ Oy, w. In particolare K(V) ~ K(U).

Dim. Si ha rispettivamente:

OV,WZ{[U,f]eK(V):sz}gV fe(’)(U)eUﬂW;«éz}

Ouv,wr = {[U’7 f1le KU):U' =U"CU feoU)eUnW #@}.
Se U’ CU CV ¢ un aperto di U, lo sard anche in V.
U', '] € Ou,w+ = [U', f'] & definito in W' =
=WnU #2
Ma
UnNnwWoUnNW #£o=UnNW +3=
= [U’, f'] & definito in W' =
= [U’, f/] S OV,W
Esiste dunque un monomorfismo
', f'1 € Ovwr — U, f'] € Ov,w

Dimostriamo che ¢ suriettivo, ciog, essendo [U”, f"] € Oy,w (U"' NW # @),
esso proviene da |U”" NU, fl’[’J,/mU} e che quest’ultima funzione razionale ap-

partiene a Oy, w.
Si ha U” NU aperto di U.
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U'nU)NwW =0"nUnW=U"nW)Nn(UNW) #2

in quanto intersezione di aperti non vuoti di W che & irriducibile.

Inoltre [U"NU, f" luvav] € Ov,w perche U'NUNW = (U'NnW)nN
(UNW) # @ ed & ovviamente uguale a [U”, f”]. In particolare K(V) ~
K(U). Infatti Oy,y = K(V) e Op,y = K(U) e l'isomorfismo segue dal
precedente isomorfismo. O

Osservazione 15. Se V. C A™ ¢ una varieta affine, denoteremo con 1, ..., z,
le immagini in A(V), mediante I’epimorfismo canonico A™ — A(V) di
Z1y ..., Tp. Ovviamente A(V'), & generato, come K —algebra, da z1, ..., z,.
Allo stesso modo se V' C P™ ¢ una varieta proiettiva, si denoteranno con
To,..., Tn, le immagini in S(V) mediante epimorfismo canonico S —
S(V), di xo, ..., zn. Allora S(V) = dGBNS(V)d e S(V)q & generato, quale
K —spazio vettoriale dai monomi di gradeo din xg,..., Tn.

In definitiva se f (z1,..., x,) € A™ la sua immagine in A(V) si denotera
ancora con f (z1,..., ;) e analogo discorso vale nel caso proiettivo.

Sia V una varieta affine e sia P € V un punto della varieta. Si definisca il
seguente insieme:

mp ={f € A(V): f(P) =0} C A(V).
Proposizione 5.24. mp ¢ un ideale di A(V).
Dim. Presi f,g € m, e preso h € A(V), risulta che:
f(P)=0,9(P)=0= f(P)+g(P)=0= f+gecmp
(hf)(P) = h(P)f(P) = 0= hf € mp
dunque mp & un ideale di A(V). O
In particolare ¢ possibile scrivere mp nel seguente modo:
mp = {(f +Zu(V) : f(P) = 0)
, OVVero

_ Za(P)
Z.(V)

mp =
Proposizione 5.25. mp ¢ un ideale massimale di A(V').

Dim. Sia P € V, si ha {P} C V & una sottovarietd minimale, dunque Z,(P)
& un ideale massimale in A allora:

Z.(P)

Z,(P) massimale in A = 7.0)

massimale in A(V).
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Si pud dimostrare che ogni ideale massimale di A(V') ¢ di questo tipo: infatti
se I € A1 & un ideale massimale tale che

U

Essendo I massimale, allora I ¢ radicale e quindi I = Z,(X), dove X C A7.
Ne segue
[2T,(P) = T,(X) D Tu(P) = X C {P}.

Poiché {P} & una sottovarietd minimale, segue
X=00X={P)

Dunque

I=T,(2)=AM™ o I =T,(P) =

(V)

Proposizione 5.26. mp ¢ un ideale primo.

Dim. Siano f,g € A(V), tali che fg € mp. Allora:
fgemy=0=(fg)(P) = f(P)g(P) =

= f(P)=00g(P)=0= f €mp o0 g € mp = mp primo.
O

E determinata ora una corrispondenza biunivoca tra gli ideali massimali di
A(V) eipuntidiV:

V' — {insieme degli ideali massimali di A(V')}

P — mp.
Enunciamo ora i seguenti fondamentali teoremi:
Teorema 5.27. Sia V C A™ una varieta affine. Allora:

(a) O(V) = A(V);

(b) per ogni sottovarieta W di V, Iy (W) ¢é un ideale primo di O(V)
ogni ideale primo di O(V) si ottiene in questo modo, inoltre Ty (W)
massimale se e solo se W é un punto;

(c) se W & una sottovarieta di V, Oy, w = O(V)z, ().

e
e

Dim. Si parta col dimostrare il punto (a). Poiché ogni polinomio f € A™) si

puo riguardare come una funzione regolare, in quanto f = T si puo definire

in V un omomorfismo naturale:
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a: fe A 5 feoW).
Si noti che
Kera={feA™ : f(P)=0 VYPeV}=1,V).

Per il teorema di omomorfismo:

An)
a’: — O(V) : o/ monomorfismo
a
An)
in particolare, sapendo che A(V) = m,

o A(V) = O(V)

Si dimostri che o & suriettiva. Per le proposizioni (5.25) e (5.26) ha senso
considerare A(V)m,. L’applicazione o/ induce un monomorfismo o/p

0493: A(V)mP > OV,P

AWV) — o)

“(3),

con U = (A} — Z,(g)) NV, cioe l'aperto principale associato a g. Questa
applicazione & ben posta, poiche:

L€ AV = £ € AWV), g € AWV) = mp = 9(P) 20 P ¢ Z,(g).

dove

p

ap: EGA(V)mP% €Oy, p

Dunque U = (A} — Z,(g))NV & un intorno aperto di P e inoltre / e regolare
g

“(5)
9/ v
a/p & un omomorfismo di k—algebre;

o/p & iniettiva;

/
ng—suV@fg'zgf’@fg’—gf’zOsuV

in A™ e dunque in U. Allora € Oy, p. Risulta che:

!/
allora f¢’ — gf’ = 0 su ogni aperto e in particolare:
/
fg’:gf’qu@i:f—qu
g g

con U aperto di V.
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e op & suriettiva; ogni funzione di Oy, p ¢ per definizione una coppia del tipo

o (1),

Dunque A(V)m, ~ Oy, p. Abbiamo quindi

AWV)ycow)c (N Oov.p=AV)m

PeV m

La prima inclusione & tramite la o', mentre la seconda inclusione & perché per
ogni W, O(V) C Oy, w e dunque si ha O(V)) C Oy, w e l'ultima intersezione
w

¢ fatta su tutti gli ideali massimali di A(V).

Inoltre Oy, p ~ A(V)m, per ogni P allora [ Ov,p = [) AV)m,, ma,
Pev Pev
ricordando che gli ideali massimali di A(V') sono in corrispondenza biunivoca

conipuntidi V, | A(V)mp = [NA(V)m, in quanto abbiamo visto che tutti
PeVv m

e soli gli m si ottengono cosl. Dimostriamo che A(V) = NA(V ). Allora si ha
m

lasserto. Quindi si ha A(V) C O(V) C NA(V)m = A(V) segue la suriettivita

di @ e dunque « & un isomorfismo. Allora A(V) ~ O(V).
Dimostriamo ora la (b). Sia W una sottovarieta di V' e si ricordi che:

W) ={fea™: z,(H)>w}
Iy(W) ={f€OV): Zv(f) 2 W}.

Si ha prima di tutto:

W irriducibile < Z,(W) primo.
Per la (a) O(V) ~ A(V) e gli ideali primi si corrispondono nell’isomorfismo:

A 5 AV) = O(V) e T,(W) = Ty (W)

allora Zy (W) & primo. Ogni ideale primo di O(V) deve provenire per le-
pimorfismo canonico da un ideale primo di A™, cioe da un Z,(X) con X
sottovarieta di V. Infatti se I & primo, allora I & radicale e dunque esiste

X CV chiuso tale che I = Z,(X).
Naturalmente si ha che

Zy (W) massimale < W varietd minimale < W & un punto.

Dimostriamo la (c). Si distinguono due casi:

1° caso) Se W = {P}, abbiamo gia considerato

ap: A(V)z,p) = Ov,p
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perché

Iy(P)={feOWV): [V, flemyp} ={f € OV) | P e Zv(f)}

mp ={f € AV): f(P)=0} ={f € A(V): P € Z.(f)}

quindi
m, = IV (P)

Per l'isomorfismo o/p del punto (a), si ha:
A(V)z, Py = A(V)m, = Ov,p.
2° caso) Se W & una sottovarieta di V', si pud definire la seguente applicazione:

aw: AV)z,w) = Ov,w
),
y g v

L
g
gQIV(W)<:>Za(g)?QW@U:(AZ—Za(g))ﬁV, Unw #@.

aw ¢ ben posta perche

E chiaro che ap € un ’isomorfismo. 0O

Sia considerato S(V'). Quest’ultimo ¢ un dominio d’integrita e si pud consi-
derare il campo dei quozienti relativo ad esso Q(S(V)) di cui S(V) ne ¢ un
sottoanello. Inoltre si ha che: Oy v = K(V), ma

Ov,v =SWV)zp vy = SV)ir(z,(v)) = S(V)(zp<v>> =S(V)o)

Zp(V)

Quindi K(V) = S(V)(0y < Q(S(V)) perche S(V) ¢ un dominio gradua-
to. Dunque O(V) & un sottoanello di K(V), con K(V) < Q(S(V)). Poiche
O(V) < K(V) possiamo riguardare ogni funzione regolare in V' come elemento
di K(V) = S(V)(oy, quindi f =2 h, ke S(V)q, k#0.

Proposizione 5.28. Sia V' C P} una varieta proiettiva, allora per ogni aperto
U di V si puo considerare la sequente applicazione:

V:feOWV)—= fiu e OU)
e risulta commutativo il sequente diagramma:

OWV)—— OU)

)

K(V)
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dove Uapplicazione « e B8 sono le immersioni di O(V) e O(U) rispettivamente
in K(V), tale che:

a(f) =[V.f] vfeOV)
B(fiv) = U, fiv] Vv € OU).
Dim. Dire che il diagramma € commutativo, significa che:
V. f] = af) = B((f) = U, fiu] VfeOlV)

Considerando che U C V' & un suo aperto, si ha chiaramente [V, f] = [U, fiu].
O

Lemma 5.29. Sia V C P} una varieta proiettiva e posto V; = VNU; # @
peri € {0,1,--- ,n}. Allora

Dim. Per semplicita si ponga i = 0 e si consideri 'omomorfismo

T2 xn> _ B g

) ) ) - .
o Xo ) x(c)l(igf (z0)

B f(zr, @2, 1) €A™ 5 f <
Tale applicazione ha senso perché zg non e nilpotente. Infatti se per assurdo
esiste n tale che zg = 0, risulta

1§ € Tp(V) & Zp(a}) = Zp(x0) 2 Vo

Si ha Zp(zo) = Ho 2 V, contraddizione perche V N Uy # @ allora V ¢
(P™ — Uy) = Hp. Inoltre g &

e iniettiva, in quanto

Kerg ={f (x1,...,an) : B(f) = 0} = {0};

e suriettiva, poiché ogni elemento di S((:z) ¢ del tipo

F(xo,...,xn):F<1 1 xn):

)

Zo Zo

=B(FQ, z1,...,2,) =3 (f (21,...,2,)) con F e ),

In particolare tale isomorfismo manda Z, (V) in Z,(V)S ((;2) Infatti

7 (Ta(Ve)) = { ) te za%)} -
zy

- {W’f B(f) € (BT (W) aie?f e (xo>} — (BT )) S,

)
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Vo € un aperto di V, denso in V, per la sua irriducibilita. Dunque
Vo=V =1V, C A} chiuso
perché Vo = A NV ~UyNV eV e chiuso in P”, in quanto varieta. Quindi
Ip(V) = (B(Zo(Vo)) = 7 (Za(V0)) = Zp(V) S0,
Quozientando abbiamo:
A se,

Lo(Vo) — Zp(V)SL)

AWp) =

attraverso I'applicazione p Ma risulta che la seguente applicazione:
(n)
S(Io)

: 7(71) —
IP(V)S(%)

S(V) (z0)

e a sua volta un isomorfismo. Infatti ¢ € un applicazione ben posta perché xy &
Zp(V) e 'immagine appartiene a S(V) (5, = {2 :a € S(V), s € (x0) dega = deg s},

ma o) =S5 ={f+Zp(V): feS™}. Dunque
S(”)
AVp) = —ED— 5 (V) (ay) = A(Vo) = S(V)(ay)

T Zp(V)S),

isomorfismo determinato dalla composizione dei due isomorfismi ¢ = 1 o @.
O

Teorema 5.30. Sia V C P" una varieta proiettiva, allora:

(a) O(V) = K;

(b) se W ¢ una sottovarieta di V e se Ip w (V') é Uideale immagine di Tp(W)
nell’epimorfismo canonico

7: 8™ 5 5(V)

allora Zp,w(V)é un ideale primo omogeneo di S(V') non irrilevante e ogni
ideale primo omogeneo non irrilevante di S(V') si ottiene in questo modo;
inoltre, Ip w (V) é massimale se e solo se W é un punto;

(c) Ov,w = S(V)(zp w(v))-

Dim. Si inizi a dimostrare il punto (a). Sia V' C P™ una varieta proiettiva,
risulta gia & C O(V). Dobbiamo provare che O(V) C k. Per la proposizione
(5.28), possiamo identificare f e fj; come elementi di K (V') e scriverli come
frazione f = fiju = %, h, ke S(V)a, k#0.

Sia f € O(V), dimostriamo che f € k. Distinguiamo due casi:
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L.Vi=0,...,n:V;=VNU; # @. Si ponga f; = fy, V; & un aperto di V,
quindi per la proposizione (5.28), sostituendo U con V;, si ha:

feow

fi e O(V;)

V. fl1=1[Vi, fil € K(V)

e possiamo identificare, come elemento di K(V'), f con f;. Inoltre per

l'osservazione (?7), come sottoanello di Q(S(V)), O(V;) ~ S(V)@,) e

quindi f = md% con F' € S(V'), ma per definizione di S(V')(,,) si ha

S(V)as) = {% ca,s€S(V)g, s € (xi)} .

F & omogenco e sia N; = deg F. Alloraz f = F € S(V)y,. In conclusione
si ha che

Vi=0,...,n:Vi=VNU #33,N;>0:2NfcS(V)y,
2. Vi =0, ..., n tale che V; = &, si ha:

VnPr—-H)=0o=VCH,=z,=0suV =
=>z;=0sulV;CVeleSV)n =
=a)if=0eS(V)y,.

In generale
Vi=0,...,n,3N; >0:a2N f e S(V)n,.

Consideriamo un intero N > Y /N, e consideriamo un qualunque g €
S(V)n. Quest’ultimo & generato come k—spazio vettoriale dai monomi di
grado N in xg, ..., x, (variabili quozientate). Allora g € S(V)n & combina-
zione lineare di questi monomi, dunque possiamo ridurci al caso che g sia un
monomio di grado N in xg, ..., T,.

gf = aYifqg— 2, f € S(V)n,, Qe S(V)n-n, =
= gf S S(V)N, Vg S S(V)N =
=SV)n-fCSSV)n

Reiterando il ragionamento si ha
SV)nfrcSV)y  Vg>0

x; € S(V) ¢ del tipo z; = x; + Zp(V), allora x; = 0 se e solo se z; € Zp(V)
ma V C P" e dunque
U, :U;NV A2 =TFi:x; nonsiannullasuV =z, € Zp(V) =
=xz; #0in S(V)
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Supponiamo i = 0. Consideriamo g = z}, allora x{Y f¢ € S(V)n con ¢ > 0
allora
fre S(VyyzgN = S(V)[f] € S(V)nxg™ & un modulo

ed ¢ costituito da somme di prodotti af? con a € S(V), cioe da somme di
elementi di S(V)f9. Dunque risulta

S S SV)vag™ € S(V)zg™ S QS(V)).
inoltre S(V)xy™ =~ S(V), dove I'isomorfismo ¢ dato da

v iN e S(V)xgN = fesV)
Zo
dunque S(V)[f] ¢ un sottomodulo di S(V'). Allora S(V)[f] ¢ un ideale di

S(V). Essendo S(V)

S(n)

)
volta noetheriano. Allora S(V)[f] ¢ finitamente generato come S(V')—modulo.
Allora f ¢ integrale su S(V) cioe:

quoziente di un anello noetheriano, ¢ a sua

Jai, ...,an €8S ffHarf" T4+ +a, =0
ma f = % con deg h = deg k, allora
" +aih" 'k +- +ank" =0

con a; € S(V).
Vi a; = ajo + -+ + ay con a;; componenti omogenee di grado j di a;. Allora
possiamo sostituire le a;q alle a;:

R" + ajoh™ 'k + - 4 apok™ =0 =
= h" taph” Ykt Fagh" kb b anok™ o+ ak" =0
raggruppando i termini dello stesso grado si ha:
(h" + aroh" 'k + - + anok) + (a11h"2k? - + am K" T2K?) +
++ (ayh™ 'k + -4 auk™) = 0.

Il primo termine & di grado nd, il secondo & di grado 1+ (n — 2) d4+2d = 1+nd
mentre 'ultimo ha grado [ 4+ nd. Il polinomio ¢ nullo se e solo se ogni fattore
della somma ¢ nullo.Infine
S(n) S(n)
0) 0
a;p € S(V = = =k = a;= cost,V;
0 € S(V)o Ve~ ) 0

Possiamo supporre le a; costanti, allora dividendo per k™ e risostituendo % =
f, abbiamo:
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fn+a1fn71+._.+an:0

con a; € k, si ha che f & algebrico su k, ma k ¢ algebricamente chiuso e dunque
f € K, ovvero O(V) C k.
Si dimostri il punto (b). Sia W una sottovarieta di V, allora

W irriducibile < Zp(W) € S™ ideale primo .
Quindi 7 (Zp(W)) = Zp,v (W) & primo, in quanto:
vy €Ipy (W) = 1 (zy) =7 Ha) -7 (y) € Zp(W)
ma Zp(W) ¢ primo e quindi
7 Hx)eIp(W)on t(y) €Zp(W)=ax€Ipy(W)oy € Zpy (W) =

= Zpy (W) primo.
Viceversa, sia I C S(V) un ideale primo, si ha che 7=! (I) & un ideale primo
in S Ma
7~ Y1) € S™ ideale primo = IW C S irriducibile : 7~ 1(I) = Zp(W).
Inoltre

Zpy (W) & massimale < 7 (Zpy (W) =Zp(W)) massimale < W = {P}.

Si dimostri infine il punto (c). Sia W una sottovarieta di V', gli aperti U; =
P™ — H; sono un ricoprimento di P", allora

Fi:UN"W=W; 2=V, =U;NV 22U NWy # 2.

Prendendo i = 0, abbiamo quindi Uy aperto di V' tale che Wy = Uy N W #
@, Vo € un aperto di V' e allora Oy, w, ~ Ov,w.
Inoltre

Ov,w = Ovy,w, = O(Vo)zy, (wo)-
e d’altra parte O(Vp) ~ A(Vp).
Abbiamo quindi:
) = O(Vo)
Zo(Vo) = f
Ia(WO)
Zo(Vo)

A 5 AV,
f=f+1,

Z,(W) —

perche
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Iy, (Wo) = {f € O(V0) : Zv, (f) 2 Wo}

percio O(VO)Ivo(Wo) ~ A(Vp). Quindi Oy, w =~ A(VO)Ia,VO(WO)' Per il lemma
(5.29) si ha A(Vy) ~ S(V)(4,) attraverso I'applicazione ¢ = ¢ o @. Si dimo-
stri che @ (Za,v,(Wo)) = Zpv(W)S(V)(zy)- Si hanno le seguenti catene di
applicazioni:

B m

Am % gy Sew X

_)
(z0) n
0 IP(V)S((wz)

S(V)(fﬂo)

(n) IP(W)S((Z?)
Ia(Wo) — Ip(Wo)S(mO) — 7(71) — Ipwv(W)S(V)(TO)
Zr(V)S(ay)
Ricordando che:
m _J_ e ham
S(IO)_{xgegf f€ S }

+Zp(V .
S(V)(zo) = {xgjgazaeb’(v)} = {m fe hg( )}

Si ha: -
S n

7: Sl = s

IP(V)S(M)

f [+Zp(V)

xgeg f l'geg f + IP(V)

¢ ’epimorfismo canonico.

Si ha:

Ip(W)S2)) = {% a€Ip(W),se (xo)} - { / i f eIp(W)}

xodeg

Zp(W)S(;, ’ . .
(20) {f +Ip(V)S  f e IP(W)sgzg)} = {xdfgf +IZp(V)S,  f e IP(W)}

IP(V)S((Z(?)

(n)
ey L, +Ip(V)S) € Ze(W) Sty
mgeg f .'L'geg f (z0) IP (V)S((;lg)

1 & cosi definita:

IP(W)S((;LJ) ~
IP(V)S(JUD)
n Ip(V
f +IP(V)S( ) f+ P( )
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dove f € Zp(W) e allora f + ZIp(V) € Zr(V) = Zp vy (W), quindi
F o+ Zo(V) Zp(V) ’
+ .
29T L To(V) +PIP(V) Zp,v(W)S(V)(z,) Perché
+Ip(V
To v (W)S(V)ay = {0 € Ty (W)s € (a0)} = {w fe IP<W>}

Dunque

Ov,w =~ A<%)Ia, vo (Wo) = (S(V)%)IP’V(W)S(V) (o) =~ S(V)IP, V(W)

Dimostriamo 1'ultimo isomorfismo:

f
deg f
Z [ degg—d f
— 7%699 eg
xgegy
Infatti
_f
xgegf
g 6(S(V)(fo))lp,V(W)S(V)<ZO)
x(c)legg
poiche

a
(S o)z, v sy = 4o 0 € SOV a5 € SOV ay = Zorw (W)S(V) e | =

~

deg f

- f“og feS(V)ggIpv(W)
zdeg g
0

D’altra parte

S(V)(IP’V(W)) = {% ta € hS(V)s eh S(V)—=Zp yv(W) con dega = degs} =

= {i; 2 feSWV),geS(V)—Zpyv(W) condeg f = d€99}~

Ma gxgeg 97497 (dove il grado del numeratore & lo stesso di quello del

denominatore) appartiene a S(V)z, , (w)). O
Una prima importante conseguenza del teorema (5.30) & il seguente corollario:

Corollario 5.31. Se V' & una varietd quasi—proiettiva, K(V') é un’estensione
di tipo finito di k.
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Dim. Infatti K(V) = K(V) dove V & la chiusura proiettiva di V' (perche

V C V & un aperto) e K(V) & contenuta in Q(S(V)) che & generato su k da
Toy... ,Tp. O

Il grado di trascendenza di K(V) su k si dice dimensione trascendente o
semplicemente dimensione di V. Se U ¢ un aperto non vuoto di V si ha
dimV = dimU.

Esempio 5.32. Se V ¢ un punto, ¢ chiaro che O(V) = K(V) = k. Di conse-
guenza, se V' & una varieta e P ne & un punto, Oy, p ha come campo residuo
K.

Esempio 5.33. O(A") = A K(A") = Q(A™) = K(21,...,2,) e dim
A" =n.

Esempio 5.34. O(P") = k, K(P") = S((Z)))) (perche Z(P™) = (0)). D’altra

parte K(P") ~ K(A™), sicche dim P" = n.

6 Morfismi

Dopo aver definito le varieta algebriche affini, quasi affini, proiettive e quasi-
proiettive, possiamo ora considerare le funzioni tra due varieta. Essendo X
e Y spazi topologici, con la topologia di Zariski, sara naturale richiedere che
le funzioni siano continue, e, non solo, € necessario considerare funzioni tra
due varieta che siano definibili in modo algebrico. Cerchiamo di capire che
cosa significa dire che una funzione sia definibile in modo algebrico e lo si
puo fare mediante degli esempi. Si lavorera, per semplicita, con le varieta
affini, ma il discorso puo essere esteso anche al caso di due varieta proiettive
0 quasi-proiettive.

Esempio 6.1. Siano X = Al e Y = A7". E possibile descrivere una funzione
f+ X — Y nel seguente modo:

[y, on) = (il 2n), o, fm(21, -+ 20))

dovele f;: A} — k,peri=1,---,m, sono le componenti della funzione f. La
funzione f: X — Y si dira essere definibile in modo algebrico, quando tutte
le sue componenti f;: A} — k sono definibili in modo algebrico, e le funzioni
algebriche da A} in k sono i polinomi nelle n indeterminate z1,--- , .

Dunque, dall’esempio, si nota che la definizione di funzione algebrica tra due
spazi affini & quella di una funzione polinomiale, ovvero una funzione le cui
componenti sono polinomi.

Esempio 6.2. Sia X C A} una varieta, la funzione f: X — A}’ ¢ algebrica
se essa risulta essere la restrizione a X di una funzione polinomiale f*: A} —
A}, cioe se:
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Elfla"' 7f7n S k[l‘h'" axn]:f(xly"' ,an) - (fl(xlv"' 77;71)7"' afm(xla"' 73?”))
V(z1, - ,zn) € X.

Esempio 6.3. Siano X C A} e Y C A}" due varieta , la funzione f: X —
Y e algebrica se essa risulta essere semplicemente una funzione polinomiale

f: X — AP tale che f(X) CY.

Il modo con cui abbiamo esplicitato tali esempi, pur sostanzialmente corretto,
non & tuttavia soddisfacente, in quanto ci si puo chiedere il perché, nell’esem-
pio (6.2), le uniche funzioni che vogliamo considerare da una varieta affine
X C A} a uno spazio affine A} debbano essere la restrizione di analoghe
funzioni definite globalmente su tutto lo spazio affine A.

Il nostro obiettivo & di cercare una caratterizzazione piu intrinseca di tali fun-
zioni algebriche tra varieta, che chiameremo morfismi di varieta. Ricordiamo
che per ogni aperto U di una varieta algebrica V', abbiamo definito I’anello
Oy (U) delle funzioni regolari su U.

Definizione 6.4. Siano V e W varieta quasi-proiettive. Un’applicazione ¢: V —
W si dice un morfismo se & continua e se per ogni aperto U C W e per ogni
funzione regolare f € O(U), la funzione f, = f o & regolare in ¢! (U) (cioe
fo € O™ H(V))).

Si denotera con

MWV, W)={p:V - W : ¢ morfismo }

I'insieme dei morfismi di V in W. E chiaro che Iidentitd & un morfismo e
inoltre
0 € M(V,W) = potp € M(V,W).

Ha senso dunque considerare la categoria in cui gli oggetti siano le varieta
quasi-proiettive e i morfismi siano quelli prima definiti.
Se p € M(V, W), per ogni aperto U C W, si ha un’applicazione:

S fEOW)  fp €0 (07 (1))
Proposizione 6.5. oV ¢ un omomorfismo di K —algebre.
Dim.
T+ =(f+9e=(+gop=Ffopt+gop=e"(f)+¢"(g).

Inoltre
Vac K ¢Y(a)=aop=ua(p(z)=ack

dunque ¢V fissa k punto per punto, allora & un k—omomorfismo. O

Proposizione 6.6. Siano ¢ e b morfismi, allora:

(pop)” =9 0.
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Dim. (po)V(f) = fo(potp) = (fop)ot =¢Y(fop) =0 (Y(f)) =
YU o¥(f). O

Definizione 6.7. Un morfismo ¢: V. — W & un isomorfismo se ammette
inverso, ossia

 isomorfismo < Jip: W — V morfismo : o =idy e pot) =idy.

1

Osservazione 16. Se ¢ € un isomorfismo, si ha che ¢ e ¢~ sono continue,

dunque ¢ & un omeomorfismo.
Proposizione 6.8. Se ¢ ¢ un isomorfismo, allora (¢V)™ = (¢~ 1)V.
Dim. Basti applicare la proposizione (6.6):

id” = (pop ) =(pHop". O

Definizione 6.9. Un morfismo ¢ : V' — W & dominante se la sua immagine
e densa in W, ovvero W = (V).

Sia ¢ : V. — W un morfismo dominante, dunque (V) = W, ¢=1(U) & non
vuoto se U & non vuoto e dunque denso in V. Si ha un’applicazione naturale:

o' (U, f) e KW) = (¢ 1 (U), f,) € K(V).

Lemma 6.10. ¢’ ¢ compatibile con la relazione di equivalenza R definita in
K(V) ein K(W).

Dim. Siano (U, f), (U’, f’) elementi di (V) e sia la relazione R di equivalenza
definita in IC(V'), nel seguente modo:

(U7 f)R(Ulvf/) <Un U/ 7{ Je f\UﬁU’ = f\,UﬁU/'
Dire che ¢f sia compatibile con la relazione R, significa dimostrare che
¢ (U NRS (U ) & (¢~ (U), fo)R(e™H(U"), [})

ovvero:

L o Y (U) np—1(U") # &;
2. (fo@)p-tnp-1w) = (f'o®)jp-1np-1 ()

Per quanto riguarda il primo punto, si ha:
e U)Ne=1U) =" (UNU") # 2
dove UNU’ # @. Per il secondo punto:

(fo@)p-1ng-1w) = ([0 ¥)jp-1rp-1w) € flvnw = flupp- O
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Proposizione 6.11. Sia ¢ : V. — W un morfismo dominante, allora induce
un’applicazione iniettiva ©* : K(W) — K(V).

Dim. Essendo ¢ un morfismo dominante, per il lemma (6.10), ¢ & compatibile
con le relazioni quindi ¢ induce ’applicazione:

" [U, fle KW) = [p”'(U), fo] € K(V).
E ovviamente un omomorfismo di campi, ed essendo non nullo, ¢ naturalmente
iniettivo. O

Teorema 6.12.
VoeW=KV)~KW).

Sia ¢ : V — W un morfismo e siano V' C V e W’ C W sottovarieta, tali che
©(V") C W'. Si consideri la seguente applicazione:

SEZ('D‘V/ . Vl—>W/.

Risulta che:
e MV,W)=pe MV' W

e inoltre
¢ continua = ¢ continua .

Proposizione 6.13. Preso un aperto U' C W' e presa una funzione f' €
O(U"), allora f'o g € O (= H(U")) .
Dim. Si ha

/

ffeoU)=f= 7 con b/, g € Sc(l") eg #0in U’

Ora, per ogni z € 1 (U’), si ha
frod(z) =1 (&) = 1 (¢(z))

Ma ¢ & un omomorfismo, quindi
T; 0 = p; ¢ regolare = p; = % con a;, b; € Sc(ln), b; #0 in o 1(U")
i

Allora

, _ W (pi(z), - -, on(z))
Fo@ e @) = e @), @)

E lecito perche ¢’ # 0 in U’ allora ¢ (p1(2), ..., on(z)) # 0 in = 1(U’) Si ha
a1(z) an(z)
bi(z) 7 bn(z) 7 (z)
(z) ( )

aq )
g (bl(w)""’ bn(z)

h

!/
/




67
Osservazione 17. 11 seguente diagramma

"
Pu

oU) —= 0 (¢ (1))

L,

K(W)——= K(W)

e commutativo e la mappa di inclusione e la seguente:

oU) =K((W)
f=W /]

©* ¢ un’estensione di ¢7;. Inoltre ¢* & iniettivo, e dunque ¢y, € iniettivo perche
restrizione di ¢*.

Osservazione 18. Consideriamo V' sottovarieta di V' e W' sottovarieta di W.
Se v: V — W & un morfismo, ¢': V/ — W’ & un morfismo dominante, allora
ha senso I'applicazione :

¢ Ow,wr — Oy, v/
U, f] = [~ (U), foy]

Esso ¢ un omomorfismo di k—algebre, che fissa k punto per punto. Poiché ¢’
& dominante allora ¢/ (V') = W’ e poi ¢’ & un morfismo per le considerazioni
precedenti.

Se [U, f] € Ow,w+ dunque UNW' # @, con U aperto non vuoto di W. Inoltre
U # @ implica p~1(U) # @. Infatti se per assurdo ¢~} (U) NV’ = & si ha

VCV - ' U)= (V) Co (V-9 ' (U)=e(V)Cp(V)-UCW-U =

W =p(VN)CW-U=WCW-U=WnU=9

Ma cio € una contraddizione.
SeU' NW' £ o

Yu

oU) —=0 (¢ 1(U))

L,

Ow, w Ov, v

€ un’estensione di ¢*.
Osservazione 19. V=W e V! 2 W' = Oy, v >~ Ow,w.

Proposizione 6.14. Se V' ¢ una sottovarieta di V allora applicazione
i: V! =V (inclusione) é un morfismo ed é chiamato immersione.
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Dim. Si dimostra che 7 ¢ continua.

: VouU
k

Per ogni funzione regolare in U, f regolare in ¢~ }(U) = U NU’ ma

V/
f=

f=foi= foieregolare in o *(U)
Allora 7 ¢ un morfismo. 0O

Lemma 6.15. Sia V' una varieta quasi-proiettiva e W una varieta quasi-

affine. Allora
p: V= W morfismo < @; = x; 0 p regolari su 'V Vi=1,...,n
Inoltre p: P € V = (p1(P),...,on(P)) € W con x; funzioni coordinate.

Dim. =) Consideriamo
P 5 o(P)(= Y1, yn) = yi = zi09(P) = pi(P)

. . o) . .
Possiamo scrivere P = (p1(P),...,¢n(P)) che & vero per ogni ¢. Dunque le
x; sono le funzioni coordinate in A™ e sono regolari, perché z; = % in A" e
allora sono regolari in una sottovarieta come W.

© morfismo, z; regolari = ; regolari in <p_1(W) =V.

<) Dimostreremo che ¢ & continua, cioe che la controimmagine di un chiuso
& un chiuso. Sia Z un chiuso di W C A™, Z & intersezione di W con un’ipersu-
perficie di A" Basta dimostrare che ¢~(Z,(f)) N W & chiuso, con f € A™.
Esplicitiamo il suddetto insieme:

@_1(Za(f)mW)Z{PEV:§O(P) EZa(f)}:
={PeV:f(e(P)=0t={PeV:f(pi(P),....,on(P)) =0}
Per ipotesi p; € O(V), f € A™, dunque f (¢1,...,¢n) € O(V)s. Infatti

@iEO(V)iwi:%COIlOli,ﬂiEA(n), eﬁi;&OinU’QVebeA(”)

Allora
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()4
f(<p1""7<pn)f<ﬁl""7/3n> B
con B =M.C.D{B1,...,B.}. B#0in U’ e A, B sono polinomi di A" e dun-
que f(p1,...,pn) € OU"), VU C V. Poiché la regolarita ¢ una definizione
locale, si ha f (¢1,...,p,) € O(V), e segue

" (Za(f)NW) = Zv (f(e1,---,%n))

controimmagine di zero tramite f(¢1,...,¢n), che & regolare su V, allora
¢ continua; lo zero ¢ un chiuso di K e Zy ¢ un chiuso e di conseguenza
© 1 (Z,(f) N W) & un chiuso, quindi ¢ & continua.

Dimostriamo la seconda proprieta, cioe:

YU C W aperto non vuoto , Vg € O(U) = gop € O (¢~ *(U))

Q(x1,...,2p)

Sia U € W un aperto non vuoto. Presoun g € O(U),sihag = ————"—%
Q (x1,...,2n)

in U’ C U aperto, con Q' #0in U’ con Q e Q' € A™).

Si ha:
Q(SD1(P)7 ) (Pn(P))
Q/(wl(P)v LR SDTL(P))
con P € p~1(U’) e denominatore non nullo.
Queste due funzioni appartengono a O (<p_1(U)) perche p; € O (<p_1(U)) ,
Q(x1,...,2,) € A, Per la dimostrazione precedente Q (¢1,...,¢n) €

@) (gofl(U)). Analogamente per Q' # 0, poiche O (go’l(U)) ¢ un’algebra,

(9o @)(P) = g(p(P)) =

@1
1

con Q" € O (¢ 1(U)) quindi & invertibile e Q - o € O (¢~ H(U)). Si completa

goyp € O (¢ (U)) e allora ¢ & un morfismo. O

Siano V' C A™ e W C A™ due varieta affini e si considerino i rispettivi anelli
A(V) e A(W). A un morfismo di varieta ¢: V — W corrisponde una funzione

OV AW) = A(V)
/ — fop

Proposizione 6.16. ¢V ¢ un omomorfismo di k-algebre.

Dim. Siano f e g elementi di A(W), si ha:
Mftg=(f+g9oe=Ffoot+gop=0"(f)+" (9.

Sia inoltre a € K, segue:

WW(a)=aop=alp(z)=a. O
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Cosi si ottiene una mappa di insiemi:
arpe MV, W) — ¢" € Hom (A(W), A(V))

dove Hom (A(W), O(V)) denota l'insieme degli omomorfismi di k-algebre. In
applicazione del lemma (6.15), possiamo dimostrare la seguente proposizione
importante:

Proposizione 6.17. Sia V' una varieta quasi—proiettiva e W wuna varietd
affine. L’applicazione:

a: e MV, W)= " € Hom(A(W), O(V))
e biettiva.
Dim. Tl nostro obiettivo & di costruire I'inversa di a. Sia h € Hom (A(W), O(V)),
Aln)
con A(W) = m

h: A(W) — O(V) ¢ assegnato non appena si conoscano i valori assunti sulla
x;. Si ha

¢ generata da z; + Z,(W) = x;, ¢ = 1,...,n. Dunque

h:z, e AW)—=¢&e€OV),i=1,...,n
Costruiamo il morfismo:
p: V= A" P — (&(P),...,&(P))
Dimostriamo che ¢ ¢ un morfismo. Dunque segue
p: PeV = (&a(P),....&(P) €A™, pi=zi0p=§

& regolare per il lemma (6.15), allora ¢ & un morfismo. Inoltre (V) C W.
Infatti W ¢ intersezione di ipersuperfici passanti per W, cioe:

W= (] ZH= [ Zf)
Za(f)2W FELL(W)

Proveremo che

Za([) 29(V)  VfeZa(W)
e allora W D (V).

VfE€T.(W), f=f+Ta(W)=0= f(z1,...,20) =0

come elemento di A(W). Applichiamo h ai due membri di f (z1,...,2,) =0
tale che

0="h0) =h((f(z1,...,2n)))

Essendo h un omomorfismo di K-algebre:

fh(z1), ... h(zn)) = f(&,.-,&n) €OV) = f(&,...,&) =0=
S VP EV, f(E1(P).....6(P)) = 0= VP € Vf (p(P)) = 0= (V) € Zy(f).
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Dimostriamo che ¢* = h — p*:
fop™: OW)—= O(V)
ma A(W) = O(W) perché W & affine. Si nota f — foy, cioe f (z1,...,T,) —
f(p(x1,...,2,)). Si ha quindi
flo(@i,...,zn)) = flp1(@1,ee oy @n) oo oson (@1, xn) = f (&1, ..., &)
Osservando l'applicazione h: A(W) — O(V):

flxr, o oymn) = h(f (21, 20)) = f(B(z1),. .., h(xn)) = f(&1,...,&n).
Dunque ¢* = h. L’applicazione
a s Hom(A(W),0(V)) — M(V,W)
e ovviamente l'inverso di a. O

Osservazione 20. Ad ogni varieta V' possiamo associare O(V'), k—algebra pri-
va di divisori dello zero, e si ha: V. — O(V). Ad ogni morfismo ¢: V — W
possiamo associare un K —omomorfismo di k—algebre:

e O(W) = O(V), o =@

C’¢ corrispondenza tra proprieta algebriche e geometriche.

Se W ¢ affine allora O(W) ¢ finitamente generata, perche O(W) = A(W) che
e generato da xq, ..., z,. Se W ¢ affine, dare un morfismo ¢: V' — W equivale
a dare un omomorfismo ¢*: A(W) — O(V).

Dalla proposizione (6.17) segue subito che due varieta affini Ve W su
K sono isomorfe se e solo se i loro anelli di coordinate A(V) e A(W) sono
isomorfi, come K-algebre. Nel linguaggio delle categorie, quanto appena visto
puo essere espresso nel modo seguente:

Teorema 6.18. Se V e W sono varieta affini,
VeWae AV)~ A(W)

Inoltre il funtore controvariante A — O(V) tra la categoria delle varietd
quasi—proiettive e quella delle k—algebre prive di divisori dello zero, induce
un’equivalenza di categorie tra le categorie delle varieta affini e quelle delle
k—algebre finitamente generate prive di divisori dello zero.

Dim. =) vale sempre.

<) Per la proposizione (6.17) M(V,W) ¢ in corrispondenza biunivoca con
Hom (A(W),0(V)), dunque un isomorfismo ¢* di k—algebre deve provenire
da un morfismo ¢ di varieta, ma, poiché un isomorfismo di varieta ¢ portato
da « in un isomorfismo di k—algebre e a & biettiva, ¢* puod provenire solo
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da un ¢ isomorfismo di varieta. Abbiamo visto che le algebre delle funzioni
regolari di varieta affini sono finitamente generate e prive di divisori dello
zero. Questo risultato si inverte. Sia A una K —algebra, senza divisori dello
zero, finitamente generata allora esiste V' varieta affine tale che A(V) ~ A.
Sia {t1,...,t,} un sistema di generatori di A su k come k—algebra.
L’applicazione

h: A™M - A
r, > t;peri=1,...,n
e un omomorfismo di k—algebre suriettivo, determinato perche ne abbiamo
dato 'immagine dei generatori di A,

T = Kerh & un ideale di A™ tale che ;?e(:)h ~ A, ma A & privo di divisori
dello zero, allora:

I & primo = I ¢ radicale = 3V C A} varieta : [ =Z,(V) =
A

:>A:Ia(v)

=AV)=3V CA}: A~ A(V)

O

Un risultato analogo del teorema (6.18) non vale, pero, nel caso delle va-
rieta proiettive e dei loro anelli delle coordinate omogenee e non vale neanche
se consideriamo i loro anelli delle funzioni regolari. Infatti Oy (V) = K per
ogni varieta proiettiva V' su K, gli anelli delle funzioni regolari non sono in-
varianti per isomorfismo.

Sia dato un omomorfismo di K-algebre graduate

P SW) = S(V) (S(W)a) €S(V)a Vd=0.

Dall’applicazione @ non si ottiene un morfismo di varieta ¢ : V. — W, do-
vuto alla presenza dell’ideale irrilevante. Pero si potrebbe cercare di definire
la mappa ¢, almeno a livello dei punti, in modo analogo a quanto fatto nel
caso delle varieta affini: un punto P € V corrisponde a un ideale omogeneo
massimale mp di S(V), si consideri quindi I'ideale ¢~1(mp) di S(W) e cer-
chiamo di vedere se ci0 determina un punto di W. Puo accadere che, mentre
lideale mp del punto P non contiene l'ideale irrilevante (zg,z1,...,2,) di
S(V), la sua anti-immagine )~ (mp) contenga 'ideale irrilevante di S(W) e
quindi corrisponda all’insieme vuoto. Cio corrisponde alla situazione seguente:
considerato

Y Kyo, .. Ym] = Klzo, ..., Tn]

un omomorfismo di K-algebre definito da y; — ¢;(xo,. .., 2,). Se utilizziamo
i polinomi ¢; per definire una mappa

¢ P = PR (2o, 2n) = (Do(To,y -3 Tn), -y D (Xoy o, Tn))-
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L’applicazione ¢ non ¢ definita nei punti (zq,...,2,) per le quali si ha
¢i(z0y---,2n) = 0, per i« = 0,...,m. In corrispondenza a un tale 1, si ot-
tiene una mappa ¢ che & definita non su tutto P” g ma solo sull’aperto com-
plementare del luogo degli zeri di tutti i polinomi ¢. In generale, dato un
omomorfismo ¢ : S(W) — S(V') come in precedenza, si pud definire un mor-
fismo ¢ : U — W, dove U C V & l'aperto contenente i punti P € V che
corrispondono a un ideale massimale mp C S(V) tale che 1y~ (mp) non con-
tiene l'ideale irrilevante di S(W). Date due varieta proiettive Ve W su K ¢
possibile che V' e W siano isomorfe ma che le K-algebre S(V') e S(W) non lo
siano. B sufficiente che si abbia S(V)g 2 S(W)4 per ogni d > dy, per qualche
do > 0, per avere V = W.

Esempio 6.19. Sia V una varieta proiettiva su k e sia S(V) = @¢>05(V)q
la k-algebra graduata corrispondente. Per ogni n > 1 definiamo la k-algebra
graduata S(V)(™ = S(V)fin) ponendo S(V)fin) = S(V)na. Le k-algebre S(V)
eS (V)(") non sono isomorfe, se n > 2, ma corrispondono entrambe alla stessa
varieta proiettiva V.

Tale esempio rappresenta il caso in cui si hanno due varieta proiettive isomorfe
corrispondenti a due k-algebre non isomorfe.

Osservazione 21. V& univocamente determinato a meno di isomorfismo.

Infatti:
Am) Aln)

~

3 /CA":I:IGV/ A~
ViC AR V)= A= 70)= Lo

An) An)
sapendo che .0V =A(V)e .07 = A(V') segue A(V) ~ A(V') e per il
teorema (6.18), V ~ V.

Osservazione 22. Se V e W sono varieta proiettive, allora O(V) = O(W) =k
e
Ale*: OW) — O(V)

k—omomorfismo di k—algebre che e proprio l'identita, dunque Vyp: V —
W, ¢* = idk.

Non ¢ vero percio che le ¢ coincidono : infatti per esempio costanti distinte
danno applicazioni distinte. Cio implica che

| M(V,W) =00 | Hom (O(W),0(V)) |=1

Vi ¢ un’utile caratterizzazione dei morfismi tra varieta quasi—proiettive,
infatti cominciamo con il dimostrare la seguente proposizione:

Proposizione 6.20. Per ogni i = 0,...,n, Uapplicazione @;: U; — A™ é un
isomorfismo.
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Dim.
ao Ai—1 Q41 Qn,
lao, ... an] — (2, 2=t 2 O
a; (e77 a; a;

Sappiamo gia che le ¢; sono omeomorfismi, dunque @;, e go{l sono continue.
Dimostriamo che ¢; € un morfismo.

(pi)j =zj00i = q a;

xjop; e rapporto di due polinomi con a; # 0 su U; = x;0¢; € regolare su U;

Allora ¢; € un morfismo. Dimostriamo che Lpi_l ¢ un morfismo. Analizziamo
il caso in cui 4 = 0.

0ot (a1, ... an) €A™ = [Lay,...,a,] € Uy

P

Vf € OWU) con U C Uy aperto = f = M su U con P,Q €
Q(xo,(...,xn) \

(n) . —1 o —1 _P 1ax17~-~7$n . 1

Sy, Q#0inU= fop, (z)= f(p )@)_—Q(l,xl,.-.,xn) in ¢, (U) C

A™ con Q # 0 & quoziente di due polinomi di A™ = fo (pal regolare = gpal
¢ un morfismo. Quindi P™ risulta ricoperto da aperti che, come varieta, sono
isomorfi a spazi affini. 0O

Quindi ora possiamo dimostrare quanto segue:

Teorema 6.21. Siano V C P*, W C P™ warieta quasi—proiettive. Un’appli-
cazione p: V. — W é un morfismo se e solo se per ogni punto P € V esistono
un intorno aperto U di P in'V ed m+ 1 polinomi omogenei dello stesso grado
for-- s fm € 8™ tale che per ogni punto P’ € U esiste uni € {0,...,m} per
cui fi(P') #0 e che o(P') = [fo(P'),..., fm(P))] € W CP™.

Dim. =) Sia ¢: V. — W morfismo, fissiamo P € V, quindi ¢(P) = Q €
W Considerato il ricoprimento aperto {Uy,--- ,U,,} di P™, essendo W una
varieta quasi proiettiva, in particolare un aperto, per cui

Fi=0,---,m:QelU; CW

Sia i = 0 si ha Q € Uy e g # 0. Poniamo U = ¢~} (UgNW) C V dove
Uy N W aperto e consideriamo:

QD‘UUQV%UongU(]ZAmﬁgqUUan—)WogAm

¢y € un morfismo, perche restrizione di un morfismo dalla varieta proiettiva
U, aperto non vuoto in quanto ) € U, alla varieta affine Wj,.
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e (P') = (p1(P'),...,0m(P")) VP € U e p; € O(U) per ogni i, dunque le
w; sono regolari in P € U. A patto di restringere eventualmente U possiamo

supporre che in U ¢; = Ju con fi, fio € Sfi:), fio#0inU,i=0,...,m
i0 ‘

Ju1(P") fml(P/>>
f1o(P")" 7 o (P')

riducendo a M.C.D.{ f1o(P’), - , fmo(P")} = fo(P’), si ha
fi(P") fm(P')
fo(P)" 7 fo(P")

fo #01in U perche f;o # 0 in U, per ogni i = 0,...,m. Inoltre numeratori e
denominatori sono ancora dello stesso grado e quindi deg f; = deg fo = d.
Siccome Uy C P™, come punto di P™,

f(P) fm(P')
fo(P)" 7 fo(PY)

con f;, fo polinomi e fy # 0. Quindi

VP e Ugu(P) = (

VP’EU@W(P’):( ) €Uy~ A™ C P™

>:>1'i030|U:;_;

aw®) = (

x; 0 @y sono regolari = py: U — W N Uy C Uy & un morfismo

Abbiamo, in conclusione, U ay Uy <5 P™ dove i ¢ I’ immersione che & un
morfismo, ¢|y: U — P™ ¢ morfismo in quanto composto di due morfismi e
¢ ¢ localmente un morfismo, cioe ¢: V. — W & un morfismo. Quest’ultima
affermazione deriva dal fatto che la definizione di morfismo ¢ locale, cioe:

@: V. — W morfismo < ¢ & continua

3{U;},c7 ricoprimento aperto di W, 3{U/},.; ricoprimento aperto di V' e
¢ lv;: U] — U; morfismo V; € 7.
Osserviamo che fo, ..., f,, sono determinati a meno di una costante, cioe di un
polinomio non nullo in tutto U, oppure di un polinomio appartenente Zp(V),
perche:

geIp(V)=g(V)={0}= fi+g=fiinV

percio fo, ..., fm sono dati modulo Zp(V).
In definitiva per dare un morfismo basta dare fo,..., fm € S(V)4, perché

S(V)a= {f +Ip(V)| fe S§”>} . O

Trattare con varieta affini ¢ spesso pitl conveniente che trattare con varieta
proiettive, perche le prime sono in corrispondenza biunivoca con le k—algebre
finitamente generate, quindi ci si cerca di ridurre le varieta quasi—proiettive a
varieta quasi-affini. Si inizi con degli esempi:
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Esempio 6.22. La varieta quasi-affine V = AL — {0} ¢ affine, cio¢ ¢ isomorfa
a una varieta affine. Se consideriamo l’anello delle funzioni regolari su V, &
facile vedere che

Kz, y]
(zy —1)

Consideriamo la varieta affine W C A% di equazione zy — 1 = 0. Allora la
proiezione sull’asse delle x,

11

o) 2 Klz], = {f(m) : f(z) € K[z],n > O} ~ Kz, 271

xn

T W=V
(z,y) >z
determina un isomorfismo tra W e V.

Esempio 6.23. La varietd quasi-affine X = A% — {(0,0)} non e’ isomorfa
a una varieta affine, quindi esistono varieta quasi-affini che non sono affini.
Osserviamo che V' puo essere ricoperta dai due aperti

Uy=A% -2, Uy=4A% -2,

dove Z; e Z5 sono i due sottoinsiemi chiusi di equazioni x = 0 e y = 0
rispettivamente. Si vede che

OV(UI) = K[xvy]m € OV(UQ) = K[%y}y
Consideriamo ora f € Oy (V). Si ha
v, € Ov(Uh) = Klz,ylx € flu, € Ov(U2) = Klz,yl,

quindi

f _ p(z,y)
|Ur — xrn ym

per qualche n,m > 0 e per due opportuni polinomi p, ¢ € K|z, y]. Queste due
espressioni devono coincidere nell’intersezione Uy N Us e dovra aversi:

p(z,y)  q(x,y)

:Cn ym

per ogni x # 0 e y # 0. Cio & possibile solo se m = n = 0, da cid segue
che f deve essere un polinomio. Si & cosi dimostrato che Oy (V) = K|[z,y].
Supponiamo, per assurdo che V sia affine, dato che Oy (V) = Klz,y], si
dovrebbe avere un isomorfismo V = A% ma A% — {(0,0)} non ¢ isomorfo a
A% Dunque V non ¢ una varieta affine.

Esempio 6.24. Siano V una varieta proiettiva e W una varieta affine sul
campo k. Ricordando che Oy (V) = K, si ha:

M(V, W) 22 Hom (A(W), Oy (V)) = Hom (A(W), K)

Se P ¢ una varieta affine consistente in un unico punto, si ha A(P) = k e

dunque
! Hom (A(W), K) =2 Hom (A(W), A(P)) &2 M(P, W).
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Si e cosi dimostrato, con tale esempio, che ogni morfismo da una varieta
proiettiva a una varieta affine & costante.

Esempio 6.25. Consideriamo 'immersione, detta di Veronese, di ]P’}c in IP’%
data da
¢ Pr — P2 (20, 21) — (12, 2021, 7).

Se indichiamo con (zo, 21, 22) le coordinate omogenee di P2, I'immagine di ¢ ¢’
la conica di equazione zgzo = 27 e ¢ determina un isomorfismo tra ]P’}c e la sua
immagine in IE”%. Geometricamente questo isomorfismo tra la retta proiettiva
P} e una conica C' del piano proiettivo puo essere descritto come segue: sia C
una conica e identifichiamo P}, con una retta proiettiva r immersa nel piano
proiettivo. Fissiamo un punto P sulla conica C, in modo che P non stia sulla
retta r e consideriamo la proiezione ¢ di centro P della retta r sulla conica
C'. Per ogni punto @ € r, il punto ¢(Q) € C ¢ il punto determinato in modo
tale che la retta passante per P e Q) intersechi la conica C nella coppia di
punti P e ¢(Q), con la convenzione che ¢(Q) = P se la retta per P e Q €’

x
tangente a C nel punto P. Se introduciamo delle coordinate affini V' = L su
T

x x

Pl e Z = m—l, Zy = 372 su PZ, immersione ¢ e data da ¢(V) = (X, X?) che
0 0

e’ un isomorfismo tra la retta affine e la parabola di equazione Zo = Z%2. Nel

considerare gli anelli delle coordinate omogenee, si ha:
S(P}) = k[zo, z1] e S(C) = k[z0, 21, 22/ (2022 — 2}),
i quali non sono isomorfi. Poniamo dunque
S = Klzg,21] = ©a>054 € R = k[0, 21, 22]/ (2022 — 21) = @a>0Ra

Considerando i generatori x3, xoz1 e 2% di Sy = ng) e ponendo 29 = 2,
21 = ToT1 € 2o = T7, si trova che questi sono dei generatori di R; e di
conseguenza , Ry = S%Q) = S5. In modo analogo si dimostra che Ry = Sc(l2) =
Sq4, per ogni d > 2. In conclusione le K-algebre S e R non sono isomorfe, ma
R = S®) . Le due K-algebre graduate S e S(®) corrispondono entrambe alla
retta proiettiva ma, mentre S corrisponde a Pj, S corrisponde alla retta
proiettiva immersa in P? tramite 'immersione di Veronese 1. Si dimostra in
generale che per ogni intero d > 1, la K-algebra graduata S4 corrisponde
alla retta proiettiva immersa in P? tramite la seguente immersione:

.l d d d—1 d—2_2 d-1 _d
¢ Pp = Py, (2o, 21) = (2§, 20 21,25 “7,..., Ty, x7).
Definizione 6.26. Se V' ¢ una varieta quasi—proiettiva, essa ¢ affine se e solo
se V ¢ isomorfa a una varieta affine. Inoltre U C V quasi-—proiettiva e affine
se e solo se U ¢ affine secondo la definizione di sopra.

Proposizione 6.27. Sia Z lipersuperficie di A™ di equazione f(z) =0, con
f € A polinomio non costante. Allora A™ — Z ¢ isomorfo all’ipersuperficie
irriducibile Zy(xp 1 f—1) di AT In particolare A™ —Z ¢ una varieta affine
e O(A" — Z) ~ A;").



78

Dim. E chiaro che ZTp+1f—1 € irriducibile perché polinomio di primo grado in
Tpa1. Za(Tny1 f—1) @ un’ipersuperficie irriducibile di A™*! ed & chiusa e quindi
& sottovarieta di A"*!. Dimostriamo che A" — Z ~ Z, (z,41f — 1) = Z'. Sia
considerata ’applicazione

o: (a1,...,ani1) € Z' — (a1,...,a,) € A" — Z

la quale ¢ un morfismo, perche x; o p = a; & regolare. Inoltre p(Z') C A™ — Z,

perché preso una n—pla (a1, - ,a,) € Z’, si ha
any1flar,...;an) —1=0=aps1f(ar,...,an) =1= f(ar,...,a,) #0=
= (a1,...,an) &€ Z = (a1,...,a,) € A" — Z = p: Z' — A" — Z & un morfismo.

Costruiamo, ora l'inversa, per dimostrare che ¢ € un isomorfismo:

Y (al,...,an)eA”—Z—>(al,...,an, cZ

L’applicazione 9 ha senso perché (a1,...,a,) € Z, allora f(a1,...,a,) # 0
e in pit € un morfismo perche z; 0 = a4, per i = 1,...,n e xpy1 0 =

sono regolari, dunque

flar,...,an)

A" —Z ~Z, (xp41f —1) = A" — Z ¢& una varieta affine .
Cio implica che
, , An-H
(4"~ 2) 2 0Z) = MZ) = o

k[xl l‘n+1] (n) { h }
= b Pt 4 ) T e A e N
(Tpg1f—1) f fn|
n+1

In effetti A(Z') = 7.02) ma Z' & un’ipersuperficie irriducibile e allora Z,(Z")

¢ generato da ogni polinomio irriducibile che si annulla su Z’ come per esempio
dall’equazione ridotta: Z,(Z') = (zp+1f —1). Concludiamo col dimostrare
I'ultimo isomorfismo:

1
a: h(xh...,xnﬂ)—&—(xnﬂf—l)—>h<x1,...,xn,f>

« € ben posta, infatti cambiando rappresentante:

h(zi,. o @pg1) + (@1 f = 1) =0 (21, 2ng1) + (@0 f = 1)

S h(xr,. @) =0 (@1, wag) F (@ f = 1) =0
54 (h* hl) (1’1,...,5Un+1) + (l’n+1f+ ].) =0
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& h—h € (xpy1f —1) con k polinomio

@a(h—h’):a(h)—a(h’):k(}f—1> —0

< a(h) = a(l))

Da cio segue che a ¢ anche iniettivo. Inoltre v € un omomorfismo ed ¢ su-
h(zy,...,x . h(zy,...,x
riettiva, in quanto per ogni u c A™ s ha M =
fn f fn
1
n (xl, ey Ty f) che proviene da b’ (1,...,2,) + (Tpe1 f —1).

Se consideriamo ¢: Z' — A", cioe ¢: Z; (zpy1f —1) — A" che & un mor-
fismo, ¢ corrisponde a ¢*: O(A") — O(Z'), cioe ¢*: A — A che &
un’inclusione. Infatti ¢ & dominante percheé ¢(Z') = A™ — Z & un aperto di
A" ed ¢ irriducibile e dunque:

0(Z")=Ar —Z = A" = p(Z') = A" = ©* & iniettivo .

*

©* & l'unica immersione di A®™) in A}n) perche i generatori di A™ si
trasformano nei generatori di Agcn), cioe x; > ;0o =x;. O

Osservazione 23. Se V' & una varieta quasi-proiettiva affine allora O(V') & una
k—algebra finitamente generata. Il viceversa non vale.

Proposizione 6.28. Su ogni varieta V vi é una base per la topologia di
Zariski costruita da aperti affini.

Dim. Abbiamo visto che cio vale per P™. Dimostriamo che:

VP €V e YU CV aperto passante per P, 3U aperto affine, tale che P € U C U’.

U’ irriducibile perche Virriducibile
! localmente chiuso perche V' localmente chiuso
V=ANC conAapertoe Cchiuso=U"=U"NA)NU NC)

rispettivamente aperto di U’e chiuso diU’.

U’ C U aperto =

Quindi U’ & una varietd quasi—proiettiva, allora possiamo ridurci al caso U’ =
V e dimostriamo che VP € V esiste U aperto affine tale che P € U C V.
Inoltre se P € V C P, allora esiste un i tale che P € U, (per esempio
Uy). Dunque possiamo sostituire V' con Uy NV e possiamo ridurci al caso V'
quasi—affine e dimostrare quanto segue:

VYV C A" varietd quasi-affine VP € V,3U aperto affine | P e U C V.

Poniamo Z = V — V, che & un chiuso di A™. Infatti V' & localmente chiuso,
allora V"= A — B, con A chiuso di A" e B chiuso in A" tale che B C A, ma
V C A perche V C A, di conseguenza possiamo prendere A =V e allora
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V=V-B=V-V=8B
chiuso, perché in questo caso B = Z. Segue
VPeV=P¢gZ=3fecI,Z)| f(P)#0.

Consideriamo U = V N (A™ — Z,(f)) e dimostriamo che U & 'aperto cercato.
U ¢ un aperto di V perche A" —Z,(f) ¢ apertoin A™. P € U, perche P & Z,(f)
e P € V. Dimostriamo che U ¢ affine cioe che & isomorfo a un aperto affine.
Se f non e costante allora

A" —Z.(f) 2~ Zy (1 —zpy1 f) = A" — Z,(f) affine.
Se f e costante, si ha

An
Za(f) = {@ = A" = Z.(f) = = A" — Z,(f) affine
%]

Ma U = (A" — Z,(f)) NV allora U C A" — Z,(f) =~ Zy (1 — xpi1 f) C A™HL
dove H; = Z, (1 — 2p41f) & un chiuso. Se dimostriamo che U & chiuso in

A" — Z.(f) £ I avremo che, poiche ¢ & chiusa, U ¢ portato in U’ da ¢, con
U’ C H chiuso di H, con H chiuso di A",

. . © . .
U’ chiuso in A™t! = U £ U’ chiuso in = U affine.

Dimostriamo che U chiuso in A™ — Z,(f).
Consideriamo U, chiusura di U in A" — Z,(f). Risulta che

U=VN(A"=Z,(f)=Vn(V-Zlf))

perche V N (A" — Z,(f)) ¢ il complementare di Z,(f) in V, ma f € Z,(Z)
allora

Zo(f) 22a(Ta(2)) 2 Z = Zo([) 2Z =V = Zo(f) SV — Z
S T=VN(V-Z(f)) CVNTV-2)=V-Z=V=TCV
=UCVN(A"—Z,(f))=U= U CU = U chiuso in A" — Z,(f).
U irriducibile perche aperto non vuoto di V, che e irriducibile. O

Esempio 6.29. Se V ¢ una varieta quasi-proiettiva, allora M (V, Al) =
O(V). Cio segue subito dal lemma (6.15).
Proviamo la prima inclusione. Sia ¢ € M(V,Al) Lallora ¢ & continua e

YU CA' eVfeOWU), fopeO(p 1 (U))
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In particolare per U = Al e f =iy sihaiyiop=p e O (o H(AY)) =O(V)
e dunque ¢ € O(V). Viceversa, sia ¢ € O(V), allora ¢ & continua. Inoltre
A
VP € V,3U’ CV aperto passante per P, tale che ¢ = 5 con A B € S((in) e
Az, ..., Tn)

B#0in U/, CiOéSD:B(l‘o,...,xn),

I (U) ———U

fop /

Al
Dimostriamo che: VU C A'Vf € O(U), foyp € O (¢ 1(U))

feO(U);»f:%cow,@eA(l),@;AomU;»

= fop=

o (2y_*(5)
)20

B
Dimostriamo che questo € un quoziente di due polinomi dello stesso grado.

A A
Consideriamo il massimo comun divisore di ¥ (B) e ® <B> che sara lo

stesso per ¥ e @ perche hanno lo stesso grado e in essi, al denominatore,
compare solo B elevato alle potenze a cui si trova la variabile di ¥ e ®. Si
U (xoy ..., Ty)
D (zg,...,2Tp)

in o~} (U) con & (g) #0in o H(U)

puo semplificare il massimo comun divisore e si ottiene con ¢

ez/)GSgL).

Esempio 6.30. La cubica gobba affine Z ¢ isomorfa ad Al.
Questo perché, sia
Z={(tt¢)|te K}

allora si ha:
p:te Al = (1,213 e Z

¢ un morfismo, in quanto
t

z;0op =1 t?
/3

che sono regolari.Inoltre ¢ ~1: (¢,¢2,¢3) € Z — t € A! & anch’esso un morfismo
per la stessa ragione allora ¢ € un isomorfismo.
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Esempio 6.31. La cubica gobba proiettiva Z ¢ isomorfa a P!.
Consideriamo

e [\pl € P — [N N AP it € Z

che ¢ un morfismo. Si consideri

Z 0
ot [0, 21, T2, 23] € Z — [0, 1] sexq #
[0, 23] sexsz #0

il quale & un morfismo, ricordando che in Z non & mai zg = z3 = 0, perche
altrimenti dalle equazioni di Z si avrebbe anche zo = 0, che ¢ una
contraddizione. Non & suriettiva in quanto z7 ¢ I'm ¢* perche gli elementi di
I'm ¢* sono combinazioni lineari di #% e a3 allora * non & un isomorfismo e
dunque ¢ non & un isomorfismo.

Facciamo vedere che ¢ e biettiva costruendo l'inversa:

. 0 se(z,y)=(0,0)
w(x,y)e - g Sex;ﬁo(se m:O@y:O,perchéllpuntOEV)

X
0 se t =0
Yop:t— (12,13) = { 43 _,
t2

o

8 <

(0,0)
— 2 3 3 .3
(5.5)=(54) = @)
dove 23 = 32 & 'equazione di V. Dunque ¢ & biettiva.

Un’altra utile caratterizzazione di morfismi ¢ il morfismo di Frobenius. Sup-
poniamo chark = p > 0.

Definizione 6.32. L’applicazione
F:lzo,...,z,] €P" = [2F,.. . 2P eP"

& chiamato morfismo di Frobenius in P". Invece ’applicazione
F:(zy,...,x,) €A™ — (2F, ... 2b) c A"

¢ chiamato morfismo di Frobenius in A"
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Per ogni i, F(U;) = U; cio¢ F porta gli aperti affini in s¢ stessi. Infatti se
z; # 0 anche 2z’ # 0 e dunque il punto immagine appartiene a U;. F, percio,
induce un isomorfismo su ogni U; , per esempio per Uy ~ A™.

Osservazione 24. F non € un isomorfismo in A”.
Infatti, se per assurdo F' fosse un isomorfismo allora

F*: A 5 A0

P

%

T, >x;oF =x

sarebbe un isomorfismo di k—algebre. Invece F™* non ¢ un isomorfismo perche
F* non e suriettivo, in quanto i polinomi di grado minore di p non sono
immagine di nulla, perche gli elementi di Im F™* sono i polinomi le cui variabili
compaiono con esponente multiplo di p. Neanche F in P™ ¢ un isomorfismo,
perche altrimenti F' indurrebbe un isomorfismo in A™, per restrizione.

Lemma 6.33. L’applicazione
p:ack—al ck
e un isomorfismo, detto isomorfismo di Frobenius.

Dim. E un omomorfismo, perché

Sﬁ(Oé‘Fﬂ)—(Oé‘Fﬁ)P—OZP‘F(]l))O‘(p1)ﬂ+"'+< gl)aﬂp1+ﬂp_ap+ﬂp

p

perché i coefficienti binomiali sono tutti multipli di p. Quindi sono nulli e
dunque ¢ (o + B) = p(a) + ¢(B8). E chiaro che valga anche quanto segue

(aB)’ = a”BP = p(af) = p(a)p(B)
Facciamo vedere che ¢ & biettiva, cioe che
VeekIack:al =5

Poiche k ¢ algebricamente chiuso allora esistera una radice o € k di P = §.
La radice ¢ unica perché

d

(@ =B) =pa" =0

percheé p = chark e cosi via tutte le derivate sono nulle. x & soluzione delle
derivate, allora x & soluzione di molteplicita massima pari a p. Qualora k non
e algebricamente chiuso esistera un omomorfismo di Frobenius iniettivo ma
non necessariamente suriettivo. L’'inversa e

v:Bek—BP ek
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dove (8 7 & l'unica radice di 27 = B. Considerando che
(a+B8)7 =ar+B7 & (a+f) = (ar +7) & (a+8) = ar? + 577 = a+j

si ha
Pla+B) =(a) +¢(B)
Analogamente

P(af) =P(a) - ¥(B)

Si conclude che 9 & un omomorfismo. Dunque
p o1 =1 op=idy = ¢ isomorfismo. O
Osservazione 25. ¢ induce un isomorfismo di anelli
®: A 5 A

_ & i R i
f= E iy iy Tok oy — Xo(aiy . 4, )T . ap.
P

=i

Non & un isomorfismo di k—algebre, perché I’applicazione ad ogni elemento
a € k associa a”’ € k cio¢ non fissa le costanti punto per punto.  muta
polinomi omogenei in polinomi omogenei dello stesso grado (perche non agisce
sulle variabili). ¢ & biettiva perche tale era ¢. Analogamente ¢ induce:

. §M — g
[= Z bio..inTh - .. x;” — Z @(bio,_m)xéo .. z;”
isomorfismo di anelli.
Proposizione 6.34. F' ¢ un omeomorfismo.
Dim. Dimostriamo che F' & chiusa. Consideriamo f € Sc(ln)7 si ha
F*(f(zo...2n)) = f(xl,...,zF).

Si fara vedere che:

Dunque

) . P; P
f(zo,...,xy) = Zaio_”inxf}” coal = f(xf, . ah) = Zaio...in%m e Ty

Quindi

() (20 an) = D0 @i )G o xh = D (g2 -y
Segue che
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(@ (Mo -w))" = (3 (i mn)p =3 Wlai.a,) aho ..ok

perche (a + B)P = (a? 4 5P). ¢ eleva gli elementi di k alla p.

Pig p7 _ p’bo Pi
E e ((aiy..i,)) 2o - n E Qig. i, o .. T "

Dimostriamo che

F(Z,(@7 () = Z,(f)
[0+ ] € Zy (871()) & 61 (F) (@ . n) = 0

Allora
(@71 (f)ao,....an))’ =0 f(ab,...al) =0

fF (o om])) =0 Flao, ... an]) € Zp(f)

Poiche @ & un isomorfismo, si ha @~1(f) & un polinomio g.

F(Z,(9)) = Zp(2(9))

cioe F' manda chiusi in chiusi, cioe F' e chiusa. F' & continua perche & un
morfismo, inoltre & biettiva perché lo e la ¢, del resto l'inversa é:

1 1
F~liwo,...,xn) €P" = [2f,..., 28] € P
Quindi F' & un omeomorfismo. 0O

Osservazione 26. 11 morfismo di Frobenius muta chiusi in chiusi, perché & un
omeomorfismo, in pit muta ipersuperfici di un certo grado in ipersuperfici
dello stesso grado, perche F(Z,(g)) = Z,($(g)) e P conserva i gradi e i poli-
nomi omogenei e muta sottospazi in sottospazi, perche definita da un sistema
di equazioni lineari e iperpiani in iperpiani perche definiti da un’equazione
lineare.

7 Varieta di Segre

La varieta di Segre, citata precedentemente come esempio di varieta proietti-
va, assume particolare significato dopo aver introdotto il concetto di morfismo.
Infatti, ricordando cio che e stato detto prima, siano n, m due interi, e si con-
sideri lo spazio affine A,(C"H)(mﬂ). I punti di A™*TDM+L) possono identificarsi
con le matrici

W = (wij)i:O,...,n j=0,...,m

di tipo (n+1) x (m+1) sul campo k. Di conseguenza i punti di P(?»+1(m+1)-1
possono identificarsi con le classi di equivalenza [W], rispetto alle proporzio-
nalitd di matrici W non nulle di tipo (n+ 1) e (m + 1).

E stato definito I'insieme:

Pip
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S = {[W] € BOHDIHD1L (1) — 13

ed abbiamo dimostrato che ¢ una varieta proiettiva, in particolare € una
(n+1)(m+1)—1

sottovarieta chiusa di P}
Definizione 7.1. S, ,,, prende il nome di varieta di Segre di tipo n,m, e si
denota sovente con P" x P™, pensando tale insieme identificato con Sy .,
tramite la o, ,, € quindi munite della topologia indotta dalla oy, .

Osservazione 27. Sy, ,, € non degenere ossia non e contenuta in nessun iperpia-
no di P+ m+D=1 Tnfatti, come ¢ facile rendersi conto, non vi sono polinomi
di primo grado in Z(™™)

Fissati due interi positivi n ed m e considerate le seguente indeterminate
sul campo K: g, ,Tn,Yo,"** ,Ym, Sl costruisca l'anello di polinomi in tali
indeterminate:
S(n,m) = K[CEOa Ty Yo, 7ym}

dove e chiaro che si presenta una struttura di anello graduato. Per ogni coppia
(d1,d2) € N x N, posto d = dj + da, si consideri I'insieme SC(IT{’]IT) dei polinomi
omogenei di grado d che sono omogenei di grado d; nelle variabili x; e di grado
do nelle variabili y;. E chiaro che in tal modo si determina una bigradazione
su (),

Definizione 7.2. Sia f €? S(™™) un polinomio omogeneo e sia (P, Py
P? x P} un punto, rispettivamente di coordinate Py = [ai] e P» = |
Il punto (Py, P2) € uno zero del polinomio f e si scrivera f(Py,Py) = 0 se
flar, az) = 0.

) €
ag].

Definizione 7.3. Sia f &P S("™) si definisce insieme degli zeri di f, il
seguente insieme:

Zg(f) = {(Pl,PQ) S ]PZ X ]PJZL : f(Pl,PQ) = 0} Q ]P)Z X ]P)Zn

Inoltre se si considera un sottoinsieme F C S(™™) si pud definire I'insieme
degli zeri di F|, nel seguente modo:

Zy(F)= () Z(f)

ferF
dove PF = Fnp §(nm)

Proposizione 7.4. Sia F C Smm) e siq Uinsieme PF e il relativo ideale
generato

('F) = {Zgifi 1 fi€P Fogi € 5("’m)}
=1

allora risulta Zs(F) = Zs((PF)).
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Dim.
2€Z(F)=>z2€Z(f) Vfe?P F=f(z)=0 VfePF=

= 2 € Z,((PF)) = Z,(F) C Z,((PF))

Viceversa
z2€Zs(PF))= f(2) =0 Vfe(PF)

poiché PF C (PF), si ha
f(2)=0 Vfel F=z2ecZ,(f) Vfel F=

=ze () Zf) = ZJ(F) = Z((°F)) C Zy(F) = Z,((’F)) = Z(F).
ferF
O

Osservazione 28. L’anello S(™™) & un anello noetheriano, quindi ogni suo
ideale ¢ finitamente generato, allora

Ejflana"' 7fr € (pF> : ZS(F) = Zs(fl) ﬂZs(f2) m"'ﬂZS(fT)'

In tal caso si dice anche che f;(z) = 0 peri=1,--- ,m, costituisce un sistema
di equazioni per Z4(F).

Si denoti con C(™™) la famiglia dei sottoinsiemi di P{ x P di tipo Zs(F).
Teorema 7.5. C""™) costituisce una famiglia di chiusi per una topologia.

Dim. Siccome @ = Zs(1) e PP x P{* = Z(0), quindi @,Pp x P{* € C(mm),
Siano Fy, F» C S™™) risulta che anche Fy U Fy C S™™); si dimostri per
doppia inclusione che

Zy(FLUF) = Z,(F Fy) € ™™,
Se P € Z,(Fy U Fy) allora
PecFioPehkh<f(P)=0 VfeP Flog(P)=0 VgeP F,
quindi si ha P € Z,(F Fy). Viceversa, se P € Z,(F Fy), allora
(fo)(P)=0 VfeP F,VgeP Fy= f(P)g(P)=0 Vfe&P F,VgeP Fy, =

:>f(P):O erpFlog(P):O VgepF2:>P€ZS(F1UF2).

Sia infine { ).}, una famiglia si sottoinsiemi di S (mm) i consideri la rispettiva
famiglia di elementi di C»™) {Z ((F},))},, risulta:

() 2:(F.) = 2, (U Fr> ectnm),
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Definizione 7.6. (P} xP}*, C("™)) & chiamata topologia di Zariski di P} xPy".

Focalizzeremo ora ’attenzione sulle sottovarieta di P} x P}". Si inizi a dimo-
strare il seguente lemma:

Lemma 7.7. La topologia di Zariski di P" x P™ coincide con l'immagine
tramite o,y della topologia di Zariski di Sy, m.

Dim. Sia f € k[w;;] un polinomio omogeneo di grado d. Allora

f/ = f(xly]) S k[mo,...,xn, yo,.._’ym] _ S(n,m)
-1

¢ un polinomio pluriomogenco di grado d, e si ha Z,(f") = o, 1, (Zp(f))-

n,m
D’altra parte se f'(z,y) € Sc(i?’;z), e se, ad esempio d; < dg, posto e = dy — d;
si ha:

(n,m)

fi=(zy) €S,y i=0,...,n

Poiché ovviamente o = & suriettiva %, esistono polinomi omogenei f; €

n,m

STV tali che fi(wiy;) = 25 f'(z,y), i = 0,...,n. Si ha allora

On,m (ZS(JN)) = On,m (ZS(fiv SRR f’lfl)) =2Zp (f1,---sfn)-
Cio prova l'asserto. 0O

Il lemma (7.7) ha la seguente importante conseguenza:

Teorema 7.8. Siano V C P} e W C PI* warieta proiettive, allora V- x W C
Py x PP € una varieta proiettiva.

Dim. V e W sono chiusi irriducibili rispettivamente di P} e P}*. Allora esi-
steranno dei polinomi omogenei fi,---, fi € "S™ e g1,--- , gr € "S) tali
che V.="2,(f1,-+ . fi) e W =2, (g1, , g)

Il prodotto f;g; appartiene a PS(m) hoiche ogni f; (rispettivamente g;) puo
essere rivisto come polinomio pluriomogeneo di grado 0 nelle variabili che
compaiono in g;(rispettivamente in f;) ma non in esso. Dunque V' x W & un
chiuso di P} x P}*, in quanto

VXW:ZP(f17"' 7flagl7"' 7gk)

Se consideriamo il prodotto di due sottoinsiemi irriducibili A, B appartenenti
rispettivamente agli spazi A} x A}, esso ¢ irriducibile nello spazio affine A} x
A ~ AZ'H". Vale un risultato analogo anche nel caso proiettivo. 0O

Pit in generale sussiste il seguente teorema:

Teorema 7.9. Siano V C Py e W C PI* varieta quast proiettive, allora V x
W C P} x P é una varieta quasi proiettiva.

4 sulle sottoalgebre @ §+mtNaa gj grtm+l)
deN
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Dim. Siano V e W varieta quasi proiettive, ossia sottoinsiemi aperti di varieta
proiettive.
Pertanto esse possono essere espresse al seguente modo:

V =Vy —V; con V; chiuso e irriducibile, e V7 chiuso
W =Wy — W71 con Wy chiuso e irriducibile, e W7 chiuso

Dunque, passando al prodotto:
VW= (‘/b — Vl)) X (WO — Wl) = (VO X Wo) — [(VO X Wl) U (V1 X Wo)]

In base a quanto dimostrato nel teorema precedente, Vy x Wy € una varieta,
mentre [(Vo x W)U (Vi x Wp)] € un chiuso in quanto unione di chiusi.
Dunque V' x W e una varieta quasi proiettiva. O

Si e ora in grado di dare la seguente definizione:

Definizione 7.10. Siano V' C P} e W C P}* varieta quasi proiettive, la
varieta V' x W si chiama varieta prodotto di V e W, ed & chiaramente una
sottovarieta di P} x P},

E possibile generalizzare il discorso. Si consideri le seguenti indeterminate

1 1 r r s
SWK, Tgy ey Ty ye vy Xy - -, Ty, € PONIATMO
N1,y Np) 1 1 r T
S )—k[$07-~-v$n1v---vav“wan

che & un anello graduato. Per ogni (dy, . . .,d,) € N", posto d = Y_"d;, poniamo
i=1

Sé?i:;i'fr) ={fe S((i?) nelle variabili «f,...,z! ,i=1,...,7}

y

E chiaro che in tal modo si determina una r—graduazione su S(™-"")_ Posto
x’ (x%,...,a:jli), un elemento f € S(-7r) i scrive brevemente come

f(z*,...,2"). Chiaro che se f € S((;lllz), si ha
f(tlgl,...,t,«gr):till...tf"f(gl,...gr) (1)

per ogni (t1,...,t,) € k". La (1) & pure condizione sufficiente affinché
e Sc(l?l.'.;j‘fr). Un elemento f € Sé?ll.:;{'f'”), cond = dy +...d. > 0 dicesi

forma pluriomogenea di grado d. Poiché Sénl“'"") =k, S((i?‘l‘:é:lT) un k—spazio
vettoriale di dimensione

2
i +d;
p(nl...nhdl...dr):H(n; >

i=1
Definizione 7.11. Sia f €? S("-") ¢ sia (Pj,..., P.) un punto di P™ x
<o x P con Py = [Qi],i: 1,...,n. Si dice che (Py,..., P.) & uno zero di f,
e si scrive f (Py,...,P,) =0,se f(a',...,a") = 0.
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Definizione 7.12. Il sottoinsieme di P™* x P"r

Zy(F) = Ngerpprpsemnm Zs(f)
di P™ x --- x P™ & detto 'insieme degli zeri di F'.

Proposizione 7.13.
Zs(F) = Zs (("F))

Osservazione 29. Per la noetherianita di S ") esistono polinomi plurio-
mogenei f1,..., fm € (PF) tali che

ZS(F):ZS(fl)m"'st(fm) (2)

Se vale la (2) si dice che f; (gl, .. ,g’") ,i=1,...,m &un sistema di equazioni
per Zs(F).

E possibile considerare la famiglia C(™1-~") dei sottoinsiemi di P x - - - x P"r
del tipo Z,(F), con F C §(™1--mr)  Analogamente si verifica che C("1>"r) puo
assumersi come famiglia dei chiusi di una topologia detta topologia di Zariski
di P™ X - x P,

Se V, W sono varieta quasi—proiettive, la varieta V x W dicesi prodotto di V
e W. Si inizi a considerare le due proiezioni canoniche:

p12VXW*>V
po: VXW—->W

Lemma 7.14. Le proiezioni p1, ps sono dei morfismi.

Dim. E chiaro che basta ridursi al caso V = Py, W =P e riferirsi a p;. Se
([@] , @]) € P"xP™ e, ad esempio, xy # 0,y, # 0, allora ([g] , [ﬂ), come pun-
to di Sy m, ha coordinate omogenee [w], con wo,g # 0. Allora py (2], [y]) =
[woo, W10, - - -, Who]. Cio prova lasserto. O

Sia ora Z una terza varieta quasi—proiettiva e siano f: Z — V,g: Z - W
delle applicazioni. L’applicazione

fxg:PeZ— (f(P),g(P)eVxW
€ 'unica che renda commutativo il diagramma

fxg

Z VxW

\ P1 y\
f
g

V w

Lemma 7.15. Se f e g sono morfismi, anche f X g é un morfismo .
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Dim. Sia P un punto di Z. Per la proposizione (7) esiste un intorno aperto U
di Pin Z C IP" ed esistono polinomi omogenei fo, ..., f, € S dello stesso
grado, e polinomi omogenei g, . . ., gm € S dello stesso grado, i primi n+ 1
e i secondi m + 1 non tutti nulli in U, tali che per ogni P’ € U si abbia

FP) = [fo(P)s-.. (P €V CP"
g(P') = [go(P'), ..., gm(P")] € W CP™
Allora, per ogni P’ € U si ha
(f x g)(P') = [fi(P")g;(P")] € V x W C PlrHDm+1=1

dove f;g; sono polinomi dello stesso grado, i =0,...,n, § =0,...,m. Ancora
per la proposizione si ha l'asserto. O

Dai due precedenti lemma segue infine il seguente teorema:

Teorema 7.16. Se V., W sono varieta quasi proiettive e se X € una varietd
quasi proiettiva tale che esistono due morfismim, € M(X, V), my € M(X, W),
tali che per ogni varieta quasi proiettiva Z e per ogni coppia di morfismi
(f,9) € M(Z,V) x M(Z,W), esiste un unico morfismo y € M(Z,X) che
rende commutativo il diagramma

Z—>X

allora esiste un unico isomorfismo a: X — V. x W che rende commutativo il
diagramma

X @ VxW
%4 w

Dim. In virtu del lemma (7.15) il morfismo o = 7 X w13 € M(X,V x W)
rende commutativo il diagramma. Proviamo che « € un isomorfismo. Per le
ipotesi, esiste un unico morfismo 8 € M(V x W, X) che rende commutativo
il diagramma,

B

VXW——m—-=o5X

P1 ™
T
Py

Vv w

Allora foa € M(X, X) rende commutativo il diagramma
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/X?.X
v S w

sicché per le ipotesi € § o @ = idx. Similmente si verifica che a o § = idy xw
e da cio l'asserto. O

Corollario 7.17. Se V,W sono wvarieta affini, il prodotto definito dianzi
coincide, a meno di isomorfismi, con quello definito nel §3.

Corollario 7.18. Se VW sono wvarieta affini, il prodotto definito dinanzi
coincide, a meno di morfismi, con quello definito nel §3.

Dim. Sia X il prodotto di V e W definito nel §3, che & poi la varieta affine
a meno di isomorfismo, corrispondente alla k—algebra finitamente generata
A(V) ®y A(W); siano infatti m: X — V, ma: X — W le proiezioni canoniche
corrispondenti agli omomorfismi di k—algebre.

i feAV) = fele A(V) @ A(W)
ma:g € AW) 5149 € A(V) @, A(W)

Se poi Z ¢ una varieta quasi proiettiva e (f,g) € M(Z,V)x (Z,W),ad feyg
corrispondono omomorfismi di

[T AV) = (0)(2)
g AW) = O(2)

Esiste allora un unico omomorfismo di k—algebre

freg ) fiwg € AV) @y AW) = > [ (f)g"(9;) € O(2)

%]

Ad f*®g* corrisponde 'unico morfismo y € M (Z, X) che renda commutativo
il diagramma 7.16. L’asserto segue allora dal teorema precedente. 0O

Esempio 7.19. Esaminiamo da vicino un caso particolare del corollario (7.18):
A" puo considerarsi identificato con ’aperto

Uo =P" - Zp(x())

di P™ e A™ con l'aperto
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Uy =P = Zp(yo)

di P™. Allora Uy x U} & isomorfo a A x A™ = A"*™_ L’isomorfismo, 'unico
che commuta con le proiezioni, si ottiene esplicitamente nel modo che segue.
Visto P x P™ come S, ,, in P("+1)(m+1)_1, Uy x U§ chiaramente coincide con

Sn,m - (Sn,m N Z;D(WOO))
Ha dunque senso considerare il morfismo

Wio Wio Wor Wom
Woo 7 Woo” Woo' 7 Woo

[W]erxU5—>< >eA”+m

che & I'isomorfismo richiesto.

Il teorema precedente ha altra notevoli conseguenze, cui brevemente accen-
niamo nei seguenti corollari:

Corollario 7.20. Se V,W, V', W' sono varietd quasi—proiettive
VeVeWeW=VxW=V xW.
Corollario 7.21. Se V.W sono varieta quasi—proiettive,
VXWeWxV
Corollario 7.22. Se V,W, Z sono varieta quasi—proiettive,
(VxW)xZ~V x(WxZ)

tale varieta, che s’indica con V. XW X Z prende il nome di prodotto di V- x W x
Z. Pit in generale, se Vi,...,V, sono varieta quasi—proiettive, é ben definito
il loro prodotto Vi x -+ x «--V,, come la varietd (V1 x Vo) x V3) x V,,) che

é isomorfo a Vi x --- x V; , dove (i1,...,i,) € una qualunque permutazione
di (1,...,n).

Corollario 7.23.
VPV p'(P)~W

Rispettivamente
VQeW pl(Q) =V

Corollario 7.24. Se V,W,Z sono wvarietd quasi—proiettive, un’applicazione
f:Z =V xW ¢&un morfismo se e solo se p; o f sono morfismi ,i=1,2.

Ora di seguito vi sono alcune applicazioni di esempi relativo alle varieta di
Segre.



94

Esempio 7.25. Nel caso particolare del prodotto P} x P}, possiamo consi-
derare, sulla varieta di Segre ]P’Z(nJrz) 5 la cosiddetta sottovarietd diagonale,
ossia il luogo A dei punti di tipo oy, ([2],[2z]) per ogni [z] € P}. Essa &
intersezione di W con il sottospazio costituito dall'intersezione degli iperpiani
indipendenti di equazioni:

wij = wji
cont,j=0,---,n.
Analogamente, se consideriamo la varieta di Segre:

Sty e = Ony ooy (PRt X0 X P

con ny = ng = -+ = n, = n, essa ¢ il modello proiettivo del prodotto di r
copie di P}, e possiamo considerare la varieta diagonale A, luogo dei punti

del tipo oy .o | [2] 5+ 5 [2]
—_——

Proposizione 7.26. Data una varieta V, la diagonale Ay = {(P,P) e V x V'}
del prodotto, & un chiuso isomorfo a 'V .

Dim. Per dimostrare che Ay ¢ un chiuso, basta ridursi al caso V' = P™. Preso
([z], [y]) € P™ x P, risulta

([z][y]) € Qpn & 23y = x5y, i=0,...,nj=0,...,n

ossia,

Dunque

Apn = Sn}m Nz, (Wij - Wji)i,j:o,“.,n
Per provare che V ¢ isomorfo a Ay, basta applicare il teorema precedente con
V=W,Z=YV eadoperando fog=1idy. O

Esempio 7.27. Ponendo n = m = 1 otteniamo la varieta di Segre S ;.

c Pgﬂ»l)(erl)fl (I+DH(A+1)-1 _

Sapendo che Sy, , quindi, in questo caso, S1,; C P

P%. Dunque:
5171 = {[W} S Pi : p(W) = 1} - Pz

dove, al solito, abbiamo identificato gli elementi di A}, con le matrici W di

tipo 2 x 2:
W = Woo Wo1
wio W11

In 57,1 vi sono classi di equivalenza di matrici W di rango 1, esse sono carat-
terizzate dall’avere determinante nullo, dunque deve accadere che:

% osserviamo che (n+1)(n+1) —1=(n+1)> =1 =n(n+2)
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woow11 — wiowo1 = 0. In conclusione si ha che S11 = Z, (woowi1 — wioWo1)-
Gli elementi di S7,; sono del tipo

[W] = [w007w01,’w10,w11] = [20,21,22723}

, essendo S7; C IF’%. Alla luce di queste considerazioni, Si,; € rappresentata
in ]P’i dall’equazione:
Z0R3 — Z1R2 = 0

che ¢ ’equazione di una quadrica non degenere.

Osservazione 30. Se [W] € 51,1, W ha rango 1, per cui devono sussistere le
seguenti relazioni lineari:

(20,2’1) = )\(22,2’3)
(20, 22) = A (21, 23)

per degli opportuni A € R. Otteniamo cosl due famiglie di rette in Sp ;:

20 = A2 20 = A\z1
zZ1 = )\2:3 zZ9 = )\2’3
ed esse sono immagini mediante oy ; delle fibre delle due proiezioni di P} x P}

Dato che per ogni punto di S, ,,, passa un’unica retta di ciascuna delle due
famiglie, la varieta di Segre € un esempio di varieta rigata.

Definizione 7.28. Siano V, W, Z varieta e siano f: V — Z, g: W — Z mor-
fismi. Si definisce prodotto di V' e W su Z, denotato con il simbolo V xz W
il sottoinsieme di V' x W costituito dalle coppie (P,Q) € V x W tali che

f(P) = 9(Q).

V x, W & un sottoinsieme chiuso di V' x W, infatti ¢ chiaro che V x, W =
(f xg)~1(4.). °

Osservazione 81. V x, W non & sempre irriducibile. Ad esempio se V, W sono
sottovarieta di Z e f, g le relative immersioni, ¢ chiaro che V. x, W =V W
e non ¢ detto che 'intersezione di due varieta sia una varieta (anzi non lo e
”quasi mai”). C’¢ tuttavia qualche caso in cui V x, W & irriducibile. Cio acca-
de, ad esempio, se W = Z e g = id,. Allora V x,, W & costituito dalle coppie
(P,Q) € V. x W tali che Q = f(P), ossia ¢ il grafico I'y dell’applicazione f.
Ora la proiezione p; induce in I'y un isomorfismo I’y su V. Infatti basta tenere
presente che esiste un morfismo a: V — V x W che commuta il diagramma

1% — VxW
P Pz
i(xv
1% f w

5 fxg:(P,Q) eV xW — (f(P),g(P)) € Z x Z & ovviamente un morfismo
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Consideriamo il prodotto P™ x ... x P™ degli spazi proiettivi Pt ... P"r.
Come nel caso r = 2 si puo fornire un ben preciso modello proiettivo di tale
varieta. procedendo per induzione a partire dal caso r = 2, si vede infatti
agevolmente che tale varieta e I'immagine S,,, 5, di P x - x P" tramite
I’applicazione iniettiva
Oy, ([gl], L 2"]) EPM X x P [xlll .al ] € P11 (nrtl)

dove i punti di PtD)-.(nr+1)=1 hanno coordinate omogenee (W;, ;), i1 =
0,...,n1,..., 4 =0,...,n,. Analogamente si prova che la topologia di Zari-
ski di P™* x -+ x P™" coincide con 'immagine tramite o,, .. », della topologia

Ny

di Zariski di S, ... »,. Quest’ultima varieta, od una ad essa omografica, ¢ det-

ta varieta di Segre di tipo mq,...,n,. Si noti in particolare che S, = P" e
che Sy, ...n,. ¢ omografica a Sph,.. nh,. dove (h,...,h,) ¢ una qualsiasi per-
mutazione di (1,...,n), 'omografia che le muta I'una nell’altra essendo data
da
[Wil i ] c Pn1+1)...(nr+l)—l — I:VI/“1 i ] c P(n1+1)---(nr+1)—1
et 1 thy

Proposizione 7.29. Fissato P; = [a’] € P" e considerata la j—esima
proiezione

pj: P™ X X P — P

allora oy, ..., (pfl(Pj)) é una sottovarietd di Sy, .. n, isomorfo a Sy,
(cfr(??)(e)). Inoltre ¢ una varieta di Segre Sy, . m; 1n;r..n.-

MG —1,M 541N

Dim. Proviamo che N (ny,...,n,) = (n;+1)...(n,+1)—1. Assumiamo che i
punti di PN (1-ni-1n541.-70) ahhjamo coordinate omogenee (Wl
e si consideri poi I'omografia

1»--i.j—1i.7’+1~-ir)

S . N(nyonj_1njeq...mn j
Wy, Wiy oo iijo1ijpr .. i) EP (n1njanjpnne) [az]_Wil,

i BRP Y P ER R

Essa ¢ non degenere. Infatti ordinando le coordinate di PY(™") in modo
che i; sia successivamente 0, 1,...,n; la matrice di w,, ¢ di tipo

(N(nlnr)—&—l) X (N(n1...nj,lnj+1...nr)+1)

si scrive nel modo seguente

:| c ]P;N(nlnr)
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al 0 . 0
0 a{) . 0
0_ ...... aé
aJ1 O, .0
0 a ... 0

a%j 0 . 0
0 af, 0
0 ... ... aﬂj

e poiché [QJ } € P, ¢ chiaro che un suo minore d’ordine massimo ¢ diverso

da zero. L’omografia w,, definisce un’immersione di PN (n1-nj_1njpa.ne) gy
N(ni...n, ’ . —1 )

PN( ) che muta S injrme 0 Ony o, (pj (P])). O

Il Lettore dimostri, a titolo d’esercizio, che Sy, ., € non degenere in PN (na.nr),
Inoltre svolga ancora, a titolo d’esercizio, una teoria analoga a quella del §2,
sulle relazioni tra gli ideali di S(™ ") e i chiusi di P™ x --- x P™. Si pensi
tra l'altro che un chiuso Z di P x --- x P™ ¢ irriducibile se e solo se 'ideale
plurimo Z,(Z) di §™ " generato dai polinomi pluriomogenei f € §("1--nr)
tali che Zs(f) 2 Z, & un ideale primo.

Proposizione 7.30. Se V,W sono varieta quasi—proiettive, si ha dim (V X
W) =dimV +dimW.

Dim. Esistono aperti affini V' in V, W’ in W, non vuoti e si ha, in virtu di
dim (V x W) =dim (V' x W) =dim V' +dimW' = dimV + dim W
O

Osservazione 32. Sy 1 & una quadrica non degenere in P? e dunque ogni siffatta
quadrica, omografica a S 1 € una varieta di Segre.

8 Curve razionali normali

Relativo al discorso sulla varieta di Segre, e utile approfondire le curve razio-
nali normali, e tali da chiarire I’esempio della varieta di Segre di tipo Sz ;. Sia
d un numero intero positivo e sia considerato la seguente applicazione:

vg : [xo, 1] € PE — [xg,nglx1,~- ,x‘f] = [z0,- " ,24] € IE”%.
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Definizione 8.1. Si definisce curva razionale normale C C P{ I'immagine
dell’applicazione v (P},) .

Osservazione 83. Una curva razionale normale pu® essere rivista come una
generalizzazione della cubica gobba proiettiva.

L’'immagine C' C P{ non ¢ altro che il luogo di zeri di polinomi del tipo:
Fi,j (Z) = ZjZj — Zi—1%j+1-
con1<i1<j<d-1.

Un modo conveniente e significativo di esprimere le equazioni che definiscono
una curva razionale normale & sotto forma di minori di ordine 2 di una matrice

di forme lineari omogenee; per ogni intero k € {1,--- ,d — 1}, essa puo essere
descritta come luogo dei punti [zq, - - - , z4] € P{ tali che il rango della seguente
matrice sia 1:
20 <1 %2 Zk—1 Rk
21 2y e e 26 Zhi1
Py e e e ..
Zde e e e Zd-1 Zd

Esempio 8.2. Sia d = 2 e si consideri 'applicazione:
vyt [, 21] € P} — [13, mo2?, 23] € PR

Risulta che v5(P}) C P2 & una cubica di equazione zyz3 = z}.
Esempio 8.3. Sia d = 2 e si consideri I'applicazione:

vyt [, 1] € Py — [13, woxd — 3, 2% — 2321] € PE.
Risulta che v5(P}) C PZ & una cubica di equazione zo2z35 = 23 + zp2z7.
Esempio 8.4. Sia d = 3 e si consideri "applicazione:
v3 @ w0, x1) € P} — [23— Badey, ade) — Brda? axie? —xoxd, axer’ —xl) € P}

con «, B € R. L’immagine C, 5 = v(P}) C P} prende nome di curva quartica
normale.

Siano ora k,l due interi positivi tali che k <l esian =k + 1+ 1 e siano
considerati due sottospazi lineari A e A" in P} tali che dimA =k e dimA’ = 1.
Si scelgano due curve razionali normali C' C A e €' C A’ e un isomorfismo

p:C"— C.
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Definizione 8.5. Si definisce scroll razionale normale e lo si denota con S ),

U pe

peC’

rette congiungenti i punti di C con le rispettive immagini mediante ¢ su C”.
Tali rette sono dette anche rette direttrici di Sy ;).

Il concetto di scroll razionale normale puo essere generalizzato come segue.
Fissata una k-pla di numeri naturali ai,---,a; tali che a1 < as < --- <
ag € Y, ,a; = n —k+ 1, si considerino sottospazi lineari complementari
A; = Py C P} e in ognuno di essi una curva razionale normale C;. Scelti
degli isomorfismi ¢; : C; — C; con i = 2, --- | k, si definisce scroll razionale
normale di dimensione k I'insieme:

S =Sy an= U 2 ®), - 0r ()
peCy

ossia I'unione degli spazi congiungenti i punti p, 2 (p), - , ¢k (p) al variare
di P in C;. Dopo aver introdotto tali concetti preliminari, torniamo a con-
siderare la varieta di Segre Sa:1 (ossia S, con n = 2 e m = 1), essa &
propriamente chiamata la tridimensionale di Segre ed & un esempio di scroll
razionale normale: lo scroll S(1,1,1). Segue il teorema di caratterizzazione di
scroll razionale normale.

Teorema 8.6. Siano Sy, Sy due scroll di P} con k <1, k',l', allora S, é
proiettivamente equivalente a Sy <k =k’

Proposizione 8.7. Se k < [ esiste ed ¢ univocamente determinata una curva
normale razionale C C Sy, di grado k <l appartenente alla costruzione dello
scroll razionale normale. In particolare é univocamente determinata da Sk, e
prende nome di direttrice di Sk .

Osservazione 34. La proposizione (8.7) non vale nel caso di una curva normale
razionale C’ di grado maggiore a [ e nel caso in cui k = .

Proposizione 8.8. L’immagine dello scroll Sy, attraverso la proiezione da
un punto interno p € birazionalmente equivalente a Si_1,; se p giace sulla
direttrice di Sg. E proiettivamente equivalente a Sy ;—1. In particolare tutte
le scroll Sy, sono razionali.

9 Applicazioni lineari

Definizione 9.1. Si dice applicazione lineare di A} in A} (affinita) un’appli-
cazione del tipo:
T:x €A} »a+zAc Al

con A matrice di tipo n x m su k, a € A} e il prodotto e effettuato righe per
colonne.
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Proposizione 9.2. 7 ¢ un morfismo.

Dim. Siano (ai1,...,a,), = (z1,...,2n) € A= (Aij)i=1,....nj=1,...,m quindi
a1 ... Qim

A= (T1,...,2p) : o = ezt F 1T, - Gt O @)
Ap—1 ... Gnm

percio

T(z) = (a1,...,an) + (x1,...,2,) A
n
Y; = (T(g))] =xjoT =aj —|—Zaija:i = fj (J;l,...,xn)
i=1
E regolare perche € un polinomio allora 7 € un morfismo. O

Proposizione 9.3. La composizione di applicazioni lineari sono ancora linea-
1.

Dim. ¢ »a+zA—b+ (a+2A)B— (b+aB)+z(AB). O

Osservazione 35. Le applicazioni lineari hanno per immagine di un punto una
m—pla di polinomi calcolati nel punto.

Proposizione 9.4.
T iniettivo < p(A) =n

dove p(A) ¢é il rango della matrice A.

Se a = 0 allora 7 & un omomorfismo di spazi vettoriali per i quali valgono le
seguenti proprieta:

1. 7 suriettiva < p(4) =m;

2. se a # 0, 7 ¢ composta da x — zA — a + zA (traslazione) che sono
morfismi;

3. la traslazione & un isomorfismo con inversa y — y — a.

Se p(A) # m # n allora Im7 & un sottospazio di A} tale che dimIm = p(A)
e Kerr ¢ un sottospazio di A} tale che dimKert = n — p(A).

Definizione 9.5. Sen=m, 7: z € A™ — a+xA € A" si dice trasformazione
lineare di A™. 7 ¢ non degenere.

Vale la seguente proposizione:

Proposizione 9.6.

T isomorfismo < T non degenere.
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Dim.
det A #0= A ez e A" —» —gA P+ A7 € A" & linversa di 7
Questo perché
Too0ix— —aA ' +2A sa+ (—ad M +2A ) A=a—atz=2z

e viceversa. o € un morfismo perche x; oo € un polinomio. 7 & un isomorfismo
poiche linversa ¢ o, ed esiste l'inversa di A, allora det A # 0 (altrimenti A
non ¢ invertibile). O

Si indichi con il simbolo G(A}), l'insieme delle trasformazioni lineari non
degeneri di A}, ovvero:

GAY)={r:2z€ Al - a+zA € Ay : 7 non degenere }.

Tale insieme si puo strutturare come un gruppo rispetto l’operazione di
composizione.

Definizione 9.7. G(A}) prende nome di gruppo di Galilei di A}.
Sia 7 € G(A}), ad esso corrisponde
7 AW o A

n

T; =+ x; =a; + E Q45T

i=1
7" isomorfismo < 7 isomorfismo < A matrice non degenere

Se 7* & un isomorfismo, poiché {x;} sono generatori di A allora gli ’; sono
generatori di A(™ e T = a; +>°7"_ a;jx; si chiamano formule di cambiamento
delle coordinate in A}.

Corollario 9.8. 7 muta sottospazi affini in sottospazi affini con la sua inver-
sa, cioe

X C A" sottospazio affine = 7(X) C A" sottospazio affine
Dim.
Y CA"=3bby,...,b, € A" : {b;} linearmente indipendenti e

Z={b+Mb 4+ by : (Mi,...,\) € A"}

allora
T(X)={a+ (b+ by + -+ Anby) A} = {(a + bA) + by A+ -+ Apb A}

sottospazio affine di A™ ed & generato da by A,...,b,A. O
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Corollario 9.9. X C A™ sottospazio affine, allora 7—1(X) C A" sottospazio

affine.

Dim. Poiché X' & un sottospazio affine di A™, dunque, X' ha equazioni del
tipo

by +buyr + -+ bimYm =0

bp +bpiyr + -+ bpmym =0

con {b;} linearmente indipendenti e b,b, € A™. X ¢ il luogo dei punti che
verificano questo sistema

I (Z)={PcA":7(P) € X}
Ricordando che 7*: A™) — A(™ tale che 7*(y;) = fj(1,...,T,), si ha

77 1(X)={P € A" : le coordinate di 7(P) verificano il sistema } =

= {P €A" :y;o7(P)=(1(P)); =a; + Zaijxi = fi(z1,...,x,) verificano il sistema } =
i=1

={P € A" : 77 (y;) verifica il sistema} =
bi+bum* (Y1) + -+ b1 (Ym) =0

br +bopm (Y1) + - + b T (Ym) =0

ovvero {P € A" : b; + bj1 f1 + -+ bim fm = 0} che & il luogo di zeri di un
sistema di polinomi di primo grado, quindi 77(X) & un sottospazio affine di
A", O
Di seguito sono riportati esempi di applicazioni lineari.
Esempio 9.10. Sia n > m e siano 0 < i1 < i3 < -+ < iy, con i; € N

I, it (@1, ) €A™ — (24, ... 2y,) € A™
J1 < o < Ja—m € Jiy-ydn-m € {1,...,n} — {i1,...4m}, proiezione

di A" su A™ da (A7 ...jn-m)oo (sottospazio all'infinito di A7 ..., jn—m).
Quest’applicazione ¢ del tipo:

(T1,...,7,m) €A™ — (O,...,xl,...,xm,...,O) c Al ., CA"

1 tm

cioe é:
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(1,...,2,) €A™ —— <0,...,x1,...,$m,...,0) €A}

i;1 im
ul
(xi17"'7mim) €A™

II ¢ lineare perche I'immagine ¢ una m—pla di polinomi x;;.

Esempio 9.11. Sia n < m e siano a, a4, ...,q, € A™.{a,;} sono linearmente
indipendenti.

T (Ayeo s dn) €EA" = a+ Mag + -+ Mg, €A™
immersione di A" in A™. E lineare perche la matrice &

a

A= eacA™

2

n

7 ¢ lineare ed € un isomorfismo di A™ su un sottospazio affine di A™ di
dimensione n. Inoltre 7: A" — 7(A") = X, 7(A™) & un sottospazio di A™ di
dimensione n perche {a;} sono linearmente indipendenti e sono n. Costruiamo

771 e faremo vedere che & un morfismo. Sia 771: X — A”. Per ogni y € X si
ha

y1= a1+ Aai+--+ a1

Yn = Gn+ )\104171 + -+ )\nann

Ym = Qm + >\1a1m +- Ananm

essendo {a;} linearmente indipendenti, quindi segue rgA =rg(a;;) = n.
Supponiamo che n righe linearmente indipendenti siano le prime. Il sistema
costituito dalle prime n equazioni ha allora n equazioni in n incognite \;
e siccome rgA = n, per un fissato y = (y1,...,Yyn) il sistema ha un’unica
soluzione che e data da: B

)\i_ gz(y177yn)

= peri=1,...,n, con g; polinomio di primo grado
| Q5 \i:l,...,nj:l,...,n

Siha 77t (y1,...,un) € ¥ — (A,..., ) € A", trovati come sopra. 77! &
I'inversa di 7 ed & lineare perché 'immagine & una n—pla di polinomi ()\;).
Quindi 77! & un morfismo e segue che 7 & un isomorfismo.

Quindi ogni sottospazio affine X' & isomorfo a uno spazio affine di dimensione
uguale a quella di .
Consideriamo la seguente applicazione:
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a: (a, A) € A" x (A™ — Z,(A)) = 7 € G(A™)

Denotato A =detA, esso ¢ un polinomio di A" con ai; indeterminate. o e
ovviamente biettiva, quindi si puo trasportare la struttura di gruppo su A™ x
(A”2 —Z,(A)) e quella di varieta quasi—proiettiva su G(A™). Il dominio & una
varieta quasi—proiettiva, perche Z,(A) & un ipersuperficie di A™, ¢ irriducibile
perche isomorfa a Z,(z2,414A — 1)) che & irriducibile e inoltre & localmente
chiuso perché & aperto ed ¢ intersezione di se stesso con A™ x A",

La legge di gruppo sul dominio e:

((a, A), (b, B)) = (aB +b, AB)
Infatti se 7 e § sono due applicazioni lineari:
25 a+zA 50+ (a+2A)B = (aB +b)z((AB))

Si indichi con A(A7) il gruppo degli automorfismo di A}. In generale G(A™) C
A(A™) e in particolare G(A™) & un sottogruppo di di A(A™).

Proposizione 9.12. G(A") = A(A") & n=1
Dim. <) Se n =1 un automorfismo 7 € A(A!) & del tipo:
iz e Al = P(z) € Al

con P € A perché & un morfismo e deve essere 7(x); = f;(z) polinomio,
per ogni indice j, allora 7(z) = f(x) polinomio. 77! & ancora un automorfismo
ed e del tipo:

iy e Al = Qy) € Al

con Q € AN, Poiche 77! o 7 = idy allora Q(P(X)) = z e se degP =
n, deg Q@ = m segue:

nm=1=n=m=1= P & lineare = 7 & un’applicazione lineare = 7 € G(A").

=) Se per assurdo n > 1, allora esistono automorfismi non lineari (come
vedremo dopo) e dunque G(A™) C A(A™), che & una contraddizione. O

Proposizione 9.13. Se 7 € A(A"™) allora il determinante jacobiano

0(Pr,..., P) .
= bt g
Jt 5(331,...,3;‘n) <

Dim. 7 & un automorfismo allora & del tipo:
rizxeA™ o (Pi(x),...,P.(z)) € A", P € A™ ma & anche
Ty e A" = (Qi(z), ..., Qn(z) €A", Qi € A™
Tl or =idyey = 2= (Qu(Pi(z),..., Pu(@)) ..., Qu(Pi(z),. .., Pu(z)))
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cioe x; = Q;(Py(x), ..., Py(z)). Facciamo le derivate parziali ai due membri e
scriviamo la matrice jacobiana:
H 5@1 5Ph
6yh 1, . 6xj h=1,...,n
=1,..., j=1,...,n

e passando ai determinanti jacobiani:

1 =det 0Q; det i =J,1J:
oyn 0z

Il secondo membro & prodotto di due polinomi ed € uguale a 1. I due polinomi
sono costanti diversi da zero allora J, € k*. 0O

Osservazione 36. Se n = 1 ci riduciamo solo a P(z) e rientriamo nel caso
precedente.

L’applicazione
p:T7e AA") —» J € K*

¢ un omomorfismo di gruppi. In particolare la restrizione, ottenuta restrin-
gendo il dominio
TEGA™) = J €k"

€ un omomorfismo di gruppi e morfismo di varieta, cioe € un omomorfismo
algebrico. In pratica e 7: (a, A) — det A perche lo jacobiano di zA ¢ A, facendo
le derivate di funzioni lineari.

Proposizione 9.14. Esistono automorfismi non lineari per n > 2.
Dim. Consideriamo ’applicazione
i (x1,m2) € A% = (21,29 + P(z;)) € A2, P € AW
che & un morfismo perche ogni x; o 7 € un polinomio e allora & regolare.
77z, 22) € A% & un morfismo = 7 & un automorfismo.
Ma non é lineare se P non ¢ lineare. O

Gli automorfismi di questo tipo formano un gruppo isomorfo ad (A1), +4)
(gruppo additivo di AM).

Definizione 9.15. Sia n < m e sia A una matrice (n +1) x (m+ 1) su k di
rango n + 1. L’applicazione:

T: [z] € P" — [zA] € P

si dice omografia di P"j, in IP};* o trasformazione lineare di P"j, in P}".
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La definizione ¢ ben posta: infatti se x varia di un fattore di proporzionalita,
anche zA varia dello stesso fattore. Inoltre ¢ un morfismo, perché x; o 7 sono
polinomi allora e regolare.

Lemma 9.16. Se P, = [q,],

I
S

A:

ST

n
T & un isomorfismo di P" su PyV ---V P,.
Dim. T si puo scrivere:
7 [z] €P" = [woay + -+ xpa,] € Po V-V P,

che & I'applicazione che definisce il sottospazio Py V ---V P, poiche le g, sono
linearmente indipendenti, poiché rgA = n+1. 7 & un morfismo, e 771 [zga,+
o+ + xpa,] — [z] a sua volta & un morfismo perche z; o 77! = z; regolare e
dunque 7 € un isomorfismo. 0O

Se n = m, si indichi con G(P"}) V'insieme delle trasformazioni lineari, ovvero
G(P") = {r: P" > P"}
ed € un gruppo, rispetto all’operazione di composizione.
Definizione 9.17. G(P") ¢ detto gruppo delle omografie.
Proposizione 9.18. G(P") ~PGL(n,k) é un isomorfismo di gruppi.
Dim. Definiamo
a: 7€ G(P") = [A] € PGL(n, k) = P"? — Z,(A)

dove A = det A. a € ben posta ed iniettiva: infatti 7 individua A a meno di
un A € k¥, poiche

r=7 &VrelP"[zA]=[zB] & INek' :zA=\zB &

< A= )AB & A ~ B nella relazione che determina PGL(n, k) < a(r) = a(7)

Viceversa, assegnata A con det A # 0, resta individuata 7 allora « & su

GL(n+1,k) n
PGL(n, k) = clicek) a(G(P")),
dove GL(n + 1,k) & linsieme delle matrici (n + 1) x (n 4+ 1) non degeneri.
Quindi il gruppo delle omografie di P™ in s¢ ¢ isomorfo al gruppo PGL(n, k)
che ¢ il gruppo GL(n + 1,k) delle matrici quadrate non degeneri del tipo
(n+1) x (n+1) su k, quozientato rispetto al sottogruppo delle matrici scalari
{cI:cek}. O
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Data 7 e posto 7[z] = [2/] si ha:
ATi = agito + -+ QpiTn, N EK*,i=0,...,m

con A = (a;j). Se n = m sono formule di cambiamento delle coordinate in P™.
Ricordiamo che le proprieta affini sono, per definizione, proprieta invarian-
ti per trasformazioni lineari 7 € G(A™). Le proprietad proiettive sono, per
definizione, proprieta invarianti per omografie 7 € G(P™). Ad esempio il gra-
do di un’ipersuperficie ¢ una proprieta proiettiva dell’ipersuperficie; infatti
Z C P, Z = Z,(f) con Z ipersuperficie con f equazione ridotta.
Sia

T: [z] € P" — [zA] € P
un automorfismo lineare. Allora

7 (Z) = {[z] € P" | [zA] € Z} = {[z] € P" | f(zA) = 0} = Z,(f(zA))

ipersuperficie di P" di equazione f(zA) = 0 ¢ irriducibile dello stesso gra-
do perche le trasformazioni lineari conservano il grado dei polinomi perche
sono cambiamenti di coordinate lineari. E irriducibile perché se per assurdo
T H2Z)=2'uZ" = Zp(fg) allora Z = 7(Z') U (Z") & riducibile, ma cid &

una contraddizione. Consideriamo

8 5 g
T — Zj”aijxj
0

che & un isomorfismo di k—algebre perche manda generatori in generatori.
Infatti {3_; aijz;} sono n+1 linearmente indipendenti, perché I'isomorfismo
conserva l'indipendenza lineare. Allora:

n

%

Tk [Xoy .. mn] = K E a;j;
03 1=0,...,n

7* muta polinomi omogenei in polinomi omogenei e dello stesso grado perche
opera una trasformazione lineare delle variabili e dunque 7* induce un iso-
morfismo in ogni parte graduata S’C(ln).

Inoltre 7* manda polinomi irriducibile in polinomi irriducibili dello stesso gra-
do,irriducibile perche se per assurdo 7*(f) = gh allora f = (t=1)*(g)(r=1)*(h)
riducibile, ed €& una contraddizione.

Corollario 9.19. 71 (Zp(f1,..-, fn)) = Zp (T*(f1), - - -, 7" (fn))
Dim.
[z] € 771 (Zp(f1s- -, o)) ©=7lz]) = [zA] € Zp(f1,-. ., fu) &
A fl(gA) == fn(gA) =0« [Q] €Zp (T*(fl)v' .- >T*(fn)) .
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Quindi una trasformazione lineare manda ipersuperfici in ipersuperfici dello
stesso grado. Inoltre le omografie mutano sottospazi in sottospazi. Si dimostra
in modo analogo per il caso affine.

Proposizione 9.20. Sia ¢: V — W un morfismo tra varieta quasi—proiettive.
Allora:

(a) ¢ dominante < VP €V, iniettivo ;
(b) ¢ isomorfismo < ¢ omeomorfismo e py isomorfismo Vp € V.

Dim. Dimostriamo la a)
=) Sia ¢ dominante, allora ¢*: K(W) — K(V) ha senso ed ¢ iniettiva.
Poniamo ¢(p) = @

O — 2= O,

IN IN

KW)——=K(V)
@

¢, ¢ restrizione di p* = @ ¢ iniettiva
Oppure

U, f] € Ouw,a mker‘ﬂ; = @;[U, fl= [(pil(U),fO(p] =0

Se per assurdo, supponiamo f # 0, segue che

(V) =¢(p7'(U)) Co(e 1 (U)) € Zu(f) CW = Zy(f) C W

3S)

Se per assurdo Zy(f) = W, allora

Zu(f)=Zu()NU=WNU=U= f=0

in U, ed & una contraddizione, per la supposizione fatta prima.

oWV)YC Zy(f)cW=p(V)CW

ed & una contraddizione perche ¢ & dominante allora kere* = {0}, segue che
©* e iniettiva.

<) Sia P € V tale che j & iniettiva, poniamo ¢(P) = Q € W. Sappiamo che
esiste un aperto affine che appartiene ad una base di W, per esempio, Wy tale
che Q € Wy C W. Si ha p € ¢~ 1(Wy) C V che & un aperto per la continuita
di . Quindi esiste Vj aperto affine di V tale che P € Vi C ¢~ 1(W,) Possiamo
restringere ¢ e consideriamo

Pipo s Vo = W = Wy morfismo

P—=qQ
Siamo nell’ipotesi di U C V aperto
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W =UNW = Oy~ Oy

pero con Vo C V aperto, W' = {P} = Vo n{P} = Vo N W = {P}, allora
Ov,,p =~ Oy, p. Analogamente Oy, ,(p) = Ow,,(p)-
Abbiamo quindi:
‘PTVO FOwo.q —= Ovip
1% 1%
Ovyp

¢ Owg
In effetti p* e go‘*VO sono la stessa applicazione, ¢* € iniettiva per ipotesi, segue

gp‘*vo iniettiva. Facciamo vedere che ¢y, ¢ dominante.
Wy e Vi sono affini = per il lemma (6)

OWO,a >~ O(W())mQ
Ovy,p = O(Vo)m,

Quindi goi’“}o induce un’applicazione iniettiva
a: O(Wo)mQ — O(Vo)m,
Ma quest’applicazione o ha come restrizione la seguente applicazione:
90\*Vo: O(Wy) = O(W)

che risulta quindi iniettiva allora ¢y,: Vo — Wy ¢ dominante e dunque

¢, (Vo) = Wo. Ma Wy & un aperto non vuoto di W irriducibile allora Wo=W
(chiusura proiettiva in W) e quindi la chiusura proiettiva di ¢, (Vo) in W ¢

tale che |y, (Vo) = Wo = W. Ma (V) 2 ¢y, (Vo), allora

e(V) D W = (V) =W = ¢ & dominante

Dimostriamo b)

=) Sia ¢ un isomorfismo, allora ¢ & suriettiva, anche ¢~ & suriettiva e dunque
0,1 sono dominanti allora ¢*p e ((p_l)zg sono iniettive. Dimostriamo che
quest’ultime sono una l'inversa dell’altra:

1

©'p: Ow,g — Oyp [U, f] = [ (U), fo ¢
(™ 1)5: Ovp = Ow,g [U, f] = [o(U), fop™!]

U, 1] B 1o (U), fo ) P (ol (U)), f o poot] = [U, f]e viceversa
O

Osserviamo esplicitamente che nel dimostrare la (a) della precedente
proposizione si e di fatto dimostrato che:
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(a) Se ¢ ¢ dominante, allora ¢ ¢ iniettivo per ogni P € V;
(b) Se ¢y ¢ iniettivo per qualche P € V, allora ¢ ¢ dominante.

Dunque ¢, ¢ iniettivo per un P € V' se e solo se lo & per ogni P € V.

Proposizione 9.21. Sia H C P™ sottospazio di dimensione minore o uguale
an—2 allora OP" — H) =k.

Dim. Un sottospazio di dimensione 7 € definito da n — 7 equazioni, allora in
questo caso H e definito da 2 equazioni lineari. A meno di omografie possiamo
supporre H = Zp(xp,x1). Per dimostrare la proposizione, faremo vedere la
doppia inclusione. Ogni funzione costante & regolare. Sia f € O(P" — H) allora
possiamo considerare f come elemento di K (P") e dunque f & regolare in P™
e segue

JU C P" aperto :f:%

suU con g,h € Sc(in)7h #0suU.

h & k quindi possiamo supporre (g, h) = 1, tale che h = 0 definisce un’iper-
superficie. Ma ogni ipersuperficie ha intersezione non vuota con la varieta di
dimensione maggiore o uguale 1, allora

Zpn(h)NH # @ = 3P € Zpn(h) — H | h(P) |= 0

J'(Q)
(@)

fEOP" —H)=Wp CP"—H:VQ e U f(Q) =

>

con h'(Q)#0. O

10 Varieta di Veronese

Dopo aver definito il concetto di morfismo esplicitando alcune sue pro-
prieta, e possibile definire alcune varieta importanti, evidenziando le rispettive
caratteristiche. Siano n, d interi positivi e si consideri l'intero

p(n,d) = (n;d)

delle combinazioni con ripetizioni di n+1 elementi a d a d. Posto poi N(n,d) =
p(n,d)—1 si consideri lo spazio proiettivo PV (n:d) § cui punti hanno coordinate
omogenee che denoteremo con (Vi,.. i, )io+-+in=d-

Definizione 10.1. Il morfismo
Und: [T0y .- Tn] € P = [z i )it pi,—a € PND

viene detto morfismo di Veronese di tipo (n,d).
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Proposizione 10.2. Ponendo
Vn,d - Un,d(Pn)

Vi,d € una sottovarieta di PN () - detta varieta di Veronese di tipo (n,d), e
Up,d € un isomorfismo di P" su V, 4.

Dim. Si consideri intanto 'omomorfismo di k—algebre

Onat f(Vig..in) € k[Vig..iy Jigttin=d — F(@l ... 2lr) € K[z ... 2]

e siinterpreti ki, y... 4, —q come anello delle coordinate di PN ¢ k[xo, . . ., ]
come anello delle coordinate V' di P™. Si osservi che Imd,, 4 € il sottoanello

& Sc(ln) di S = K[zg ... x,] che noi denoteremo con [S™)],. Si noti che tale
d=0

anello ¢ graduato e privo di divisori dello zero da cui si deduce che il nucleo Z,, 4
di ¥y, 4 ¢ un ideale primo di kv, . .. v;, |. Inoltre, poiche ¥, 4 manda polinomi
omogenei in polinomi omogenei (cio si esprime dicendo che & un omomorfi-
smo omogeneo), Z,, 4 € un ideale omogeneo. Proviamo che V,, 4 = Z,(Z,, 4)- E
chiaro che V,, 4 C Z,(Z, q). D’altra parte in Z,, 4 vi sono tutti i polinomi del
tipo

(V;ooni()n)ao s (Vvilomiln)al = (ijmwjon)ﬁo s (ijlom]'zn)ﬁl (1)

con agioy + - -+ it = Bojop + -+ Bijip..., = 0,...,n. Di qui segue che se
[Vig...i,] € Zp(T), almeno una delle coordinate del tipo vg.. odp...o € non nulla.
Infatti dalla (1) si trae:
4 ) )
(Vig...in )" = Ufz%...ovél,do.i.o V0" 0a
Se, ad esempio, vqo...0£0, Si ponga:

Vd—1,1...0 Vd—1,...,01
=1 1= —"" ..., 0, = —— (2)
V4do...0 Vqdo0...0

Avendosi ancora dalla (1)

. ) d—1 . 10 il in
Vig...in Yq0...0 = Yq0...0Yd—1,1,0...0 * - - Yd—1,0...0,1
si ha
i0 in
Vio.in =24 ... 2" Viao..0
sicche
[‘/:Lol’n] = Vn,d[x(b ) JZn}

Cio prova che V,, 4 € una varieta e, fra l’altro, che S(V,, 4) ~ [S(")]d. Proviamo
ora che v, ¢ ¢ un isomorfismo di P" su V,, 4. E chiaro che Up,4 © un morfismo
biettivo di P" su V;, 4 il quale ¢ ancora un morfismo, essendo localmente dato
dalle formule (2) o da analoghe, e cid basta a provare quanto asserito. La stessa
cosa pud perod anche provarsi in applicazione della proposizione precedente (b).
Intanto si osservi che se f(vi,...i,, ) € k[vig...1,,], €850 & un polinomio omogeneo,
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U;’Z(Zp(f)ﬂvmd) = Zp(Un.a(f)), e cid prova direttamente che v, 4 ¢ continua.
D’altra parte, se f(xo,...,2,) € S & un polinomio omogeneo, f¢ € [S™],
sicche esiste un polinomio g(vi,. 4,) € k[vi,..i, ] tale che f4 = O, 4(g). Allora
Un,a(Zp(f)) = vn,a N Zp(g) e cio prova che v, g & pure chiuso e quindi ¢ un
omeomorfismo. Resta da provare che, per ogni punto P € P", (v,4)p € un
isomorfismo, ossia, che & suriettiva. Ora, se [U, f] € Opn p, si pud supporre
che f sia in U del tipo £, con g, h polinomi omogenei dello stesso grado ¢, e
h non nulla in U. Se [ & un polinomio omogeneo di grado ad — a, con o >> 0,
non nullo in P, m su un opportuno intorno di P, si ha { = %. D’altra
parte esistono polinomi G, H € k[v;, ...v;,], omogenei di grado «, tali che
gl = V,,.4(G), hl = 9, q(H), sicche

]

T/ Q

U, f1 = (vn,a) p[Vi,a — (Van,a N Zp(H)),
0

Definizione 10.3. Si chiama varieta di Veronese di tipo (n,d) ogni varieta
proiettivamente equivalente a V, 4.

Esempio 10.4. Abbiamo gia incontrato in precedenza delle varieta di Ve-
ronese: le cubiche gobbe sono omografiche a Vj 3, le coniche irriducibili
Vi

Definizione 10.5. Le varieta V; ,, si dicono curva razionali normali di P",
le varieta V3, si dicono superfici di Veronese di tipo n; Va2 C P5 si dice
semplicemente superficie di Veronese.

Proposizione 10.6. Le wvarieta di Veronese mon sono contenute in alcun
iperpiano, ovvero sono varietd non degeneri.

Vogliamo ora dare un interpretazione geometrica della costruzione della
varieta di Veronese. Per ogni d > 0, S((in) uno spazio vettoriale di dimensio-
ne p(n,d) , sicche pud essere considerato come uno spazio affine AP i
cui punti corrispondono ai polinomi omogenei di grado d in n + 1 variabili
Zoy ..., Tn, € hanno coordinate di dimensioni ancora con (v, 4, )ig+- i, =d,
dove (vj,...i,) ¢ il punto di AP(™d) che corrisponde al polinomio omoge-
neo ), . Vig..in T« .. Tir. Naturalmente ha senso considerare lo spazio
proiettivo PN dedotto da AP (™),

Definizione 10.7. Se d = 1, i punti di PN sono in corrispondenza biuni-
voca con gli iperpiani di P": tale spazio si denota con P" e prende il nome di
spazio proiettivo duale di P™.

Allo scopo di fornire un’analoga interpretazione per i punti di PV(d),
se d > 1, premettiamo le seguenti considerazioni. Iniziamo con il fornire la
seguente definizione:
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Definizione 10.8. Sia D) il gruppo libero generato dalle ipersuperfici irri-
ducibili di P*. Un elemento di D™ ¢ del tipo

h
V= Z Oéi‘/i
i=1

dove Vi,...,V, sono ipersuperfici irriducibili distinte di P™, che si dicono
componenti irriducibili di V' e a1,...,a, sono degli interi che si dicono le
molteplicita di Vq,..., V) per V.

Definizione 10.9. L’intero Z?Zl a;d; dove d; e il grado di V;, si dice grado
di V e si denota con deg(V). Se a; > 0,4 =1,...,h si dice che V & effettivo
ese h=1,a; =1, che V ¢ irriducibile.

Definizione 10.10. Denotato con Dg_n) il semigruppo di D™ costituito dalle

V € D™ effettive, gli elementi di Di") si dice ipersuperficie generalizzate di
P™ o, semplicemente, ipersuperficie di P, se non v’e luogo ad equivoco.

Se V = Z?:l «;V; & un’ipersuperficie generalizzata ed f; = 0 e ’equazione
ridotta di V;, diremo che f{*' ... f;"* = 0 & l'equazione di V in P". Viceversa
f € 8™ —{0} di grado positivo, & un polinomio omogeneo, e f = ', ..., o
ne e la decomposizione in fattori primi, diremo che 1’equazione f = 0 definisce
Iipersuperficie generalizzata V = Z?:l ;. Zy(fi)-

Osservazione 37. Se il grado di f & nullo diremo che I’equazione f = 0 definisce
lo zero in DS_"), che & detto ipersuperficie nulla di P™.

E chiaro allora che f =0 e g =0 definiscono la stessa ipersuperficie genera-
lizzata se e solo se esiste una costante A € k* tale che f = A\g,e quindi se e
solo se f e ¢, 1 quali punti del relativo spazio affine AP(™%) con d grado di f e
g, sono proporzionali. Ne segue che i punti di PY(™%) sono in corrispondenza
biunivoca con le ipersuperfici generalizzate di grado d di P™.

Definizione 10.11. Considerata ora la seguente applicazione:
Opa: H € Pt — dH € PN(™D

che ad ogni iperpiano H di P™ associa l'ipersuperficie generalizzata di grado
d, dH di P". Tale applicazione ¢ detta applicazione di Veronese di tipo (n, d).

Proposizione 10.12. 9,, 4 & un morfismo.
Dim. Se H = [ng, . ..,n,] € P, allora H ha equazione
noxo+ -+ npxy, =0

in P, sicche dH ha equazione
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|
d d! , 4
(noTo + -+ + nnn)” = § ﬁnloo Lo
iottin=d 0:-velpn:
Quindi
_ d! i i
’Un,d[no, A ,nn] = [ﬁno R 1% ]
0. .. ln-

Distingueremo ora due casi:

(a) char(k) = 0. Si consideri allora ’omografia di PN(™9) in se:

d!
w: [i0..in] € pN(md) { —

T ’Uio...m} e pN(d)
100+« ln-

che ha per matrice una matrice diagonale i cui elementi non nulli sono

d s . ~ B N .
o © allora chiaro che ¥, 4 = w o v, q dove v, 4 € il morfismo di
Veronese di P7 in PN dunque in tal caso Up,q € un isomorfismo di P
sulla sua immagine, che ¢ una varieta di Veronese;

| . IRN . . .
dih, non siano piu tutti diversi

(b) char(k) # 0. Puo avvenire che gli interi ;75—
dallo zero, e cid certo accade se char(k) divide d. In tal caso il discorso
precedentemente fatto non vale piu e va esaminato, caso per caso. Nel

caso citato in cui char(k) divide d, si ha:
Dn.alno, - mn] = [nd, ..., nd0...0]

sicche ¥, q € composto di un immersione di P* in PN(d) ¢ di morfismo
di Frobenius.
O

Si noti che accanto all’applicazione ©,, 4, se ne puo considerare un’altra, detta
applicazione di Veronese duale cosi definita:

o5 g PeP — @) ,(P) € PN

che ad ogni punto di P" associa liperpiano di PN costituito da tutte le
ipersuperfici generalizzate che contengono P.
Se P = [ao, ..., an], sia V una ipersuperficie di P di grado d e di equazione

.. pto in 3
Zi0+m+in:d Vig..in T - xor. Siha

Ve, (P)e Y iy i,af...alr =0
%

sicche quest’ultima equazione in v;,. ;, definisce V,* ;(P) in P”N("’d), e quindi
in definitiva si ha:

alto,...oan] = a5 .. 2y]

Pertanto I’applicazione di Veronese duale coincide con il morfismo di Veronese
di P in PN(d),
Sia W un’ipersuperficie di grado d in P™, come si € visto precedentemente
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IW’ un’iperpiano in PV tale che v d(W)=W'NV,4

Di qui segue che

Un,d

P"—W = Vyg— (Van W) CPNOD g7 ~ pAN(d)

Di qui si deduce una interessante conseguenza:

Proposizione 10.13. Se V' C P™ ¢ una varieta non ridotta ad un punto e
W C P" ¢ un’ipersuperficie, allora VW # @. In particolare due curve piane
proiettive hanno sempre intersezione non vuota.

Dim. Se per assurdo VNW = @&, V sarebbe una varieta proiettiva isomorfa
ad una affine, il che ¢ assurdo. O

Cio costituisce una precisazione alla formulazione del teorema di Bezout per
P2. Inoltre segue la validitd del seguente corollario:

Corollario 10.14. P2 e A2 non sono omeomorfi. Infatti esistono anche piani
affini (che sono chiusi) tutte le cui componenti irriducibili sono 1—dimensionali
che non hanno punti a comune.

Osservazione 38. A? — {0} & una varieta non affine. Infatti risulta
B(A? — {0) ~ A
poiché I'immersione A2 — {0} — A? determina un’inclusione
A C 9(A? - {0}) e V(A% — {0}) € Q(AP) = K(A?)
Allora se f € 9(A? — {0}), si puo scrivere

f:%cong,hGA(Q)

Se h ¢ k possiamo assumere g, h primi tra loro. Ora se P € Z,(h)— {0}, esiste
un intorno aperto U di P in A% — {0} tale che in U f si scrive come % con
' (Q) # 0, per ogni Q € U. Poiche¢ in U — (U N Z,(h)) si ha

g_9
h K
ivi si ha pure
gh' =g¢'h

e tale relazione vale allora in tutto A2. Ma essendo g primo con h, si ha che
h divide b’ e quindi h/(P) = 0 il che & assurdo. Dunque h € k* e f € A®),
Ora se A2 — {0} fosse affine, I'isomorfismo A®) ~ ¥(A? — {0}) di cui sopra,
corrisponderebbe ad un isomorfismo di AZ— {0} con A2 il che non & possibile.
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Teorema 10.15. Si consideri in P™ un sottospazio H di dimensione n — 2,
che, a meno di omografie, si puo sempre supporre sia Zy(xo, x1). Allora ogni
funzione regolare su P™ — H & costante.

Dim. Se f € O(P" - H) C K(P"), si puo pensare a f della forma ¢ con g,h
polinomi omogenei dello stesso grado in S(™). Ragionando come nell’osserva-

zione precedente, si puo verificare agevolmente che h e quindi g, & costante.
O

Proposizione 10.16. Se V' ¢ una varieta proiettiva, S(V') non ¢é invariante
per isomorfismi a differenza dell’anello delle coordinate affini di una varieta

affine.

Si noti infatti che P ~ V,, 4 ma
S(P") = 8™ £ S(V,, 4) = [S™)]4

almeno come k—algebre, avendo un numero diverso di generatori come k—algebre,
perche S(™) ha n + 1 generatori come k—algebra: {xo,...,x,}, mentre [S(],

ne ha
+d
(n d ) = p(n,d)

Quindi ’anello delle coordinate dipende dall’immersione della varieta.
Il teorema (19) caratterizza le k—algebre che sono anelli delle coordinate di
A)
varietd affini. Infatti si nota che se Z & un chiuso di A", allora A(Z) = 7.02)
a
e finitamente generata e priva di elementi nilpotenti, poiché Z,(Z) & un ideale
radicale; il viceversa si prova ragionando come nella dimostrazione del teorema

(19).Analogamente si puo dimostrare quanto segue:

Teorema 10.17. Una k—algebra é anello delle coordinate di un chiuso affine
se e solo se e finitamente generata e priva di nilpotenti.

Dim. Se Z C A™ ¢ un chiuso affine allora A(Z) ¢ una k—algebra finitamente
generata. che pero potrebbe avere divisori dello zero, perche se Z non e irri-
ducibile, non si quozientera piu rispetto a un ideale primo. Ma A(Z) & priva
di elementi nilpotenti, perché

AZ) = A con Z,(Z) radicale

in quanto Z e chiuso, allora

Z = Za(Ia(Z)) = \/2 Ia(Z) = Ia(Za(Ia(Z))) = Ia(Z)

Si ha che se f € A(Z) e f™ =0 per n > 0, consegue
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f=F+1dZ)= ["=["+T1u(2) =0= " € L(2)
Poiche Z,(Z) & radicale, dunque
f€ZZ)= f=0= A(Z) & privo di elementi nilpotenti

Dimostriamo il viceversa. Se A & finitamente generato, allora esistono t1, . .., t,
generatori suk Esiste un omomorfismo di k—algebre:

h: A™ 5 A
x;, = t;

suriettivo e univocamente determinato. Segue Z = kerh & un ideale di A("™)
Alm)

7 =~ A, ed ¢ radicale, in quanto

tale che
" €T CAM = pa™) = p(z)" =0
ma A non ha elementi nilpotenti quindi
plx)=0=>z€Tl
O

Concludiamo questo paragrafo con una proposizione che ci sara utile nel
seguito e che mostra il profitto che si puo trarre dall’'uso delle omografie di
uno spazio proiettivo in se.

Proposizione 10.18. Siano V, W warieta quasi—proiettive e siano
p: V=W

v V-W

morfismi tali che esiste un aperto non vuoto U C'V in cui @), = |, . Allora

p=1.

Dim. Sia U V' e supponiamo per assurdo ¢(P) # ¢(P). Immaginiamo

W in P*, U w <i> P™. Possiamo ridurci al caso W = P". Cambiando

Silﬁ N

eventualmente coordinate possiamo supporre p(P),(P) € Uy, operando su
o Y (Uo) N1p~1(Uy), che & un intorno aperto di P in V possiamo supporre che
Uy = A™ perche ¢ e 1, in queste ipotesi, vanno in Uy = (A™). Poiche V e W
sono rispettivamente varieta quasi—proiettiva, e varieta affine, allora possiamo
applicare il lemma (6.15):

©, % morfismi = x; o ¢ e x; 01 sono regolari

Inoltre
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JU C V aperto tale che YU = ¢|U = TioPu =T;0 ¢\U =

S zop=x;0inV=pP)=¢(P)VP eV

ma e una contraddizione. Dimostriamo piu in dettaglio. Possiamo supporre
W =P", se per assurdo P’ = o(P) # (P) = P” esiste l'iperpiano P', P"” >
H. Facciamo un cambiamento di coordinate detto omografia:

H=Hy=2Zplzg) = A" =Uy=P"—HeP P'¢P'—H

Consideriamo ¢~'(A™) = U; che & non vuoto perche c’e P, ed ¢ aperto e
¢ Y(A™) = Us, anch’esso non vuoto perche ¢’¢ P. Poniamo U = U NU; N Uy
esso € un aperto non vuoto. Dunque

Qo U — A"
Qﬂ‘[jt U—)An

Qo = ’(/JIU perché U C U. Sono morfismi dunque si esprimono nel seguente
modo:

Q— ((PI(Q)?' : a‘pn(QD yPi € O<U1 N U)
Q —>(¢1(Q),,1/fn(@)) 7"/&' € O(Ul ﬁU)

dove ¢; e Y; su U coincidono. Dunque ; = ;, ed esse sono definite ovunque.
Allora @; = 1¥; su Uy N Us in particolare. Ma P € U; N Uy allora ha senso
¢i(P) per ogni i =1,...,n. Ne segue che

P'=@(P) = (¢1(P), .., on(P)) = ($1(P), ..., n(P)) = (P) = P"
e segue la contraddizione. 0O
Esempio 10.19. Siano Z; C A" e Z, C A! varieta affini, dunque
VP e Z; p: P eZy— (P,Q)eZ1 xQ

VQEZQ 1/J:QI€ZQ—>(P,Q/)EPXZ2

sono isomorfismi. Sono morfismi perche sono regolari, x; o ¢ & una coor-
dinata di P’ o di Q'. L’inversa ¢ la proiezione che¢ un morfismo perché
riop t: (P,Q) — P' =z — x; regolare.

Esempio 10.20. Siano Z; e Z C A" varieta affini, consideriamo:
A={(P,P)| Pc A"} CA*"

Esso e un sottospazio, perché, considerato
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7 zA" — (z,2) € A*™

¢ lineare percheé 'immagine ¢ una 2n—pla di monomi di primo grado (z;) e
T(A™) = A. Allora AN (Z; X Z3) & un chiuso di Z; x Zs, percheé A & chiuso
in A?" di equazione z; = x,,; per i = 1,...,n.Inoltre se consideriamo

a:P€Z10Z2—>(P7P)€(Zl XZQ)HA
esso ¢ un isomorfismo, perché x; o o & una coordinata di P, regolare, e o™ !

¢ proiezione e x; o a~! una coordinata di P, regolare. Quindi o, a~! sono
morfismi.

Teorema 10.21. Se V e W sono varieta affini e ¢: V. — W un morfismo e
©*: AW) — A(V) un omomorfismo di k—algebre. Allora ¢ é dominante se
e solo se ©* ¢ iniettiva.

Dim. =) Se per assurdo ¢* non ¢ iniettiva allora Kere* D {0} allora esiste
f regolare non nulla su W, perché A(W) = O(W)

(f)=fop=0inAV)= fopeZ,(V)=Z,(fop) 2V =

= f(e(V) ={0} = o(V) C Zw(f) = ¢(V) C Zw(f) C W

perche f & non nulla su W, allora (V) C W, contraddizione perché ¢ domi-
nante.
<) Se per assurdo, invece ¢(V) C W si ha che esiste f ¢ Z,(W) tale che

Zo(f) 2 o(V) ovvero (f € Zo(p(V)) — Zo(W)) cioé esiste un chiuso proprio

di W che contiene ¢(V'). Allora f =0 in ¢(V). In particolare

f=0in (V)= flp(V)) ={0} = fop=0in A(V) = f € Ker¢™, f #0

contraddizione perche ¢* € iniettiva. O

Proposizione 10.22. Ogni aperto U non vuoto di A' ¢ affine. Infatti U non
¢ isomorfo ad A' ma é omeomorfo ad A'.

Dim. Se U ¢ aperto di A! vuol dire che U ¢ complementare di un chiuso,
ovvero

U=A'"—{a1,...,an} =A' — Zo (z1 — a1) ... (x — a)) "L A} — 7
Ma f(z) =(x —a1)...(z — a,) & un polinomio non costante, dunque
U=A'"-Z~Z,(xniif —1)=Z,(y(x —a1)...(x —a,) — 1)) C A?

. Inoltre Z,(xp+1f—1) € irriducibile. Allora U ¢ isomorfa e una curva irriduci-
bile di A% di grado deg(yf —1) =deg f+1=n+1 allora U C Al & un aperto
non vuoto e isomorfo a una curva irriducibile di A? di grado n+ 1. Si conclude
che U ¢ affine, perché tale curva ¢ un chiuso irriducibile di A%, quindi & una



120

varietd affine. Dimostriamo, ora che U o A'. Se per assurdo U ~ A!, questo
implica che O(U) = A;l) ~ AM ma & una contraddizione perché — & tra-

scendente su k e invertibile, ma la sua immagine in un eventuale isomorfismo
non ¢ invertibile in A perché non & costante. Oppure & possibile seguire la
seguente strada: posto U = Al — {ay,...,a,}, si ha

OumgKmH:k@g:m”:erowyfzMM)mn%@mU:@:

g9(z1)
= Zo(9) C{a1,...,an}=Vi=1,...,n(z1 —a;) € O(V)
ma anche (r; —a1)~! € O(U) perche Z,(x1 —a1) C {ay,...,an} = (v1 —a;)

¢ invertibile ma non costante in O(U). Quindi
OWV)~AY = U ~ Al

U ¢ omeomorfo ad A'. Infatti |U| = |A1| allora esiste un’applicazione oc: U —
A biettiva tra curve irriducibili, quindi o & un omeomorfismo. O

Corollario 10.23. Sia V una varieta affine e W una varieta proiettiva.
Allora

VeWesV={P}
Dim. <) Se V = {P}, V ¢ una varieta affine isomorfa a W = {P} varieta
proiettiva, se lo consideriamo come punto di P™.
=) Se V' & una varieta affine, allora O(V) = A(V),V come varieta proiettiva,
quindi

OV)=k= A(V)=k=17,(V) massimale = V minimale =V = {P}
O

Osservazione 39. Se ¢: V' — W morfismo, con V' varieta proiettiva, W varieta
affine, allora ¢ = cte. Infatti, essendo ¢ un morfismo, significa che, per ogni
i=1,...,nxz;0p &regolare, appartenente O(V) = k, dunque x; o p = cte per
ogni i, cioe ¢ = cte.
Osservazione 40.

p: V — Wisomorfismo = p omeomorfismo (3)

il viceversa e’ falso, basta considerare il seguente controesempio:
Esempio 10.24.
p:t € Al — (t,13) € A?
¢ un morfismo di Al su V. = Z,(z:® — 22). ¢ & biettivo su V e ¢ ¢ un
omeomorfismo, ma non € un isomorfismo. Infatti ¢ corrisponde a ¢*: A(V) —
AD | cioe
o' flar,22) € A(V) = f(af,a}) € AV
perche
(fop)(t) = fle(t) = F(£%,t7)

©* & iniettiva, perche ¢ e suriettiva, quindi ¢* &€ dominante, ma non suriettivo.



11 Applicazioni razionali

Le argomentazioni trattate fino ad adesso hanno evidenziato le caratteristiche
dei morfismi, sottolineando le proprieta di isomorfismo tra varieta. Purtroppo
la classificazione delle varieta a meno di isomorfismo si rivela troppo difficile
e, per rendere il problema piu semplificato, conviene introdurre un concetto
piu debole dell’isomorfismo: equivalenza birazionale.
Siano V' e W varieta quasi proiettive e si denoti con

IC(‘/,W)—{(U790):U—[O]§V <p:U—>Wmorﬁsmo}

Si definisca in C(V, W) una relazione R nel seguente modo:
V(U ), (U, ¢") e KV, W) (U RU.¢) & punv = Plun
Proposizione 11.1. R ¢é una relazione di equivalenza.

Definizione 11.2. La classe di equivalenza [(U, )|r della coppia (U, ¢) ri-
spetto la relazione R e chiamata applicazione razionale di V in W. L’elemento

o YU, 0)x

sara indicato con ¢: V --» W e si dice che ¢ ¢ definita in U.

Definizione 11.3. L’insieme quoziente

K(V, W)

K(V.W) = =2

= {[(U,ap)]R : U:[O]g Voo U—)Wmorﬁsmo}

prende il nome di insieme delle applicazioni razionali di V in W.

Definizione 11.4. [(U,¢)]r € K(V,W) ¢ dominante se ¢: U — W & un
morfismo dominante.

La definizione & ben posta; infatti se [(U, )l = [(U',¢')]r, allora ¢ &
dominante, perché

T 2P UNT) =0T 2 (TAT)NU) = p(U)

in quanto (U'NU)NU e la chiusura di U' NU fatta in U. Ma U’ NU & un
aperto denso in U allora

U NONU=U=gU)2pU)=W = U =W.

Proposizione 11.5. Per ogni [(U, ¢)|r € K(V,W), p(U) é una sottovarieta
chiusa di W indipendente da (U, ), in quanto dipende solo da [(U, ¢)|r.
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Dim. Abbiamo provato che ¢/(U") 2 (U), e analogamente vale l’altra in-
clusione, quindi ¢’(U’) = ¢(U), dunque ¢ indipendente da (U, ¢). Inoltre &
una sottovarieta perché chiuso di W, ed ¢ irriducibile perché V' & irriducibile
aperto. p(V) ¢ irriducibile, ma ¢ & suriettiva e continua su ¢(U), e questo

implica ¢(U) irriducibile. O

Osservazione 41. o(U) = (V) = Imep.

Corollario 11.6. Ogni ¢: V --» W & dominante se e solo se (V) = W,
cioe l'immagine di un qualunque aperto di V in cui ¢ e definita ¢ densa in
w.

Definizione 11.7. Sia V/ una sottovarieta di V, allora [(U, ¢)]r € K(V,W)
¢ definita in V' se e solo se esiste (U’, ¢’) € [(U, ¢)]r tale che U NV’ # &

Osservazione 42. Se [(U, )]z ¢ definito in V' allora [(U N V', pjunv)r €
K V', W) dove [(UNV', ouav:)]r ¢ la restrizione di [(U, p)|r a V' .

Sia ry: K(V/,V,W) — K(V',W) Papplicazione restrizione cosi definita:
(U, 0)lr — [(UNV ouav)Ir

dove K(V', VW) ={[(U,p)r € K(V,W) : [(U, ¢)|r definite in V'}.

Proposizione 11.8. Sia Z una varieta, e siano [(U, p)|r € K(V,W),[(U’,¥)]r €
K(Imp, W, Z), allora [(U",4 o )l € K(V, Z).

Dim. Siccome per ipotesi [(U’,¢)]|r € K(Imyp, W, Z), allora
(U )]r € KW, Z) [(U',4)]r definito in Imep

ovvero I'me NU' # &. Per Posservazione (41) si ha

ImenU' =pU)NU" + @

Allora p(U) NU’ # @, poiché se per assurdo fosse vuoto, si avrebbe:

PU)CW U =oU)CW-U =oU)NU' =2

sapendo che W — U’ & un chiuso. Si consideri U” = ¢~ (¢(U) N U’), risulta
che U” C U ¢ un aperto non vuoto, su cui ha senso considerare il morfismo
1 o . Infatti

o:U—oU) v:U)NU —Z

restringendo ¢ a o~ (o(U)NU’) DU N~ Y(U’), si ottiene
U A oy nU S Z.

Dunque ha senso considerare [(U", 1 o ¢)|g € K(V,Z). O
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Definizione 11.9. [(U”, ¢ oy)]r & chiamata applicazione razionale composta
di (U, ¢)r e [(U",9)]=-

Proposizione 11.10. La composizione di due applicazioni razionali domi-
nanti € ancora un applicazione razionale dominante.

Dim. Essendo ¢: U — W un morfismo dominante, allora
Imp=W = KW,Z)=K({Imp,W,Z)

Quindi ogni elemento [(U’,¥)|r € K(W, Z) si pud comporre con ogni elemento
(U, 9)r € K(V,W). O

Definizione 11.11. Un’applicazione birazionale ¢ un’applicazione razionale
dominante ¢: V — Wtale che esiste ¢: W — V dominante per cui

po=idw, Yop=idy.

Siano V! <V, W' < W varieta quasi proiettive. Sia ¢*: Ow w+ — Oy v
un’applicazione, cosi definita:

f—= o
Proposizione 11.12. ¢* é un omomorfismo di K-algebre.
Osservazione 43. Se V. =W, V' =W’ e ¢ = idy allora ¢* = ido,, - Infatti:
p=1idy:V =V, o= idoy, .t Ow,wr — Ow,w

cosl definite:
[ = foidy=f

Proposizione 11.13. Siano V, W, Z varieta quasi proiettive, con V' <V, W' <
W,Z' < Z sottovarieta. Dato ¥: W --» Z, se esiste v*: Oz z0 — Ow,w-
allora p* o * = (Y o p)*.

Teorema 11.14. Se V. = V! W = W' ¢: V — W ¢é dominante, allora
e*: K(W) — K(V) é un’immersione.

Dim. Se V =V' W = W’ allora
p(V)2W' s (V)2 W
e allora ¢ & dominante e dunque possiamo comporre e considerare:
¢ Owwr — Oy

che € un k-omomorfismo di campi. Non puo essere nullo perché porta costanti
in costanti essendo anche un omomorfismo di k- algebre, e, sapendo inoltre
che Oww = K(W) e Oy, = K(V), quindi ¢*: K(W) — K(V) ¢ un

immersione. 0O
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Corollario 11.15. Se ¢: V. — W ¢é un isomorfismo birazionale allora ’ap-
plicazione ¢*: K(W) — K (V) é un isomorfismo di campo.

Teorema 11.16. Siano V! <V e W < W. Sia ¢ : V — W un’applicazione
birazionale e si consideri gy, : V' — W', un’applicazione dominante. Allora

o (myw,w) C my,y

Dim. Possiamo ridurci al caso in cui V' e W sono varieta affini e poiché V' <
V, W' < W allora anche per V' e W’ possiamo ricondurci a varieta affini.
Poiché ¢ : V. — W & un applicazione birazionale, individuata dalla classe
[(U,¢)]lr con U C V aperto affine, in particolare ¢ : U — W & un morfismo.
Possiamo sostituire V' a U e ottenere ¢ : V' — W un morfismo tra varieta
affini. Ad esso ¢ associata I’applicazione ¢*: A(W) — A(V). Anche ¢y :
V' — W’ & un morfismo a cui ¢ possibile associare I’applicazione dominante
oy AW’) = A(V'). Siano considerati i rispettivi epimorfismo canonici:

m o A(W) = AW'), mat A(V) — A(V')
cosl definiti:

fHIW) = f+ 1. (W), f+1(V) = f+L(V).

Si noti che:
I, (W’
kermi ={f+I,(W): fe I, (W)} = i ((W)) = Iy (W)
I,(V'
kermo = {f + I, (V): fe l,(V)} = 7 ((V)) =Iy(V").
Per il teorema di omomorfismo, ed essendo @TV, dominante, si ha dunque:
AW) A(V)
AW = —— AV = .
W=ty AV =L

Abbiamo il seguente diagramma commutativo:

ovvero:
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cio significa che: mo (0™ (f + La(W))) = ¢y (1 (f + La(W))).
Se f € Iy (W'), segue che:

0=m(f+1a(W)) = 0=y, (m(f + La(W)) = m(e"(f + 1a(W))) =

= @' (f+ L(W)) € v (V') = ¢"(Iw (W) € Iv (V).

Trattandosi di varieta affini:
OW,W’ = A(W)IW(W’) € OV,V’ = A<V)IV(V’)

Quindi ¢*: Ow,w+ — Oy, diventa ¢*: A(W)r, wry — A(V)r, (vry che &
lomomorfismo indotto da ¢*: A(W) — A(V). Allora, essendo

mw)W/ = ]W<W/)A<W)IW(W’) e mvyx = Iv(V/)A(V)[V(V/) (1)
si ha (p* (mW,W/) - my,v. O

Teorema 11.17. Siano V, W wvarieta, V', W' sottovarieta di V, W rispettiva-
mente e sia dato un omomorfismo di k-algebre:

(o7 OW,W’ — OV7V’

tale che
a(mw,w) C my,y
Esiste allora un’unica applicazione razionale o: V --+» W definita su V' per
*

cui gy VI — W e un applicazione razionale dominante, tale che a = @*.
Inoltre v € iniettiva se e solo se ¢ & dominante.

Dim. Sia U’ un qualsiasi aperto affine di W tale che U’ N W' # @. Allora
OU') C Oww e OU") = AU")

¢ finitamente generato su k come k— algebra. Siano (1,...,(, alcuni suoi
generatori, allora

G EOW’W/,i: 1,...,71:>CV(CZ') € OV’V/,’L.:L...JI

= a(C) = [Ui,m)lr =miyi=1,...,n
con U; C V aperto e tale che U; NV’ # @ e n; € O(U;). Consideriamo

n

U= Vi # g, perché gli U; sono aperti densi in quanto V' ¢ irriducibile, per

i=1
la stessa ragione U NV’ # &, inoltre UNV' C U; NV’ apertoe U;NV' C V'
irriducibile, allora U;NV"’ & irriducibile. Possiamo supporre U affine, altrimenti
lo sostituiamo con laperto affine che interseca V' ed & contenuto in U.
Possiamo definire o/ mediante la sua azione sui generatori di O(U’) tale che
O/(Ci) = ’rliaVi = 17 sy T
Abbiamo:
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O’ —2 = OV)
Oww' —= Oy

percid « induce o', che & una restrizione di o a O(U’).
o’ & un omomorfismo di k-algebre, ma poiché c’¢ un’applicazione biettiva tra
M(V,W) e Hom(A(W), A(V)), dare « equivale a dare un morfismo

¢0: U — U’ tale che o/ = ¢*

Consideriamo [(U, ¢)|g € K(V,W) e dimostriamo che & l'unica ¢: V --» W
cercata, cioe U NV’ # @ allora [(U, ¢)|r ¢ definita in V', perché Oy =

Oy 7, € se il teorema vale per p: V'’ — W’ vale a maggior ragione per Vi--»
W’. Chiamiamo
vhi=unv' Wiy=Unw

possiamo supporre V/, W’ chiusi in V e W allora V'; e W’ sono chiusi in
U e U’ e dunque sono sottovarietd affini di U e U’ rispettivamente e sono
irriducibili perché aperti di V' e W’ irriducibili.

Si nota che a proviene per estensione da o' anche da questo fatto:

“ —_— N / PE—
Ow,w’ = OU',W'mU' = AU )IU/(W’ﬂU’)7

Oy = OU,V’OU = A(U)IU(V/mU)

allora o proviene per estensione da
AU S AD)

Dimostriamo che @y, : V! — W’ e dominante su W', cioe che I, p(V') = W".
Consideriamo

Iy (W'y) = O(U") Nmyy,w = {f regolari su U e nulle su W7}
Iy (V]) = O(U) Nmy,y, ma per ipotesi a(my, ) C my,y/, dunque
a(ly(Wh)) € Iu(V")
Inoltre W, = () Zu+(f). Si prova che p(V;) C W'y
PeV, =Vfely(V'),f(P)=0
ma o' = p* e per ogni g € Iy (W'1) e o/(g) € Iy(V'1), dunque
o/(9) = ¢*(g) =gop e Iv(V;) = g(p(P) =0

Inoltre
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p(P) € Wy & @(P) € () Zu(g) & Vg € Iy (W1), g (¢(P)) = 0 < g € Iy (W)

. . . . . N / ! \
Dimostriamo che vale anche l'altra inclusione, cioe che -/ : Vi — W) ¢
. , AN . ’ ’
dominante e perché W, & chiuso, allora ¢(V;) = W;.
’ ’ . . . . :
@y Vi — Wy morfismo in quanto restrizione di ¢: U — U’ morfismo, induce

(p*l O(W’l) — O(V’l)

omomorfismo di k-algebre.
D’altra parte 'applicazione « dell’ipotesi induce @ omomorfismo tra campi

o OW’W/ OV,V/
mW,W/ mV=V/
14 1R

KW' —2= K(V')

@ € un omomorfismo di campi non nullo, quindi @ & iniettivo. @ & il prolun-
gamento di ¢*: O(W;) — O(V})

Ow,wl o« OV,V’

My w My v/
b
KW' —2— K(')

che, considerando che @ e indotta da « sul quoziente, agiscono in questo modo:

(U, Hlr +mw,w a([(U', Hlr) +my,v

l L

(W' W, fioow)lr [(e1yr V1), £ oy )lm
I1(+) I
(W1, fw)lw [V, fiw 0 o)l = (UL 97 (D)=

vale 'uguaglianza (*) perché ¢(V’1) C W;, allora basta considerare f |y,
Perché abbiamo

@*: O(W/1) - O0(Vy) = fo Pv = fIW{ ©Pw,
cosi definite, allora vale la seconda uguaglianza.

VfeOW’' )= 3I' C W'y aperto passante per P in cui f = %
ma W'y = W/ NU’ aperto in W’ allora I’ aperto in W’ e dunque

feoWw’) c KW
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Quindi @(f) = ¢*(f) per quanto dimostrato, e @ow,) = ©*. @ iniettivo e
prolungamento di (>, allora

©*: O(W'y) = O(V'y) & iniettivo = @)y, : V, — W, & dominante.

Poiche Vi = V' segue (V') = 90(?1/) C p(V]) perché f continua, allora
W = W{ =W = @y dominante.

Dimostriamo che a = ¢*. o/ = ¢*: O(U’) — O(V) corrisponde a ¢: U — U’.
D’altra parte a ¢ I'unica applicazione che prolunga o/, perché

a: OW,W’ — Ovyvl

anelli locali e dunque ’estensione ¢ unica.
Inoltre ¢*: (Opys) — (Op) ha un unico prolungamento in

©*: Opr,wr, — Oy,

12 12

Ow,w+ Ov,y
o = o
uindi er cul oo = ©*
p 2
« p*

¢ € unico, perché se esistesse ¢': V --» W tale che o = (¢')*, ripetendo il
ragionamento, avremmo

* !

pr=d =) m3p=¢sul=p=¢
Rimane da dimostrare che
o € iniettivo < ¢ € dominante.

Sappiamo che ¢ & dominante come applicazione razionale se e solo se per
definizione ¢: U — U’ & dominante come morfismo, perché ¢ = [(U, ¢)]r,
quindi

a': OU'") = O(U) iniettivo < « iniettivo

perché o’ ¢ definito univocamente a partire da o. 0O

Corollario 11.18. Siamo V, V', W, W' come nell’enunciato del teorema pre-
cedente. Sono equivalenti le sequenti proposizioni:

a) esiste un’applicazione birazionale @: V -+ W definita su V', tale che @y
induce una trasformazione birazionale di V' su W' ;
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b) Ov,yr e Owwr sono k—isomorfi come k—algebre;

¢) esistono un aperto non vuoto U di V' tale che UNV' #£ &, un aperto non
vuoto U’ di W tale che U' " W' # &, un isomorfismo ¢: U — U’ tale che
e(UNV)=UNW".

Dim. a) = b) Consideriamo il fatto che se V.= W & un isomorfismo
birazionale, allora localmente sono isomorfe cioe

UU VW

isomorfi globalmente nel senso di morfismo. Invece se sono isomorfi allora sono
birazionalmente isomorfi perché M (V, W) C K(V,W). In questo caso V ~ W
birazionalmente isomorfi, dunque V2 U ~ U’ C W, sono isomorfe, quindi
Ov v NW' =~ Oy ynys come k-algebre, cioé Ow,w ~ Oy, come k-algebre.
b) = a) Ow.w- = Ov,y, per il teorema precedente applicato ad « e o’ e segue
la a)
c) = a) U & un aperto di V isomorfo nel senso di morfismo a U’ aperto di
W, allora [(U,p)|r e U £ U’ & un’applicazione razionale dominante perché
¢ suriettivo, definito in V', in quanto U N V' # @, tale che [(U',o71)|r
e ¢ ': U’ — U & ancora un’applicazione razionale dominante , definito in
W', in quanto U NV’ # &, con g oot =idy e o' o = idy. Quindi
(U, @) individua un’applicazione birazionale [(U, )]z di V 2% W, che indivi-
dua un’applicazione birazionale di V' = W".
L’applicazione &

[(UNV ouav)r

Infatti Imy = (U N V') e ¢ & un omeomorfismo

UNV)Y=U0UnNW =W

Dunque ¢ dominante, e 'inversa [(U'NW’, <p|_U1,mW,)]R ¢ a sua volta dominante,
procedendo in maniera analoga.

©
a) = ¢) Sia V' 2 W un’applicazione birazionale, p = [(U, ¢)|gr con UNV' # &

¥
perché definito in V'. Sia

v =[U"¥)r

con U' N W' # & perché 1 induce un’applicazione birazionale in W/ — V',

Per ipotesi poi
p oy =idw Yo p=idy

U—2sw
N
A Ve

L’applicazione composta t o ¢ pud essere considerata in =1 (U’) N U e lap-
plicazione p o1 in ~1(U)NU’, per I” entrambe sono le identita nei rispettivi
insiemi di definizione
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(e U)NU,p o @)]R =9 o ¢ =1idy—1(unnu

(@' U)NU, @ 0 §)] =@ 0 % =idy—1 v
Poniamo:

U, = ‘P_l (¢_1(U) N U/)
Ul =y~ (¢ H(U)ND)

e dimostriamo che U, e U}, sono gli aperti cercati. Prima di tutto si ha U,NU’ #
@ perché U’ C W' aperto;

YN U) C W' aperto = U' Ny~ (U) # @

perché intersezione di aperti densi, dunque ¢~ (U’ Ny~1(U)) = U, & aperto
denso di V’. Analogamente per W/ N U, # @. Si ha che ¢: U, — U, ¢ un
isomorfismo, e per cio, basta dimostrare che

o(Us) CUS Y(U) C U poy =idy, Yoy =idy,
tenuto presente che:
o(Us) = (o7 (v ) NTY)) CvT U NT S UL = w7 (97 (U) N D)
dimostrare 'inclusione ¢ lo stesso che dimostrare che
P(THU)NU') C ™ U)NU

Ma U N¢(U") 2 ¢(¢v=1(U) NU’), quindi basta dimostrare che U Ny (U’) C
o Y U)NU. Allora

VPeUNyY(U')=PeUePey(U)=3Q e U tale che ¥(Q) =P =
=pP)=p((Q)=QeU =p(P)eU' =Pecp '(U)PecU=
=Pecp N (UYNU = oU,) CU,

@
Analogamente ¥(U/!) C U,. Quindi U, = U/, segue
P

potp =idy, o = idy,

dunque ¢ € un isomorfismo. o
Concludiamo che (U, NV’) = U, N W'. Infatti

PecUNV = PcU,PeV' = p(P)cplU,) =U",o(P)c oV

AV) =W =T
@ continua
perché W' & chiuso, in quanto ¢ & dominante tra V' e W’ perché & birazionale.
Quindi (P) € U's N W' e vale la prima inclusione. Con gli stessi passaggi si
prova l'altra inclusione. 0O
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Lemma 11.19. Un campo K é campo delle funzioni razionali di una varietd

V' se e soltanto se K D k é un’estensione finita di k.

Dim. Sia K = K (V). Possiamo assumere V affine, altrimenti sostituiamo con
A

un aperto affine, perché K(V) = K(U), quindi K = Q(V) D’altra parte

A(V) ¢ finitamente generata e allora

AV)=k[C1,.. ., G = K =Ek(C,..-,Cn)

e estensione finita di k.
Viceversa K =k ((1,...,(,). Poniamo A = K [(1,...,(,] allora Q(A) =k. A
¢ k— algebra finitamente generata dunque esistera V varieta affine tale che

A(V) = A= K(V) = QA(V)) = QA) = k = K = K(V)
Applicando altra proprieta a V =V’' e W = W’ si ha:
Ow,w = K(W) Ovy =K(V)
dunque
a: K(W) — K(V)

omomorfismo di campi ed
Jp: V — W dominante tale che ¢* = «

¢ & dominante perché « € iniettiva. Quindi per ogni omomorfismo « di campi,
estensione finite di k, esiste ¢: V — W dominante tale che o = ¢*. Quin-
di a: K(W) — K(V) monomorfismo (immersione) allora esiste ed ¢ unica
@: V — W dominante tale che a = ¢*. O

Teorema 11.20. La legge che ad ogni varieta V associa il campo K(V) e
che ad ogni applicazione razionale dominante ¢ € K(V,W) associa l’'omo-
morfismo di k-algebre p*: K(W) — K(V), é un funtore controvariante, che é
un’equivalenza categorica tra la categoria delle varieta e quella dei campi che
sono estensioni finitamente generate di k.

Se si persegue la classificazione delle varieta a meno di applicazioni birazionali,
basta classificare le ipersuperficie irriducibili. Vale infatti il seguente teorema:

Teorema 11.21. Ogni varieta quasi proiettiva di dimensione n € birazional-
mente equivalente ad un’ipersuperficie srriducibile di A™t! o di PP,

Dim. Possiamo ridurci al caso affine perché ogni varietd e birazionale a un
suo aperto non vuoto. Se considero, infatti, U C V aperto non vuoto, esiste
un immersione )

Usv

che ¢ un morfismo dominante ed esiste I’applicazione identica
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id
UCVv =U

che & un morfismo dominante il quale individua [(U, ¢)]& razionale dominan-
te, inversa della precedente.

Dimostriamo che V' ¢ birazionale a una ipersuperficie affine. Sia V' C A"dunque
A(V) & generato su k da

x;=x;+ 1, (V), peri=1,...,r

e dunque
K(\V)=Q(A(V)) = K(z1,...,zr)

finitamente generato su K.

Da {xl, e xr} sistema di generatori possiamo estrarre un sistema massimo
di generatori algebricamente indipendenti su k. A meno di un cambiamento
di variabili possiamo supporre che lo siano z1,...,z, (dimV = n) allora
k(x1,...,2n) € K(V) che ne & un’estensione algebrica.

Ogni y € K (V) dipende algebricamente da z1,...,z, e allora

3 f(tl, n+1) IS K[tl, .. n+1] {0} irriducibile su k tale che f(ml, A :En,y) =0

Sia y = xp41 € dimostriamo che per il corrispondente polinomio f esista
i=1,...,n+1 tale che 2 5 ;é 0. Se per assurdo

of
=0,Vi=1,....,n+1
ot;
allora f(t1, . n+1) Sag, ... inﬂtp” tii_ﬁl, con p = chark, perché
5f =>a; .. Zn+1t§)” ..t777" e perché p = chark.
Posto @iy iy = bf Cimin dunque f = ¢gP, che € una contraddizione perché f
e irriducibile. Dovra esistere ¢ tale che 5f #0eallorazy,...,Ti—1,Tit1, -, Tnt1

sono algebricamente indipendenti su K.

Infatti se per assurdo non lo fossero , poiché z; dipende algebricamente da
Tlyevey Tie1y Tid1y- -+, Tnt1, Perché :5% # 0, il grado di trascendenza di K (V)
su k sarebbe minore di n perché dimV = n.

Possiamo supporre percio of # 0 cioe i = n + 1. Poiche f ¢ irriducibile, ed

Otp41
¢ il polinomio minimo di @,41 allora @,41 & separabile su k(z1, -+ ,2,). Ma
Tnio ¢ algebrico su k(z1, - ,x,) e per il teorema dell’elemento primitivo:
esistera

y € k(xl,... xn+2) CK(V)

Reiterando: z,13 ¢ separabile e y ¢ algebrico e allora z € K(ml, e ,xn+3)
tale che

K(zy,...,¢n40) = K(z1,...,9) K(ajl,...,xn+3) :K(xl,...,xn,z)

e cosl via si ha:



K(V) = K(Zla Ct Zn, Z7L+1)

con zi, - - -z, algebricamente indipendenti su k

3f € K|[t1,...,tps1] polinomio irriducibile con

£0

n+1

tale che f(zl, e Zn+1) = 0 perché z,4; algebrico su k(zl, e zn)
Consideriamo 'ipersuperficie irriducibile W = Z,(f) € A"*! affine allora

K(W) = Q(A(W)) = Q([Zl, . -7Zn+1} | (f)) = k(Zl,. . ~;Zn+1)
= KW)=k(z1,...,2p41) @ K(V) = K(W) ~ K(V)

da b) = a) segue che V' e W sono birazionalmente equivalenti.
Costruiamo esplicitamente ’isomorfismo.

r

zy = E ci,x; con ¢, €k
i=1

An+1 = ]{,‘[2’1,... Zn-i—l} — k[ml,...,xr] = A(T)
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©* omomorfismo di k-algebre che induce un isomorfismo tra K (W) e K (V).

‘s
2] == i1 Ci,Ti

,
zJ = i1 CiyTi

L’isomorfismo birazionale & quello indotto da ¢*, cioe p: V. — Wp* corri-

sponde, inoltre, a una trasformazione lineare:

A" = Zy(vns2,. .o ay) < AD

sotto;pazio

che &, a meno di cambiamento di coordinate, una proiezione. L’isomorfismo

birazionale V' — W & la restrizione a V' di una proiezione. 0O

12 Omografie generalizzate

Sia A una matrice non nulla di tipo (n + 1) x (m + 1) su K tale che il suo

rango risulta p(A) =r con 0 < r < n+ 1. Si definisca il seguente insieme:

Pa " {[a] € P} :zA =0},
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Proposizione 12.1. P4 ¢ un sottospazio di dimensione n — r.

Dim. P4 ¢ definito da un sistema di equazioni lineari omogeneo:

apoZo + ap1x1 + -+ + apmy =0

(noTo + Ap1 T+ + Apm Ty =0

nelle z incognite. La matrice A associata al sistema lineare omogeneo ha rango
p(A) = r, quindi vi sono r equazioni linearmente indipendenti. Si ha

dimP s = dimP} — p(A)=n—7r
e segue l'asserto. 0O

Sia definisca U = P} —P4 C PX_ che & un aperto di P}. Si definisca la seguente
applicazione:
T:[z] €e U C Py — [zA] € P}

L’applicazione 7 € ben posta.

Proposizione 12.2. 7 é un morfismo.

Definizione 12.3. L’applicazione sopracitata definisce un’applicazione razio-
nale 7 = [(U, 7)]r cioe:
T: Py - P

che € chiamata trasformazione lineare generalizzata o omografia generalizzata.

Definizione 12.4. Se r < n+ 1 allora 7 si dice essere un omografia degenere
di centro Py4.

Osservazione 44.Se r=n+1e P4 = & allora 7 € un omografia.

Teorema 12.5. Per r = 2,...,n allora linsieme di definizione di 7 ¢ U =
Py —P4. In particolare per r = 1 l'insieme di definizione per T e P}.

Dim. Sia Q € Py, e dimostriamo che la funzione non si puo prolungare in
nessun intorno di (. Se per assurdo @) appartiene all’insieme di definizione,
cioe al massimo aperto in cui 7 ¢ definita allora

3U’ intorno, con Q € U’

Ifo, -, fm € S((in) non tutti nulli in U

tale che
VP eU NU7(P) = [fo(P), -, fm(P)].
0

Siano a’,...,a™ le colonne di A:
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VeeU 7([z]) =[zAl=[z-a" - z-a™ = [go(2), -, gm(2)]

allora
T(P) = [QO(P)V“' 7gm<P)]

Poiche [fo(P), -+, fm(P)] = [90(P), -+ , gm(P)] rappresentano lo stesso pun-
to , deve succedere che:

/ f(P)u"'7fm(P)
VPeUNU p<gg(P)7_._ ’gm(P)) =1

cioe in U NU’ si devono annullare tutti i minori del IT ordine. Si avra
figi — fi9i =0 < fig; = figi Vi, j

in UNU’, aperto non vuoto di P} e dunque risulta f;g; = f;g; Vi, j in tutto Py.
Poiche » > 1, per ogni ¢ i g; non sono tutti proporzionali allo stesso polinomio,
perché essendo r > 1 allora p (zA) > 1 in quanto le colonne @°,--- ,a™ non
sono proporzionali alla stessa colonna. Dunque

Vi=0,---,m3j=0,---,m tale che A\g; # g;, VA € K

Abbiamo trovato che per questii e j fig; = f;g; in P} si distinguono due casi:

1. se g; # 0 allora g; divide f;g; ma essendo che g; non possa dividere g;,
allora

gl/f?mvz = 07 ,
ovvero
2. se g; = 0 segue g; #0 e f; = 0. In ogni caso, qualsiasi sia ¢ =0,--- ,n se
9i(Q) = 0 allora f;(Q) = 0.
Ma le g; sono nulle su P4 cosi risulta

gi(Q):O:fi(Q):OViZOW” TV

allora 7(Q) non ha senso e segue la contraddizione e I'insieme di definizione
dovra essere U = P} — IP4. Ora sia considerato il seguente insieme:

Py =7} —Py) ={[zA] : 2 € P} —Pa} = {[xoay + ...+ Tna,] : z € P} —Py4}.
Se r =1 si ha:
dimPy = 0 = P, = {P} = [P} — Pa,7)]r = [(B}, cte)l. O

Osservazione 45. Per r = 1, P4 € un iperpiano perché dimPy4 =n—r =n—1.
Questo & 'unico esempio di omografia degenere ovunque definita.

Esempio 12.6. Il cambiamento di coordinate in P} ¢ un omografia.
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Esempio 12.7. La proiezione di P" su Py da Py, di centro P; & un esempio
di omografia degenere di P™ in sé.

Siano P; < P} e P, < P} sottospazi tali che valgono le seguenti proprieta:

1. dimPi=n—redimPy=r—1,r>1;
2. Pl N PQ = @;
3. Py VIPy =P}, per la formula di Grassmann.

Osservazione 46. Per ogni P € P} — P; si ha che PV P; & un sottospazio
di dimensione n —r + 1 e Po N (P V Py) sard un punto P’ per la formula di
Grassmann.

Per l'osservazione fatta ha senso considerare I’applicazione:
T:PEP}—P, — P =(PVP) NPy c Py =P CPL.
Proposizione 12.8. L’applicazione
T:PEPI—P, — P = (PVP)NP, c P, =P ! C PV}

e tale che
[ag, a1, ..., an] — [ag, ..., ar—1].

Dim. E possibile cambiare coordinate in modo che Py abbia equazioni
1‘0:...:1},1:0

e in modo che Py abbia equazioni

Tr=...=x, =0.
Allora Py si puo identificare con P"~! in cui le coordinate sono [zg, - -+ , Z,_1].
Quindi 7 & dato da:
[zo, -+ ,xn] EPE =Py = [x0, -+, 2r-1,0,...,0] = [0, ..., 2r_1] € Pa.
Se P = [ag,a1,...,a,] € P} —P; allora esiste un ¢ = 0,--- ,7 — 1 tale che

a; # 0. Supponiamo i = 0. Si consideri il fascio di sottospazi passanti per Py
di equazione:
XoTo+ ...+ A 1221 =0.

Si imponga il passaggio per il punto P = [ag, a1, . .., ap]:
)\an + ...+ AT,1QT,1 = 0.
Poiche ag # 0 e fissati Ay, -+, A\—1 si ha

—/\1a1 e >\r—1@r—1
Ao =

agp
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Fissati \; = ... = A,_1 = 1, si ha:
—Q1 ... — Apr_1

Ao =
ao

e dunque P V P; sara un sottospazio di equazione:
ay+...+a,—
—%xo—kxl—&—...—l—xr_l:(] (1)
0

. Allora (PVP;)NPs & un punto le cui coordinate sono le soluzioni del seguente
sistema lineare

ao

T
Oyt 4. 2 =0
Tr=...=x, =0

Dato che le prime r—coordinate di P soddisfano la (1), si ha
7(P) = [ag,...,ar-1,0,...,0] = [ag, ..., ar_1]
come punto di P, = P"~L. O
Corollario 12.9. 7 ¢ suriettiva.
Dim. Siano P = [ag,a1,...,a,],Q = [bo,b1,...,by], si ha
T(P) =7(Q) & [ag,...,ar-1,0...0] = [bg,...,by_1,0...0]

ma gli zeri provengono dall’intersezione con P; e quindi & vera 'uguaglianza
se e solo se P VP, = Q VP! cio¢ stanno con P; in uno stesso sottospazio di
dimensione n —r+1. 0O

Pit in generale 7: P} --» P}* ¢ una omografia degenere. Il sempre possibile
cambiare coordinate in P} e in IP;* in modo che 7 risulti:

T: [an"'vxn] — [3317'" am7‘—1707"' 50]

per cui 7 & composta di una proiezione e di un’omografia (cambiamento di
coordinate)

Consideriamo ora A7 immerso in P} e siano A; = APNPy e Ay = APNP, #
& sottospazi affini di AZ. Possiamo considerare

TZAZ—Al —)AQ.

Se A; = AZ NP, =9 ?llora Py C Py — }; = Hy cioe P; & contenuto nell’i-
perpiano all'infinito di A. Inoltre 7 € un morfismo e si definisce proiezione di
AZ su Ay parallelo alla direzione di P;.

Se invece A; = ;{Z NP, # @ allora dimA; = n — r. 7 non ¢ un morfismo,
perché non & definita su A' e non si pud estendere perché altrimenti si po-
trebbe estendere anche 7: Py — Ps. In questo caso si parla di proiezione di
AZ su Ay di centro A;.
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Teorema 12.10. Ogni trasformazione lineare € composta di proiezioni ed
1MMEersioni.

Dim. Si effettui un cambiamento di variabili in P}, tale che P; e di equazione
To=...=x._1=0

e Py, di equazione
Tr=...=x, =0.

Possiamo identificare A} con Up. Quindi Ay = A" NPy avra equazioni

Tr=...=z, =0.
Siccome
T: (2o, Tn) cPy-P — [0, ,xp_1] € Py
la restrizione sara:
T: [lazla T 7JL'n] € A"
cioe risulta
T:(T1,. o yn) €AY — (T1,...,2r—1) € Ay
che ¢ la proiezione 71, ,—1 di A" su A""! = A, da (A7, ... ,n)oo.

Viceversa, sia
Tiz €A — a+zAc AT

con A matrice di tipo n x m e p(A) = [, una trasformazione lineare.
Cambiando coordinate in A} e A ci si puo ridurre al caso ¢ = 0 e
1...0 0...0

A=
0...1 0...0
Allora 7 diventa:

T (xy, e, xy) € AY — (21, ,27,0,...,0) € AP a

Lemma 12.11. Esiste un unico iperpiano H,. O A e tale che H- N Ay = &
cioé parallelo ad Ao, e di dimensione dimH, =n — 1.

Dim. Sia H, = (P1V (As)_ ) N A" Esso deve contenere A;, dunque H, 2
A, = Py. H, intersechera Py, ma non deve intersecare in punti di As. Deve
essere H, NPy = (Ag) oo- Quindi H,. ¢ determinato dalla regola di Grassmann.
Infatti dim(A2) = r — 2, perché

(Ad), =AsNH,=PoNHy=>(r—1)+(n—-1)=i+n=>i=r—2

ed essendo o
(A% =AyNH, =PyN Ho;
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P, N (Ay)o0o =P NPy NH,=@NH, =&
allora risulta
n=—r)+(r—-2)=—-l4+c=c=n—-1=dim(P;V(A) )=n—1

Per definizione H, & un iperpiano che & unico perché lo spazio congiungente
& univocamente determinato e cosi per l'intersezione. 0O

Teorema 12.12. Le proiezioni effettuate da sottospazi propri sono date da
rapporti di polinomi di primo grado

Dim. Si effettui un cambiamento di coordinate tale che Py abbia equazione
Tr=...=x, =0

e cosl anche A”. Per il lemma (12.11), esiste un unico iperpiano H, C A;
soddisfacente le proprieta H, N Ay = & e di dimensione dimH, = n — 1. Sia
fr(z1, -+ ,x,) = 0 ’equazione di H,.. Esso ¢ un polinomio di primo grado non
omogeneo perché A, passa per l'origine, ma, essendo As N H,. = &, H,. non
passa per 'origine, perché Ay ha equazioni

Tr=...=2, =0

e Porigine proviene tramite 7 da (0,...,0) € A}. Possiamo supporre che il
termine noto che compare in f,. sia 1 cosi f,- € univocamente determinato. f,
sara del tipo

fr(x17"' wfn) = gr(xla"' 755'77,) - L
Poiche A; N H,. = @, il sistema

{fr(xla"' 7xn) =0

Tr=...=x,=0
deve essere incompatibile, cioe I’equazione
gr(x17"' ,ZL‘T,]_,O,...,O) —-1=0
risulta impossibile nel momento in cui g, non dipende da x1,- -+ ,z,._1. Allora
fr = gr(l“r,"' 7xn) -1
Per ogni i =1,...,r — 1, sia H; 'unico iperpiano che contiene A; e tale che
contiene .
A=A, NA,
con Ai sottospazio cioe, essendo H; O Ay e H; O A;

H;=A1 VA, = (A"NPy) vV (A"NP N H;) =A™ N (P V)
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Infatti dimlPy = n —r, dim]P”é =r—2e

PiNPy = le(PZQZp(zi)) :szp(mi)zgj
=n-r+(r—-2)=-1l4+c=>c=dimH;=n-—1

Allora A; ¢ Iiperpiano, perché il sottospazio congiungente ¢ unico. Sia
fi(:c17' o 7"1777,) =0

un’equazione di primo grado di H;; H; contiene A% che passa per 'origine,

quindi anche H; passa per 'origine e risulta che f; & omogeneo in x1,...,Z,.
Inoltre H; N Ay = A% quindi
filz1,...,2) =0 Ty,=...=x, =0
=
Tr=...=x, =0 z; =0

ovvero devono avere le stesse soluzioni, per cui

fi(xl7"' ;xrfl,o,...,()):(){:}];i:o.

Quindi in f; possono comparire T, ..., Z,, 1a NON COMPAIONO L1, . .., Ti—1, Titl,: " "
allora f; = ¢; — g;(xy, -+ ,x,) & univocamente determinato a meno di costanti
non nulle, con g; omogeneo di primo grado in x,,--- ,x,.
Sia P = (a1, ...,a,) un punto non appartenente a H,., allora f,.(a1,...,a,) #
0.
Consideriamo il sistema di equazioni lineari
filar, - an) — Mﬁ,(mh... L) =0

f’r‘(a/la"' 7a"fL
t=1,---,r—1

Questo sistema ¢ in effetti il seguente

a; — gi(Qpy .., ap)

fr(ara B '7an)

xi_gi(xra"'7xn)_ fr(xm"'vxn)zo

i=1,---,r—1
La matrice dei coefficienti di questo sistema &

10"'061T"'Clnt1

00 -+ Lepy ==+ Con tr

con ¢;; coefficienti e ¢; termini noti.

Quindi il rango € massimo e dunque ’equazioni sono linearmente indipendenti
e si annullano in P e in A;. Infatti i punti di A; annullano le f; e le f,, in
quanto equazioni di H; e di H,, iperpiani passanti per A;.

Ma un sistema di equazioni lineari compatibili in A} definisce un sottospazio

y Lr—1,
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di A} la cui dimensione ¢ n—r+1, dove n ¢ la dimensione di A}, mentre r —1
¢ il numero di equazioni lineari indipendenti. Questo sottospazio contiene A
e P e ha dimensione pari a dimA; + 1 e poiche il sottospazio congiungente A,
e P ha dimensione dim A, + 1 risulta che esso ¢ il sottospazio congiungente
Al e P.

(A1 vV P)N Ay = 7(P) si ottiene da {;1:1 —gi(xp, - ) — ]{;((Z))
Quindi
Ty — gi(x'm e 7xn) - ;:((Z)) (g'r(xr: e ,33") - 1) =0
Tr=...=2p,=0 1=1,--- ,n—-1
cioe f()
i(a B
%i _192’ (0) - i 1@ (9:(0)—1) =0

Essendo ¢;(0) = 0 = g,(0) omogenei, dunque si ottiene

_ fila)
YT )
t=1,---,r—1
Tr=...=x,=0

Inoltre in H,. 7 non & definita perché in H, risulta f. = 0 e allora 7 perde di
significato. Quindi 'applicazione é:

fl(l) fr—l@)
fr@) 7 (@)

Osservazione 47. Sia V' una varieta affine o proiettiva e sia 7: P* --» P, di
centro I’y una proiezione. 7y: V' --» P, ¢ ancora un’applicazione razionale
che si dice proiezione di V' su P da P1. 7y ha senso se V SZ P1, ma I’insieme
di definizione di 71y non ¢ necessariamente solo V' — (V N Py).

T:(xlv"'axn)EAn_HT‘_)< 707"'70>6A7"' g

Esempio 12.13. Sia 7: P2 --» P! la proiezione di P? su una retta [, da
un punto P & [ e che non & definita in P. Sia I' una conica irriducibile di
P? passante per P. Allora T I --» P! & una funzione razionale ovunque
definita perché I' ¢ isomorfo a P! e le applicazioni razionali P! — P" sono
ovunque definite, dunque 7 ¢ definita anche in P.

Proposizione 12.14. Sia V C P, una varieta proiettiva di dimensione n <
r. Esistono i punti P € P;,—V tali che la proiezione di V' da P su un iperpiano
non passante per V. sia un morfismo birazionale di V' sulla sua immagine.

Dim. Sappiamo che

K(V)=k(z1, -+ ,2) con x; mod. Za(V)
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Possiamo supporre
k(l’], T 7xr) =~ k(ajh T 7767"72ay) con y = )‘mrfl + QT

con [\, u] € U aperto di Zariski di PL. Siano P = [0,---,0,1]e Q = [0, ,1,0]
e consideriamo
r=PvQ=/{[0,---,0,h,k]}

Cambiando coordinate, possiamo avere rNV essere finito oppure vuoto. Inoltre
o:M\puleUCP 2 AP +puQer

¢ un isomorfismo e dunque U ¢ in corrispondenza biunivoca con un aperto di
Zariski di r. Dunque esiste un aperto U # @ di Zariski di r tale che qualunque
sia R € U, posto o 1 (R) = [\, ] e y = A\zy_1 + px,, sia

K(V) = k(xh e axT—Qay)

Tale isomorfismo corrisponde alla proiezione di V' da r su x, = 0. Di solito e
solo un’applicazione razionale perché R puo appartenere a V. Qualora R ¢ V'
allora esso € un morfismo e si puo sempre scegliere opportunamente U in modo
che rNV & finito e, a meno di restringere U, si puo considerare R ¢ V. Quindi
vale I'asserto con i punti Pe U Cr,ser € V. O

Definizione 12.15. Una varieta V' di dimensione n si dira essere unirazionale
se e solo se esiste ¢: P" — V applicazione razionale dominante, cioe se e solo
se K(V) C k(x1,--- ,x,) & estensione algebrica e separabile.

Definizione 12.16. Una varieta V di dimensione n ¢ razionale se e solo
se esiste ¢: P" --» V applicazione birazionale , cio¢ se e solo se K(V) ~
k(1‘1, cen ,xn).

Osservazione 48. La definizione di varieta unirazionale e di varieta razionale
vale anche nel momento in cui si possa considerare ’applicazione ¢: A™ — V'
perche A" e aperto di P™.

Esempio 12.17. V,, 4, le coniche, le cubiche gobbe sono varieta razionali.

Si ha che se V & una varieta di dimensione n razionale, essa e anche
unirazionale. Il viceversa generalmente vale solo sotto alcune condizioni.

Teorema 12.18 (Teorema di Liiroth ). Sia V' una varieta di dimensione
1, ogni curva unirazionale € razionale.

Teorema 12.19 (Teorema di Castelnuovo). Ogni superficie unirazionale
e razionale sui campi algebricamente chiusi.

Teorema 12.20 (Teorema di Griffith e Clemens). Esiste U C PN(™3)
aperto non vuoto tale che qualunque sia P € U, P corrisponde a una cubica
unirazionale e non razionale di P}.
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Siano Z un monoide di vertice 0 = [1,0, ..., 0], Z un monoide di vertice 0 =
[1,0,...,0], 7(Z) un monoide di vertice 0 = [1,0,...,0], con 7 trasformazione
lineare. Si dimostra il seguente lemma:

Lemma 12.21. Ogni monoide é razionale.

Dim. Dobbiamo dimostrare che Z ¢ birazionale a P"~!. Consideriamo la pro-
iezione p di Z sull'iperpiano all'infinito di A™ e Hy, da 0 = [1,0,...,0].
Sia

e: [zo,...,xn] € Z —{0} = [x1,...,2,] € Hyp
e proviamo che ¢ € un isomorfismo birazionale. Geometricamente abbiamo
che Hy = Z,(zo) € un iperpiano e abbiamo il punto 0 e

VPeZ—-{0},o(P)=(PV0)NHy=F

I punti che hanno la stessa immagine tramite la ¢ sono i punti allineati con
0. Studiamo le intersezioni delle rette per 0 con V.

Sia A =[0,a1,...,a,] € Hy. La retta AV 0 & descritta, al variare di (A, p) #
(0,0) dal sistema

.Z‘():)\
Ti = pa;
i=1,...,n

Dunque (A V 0) N Z & dato da:
fa(pay, ..., pay) — Afa—1(pay, ..., pa,) =0 <

udfd(al, A ,an) — )\ud_lfd_l(al, ey an) =0
p = pfa(a) = Afa-1(a)] =0

La soluzione . = 0 corrisponde al punto 0. Cerchiamo le soluzioni per p # 0,
distinguendo i casi:

1° caso) fq(a) = fq—1(a) = 0, polinomio identico. Quindi I'equazione & veri-
ficata per qualsiasi coppia (A, ), ovvero tutti i punti di r = AV 0
appartengono a Z e allora r C Z;

2° caso) fa(@) # 0, fa—1(a) = 0. L’unica soluzione ¢ p = 0 e si ottiene di
nuovo 0 e dunque r N Z = {0}.

3° caso) fq—1(a) # 0. Poiché & un’equazione di primo grado in A e p, esiste
un’unica soluzione (A, p) con A = fy(a), p = fa—1(a) # 0 e allora P
ha coordinate P = [f4(a), a1 fa—1(a),...,anfa—1(a)] # 0 in quanto
fa—1(a) # 0. Segue r N Z = {0, P}.

Le conseguenze Sono quanto segue:
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1° caso)

2° caso)

3° caso)

{ ;d@)(x:) 0 0 chiuso. Z,(fq4, fa—1) € il luogo dei punti A € Hj tale
d—1(z) =

che le rette » = AV 0 sono contenute inZ, quindi nello spazio P" & il
cono di vertice 0 sui punti di Hy (direttrice) che verificano il sistema,
cioe ¢ il cono di vertice 0 e direttrice:

HoNZy(fa-1,fa) = Ho N Zy(fa-1)

Nz
Indicando Z1 = Z,(fa-1),Z2 = Zp(fa) € Ho, perché fq e fa—1
dipendono solo da z1,...,z, allora £y = 0. Per esempio il cono &
formato dalle 2 rette r,r’.

rnZ = {0}, { Ja-1(z) =0 non ¢ chiuso. Z,(fq, fa—1)e il luogo dei

»(fa) = 21N 2,y

fa(z) #0

punti A € Hy che, congiunti con 0, danno rette r aventi in comune
con Z solo 0. Zy(fa—1) = Z1 @& per definizione il cono tangente a
Z in 0 cioe I'insieme delle rette che intersecano Z solo in 0 o sono
contenute in Z.

Z1NZy € un insieme algebrico di Z7; per le rette del cono di direttrice
Z1NZs cade 'iniettivita, perché tutti i punti della stessa retta hanno
per immagine un punto di Z; N Zs. Sulle rette del cono di direttrice
71— (Z1N Zs), cioe sulle altre rette del cono tangente, invece, ¢ non
¢ definita perché le rette del cono di direttrice Z; — (Z; N Z3), hanno
in comune con Z solo 0 ovvero ¢(0) = Z;, ma non & univocamente
determinata l'immagine (funzione a piu valori). Interpretiamo Z
come immagine delle direzioni tangenti a V uscenti da 0.

SerNV ={0,P}, con r =0V A, ¢ ¢ iniettiva. Poniamo ¢(P) = A
e costruiamo l'inversa di ¢

P Ho—(Z1NZ2) = Z, [T, - - 0] = [fa(z), 21 fa-1(2), - .., Znfa1(z)]
si ottiene cosi la seguente funzione
A= (Avo)nZ

1 € un morfismo perché descritta da polinomi omogenei dello stesso
grado mai nulli contemporaneamente. Infatti

Viz] € Hy—(Z1NZs) siha [z] € Z1NZy = fa(z) 00 fag_1(z) #0

e gli z; non sono mai tutti nulli. Allora ponendo U = Hy — (Z1 N Z3)
aperto di Hy = Zp(wo) = P"~1,[(U, )]r ¢ un’applicazione razionale.
Posto U’ = Z — {0}, anche [(U’,¢)]r & un’applicazione razionale.
Anche ¢ ¢ un morfismo perché

Vi, x; o @ & regolare

¢ e 1) sono dominanti, perché ¢ (Z — {0}) = Hy — Z1 ¢ un aperto
di Hy irriducibile, allora & denso in Hy e ¢ (Z — {0}) =
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w(HO —(Zin Zg)) = Z — 7, aperto di Z irriducibile, perché
associa ad ogni punto A di Hy — (Z1 N Z3) 'unico punto P per il
terzo caso, da cui A proviene e inoltre dobbiamo togliere i punti di
Zy che provengono da Z; N Z,. Infatti Z; ha equazione fy3_1 = 0,
allora intersecando con Z si ha f; = 0= f4_1 cioe ¢(z) = [0,...,0]
che non rappresenta nessun punto, dunque

’(/J(HQ — (Zl N ZQ)) =7

Inoltre dove sono entrambe definite: ¢ o p = p o) =id.
O

Osservazione 49. v € definita anche in Z; perché sostituendo f;_1 = 0 si ha il
punto 0 e allora 1 (Z;) = {0}. E definito anche in Z;NZy C Z;. Esistono punti
di Hp che vanno in 0, mentre tramite ¢, 0 non ha immagine, pero possiamo
interpretare ¢(0) = Zj.

Proposizione 12.22. ¢ ¢ un morfismo definito anche in Q0 se e solo se Z é
una conica non degenere. @ € un morfismo nel senso di applicazione razionale
ovunque definita.

Dim. <) Se Z & una conica non degenere allora Z, omografica alla conica di
equazione zox; — &3 = 0, & un monoide di vertice [1,0,0] (d = 2). Dunque
Z ~ P! e infatti ¢ & proprio I'isomorfismo Z ~ P!, cioe

[xo, z1]sexo # 0 c P!

o [zo,z1,22] € Z — { [x1, 73] sexy # 0

Quale applicazione razionale ¢ determinata da [(Z — {0}, ¢)]r, ma ogni ap-
plicazione razionale : P! --s P!, & prolungabile e ¢ si prolunga in 0, dunque
© € un morfismo.

=) Dimostriamo che n =2 e d =2. Per ogni P =[a] € X = 7 — (Z1 N Z3)
si ha

fa—1(a) =0 fa(a) # 0
in quanto P &€ Zy N Z5. Dunque

P(P)=0=¢(0) =X
VQ621022$’¢(Q):Q\/0:7“

o(r)=Q r C Z perché Q € Z1 N Z

¢ definita in 0 e allora ¢(0) = X deve essere un unico punto ¢ dunque n = 2.
Infatti, per esempio, se n = 3

Zi = Zp(fa-1)
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e infinito, mentre, essendo Z; irriducibile, si ha che fy, f4—1 sono primi e, di
conseguenza, Z; e Zs sono ipersuperfici che non hanno componenti comuni
e risulterebbe Z; N Zy finito e cio implicherebbe X infinito. Piu in generale,
Z1, Z5 sono ipersuperfici di P"*,n > z si ha

X =7 — (Zl N ZQ) 7é @ = X infinito.

Se n = 2, invece, Z1 N Zy = & perché Z1 N Zy = Zp(f4, fa—1). Sono equazioni
in due incognite, con i polinomi primi tra loro, dunque non esistono soluzioni
comuni. Sen=2siha X =27;. O

Allora condizione necessaria e sufficiente affinché ¢ sia definita in 0 ¢ che
n=2e| Z; |=1 cioe Z; corrisponde ad un punto, ovvero fy_; ha un’unica
soluzione, in particolare fg_1 & del tipo:
d—1
fa—1(z1,22) = (ax1 + bxa)
perché deve essere omogeneo di grado d — 1.
Cambiando coordinate in P2, se a # 0 consideriamo

xH = o xH = T
x} = axy + bxy Seb#0: ¢z =1
xh = x9 xh = axy + bxy

Quindi f;_1 diventa milil e 'equazione di Z diventa
zor{ " — fa(z1,22) =0

Essendo ¢ un morfismo,e v, come applicazione razionale, € un morfismo perché
n = 2, dunque Z; N Zy = @ e ¢ & ovunque definito in Hy = P! e ¢ & un
isomorfismo:

©(0) =10,1]=@Q
Infatti:

¢ 1([0,1]) = +([0,1]) = [fa(0,1), a1 fa—1(0,1), a2 f4—1(0,1)]
poiche f;_1 = xffl, si ha
[£4(0,1),0,0] =[1,0,0] =0 = ¢(0) =[0,1] =21 =Q
Il corrispondente ¢* & un isomorfismo
0" Op1 g — Oz

AAY, =AW

Oprg=0 mo (@)

ALQ
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Oz0 =~ A(Z)m, = A(Z)

(w1,22)
perché
m, = {f € A(Z) | f(0) = f(1,0,0) = 0} = (21, 22)
Si ha Oz invece di OZO perché sono isomorfi per la stessa ragione di Op1 ¢
e Op1 .

Teorema 12.23. A((l) ) e integralmente chiuso.
Ty

Dim. In effetti si prova che

feQ (A((l( )> ¢ integrale su AL o fe AW

(@) (@)
Sia f € Q (A((l() ))) integro su A((l() )), osserviamo che f = % e possiamo
T 1

supporre h,g primi. Se f & A((l() )) allora al denominatore compare x; che
1

)
Il)

non compare a numeratore perché h, g primi e allora f~! € A(l() )). Dire che
1

f € integro su A((l)

vuol dire che
(1))

Hal,...,aneA((l() )):f"+a1f1_"+-~-+an20
1

= frat+ o tanf) =0 f=—a —asf N = —an f"

Se per assurdo f ¢ A((l() )), allora
z1

fleal eficaA® = pea®

(@) (@) (@)
che e una contraddizione. Quindi ¢ integralmente chiuso. O

Corollario 12.24. Oz = A(Z) (x4, 2,) non ¢ integralmente chiuso, se d > 2.
Dim. Cambiando le variabili, I'equazione di Z &

xoxffl — fd(z122) =0

cioe
d—1 d d—1 d—2 2 d
ToT1 — (aoxl +a1xy T2 +agx] “xH 4+ + adxz) =0&
d—1 d—2.2 d
2y (xo — apr1 — a1x2) — (a2 “a5 + -+ aqgxy) =0

dove apzd™223 + - - + agzd = pg(z1, z2). Cambiando le variabili
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xH = To — gL — AT

) =1

xh = x9
La scomparsa di ¢ equivale a prendere il punto [0, 1,0] su Z mentre la scom-
parsa di x‘f_lxg equivale a prendere come nuova retta all’infinito la retta
ro — a1x2 = 0. L’equazione diventa

:onil*l — wd(x122) =0

Possiamo percio supporre che

Ja(w1,22) = pa(z1,22)

ovvero che ag = a1 = 0 e fy & di grado d— 2. Dimostriamo che y = ;—; dipende
integralmente dagli elementi di A(Z)(, 4,) cioe ¢4 € Q(A(Z) (4, 2,), ma non
appartenente a A(Z)(y, 4,)- Nel caso affine, 'equazione di Z &

A®)
(ﬂﬂf_l — falw1,22))

xffl — fa(z1,22) =0in A(Z) =

Si divida per 24!

d—1
(“) - e 22) = 0 in Q(A(2) = K(2)

T2 2
Dunque
N N .
(1) 2 fa(wr,22) =0 & <1> — @24 (1, 1) =0in K(2)
To Ty xTo T2

x9 # 0 in A(Z), altrimenti Z conterrebbe la retta zo = 0, ma x5 = 0 non
verifica I’equazione di Z perché questo implicherebbe zy = ;1 = 0, che & una
contraddizione.

y = & € K(Z) verifica 'equazione y?~ ' — 25 f4(y,1) = 0. In f; compaiono
potenze di y di grado minore o uguale a 2. Questa € una relazione di di-
pendenza integrale in A(Z), quindi y ¢ integro su A(Z). A maggior ragione
¢ integro sul suo sopranello A(Z),, »,).- Se per assurdo y € A(Z) (4, o,) Si
avrebbe y = 21 = § con a,b € A(Z),b ¢ (21, x2) cioe

bry —axe =01in A(Z) = bxy — axy = a(:c‘li_l - fd(xl,xg)),a e A® =

= x1(b— om:‘f_g) = azrs — afy(z1, x2)

Se x5 divide il secondo membro, allora x5 divide il primo membro, ma x2 non

divide x1, perché sono primi. Allora x5 divide b — ax‘f_z
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b— oza:‘li_2 = By, B € AP = p= ax‘f_Q + Bz, (d > 3 per ipotesi ) =

=be (z1,22) in A = be (21,2;) in A(Z)

ma ¢ una contraddizione, quindi y & A(Z)4, 4, Questo discorso ¢ stato fatto
solo per d > 2 perché per d = 2 ¢ stato affrontato precedentemente Quindi
non ¢ integralmente chiuso per d > 2. 0O

Osservazione 50. Poiche ¢* € un isomorfismo, entrambi devono essere inte-
gralmente chiusi. E possibile definire ¢* solo se d = 2 e questo implica che Z
€ una conica non degenere.

Proposizione 12.25.

/ 74 . _ P\/ng
PReU =270 o) =¢lQ) = ypre Py —{0} w(P)=o(P) = ¢(Q)

Dim. Se p(P) = ¢(Q) si ha che P e a sono allineati con 0 per come ¢ fatta
la proiezione:

p(P)=¢(Q@)=(0VP)NHy=(0VvVQ)NH
Se P =[zg,...,%n] € Q@ = [Yo, - - -, Yn| POSSiamo percio assumere
T, =vYi,t=1,...,n

e perché 0V P ha equazioni

Yo = ATo + p
Yi = Aw;
i=1,...,n
allora
[Yo, .- yn] = [Axo + pt, A1, ..., Ay ] = [xo—&—%,zl,...,o:n]
Consideriamo

zofa—1(x1, .., xn)—falzr, ..., xn) =0 e yofa1 (W, Yn)—fa(W1 - yn) =0

perché P,Q € Z. Si moltiplichi la prima equazione per A e la seconda equazione
per u e sommando si ha:

(Azo + pyo) fa—1(x1, ..., 2n) — falz1,...,2,) =0

e dunque PV Q C Z.

Inoltre per ogni P € PV Q — {0}, o(P’') = ¢(P) = ¢(a) per come ¢ fatta
la proiezione. Dalla proprieta si ricava che se n = 2 segue ¢ iniettiva su
U' = Z — {0}, perché Z; N Zy = @, in quanto luogo di zeri di due equazioni
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in due incognite, con polinomi primi tra loro e sono i punti A € Z; N Zs che
provengono da ogni punto della retta A Vv 0.
Se invece n > 2 segue che ¢ non risulta iniettiva sull’insieme delle rette di
Z passanti per 0 = Z,(fq, fa—1). Infatti se P = (x1,...,2,) € A” tale che
— =
0V P C Z, e poiche 0V P ha equazioni {yz ) ! allora
i=1,...,n

fa—1(tzy, ... taxy) — faltxy, ... tx,) =0
quindi
td_lfd,l(xl, ceyTy) — tdfd(xl, ...,Ty,) ¢ identica

Risulta fg = fa—1 = 0 e dunque 0V P C Z,(f4, fa—1)- Vale anche il viceversa:

{0V P} = Zy(fa, fa-1)-
In conclusione, se n = 2, ’applicazione 1 ¢ un morfismo, perché Z; N Z; = &

e ¢ & ovunque definita per cui &€ un morfismo come applicazione razionale
ovunque definita. Invece se n > 2 allora Z; N Z; # & e ¢ non ¢ definito in
Z1 N Zs, perché i punti di Z; N Z5 sono immagini delle rette 0V P C Z. 0O
Dato l'insieme di definizione U = Hy — (Z1 N Z2) di -

Proposizione 12.26.

P,QeZ e y(P)=9(Q)=0
P.Q €U p(P) =v(Q) & { oppure
P=Q

Dim. Se P,Q € Ho—(Z1NZ2) e (P) = ¢(Q) allora 0V P,0VQ appartengono
al cono tangente in 0 a Z e non sono inclusi in Z. Segue

Y(P) =4(Q) =0
Y(P) = [fa(P),z1fa-1(P),...,znfa—1(P)] = [1,0,...,0] =0
fa(P) =1
zifa—i(P) =0
t=1,...,n

Poiche non tutti gli ; sono nulli, f;—1(P) = 0 e allora P € Z;. Analogamente
Q € Z;. Ora dire che P,Q € Z;, significa che

fa-1(P) = fa-1(Q) =0
e dunque
Y(P) =%(Q) = [fa(P), 1 fa—1(P),. .., zpfa1(P)] = [1,0,...,0] =0
W(P)=9(Q) # 0= ¢(¥(P) = ¢(¥(Q)) = ¢(P) =v(Q) = P=Q

<) E ovvio. O
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Definizione 12.27. ¢: Z --» Hj & detta proiezione stereografica del monoide
Z (0 Z) su Hy dal suo vertice 0.

Esempio 12.28. Le cubiche piane di equazioni xoz? = x3; 2370 = 23 (21 +20)

sono monoidi, allora sono varietd razionali e non sono isomorfi a P!.

Osservazione 51. Le quadriche irriducibili sono monoidi. Infatti sia 1" una qua-
drica irriducibile, dunque esistono dei punti P € I'e Q € I" tale che PVQ ¢ T,
cioe esistono punti semplici, altrimenti I" conterrebbe tutte le rette che con-
giungono i suoi punti e di conseguenza sarebbe contenuto in un iperpiano, ma
cio & una contraddizione perché irriducibile.

Cambiando coordinate in modo che P = [1,0,...,0], 'equazione di I' in
P™(n > 2) allora, essendo di secondo grado, si puo ordinare in xg e diventa

w2 fo+xofi(w1,. .., m0) + folwr, ..., 2,) =0
con f; di grado i. Se P € I allora fy = 0, altrimenti, sostituendo P si ha
ro=0=P¢&rl
e 'equazione di I" &

zof1(x1,. .. 2n) + fo(x1,...,2,) =0

f1 # 0, altrimenti I" & il cono di vertice P e P diventerebbe un punto doppio,
che & una contraddizione. Si conclude che I' & un monoide.

Analizziamo il caso delle quadriche di P3. Dunque n = 3 e si ha che f; & di
primo grado in tre variabili e quindi ¢ una retta; fo € di secondo grado in 3
variabili, per cui ¢ una conica del piano. Ci sono due casi, perché Z; e Zs non
hanno componenti comuni:

1° caso) Zy N Zs ¢ costituita da due punti distinti. In P passano 2 rette
contenute nella quadrica e () € non degenere.

2° caso) Z1 N Zy costituito da un unico punto. Esiste un’unica retta per P
per cui () € un cono.

Si possono cambiare le variabili in modo che I'equazione di @ diventi del tipo:

xox1 = fo(x1, T2, x3). Risulta

{xofl = f2($1, 352,333)

0 < f2(0,29,23) = 0 ha due radici distinte
T =

Pud anche f5(0,x2,x3) = 0 avere un’unica radice di molteplicita due a meno
di proporzionalita. Ordinando rispetto a x; si ha:
fa(@1, 29, 23) = axi + b(x2, 23)31 + (22, T3)

con b polinomio di primo grado, ¢ polinomio di secondo grado, e a una costan-
te. Allora f2(0, 22, x3) = ¢(22,x3). Cambiamo le coordinate su 77, facendo in
modo che le radici di f, siano i punti fondamentali di z7, ciod [0,1,0] e [0,0, 1].
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1° caso) c(xg,x3) = am2 + broxs + ca:3 deve avere queste come radici <
a-O(—perO,l,O]
¢ =0« per|0,0,1]
b =1 (oppure dividere)
2° caso) Il punto [0, 0,0, 1] deve essere radice doppia = ¢ = 0 (per essere ra-
dice) e b = 0 (per essere radice doppia) = c(z2, z3) = x3 (dividiamo
per a).

= c(x9,23) = braxs e possiamo assumere

L Toxs 1°caso
Quindi ¢(xy,x3) = { ; s

R = l'equazione di @ diventa
5 2°caso

Tox1 = Toxz 1°)caso

Tor1 = o3 2°)caso

Infatti equazione & zox1 = fo(w1, T2, 23) & 1w = ax?+b(ze, v3)T1+
c(xa,x3) & xor1 = x1(ax1 + d'xe + @’ x3) + c(x2, 23) & c(x2,23) =
x1(xo — axy — a’zg — a’’z3). Cambiando coordinate perché il coeffi-

xh =x0 — axy — a'xe — a’x3

/
. . <1 T =T
ciente di xg e diverso da zero, ,1
.232 = T2
xh =3

e otteniamo 1°) e 2°). La 2°) & un cono, nella conica piana di equa-
zione 2°) di vertice [0, 0,0, 1], punto all’co di 5.

. o T3
1° caso) l'equazione assume la forma

Q- [0, z2]se g # 0opp. x2 # 0
[x3,z1]se x5 # 0opp.x1 # 0

= 0. Consideriamo ¢ : [zg, 21, T2, 23] €

eR!
[x0,z3]sexg # Oopp.x3 # 0
[x2,x1]sexo # Oopp.x1 # 0
1, 2 sono morfismi perché localmente definiti da polinomi di primo
grado. () varietd proiettiva = K(Q) = S(a)

Y21 [xo, 1, T2, 3] € Q — eR!

(@)

Y[\ ul € P!, consideriamo o7 ' ([A\ 1)) = {[z0,21,72,23] € Q |

(w0, 2) ~ (A, ) oppure (z3,71) ~ ()\,N)} = {[560,901,952,903] €Q |
Zo T2 3T\ _ _ _ _

g <)\ H) 1 oppurerg (/\ ,u) =1} = QN Zy(pao — Ax2)

QN Zp(uxs — Ar1) = QN Zy(pxo — Axa) N Zp(puxs — )\xl)(infatti
To T2\ _ T3 T1\ _ , N

rg ()\ ﬂ) =lerg ()\ N) = 1 perché (zg, z2) ~ (z3,1)).

. uxrg — Are =0 .. .
Consideriamo sono piani linearmente indipen-
Uxr3 — AT =

denti. Allora si intersecano in una retta rpy ,). o interseca la @ in
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@7 [\, 1) Quindi si ha QN7 [, ] =" [\, 1] = 1 " ([A, 1)]. Analoga-
mente ¢, ' ([A, 1]) € una retta *[\, 4], contenute in @, di equazione
pxrg —Arz =0
pxre —Ary =0
Al variare di [\, u] abbiamo le due schiere di rette Q. Infatti:
a) Tutte e sole le rette di @ sono queste.
b) Due rette dello stesso sistema non si intersecano.
¢) Due rette di sistemi distinti si intersecano.
d) Nessuna retta di un sistema ¢ uguale a quella di un altro.
Per provare a) Sia r C Q. Consideriamo ¢, =1 e | =1a: 1 —
P!. Si ha r ~ P!, ma un morfismo di P! in sé o & costante o suriet-
tivo. Infatti se non & suriettivo, si ha p(P') C P! — {punto} = A!,
ma non esiste un morfismo non costante da una varieta proiettiva
a una varieta affine. Quindi ¥, e 9 suriettive oppure costanti. Se
esiste ¢ = 1,2 tale che ; = cost, allora r ¢ la controimmagine di
un punto [\, u] € P!, dimostrato. Se per ogni i = 1,2, & suriettiva,
poiché la controimmagine dei punti tramite le ¢; sono rette, per ogni
P cP ¢ (P)=rnep; ' (P) = {punto}. Quindi ¢; & biettiva. Ma
gai_l(P) ¢ una retta, quindi per ogni P € P!, si ha che r interseca in
un unico punto tutte le rette delle due schiere. Fissiamo una retta
[, di una schiera. Le rette sy, dell’altra schiera si ottengono
intersecando piani passanti per [y ,, con Q. Per quanto visto r do-
vrebbe intersecare tutte le 71y ,j e le s[5, al variare di [A, u]. Allora
r dovrebbe intersecare tutti questi piani passanti per 7 .

Per provare la b). Due rette dello stesso sistema sono controimmagini
di punti distinti nella stessa applicazione, quindi non si intersecano.
Per provare la ¢). La mutua posizione di rette di sistemi distinti ¢

pxrg —Aze =0

. . pur3 — Ary =0
descritta dal sistema ¢ = — Per provare la d). Segue dal

xg — Az =0

HTo — X.Z‘l =0

fatto che 'intersezione ¢ un punto.
—

Questa quadrica non ¢ isomorfa a P2 perché esistono curve che non
si intersecano , mentre le curve piane proiettive hanno sempre inter-
sezione diversa dal.

Invece @ & birazionale a P2. Infatti ¢’ I'aperto @ — {a,b} che &
birazionalmente equivalente a P2 — {A vV B} tramite la proiezione
stereografica

Sia V' una varieta, l'insieme delle trasformazioni birazionali di V in sé, in-
dicato con B(V), & un gruppo rispetto alla composizione di trasformazioni
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birazionali; 'insieme dei isomorfismi di V' in sé Q(V) ¢ un sottogruppo di
B(V).

Definizione 12.29. Se V = P"*, B(P") ¢ chiamato gruppo di Cremona di
P, o trasformazioni cremoniane di P".

Esempio 12.30. Consideriamo il triangolo fondamentale del piano P2, dove

a=BvV(C
b=AvC
c=AVB

Sia U = P? — {A, B,C} aperto e consideriamo
©: [xo, 1, 2] € U = [1129, 2022, Tox1] € P?

che & un morfismo. Sia [(U, »)]r, I'applicazione razionale ¢: P? --» P" risulta
essere birazionale. Infatti ¢ € definita in U, perché P € U, se e solo se P non
¢ nessuno dei tre punti A, B, C, cio¢ P ha al piu una coordinata nulla, per
esempio. zg # 0,x1 # 0, allora almeno la terza coordinata di ¢(P) ¢ diversa
da zero e dunque ha senso ¢ ((P))

U & I'insieme di definizione di ¢. Sia U’ = P2 — {a U cUc}.

P = [xo,xl,l'z] el & ToT1T2 7é 0

ogni coordinata & diversa da 0. Segue ¢(P) = [ajaz,apaz, apa;] ha tutte le
coordinate diverse da 0 , quindi

e(P)eU = oU)CU

Se [ag,a1,as] € U’ allora [ag, a1, as] = cp([alag,aoag,aoal]).
Infatti, esplicitando il secondo membro, si ottiene

[agaiaz, apaias, aparas] = [ag, ar, az] =

=oU)2U = oU)=U"=

= p(U’) = P? = ¢ & dominante.

Si ha anche che ¢? = idy, allora ¢ coincide con la sua inversa e quindi ¢ &
involontaria.

Poi ¢ ¢ una trasformazione cremoniana che induce un isomorfismo di U’ — U’.
Inoltre a ha equazione 2y = 0, dunque i punti di a sono del tipo [0, z1,x2] e

SO([O) zy, xQD = [1, 0, 0] =A
b ha equazione x; = 0, allora i punti di b sono del tipo [z, 0, z2] e

¢([x0,0,25]) = [0,1,0] = B
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¢ ha equazione x5 = 0 allora i punti di ¢ sono del tipo [zg,z1,0] e
¢ ([0, 21,0]) = [0,0,1] = C

Possiamo percio applicare ¢ se e solo se x1x2 # 0. Quindi la retta a va in A.
Analogamente per le altre:

@(Q—{B,C}) :A>‘P(b_{A7O}) :B,@(C—{A7B}) =

Si dice che la retta a viene contratta nel punto A o che il punto A
viene dilatato nella retta a. )

¢: U=P2—-{A, B,C} — P? non & definito in A, B, C perché a Ry A g—
Allora A va in tutti i punti di a e quindi ¢ non & univoca in A. Vediamo
il significato della dilatazione. Sia r una retta passante per A dunque r ha
equazioni Axy + pxe = 0 , perché appartiene al fascio di centro A. p(r) si
ottiene ponendo zgxs in x1 € oz in x5, avremo

Axoxs + prory = 0 S xo(Axe + pzy) =0

E una conica spezzata nelle rette di equazioni g = 0 e Axo + uxr; = 0. La
prima ¢ la retta a, invece Axp + pzy = 0 ¢ una retta r’. A € v’ ed & limmagine
(o la controimmagine perché ¢ = p=1) di r — {A}.

Il punto A viene mandato da ¢ in R (o meglio nella retta a), il punto @ viene
mandato da ¢ in A (perché Q € a)

A—:Z(R: [0,—)\,u]),7“ — 7

¢ induce una trasformazione cremoniana tra r e 7/, lineare perché su P! le
trasformazioni sono lineari.

Questa trasformazione r — r’ & una proiettivita del fascio di rette perché r
ha equazione A\z; + uxo = 0, 7’ ha equazione Azy + ux; = 0. La proiettivita e:

(A p] = [ps Al

applicazione che scambia le coordinate. Questa proiettivita del fascio quindi
mette in corrispondenza lineare rette del fascio escluse b, ¢ perché b ha equa-
zione o = 0 e viene trasformata in zgx; = 0 allora 1 = 0 ed ¢ trasformata
in C, ma tra b e ¢ non c’¢ proiettivitd perché i punti di b — {A, C} vanno in
B, poi C ¢ dilatato in ¢ ed A & dilatato in a. La proiettivita ¢ degenere perché
ab— {A,C} corrisponde un unico punto.

Analogamente per i fasci di centri B e C'. La corrispondenza che alla retta r
passante per A, associa il punto @) € a ¢ una omografia (proiettivita) tra il
fascio di rette di centro A (visto come rette in P?) e la retta a

Quindi ¢:

r—R(R=r"Nna)=1[0,-\p]),YREa

Quindi si puo interpretare come punto corrispondente a una “direzione uscen-
te” da A e individuata da r. Analogamente per b, ¢, B, C. Cioe¢ le rette a, b, c
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(dilatazione di A, B,C) sono costituite da punti corrispondenti a “direzioni
uscenti” da A, B, C rispettivamente.

Se @@ € a, poiché a & contratto in A, possiamo riguardare ) come punto
appartenente alla retta r passante per A

Q—Acy

C’¢ un’applicazione ben definita tra i punti di ¢ e i punti infinitamen-
te vicini ad A. La trasformazione quadratica induce una biezione tra a e
(A) = {punti infinitamente vicini ad A} ~ P! ed ¢ una retta proiettiva perché
parametrizzata dal fascio di rette di centro a.

Vediamo che succede per rette del piano non passanti per A, B e C'. Sia s una
retta non passante per A, B, C. Essa ha equazione

axg + fry +yre =0
con «, B,y # 0. ¢(s) ha equazione:
az1T2 + froTs + YToT1 = 0

che ¢ una conica I passante per A, B,C. Al variare di s tra le rette del piano,
©(s) & sempre una conica passante per A, B e C, perché mancano i termini di
secondo grado rispettivamente in xg, 1, 3.

Se s intersecasse a, b, ¢ rispettivamente nei punti L, M, N.

si avra nella proiettivita ¢

L—-C,M—B/N—A

per cui c’era da aspettarsi che I" passasse per A, B, C.

XY = X¥(2,A, B,C) = {coniche passanti per A, B,C}

& proprio l'insieme delle coniche di equazione p(s). X(2, A, B,C) € PN@2)
¢ lo spazio proiettivo che parametrizza le coniche del piano. X' & un piano
proiettivo di PN(2:2) In PN(22) ]e coordinate sono i coefficienti dell’equazione,
in questo caso [a, §,7]. ¢ induce percid una biezione:

Y

P2 —" > ¥(2,A4,B,0)

[a7577] - [avﬁvﬁy}

v
Sapendo che le coordinate in P? sono i coefficienti di equazioni di rette (s), 2,5

muta rette in coniche passanti per i 3 punti ed & una trasformazione lineare che
si chiama trasformazione quadratica. Nel caso precedente le rette tangenti
a I'in A, B, C corrispondono nella ¢ a s Na,sNb,sN c rispettivamente.
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Teorema 12.31. Fissati i tre punti A =[1,0,0], B =1[0,1,0],C = [0,0,1] del
piano e consideriamo X(2, A, B,C) e fissata la proiettivita

\

:P? - ¥(2,A,B,0C)

<

esiste una trasformazione quadratica p: P? — P? tale che c\;/a provenga da f
(cioé che le trasformazioni quadratiche sono determinate dalle 2,2)

Dim. Si possono considerare A, B, C come i vertici della piramide fondamen-
tale. Siano [1,0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1], perché tutto & invariante per trasformazioni
lineari nel piano. I" ha allora equazione

axiTe + Brors + yrory =0
trasformando mediante la
©: [.Io,xl,SCQ] S P? — {A,B, O} — [$1132,$02132, .’L’Ql‘l] S P?

diventa

azg + Bry +yw2 =0
Quindi per quanto visto prima si rientra nel caso precedente: é deriva da ¢ e
allora 4\,2 induce una trasformazione quadratica ¢. 0O

Definizione 12.32. La trasformazione ¢: P? --s P2 0 un’applicazione che si
ottiene da essa componendola con omografie di P? in se si dice trasformazione
quadratica generale di P2.

Osservazione 52. Ogni retta s non passante per A, B, C ¢é trasformata in una
conica I per A, B,C' e la corrispondenza s — I & una proiettivita. Allora

Pes, P= ﬂri(p(P): ﬂ r
Per @(P)er

dove le 1’ sono coniche. Dunque per trovare ¢(P), basta considerare il fascio
di rette che ¢ mutato in un fascio di coniche; questo ha 4 punti fondamentali:
A, B,C,p(P) e dunque si trova ¢(P).

Definizione 12.33. Una trasformazione quadratica di P2 & una trasformazio-
ne cremoniana di P? se ottenuta componendo proiezioni stereografiche, loro
inverse e omografie.

Teorema 12.34. (di Noéther) Il gruppo di Cremona di P? ¢ generato dalle
trasformazioni quadratiche.

B(P') = Q(P') = PGL(1, K)

Nulla si puo dire per P*.n > 2.
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Dim. L’ uguaglianza B(P') = Q(P!) vale perché Q(P') C B(P'), e d’altra
parte ogni applicazione razionale P! --» P! & un prolungamento e allora un
morfismo. Inoltre la sua inversa & ancora P' --» P! che & un morfismo, quindi
segue che ¢ un isomorfismo. Per quanto riguarda Q(P') = PGL(1, K) si ha
che: ogni omografia di P! in sé ¢ ovunque definita, perché r = rgA =1, ed & un
morfismo analogamente con la sua inversa, dunque segue che € un isomorfismo.
Cid garantisce Q(P') O PGL(1, K) Si puo dimostrare fino a PGL(1,K). Si
puo dimostrare che ¢ si pud ottenere cosi. Infatti sia @ C P? una quadrica
non degenere,

PP eQ:PVP ¢Q,m=P> CP?taleche PP ¢

Siano
Y:Q-—»7m Y Q -7

le proiezioni stereografiche di ) dai punti P e P’ rispettivamente, allora )’
o ¢~! & una trasformazione quadratica generale di m. Sia : P! — P! un
automorfismo dunque ¢, ¢! sono morfismi , quindi

dfo, f1 € Sr(f) tale che ¢: [zg, 1] € P! — [fo(wl,:cg),fl(xo,xl)] e P!

ed dgg, g1 € ST(Z): @~ ! tale che [zg, 2] € P* — [go(zo,xl),gl(xo,xl)] e P!

1

La composta ¢ o ¢p~" & ancora un morfismo, ponendo

o [z, x1]) = [fz‘(go(xm331)791(330’“))}i:o 1
Tnoltre poniamo P (g, 1) = fi(go(wo,$1)791($07$1))¢=0 L siha po el =

idp1, e segue che esiste una funzione

a: [zo,z1] € P' = o[z, 21]) € k¥
tale che

Pi(xzg,21) = 04([:130, mﬂ)xi,i =0,1
perché ¢ o o=t # [Py, P1] = [z, 1]

"y
Fz,i =0,1 = « & costante = degP; =1
i

degP; =nm = n=m = 1= @ ¢ lineare .

D’altra parte ¢ & un’omografia generalizzata e invertibile di P! in sé e quindi
v € PGL(1,k). Dalla precedente osservazione si ha che:
#of

ab

B(PY) = {p: [z, z1] € P* = [azg + bxy, cxo + dz1] € P, cd
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Rimane da dimostrare che tutti e soli gli automorfismi di K(z1) come k
algebra, sono del tipo

a+ bxy
c+ dzxy

ab

p:x € K(xp) --» cd’?éo

S K(Il)l

Infatti si osserva che se ¢: [, 1] € P! — [azg + bxy,cxo + dx1] € P con
ab
cd

birazionale di A! in sé. Dunque ¢: z; € Al --» % € A! e quindi I'au-
tomorfismo * di K(z1) ~ K(P') che si ottiene estendendo per k-linearita

I’applicazione che a x; associa

# 0 & un automorfismo di P', ad esso corrisponde la trasformazione

a+ bry
c+dr

(S K(Z‘l)

Cio prova che gli automorfismi di K (z1) come k-algebra, sono tutti e soli del
tipo suddetto. O



13 Scoppiamento in un punto

L’introduzione della nozione di prodotto tra varieta ci da I’occasione di parlare
di un importante esempio di applicazione birazionale tra varieta.

Sia P} con coordinate omogenee [z, . .., Z,] € IP’Zfl con coordinate omogenee
[Y1,- -, Yn]. In P* x P"~1 si consideri il sottoinsieme chiuso

P = {([z0,  ,&nls [Y1, * »¥n]) € PExPP ™t 2yy; = yiwj con iy j = 1,...,n}.
Sia P = [1,0,...,0] il punto P} e si consideri la proiezione:

p1 P x PP PR
([$07 e aan [yh e ayn]) — [Jf(), T 7x7l]
Definizione 13.1. L’applicazione
o P Py

dove 0 = p1|5 si chiama scoppiamento di P in P.

=

Proposizione 13.2. Pr — o~ Y(P) ¢ una varietd quasi-proiettiva e P —
o~ (P) =P — {P}.

Dim. Sia Q = [ag, ..., a,] € P}, con Q # P, sicche esiste un ¢ = 1,...,n tale
che a; # 0. Allora

_ a; .
[ylv“'vyn}eo—l(Q):}yj:yiﬁ ]:1,...,7”L

?

Dal che si deduce y; # 0. Se si prende a; = y; si ha allora y; = a;. Pertanto
o1 Q) = {([ao, - - -, an], a1, .-, a,])}
Si consideri ’applicazione
7:QEP" —{P} = o HQ) e P" x P!
7 é un morfismo e poiché
(B~ {P}) = P" — o7 !(P)

N

quest’ultimo insieme, che ¢ localmente chiuso in P} x ]P’Z_l, ¢ pure irriducibile,

-1
ed ¢ dunque una varieta. Infine 7 = (U‘ﬁ 71<P>) e cio prova ’asserto. O
o

Osservazione 53. Si ha che 0~1(P) = py ' (P) ~ P}~



161

Si voglia dare un significato geometrico. A tale scopo sia P € P} e si prenda
I'insieme

(P) = {r retta : P €r}.

(P) puo, in maniera naturale, riprendersi come uno spazio proiettivo (n —
1)—dimensionale. Se H ¢ un qualunque iperpiano di P} non contenente P,
I’applicazione

Yg:QEeH —PVQe(P)

& un’omografia non degenere. Per H 'iperpiano d’equazione zy = 0 e scrivendo
esplicitamente la 1 in coordinate omogenee. Sia ora r € (P) una retta luogo
dei punti di P" di coordinate

o = A
T; = pag, i=1,...,n A ek
L’applicazione T ristretta a r — { P} agisce nel modo seguente

T‘T([/\vﬂalv"'vﬂan]) = (M par,...,panl,far, - anl), p €k

sicche se si prolunga 7 in P su r ponendo
7,(P) = ([1,0,...,0],[a1,...,ax])

si ha un morfismo 7,.: r = P, — P". Denotiamo con T = 70N o~ Y(P). In
definitiva otteniamo cosi una applicazione:

wir € (P) = 71,.(P)€a!(P)
Proposizione 13.3. w ¢é un’omografia.

Dim. E ovvio che ogni punto di o~ 1(P) & nella chiusura di qualche sottoin-
sieme di P — o~ 1(P). Si noti infatti che per ogni retta r € (P), 7(r — {P})
& una sottovarieta di P — o~ 1(P), la cui chiusura in P" x P & 7: cio segue
dal fatto che, 7(r — {P}) sta in Py * (w(r)) = P" ed & ivi isomorfa alla retta
7 meno il punto w(r). O

Identificato IF’271 con (P), Pr s presenta come 'insieme delle coppie
(P',r)ePp x (P) =P} x Pyt

tali che P’ € r. Se @ & ancora un punto di P}, possiamo allora definire I'insieme

Prg={(P,r)eP"x (Q)=P"xP"': P er}

Se a & un’omografia di P} in se tale che a(P) > @, & chiaro che « induce una
biezione
a:re(P)—alr)e(Q)
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che e, come facilmente si constata, un’omografia. Resta allora determinato un
isomorfismo

axa: P x (P)=Px PPt - P x (Q) =P x PPt

ed ¢ ovvio che . .
(a x @)(P?) =Pn,.

Dunque P7g ¢ una varietd proiettiva, al pari di P* e o x o induce un
isomorfismo
a': P — Prg

Se og: Prg — P} ¢ la restrizione a P della prima proiezione canonica si ha
che il diagramma

’
e}

Pr —— Py

di | e

pr —— P
é commutativo.
Da quanto visto, tutti gli scoppiamenti di P}’ nei suoi punti sono isomorfi a P}

Sia V' C P™ una varietd quasi—proiettiva, e sia Q € V', e consideriamo
ins -1
Wqo=P5Nno " (V-{Q})
Quest’ultimo insieme ¢ una sottovarieta di IF’”, e
79

WQ ~V - {Q}

Allora W é una sottovarietd chiusa di Iﬁ”é Poniamo

‘7Q = WQ ﬂaél(V).

Proposizione 13.4. Sia XN/Q la trasformata propria di V' nello scoppiamento
di P} Allora Vi é irriducibile ed é localmente chiusa.

Dim.
o5 (V) =05 (V—{QHU{Q}) =o' (V —{Q}) Uc ' (Q)
= Vo =WonNaog' (V)= (Wono ' (V—-{Q}H)U(Weno '(Q))

Se Vg fosse riducibile, poiché (Wono 2 (V—-{Q})) ¢ un aperto di una
componente, ’altra componente dovrebbe essere contenuta in V. Ma

VP e (Wono '(Q)),PeWono 1 (V—{Q}) =Wq
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Quindi non é possibile che ’altra componente sia contenuta in V. Inoltre:
V localmente chiuso in P} = W chiusa in P" = Vg localmente chiuso in P".

Quindi P'applicazione oy, = oq), : XN/Q — V é un morfismo birazionale,
perché ¢ un isomorfismo di Vg — 0‘7%9(@) su V —{Q}, che sono aperti, Allora
ov,q ¢ lo scoppiamento di V in Q. O

Esempio 13.5. Lo scoppiamento di ]P’}€ in ogni suo punto e IP’}C. Infatti
PLCPLxP)=PLx P—PlL={(P,r)eP. x(P)| P er}
ma l'unica retta di (P) é PL, quindi P* = P!

Proposizione 13.6. Sia V' C P™ un sottospazio di dimensione n < m. Se
Q €V, lo scoppiamento og: Vo — V coincide con lo scoppiamento di V = P}

mn Q.

Dim. Possiamo supporre che sia @ = [1,0,...,0] e che V =Pg'  ossia che
V abbia equazioni x,,4+1 = -+ Ty, = 0in P, In P™, I~/Q Ur~1(Q) ha equazioni
miyjzxjyi i,j:l,...,n

Tn41 ::-Tm:O

Si noti ora che ‘~/Q e tutta contenuta nel luogo di equazioni
Yn+1 :...:ym:()

Infatti se P € ‘~/Q e o(P) # @, allora o(P) = |ag,-..,0n,0,...,0], con un
i =0,...,n tale che a; # 0. poiché

a;Y; = a;Y; Jj=1...,n

prendendo j = n+1,...,m, si trovay; =0, j =n+1,...,1. Allora XN/Q e
contenuto nel luogo di equazioni

TilY; = TV h,j=1,...,n (1)
Tpt1 = =Ty, =0 (2)
Ynt1 =" =Ym =0 (3)

poiché ovviamente quest’ultimo ¢ isomorfo allo scoppiamento di P}* in @, se

ne deduce che tali equazioni sono proprio equazioni di Vg e da cio I’asserto.
O
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14 Morfismi finiti.

Siano V, W varieta affini e sia f: V — W un morfismo dominante, sicché
f* i A(W) = A(V) € un omomorfismo di k—algebre. Mediante f*, A(W') pué
identificarsi con il sottoanello f* (A(W)) di A(V).

Definizione 14.1. Il morfismo f & finito se A(V) & integrale su A(W).

Esempio 14.2. Sia V' una quadrica irriducibile di Ay, allora V' ha equazione
del tipo:

f:l'%"—l’nfl (x17'°'7xn71)+f2 (1.17’"7x’n71) =0 (]-)

con fi,fo € k[z1,...,z,—1] di grado 1 e 2 rispettivamente. Consideriamo

la proiezione p di V nell’iperpiano di equazione z,, = 0 dal punto all’infinito

k:[xl, PN ,l‘n]
(f)

E’ ben chiaro che A(V) si ottiene aggiungendo a A=) I'elemento z,, che é

integrale, sicché p é finita.

dell’asse x,, e si noti che p* : klry, -, xp—1] — é un’immersione.
) b

Esempio 14.3. Sia V' una quadrica irriducibile di A di equazione

fzxnfl (xl,...,xn_l)—fg(afl,...,xn_l):O (2)

con f1, fo € klx1, -+ ,2,-1] di grado 1 e 2 rispettivamente. Ragionando allo
stesso modo come nell’esempio precedente, si perviene alla medesima conclu-
sione se f1 € costante non nulla. Se invece f; € affettivamente di primo grado,

p non ¢é finita in quanto é non é pit integrale su A~V Se infatti lo fosse si

1
avrebbe una relazione del tipo:

n n—1
<f2> +a1<f? >+...+an:0
f1 1

(n—1)

con ai,...,a, € a , da cui

ftrafi it anfi =0

Di qui si trarrebbe che Z,(f1) C Z,(f2) sicché fi diventerebbe fo, contro
Iirriducibilitd di V'

Esempio 14.4. Si consideri la cubica piana affine V di equazione xi3 +
x1 — x2 = 0. Se ne consideri la proiezione p sull’asse delle 1. Alla p, che é
un morfismo suriettivo, corrisponde il monomorfismo p*: A — A(V), che
manda x; in x7. Il morfismo p pur essendo suriettivo, con controimmagini di
punti di A' finiti in k, non ¢ finito. Infatti 2o € A(V) non é integrale su A1),
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Esempio 14.5. Si consideri un’ipersuperificie irriducible V' di A} di grado d
e di equazione ridotta

f=ah+ap fi(my, o maa) 4+ fa(@, o 01) =0

sicché la chiusura proiettiva non contiene il punto all’infinito dell’asse x,,. Si
consideri la proiezione p di V sull’iperpiano di equazione x,, = 0 del punto
all’infinito dell’asse x,,. Essa é chiaramente suriettiva e la controimmagine di
ogni punto di A®~! ha al pit ordine d. A p corrisponde il monomorfismo

prr AV o A(V)

k[‘rlv" '7In]

dove A(V) = e p*(x;) = x4, 1 =1,...,n— 1. Poiché ovviamente

z, é integrale su A1 p é un morfismo finito.

Proposizione 14.6. La composizione di morfismi finiti € ancora un morfismo
finito.

Osservazione 54. Se V, W sono varieta affinie f: V — W é un morfismo finito
con dimV = dimW. Infatti ogni elemento di A(V) é algebrico su A(W) e
quindi ogni elemento di K (V) é algebrico su K (W), sicché K(V) e K(W)
hanno lo stesso grado di trascendenza su k.

Allo scopo di dimostare alcune rilevanti proprieta dei morfismi finiti, iniziamo
a dimostrare il seguente lemma:

Lemma 14.7. 7?7 Se un anello B é un modulo di tipo finito su un suo
sottoanello A, e se T € un ideale proprio di A, allora IB # B.

Dim. Sia by,...,b, un sistema di generatori di B su A. Se ZB = B, si
avrebbero soluzioni del tipo

n
b; = Zaijbj a;; € T
j=1

ossia

(aij —dij)bj =0 (3)

M-

1

J

da d il determinante della matrice ||a;; — d;;]|. Dalla (3) si ricava agevolmente
chedb; =0,i=1,...,n sicché dB =0 e quindi d = 0. Ma allora 1 € 7 = A,
il che é assurdo. O

Teorema 14.8. Per un morfismo finito valgono le sequenti proprietd:

(a) ha fibre finite, ossia la controimmagine di ogni punto é un insieme finito;
(b) € suriettivo;
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(¢) é un’applicazione chiusa.

Dim. (a) Sia f: V — W un morfismo finito e sia Q € W e supponiamo V C
A7}. Basta dimostrare che ogni coordinata x;, ¢ = 1,...,n assume nell’insieme
f71(Q) un numero finito di valori. Per le ipotesi si ha, per ogni i = 1,...,n
una soluzione del tipo

2™ 4 by T e by, = 0

con b;; € A(W). Allora se P = (a1,...,a,) € V si ha
07" +bin (Q)a]" ™!+ 4 bim, (Q) = 0

1 =1,...,n, e ci6 prova che a; pud assumere solo un numero finito di valori
perognii=1...n.

(b) Sia Q € W C A™ e supponiamo @ abbia coordinate (by,...,by). Siano
poi y1, ..., Ym le coordinate in A(W). Se f*(y;) = fi (x1,...,2,), allora

VP = (ay,...,a,) EV,P € f1Q) & fi(ay,...,a,) =b; i=1,...,m
Se
mQ:(yl_blv'“vym_bm)

é 'ideale di A(W) corrispondente al punto @, quanto sopra implica che
Pef Q)& g(P)=0 VYgeI=mMuA(V)

Se fosse f~1(Q) = @, allora sarebbe Z = A(V), non essendovi massimali di
A(V) contenenti Z, e, in virtd del lemma, si avrebbe una contraddizione.

(¢) Basta mostrare che se Z C V' ¢é un chiuso irriducibile, anche f(Z) é chiusa.
Si noti allora che

f=1fiz:Z— f(2)
é chiusa. Si ha infatti il seguente diagramma commutativo
AV) —2—  AZ)
fﬁ 7
IB (R
AWy —— A(F(2)
dove «, B sono ovviamente degli epimorfismi. Se g € A(Z) e G € A(V) é tale
che a(G) = g, si ha che G é integrale su A(WW) ossia si ha una relazione del

tipo
G" + f*(a)G" P -+ f (a,) =0

ossia
g +a(f(a) "t +- -+ a(f(an) = 0.

Per la commutativita del diagramma si ha allora
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¢" +f (B(a1))g" "+ + T (Blan)) = 0

il che prova che g é integrale su A ((f(Z))) Ma per la (b) f é suriettivo, ossia
[(2)=f(2). b

E’ opportuno osservare esplicitamente che dalla dimostrazione della (c) del
teorema (14.8) segue che la restrizione ad una sottovarietd di un morfismo
finito é un morfismo finito sulla sua immagine. Il seguente teorema prova che
la proprieta di finitezza per un morfismo é di carattere locale:

Teorema 14.9. Siano V,W wvarietd affini e f: V. — W un morfismo. Sono
equivalenti le sequenti proposizioni:

(a) f € un morfismo finito;
(b) per ogni punto p € W wi é un intorno affine U di P in W tale che
Y U)=U" é affine e f: U — U ¢ finita.

Dim. a = b) Ovvio.
b = a). Cominciamo con l'osservare che se g € A™ e se Uy (g) é Paperto
principale associato a g si ha

fHUw(9)) = Uv(f*(9))

Inoltre tanto Uw (g) quanto Uy (f*(g)) sono aperti affini. Poiché gli aperti
prinicipali di W costituiscono una base per le topologie di W che é compatta,
esistono un numero finito di elementi di A(W), g1, ..., g, tali che i morfismi
indotti da f

fir U = Uy (f*g:) = Ui = Uw(g:)

siano finiti.
Si osservi ora che

OW:) = A (U () = A(WV) | =1,

Ol = AW (7 (6) = A1) [1]

dove, come d’uso, pensiamo f* come identificazione, sicché

ram[E] v}

1
é lapplicazione naturalmente indotta da f*. Per le ipotesi A(V) [} ha una

gi
base finita w;;, i = 1,...,n, j = 1,...,n; sono una base di A(V) su A(W),
mostrando con cié I'asserto, in virtu di una facile applicazione del lemma. Sia
orab e A(V). Per ogni i = 1,...,n si ha per b una rappresentazione del tipo
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n

s
b= Z iy Wi
=19
n
con m; opportuni interi positivi e a;; € A(W). Poiché (N Z, (¢;"") = @,
i=1
non esistono massimali di A(W) che contengono Y = (¢7™,..., gn) sicché

Y = A(W) ed esistono pertanto hy,...,h, € A(W) tali che

i=1

Si ha allora

i=1 i=1

i=1 j=1
Cié prova ’asserto. 0O

Il teorema (14.9) offre lo spunto per una naturale generalizzazione del concetto
di morfismo finito. Infatti si forniscono le seguenti definizioni.

Definizione 14.10. Siano V, W varietd quasi—proiettive, si dira f: V — W
un morfismo affine se

VP € W3U C W intorno aperto affine di P: U’ = f~1(U) affine

Se in pid fiy : U" — U é finito, si dice che f é un morfismo finito.

Naturalmente il teorema (14.8) continua ad essere valido per i morfismi finiti
cosi definiti.

Definizione 14.11. Se Y: V --» W é una applicazione razionale (in partico-
lare un morfismo), si dice che Y é genericamente finita se esiste un aperto U
di W e un aperto U’ di V' entrambe non vuoti tra cui Y induce un morfismo
finito.

Osservazione 55. Un morfismo tra varietd affini é affine. Infatti gli aperti prin-
cipali sono affini e costituiscono una base per la topologia di Zariski. Inoltre la
controimmagine di un aperto principale per un morfismo é ancora un aperto
prinicpale.

Proposizione 14.12. Se f: V — W € affine allora per ogni aperto affine U
di W, f~Y(U) =U" é un aperto affine di V

Dim. Per l'osservazione fatta prima possiamo trovare un numero finito di
fiy.oy fm di elementi di B = O(U) tali che i relativi aperti principali in
U,Ur,...,Upn, che sono affini, siano tali che gli aperti U/ = f~1(U;) di U’
siano affini. Poniamo
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A=0U") A=0U]) AY=0(U/NU)) gi=fiofcA

K2

Per ogni coppia i,j = 1,...,m, i # j, si hanno le catene di morfismi
BL A A A A
essendo

K(U') = K(U)) = K (U/NT) = Q(4) = Q(4") = Q(A™)

K3
Per ogni coppia i,j =1,...,m, i # j, si ha
AV = Ay = A
Dunque ‘ N
he A= he AY
sicché esiste una potenza g;" di g; tale che g/'"h € A7 per ogni j # i, con

j=1,...,m. Poiché A = Ayr%LlAj, essendo U7, ..., U/ un ricoprimento aperto
j=
di U, si ha in definitiva A® C A, ,. L’inclusione opposta é del tutto evidente
sicché A® = A, per ogni i = 1,...,m. Pertanto A4,, é, al pari di A%, una
k—algebra finitamente generata. Ne sia w;; un sistema di generatori di A su
k. A tale scopo si procede come nelle prove del teorema (14.9), dopo aver

osservato che un ideale del tipo (g§,...,g%") in A é tutto A, perché, tramite
f* proviamo che (ff,..., f%m), che gode delle stesse proprietd. Poiché A é

finitamente generato, U’ é affine.

Esempio 14.13. Si consideri la proiezione p;: P! x P! — P!. L’aperto af-
fine A' C P! ha per controimmagine A' x P'che non é affine; se lo fosse
infatti, poiché A! x P! contiene P' come chiuso, P! sarebbe affine, il che é
assurdo.Questo é un esempio di di morfismo non affine.

Esempio 14.14. Si consideri in P™ un’ipersuperficie irriducibile V' di grado
d e se ne consideri la proiezione P da un punto P ¢ V su un iperpiano non
contenente P. Potremo assumere, a meno di cambiamenti di variabili, che
P =0,...,0,1] e Viperpiano sia quello di equazione z, = 0. Allora, tenuto
conto del fatto che P € V, 'equazione ridotta di V' si scrive come

f:$i+ffi_1f1 (oy -y Tp—1) + -+ fa(xo,. .., Tp_1) =0

con f; € S polinomi omogenei di grado pari all’indice. Considerando
Iiperpiano di equazione x; = 0 come iperpiano all’infinito di P™, la parte
affine V; di V ha equazione

e pa U (s i1, L @iy e Bt fa (B0, i1, 1, i1y ey @) = 0

e la p, ristretta a V;, é la proiezione di essa sull’iperpiano affine di equazione
z, = 0 dal punto all’infinito dell’asse x,,. Tale proiezione é un morfismo finito
(14.2,(ii)). Di qui subito si deduce che p é un morfismo finito.
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Proposizione 14.15. Ogni morfismo composto di morfismi finiti € suriettivo.
Inoltre ogni morfismo finito € suriettivo.

Proposizione 14.16. Se f: V — W € un morfismo finito, dimV = dim W,
K (V) risultando un’estensione algebrica di K(W). Similmente sey: V --» W
€ un’applicazione razionale genericamente finita, essa é dominante e K(V)
risulta un’estensione algebrica di K(W), avendosi dimV = dim W.

Lemma 14.17. Sia y: V --» W un’applicazione razionale dominante. Allora
Y € genericamente finita se e solo se y*: K(W) — K(V) € un’estensione
algebrica, ovvero se e solo se dimV = dimW.

Dim. Basta evidentemente ridursi al caso in cui V, W siano affini”. Per ogni
g € K(V), g é algebrico su K(W), quindi su A(W). In particolare ogni g €
A(V) é algebrico su A(W), sicché si ha una relazione del tipo

aog" +arg" "+ +an =0
cona; € A(W),i=0,...,n, ag # 0. Allora

agg" +arg" "+ +ag " an =0

sicché agg é intero in A(W). Sia by, ..., b, un sistema di generatori di A(V)
su k e scegliamo ay,...,a, € A(W) tali che a;b; sia integrale su A(W),
1 =1,...,m. Poniamo poi F' =a;...a, e sia

U=Uw(F) U =Uy(y"(F))
Relativamente al morfismo y: U’ — U si ha I'inclusione che estende y* a:

a0 [4] - a [ 2]

1
Ora un elemento di A(V) [F] é del tipo
b A
Cc = ﬁ con b € (V)

1
Poiché by, ..., by, sono integrali su A(W) [F] , essendo aq,...,a, irriducibili

1
in A(W) {F}’ e poiché k é una espressione razionale intera di by,...,b,, a
1 1
coefficienti in k, ne segue che A(V) [F} ¢ integrale su A(W) {F] . O

7 e y é un morfismo



171

Esempio 14.18. Dalle proposizioni (248) e (249), si deduce che un’ipersuper-
ficie irriducibile V' di P™ ha dimensione n—1. Consideriamo ora una qualunque
proiezione p di V' da un punto P su un iperpiano che non passi per P: p non é
un morfismo ma é solo un’applicazione razionale. Come di commento potremo
supporre P = [0,...,0, 1], iperpiano sia quello di equazione x,, = 0. Se d é il
grado di V', 'equazione ridotta é del tipo

f=a2fa—a (@0 s Tp_1)+ -+ fa(z0,-- s Tn_1) = 0.

Si noti ora che 'aperto
U=P"" = Zy(fa-a)

é senz’altro contenuto in p(V —{P}), sicché p é dominante su P! se f4_, # 0,
ossia se in f compare effettivamente z,,. Se cié non accade, d’altra parte,
p(V —{P}) = Z,(fa), Vipersuperficie risultando un cono di vertice P. In tal
caso p non é certo dominante. Tenendo presente il lemma (14.17), si conclu-
de che la proiezione di un’ipersuperficie su di un iperpiano é sempre gene-
ricamente finita, a meno che non si tratti di un cono che proietta dal suo
vertice.

Teorema 14.19. Sia f: V — W un morfismo dominante della varietd quasi—
proiettiva. Allora f(V') contiene un aperto non vuoto di W.

Dim. Basta evidentemente ridursi al caso in cui V, W siano entrambe affini.
Allora K (V') é un’estensione di K (W). Sia uq, ..., u, una base di trascendenza
di K(V) su K(W): naturalmente ¢ lecito assumere uy,...,u, € A(V). Allora
si ha la catena di inclusioni

AW) S AW) [ur,. .. ur] 2 A(V)
tale che f o a = f*. Si noti che
AW) [ug, ... up] ~ AW) @5 AT

sicché A(W) [uy,...,u,] = A(WxA"). a corrisponde alla proiezione di W x A”
sul primo fattore. Ora a 3 corrisponde un morfismo dominante g: V — W x A"
cui pu6 applicarsi il lemma (14.17). Allora g(V) 2 U, con U aperto non vuoto
di W x A", che potra supporsi principale, ossia

U=Uy, ; (F)con F= > ginauttulr

Girs -+ 0i, € A(W) e dove non tutti i g; ;. sono nulli. Sia ora P € W non
appartenente a U Zw (gi,...;.). E’ allora che esiste qualche Q € W x A" tale
che F(Q) # 0, ossia tale che Q € U, sicché P € p;(U). Dunque p;(U) 2

W — U Zw(gi,...;,.) sicché in definitiva

fV)=p1(9(V) 2p1(U) 2 W = UZw(gi,...i..)

e W —U Zw/(gs,...:,) é un aperto non vuoto di W perché almeno un (g;,..;.)

7

é diverso da 0. O
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Un esempio generale di morfismo finito tra varietd proiettive é fornito dai
morfismi proiezione. sia V' C P" una varietda proiettiva e siano P; un sotto-
spazio di P™ di dimensione 7, P; un sottospazio di P™ di dimensione n —r —1,
sghenito con P1, e supponiamo che Py NV = &. Ma allora serve considerare
la proiezione

p: V=P

di V su Py da Py, la cui immagine V' = p(V) é una varietd di Py. Vale il
seguente teorema

Teorema 14.20. La proiezione p: V- — p(V') € un morfismo finito.

Dim. Poiché ogni proiezione pud pensarsi come composta di proiezioni di
centro un punto, basta ridursi a questo caso. Poiché inoltre la restrizione di
un morfismo finito ad un chiuso é finito, basta evidentemente ridursi al caso
della ipersuperficie, gid esaminati in precedenza. O

Vedremo in seguito come estendere anche alle varietd le condizioni di (14.18). I
Lettore noti solo, per ora, come e perché la stessa dimostrazione del teorema
(14.20) non valga a dimostrare un’omologa osservazione per proiezioni da
centri che intersichino V.

Il teorema (14.19) ha alcune notevoli conseguenze:

Corollario 14.21. Siano fo,...,f1 € Sg") forme linearmente ® indipenden-
ti tali che Zy (fo,...,fr) NV = &, essendo V una varietd di P". Allora il
morfismo

y: PeV = [fo(P),....fs (P)] € P*

€ finito sulla sua immagine.
Dim. Consideriamo ’applicazione di Veronese duale:
Upat P — PN ()

che é un isomorfismo di P™ sulla sua immagine e poniamo V' = v} ,(V).
E chiaro che fo,..., fs provengono, tramite ¥,, 4, da forme lineari Fp,..., F;

linearmente indipendenti in Siv (nd) g g quindi ricondotti al caso in cui d = 1.
Allora y é la restrizione d a V di un’omografia degenere 7 di centro P; che
non interseca V. D’altra parte 7 si pud interpretare come composta di una
proiezione e di un’omografia non degenere. L’asserto segue allora dal teorema
(14.20). O

Corollario 14.22. Per ogni varietd proiettiva V esiste un morfismo finito di
V' su qualche spazio proiettivo.

Dim. Basta comporre proiezioni di punti esterni. O

8 1] Lettore rimuova Dipotesi di indipendenza lineare.
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Osservazione 56. La dimensione dello spazio proiettivo immagine del morfi-
smo finito di V' é ben individuata essendo pari alla dimensione d di V. In altri
termini il corollario (14.22) afferma l’esistenza di un sottospazio Py di P,
essendo V' C P" di dimensione k =n —d — 1, tale che P; NV = &, tale che la
proiezione di V' su un sottospazio Py di dimensione d da P; sia un morfismo
finito.

Corollario 14.23. Sia V' & P™ una varietd proiettiva e sia r il massimo
intero tale che esistano sottospazi di P™ di dimensione r a intersezione vuota
con V. Allorar =n—dimV — 1.

Dim. Resta solo da provare che se r > n — dimV — 1, un sottospazio P; di
dimensione r interseca V. Se infatti cié non fosse, in virti del teorema (14.20)
si avrebbe un morfismo finito : V — P4, e un d’ < dim V, il che é assurdo.
O

I1 corollario (14.22) ha una versione affine classicamente nota come teorema
di normalizzazione di E. Noether.

Corollario 14.24. Per ogni varietd affine V' esiste un morfismo affine di V.
su A%, con d = dimV. Ouvvero, per ogni k—algebra finitamente generata °
A, con trdegpyQ(A)=d, esiste un monomorfismo A9 — A tale che A sia
integrale su A@.

Dim. Si procede come nel caso proiettivo, proiettando successivamente da
punti all’infinito che non appartengono alla chiusura proiettiva di V. O

15 Normalizzazione

Daremo ora un altro importante esempio di morfismo finito. A tale scopo
cominciamo col dare qualche definizione. Prima di tutto si inizi a ricordare il
concetto di anello integralmente chiuso.

Definizione 15.1. Sia A un dominio di integritd, allora si dice essere integral-

mente chiuso ogni elemento integrale del campo delle frazioni K (A) appartiene
a A.

Premesso ci6é possiamo fornire la definizione di varietd affine normale.

Definizione 15.2. Una varietd affine irriducibile X ¢é normale se 'anello
K[X] é integralmente chiuso.

Sia considerata X una varietd affine irriducibile.

Lemma 15.3. K[X] € integralmente chiuso in K(X).

9 priva di divisori dello 0.
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Lemma 15.4. Sia X una varietd affine , allora:
X normale < Op integralmente chiuso VP € X.

Dim. =) Sia X unavarietd normale e sia P € X. Si prenda o € K(X) un
elemento integrale su Op, cioé:

Jai,as,- ,an, € Op:a”+ a0 1+ 4a, =0.

Per definizione, poiché I'insieme Op é cosi costituito:

O ={1: £.9.€ 400) con g(P) 20}

Si ha in particolare

ﬁan—1+...+ﬁ =0
9 gn
e ponendo hg = g192 - * - gn, € moltiplicando entrambi i membri dell’'uguaglian-

za, si ottiene:

o +

hoa™ + hia” P+ 4+ h,=0
dove h; € K[X] e inoltre h;(P) # 0, per ogni ¢. Si moltiplichi per hg_l, si ha:

ba" +hia" "+ by = (hoa)” + (hia) Tt 4+ 4 by, = 0.

Ponendo 8 = hga, risulta che g é integrale su K[X]. Essendo K[X], ipotesi,

integralmente chiuso, allora si ha 5 € K[X]. Se a = hﬁ con ho(P) # 0, quindi
0
a € Op.

<) Se o € K(X) é integrale su K[X], allora

Jay,ag, -+ ,a, € K[X]:a" +a10" 4+ +a, =0.

a;€0p YVPEX=acOp=ac () Op=K[X]
PeX
O

Definizione 15.5. Sia V una varieta quasi—proiettiva, e sia P un punto di V.
Si dice che V' é normale in P se 'anello Oy, p é integralmente chiuso.

Definizione 15.6. Si dice poi che V' é normale, se lo é in ogni suo punto.

Proposizione 15.7. Sia V' una varietd quasi—proiettiva:

(a) se V € affine, V' é normale se e solo se A(V') € integralmente chiuso;
(b) V € normale se e solo se esiste un ricoprimento {U;};ez di aperti affini
normali.
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Dim. La (b) é ovvia. Quanto alla (a) essa segue immediatamente dalla (b) e
dal lemma (?7?). O

Nelle applicazioni é utile avere qualche “criterio di normalitd”. Uno dei
pid semplici ¢ il seguente:

Teorema 15.8 (Criterio di normalizzazione). Ogni dominio a fattorizza-
zione unica € integralmente chiuso.

Dim. Sia A un tal dominio e sia ! € Q(A) integrale, con f, g primi tra loro.
g

Se si ha: .
() o (£) =
g g

con a; € A, allora g divide f™ e dunque f sicché g é incompatibile. O

Esempio 15.9. In applicazione del precedente criterio si ha che A é normale
per ogni n, e quindi tale é P", essendo ricoperto da aperti isomorfi ad A.
Allora la varietd di Veronese sono anch’esse normali, essendo isomorfe a P™.
Anche le varietd di Segre sono normali perché ricoperti da aperti isomorfi a
spazi affini. Quindi ogni quadrica non degenere in P? é normale.

Esempio 15.10. Il cono quadrico V' C P2, di equazione 3 +x3 = 23 é norma-

S@3)
(2% + 23 — 23)
dal teorema. e dal lemma (??). Per provare che S(V') é integralmente chiuso,
si osservi che Q(S(V)) si ottiene aggiungendo a k (zg, x1, 22) le radici del po-
linomio X2 — (2% + %), che ¢ irriducibile su k (zg, x1, z2).Allora ogni elemento
di Q(S(V)) si scrive in unico modo come u + vxs, con u,v € k[xg,x1, T2
similmente ogni elemento di S(V') si scrive in unico modo come u + vzs, con
u, v € k[zo, %1, x2] sicché S(V) é un k [xg, 21, £2] —modulo finitamente genera-
to e dunque S(V') é integrale su k [zg, 21, x2]. Ora sia a = u+vzg € Q(S(V))
integrale su S(V'). Per ovvie transitivitd di dipendenza integrale (cfr. lemma
14.17), « é integrale su k [xg, z1, 22], € il suo polinomio minimo é

le. Infatti S(V) = ¢ integralmente chiuso, sicché ’asserto segue

(X —u—ovz3) (X —u+ozs) = X* —2uX + (u® —0v*(2] +23)).

Pertanto u € k[zg,x1, 2], v2(23 + 23) € k|xo,z1,72). Poiché 22 + 22 =
(acl + \/—1:52) (acl — \/—1332), ne segue v € k [zg, x1, 23], sicché o € S(V).

Ecco esempi di varietd non normali:

Esempio 15.11. Le cubiche piane proiettive di equazioni xoz? + 23 e z3x¢ =
x%(z1). Infatti per entrambe, se ne consideri la proprietd affine in P? — Z,, (o).
Si tratta delle due curve di A? V4, Vs di equazioni 22 + 23, 3 = 22 (21 + 1).

Ora A(V1) non é integralmente chiuso, poiché — é soluzione dell’equazione
T2
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X2 — T9 = 0
ma non sta in A(V7). similmente per A(V3), 2 verifica l’equazione
&
X2 (21 +1)=0
ma non sta in A(V2).

Definizione 15.12. Una varieta proiettiva V' é proiettivamente normale se
S(V) é normale.

Esempio 15.13. P™ é proiettivamente normale.

Esempio 15.14. Anche le varieta di Veronese V;, 4 sono proiettivamente nor-
mali: infatti S(V,, q4) = % S((IZ) e quest’ultimo anello é integralmente chiuso
a=0

come il Lettore verifichera facilmente, tenendo conto che S(™ é integralmente
chiuso. Similmente si verifica che le varieta di Segre sono proiettivamente nor-
mali. come si é visto in (iii) anche i cono quadrici in P® sono proiettivamente
normali.

Ogni varieta proiettivamente normale é anche normale; vi sono varieta proiet-
tive isomorfe di cui una proiettivamente normale, I’altra no, sicché la proiet-
tiva normalitd non é un carattere intrinseco, ma dipende dall’immersione. Si
consideri infatti la curva razionale normale Vi 4 di P* immagine del morfismo

) 1 4 .3 2,2 3 2] pd
v14: [To,x1] EP — [wo,xoxl,xoxl,xoxl,xl]P

e se ne consideri la proiezione V' dal punto [0,0, 1,0, 0] nell’iperpiano x5 = 0.
Tale proiezione é un isomorfismo. Infatti il morfismo inverso é dato da
vg1(ao0,a1) € Va1 seag #0

_ 3 _
P =(a0,a1,a2,03) € P {U4,1(a2,a3) € Vi1 seaz #0
Tuttavia V, a differenza di V41, non é proiettivamente normale. Infatti in
S(V) si ha la relazione
(r123)? = z12524
T1x

il che comporta che % sia integrale in S(V). se stesse in S(V), poiché

2
S(V) é quadrato, si avrebbe z1x35 = x2f, con f lineare, e cioé del tipo f =
apTo + ai1r1 + asxs + azws. Esisterebbe allora una quadrica con equazione del
tipo

r123 = T2(aoxo + a121 + 2Tz + azr3)
contenente V. Ma ci6 é assurdo. Si avrebbe infatti, per ogni [xg,z1] € P!,

2 2 4 3 3 4
Tor] = aoxy + a1x5x1 + a2x0x] + a3x
Definizione 15.15. Sia V una varieta quasi-proiettiva. (V’,y) é una norma-
lizzazione di V' se V' é una varietd normale e y: V/ — V é un morfismo finito
e birazionale.
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Allo scopo di provare l'esistenza della normalizzazione per le varietd affini,
enunceremo il seguente teorema.

Teorema 15.16. (di finitezza della chiusura integrale). Siab =k [t1,... 5]
una k—algebra finitamente generata, priva di divisori dello zero, L = Q(B) =
k(ti,...,ts) e K una estensione finita di L. La chiusura integrale A di B in
K ¢ un B—modulo di tipo finito.

Da questo teorema segue:
Teorema 15.17. Sia V una varietd affine. Allora:

(a) esiste una normalizzazione (V' y) di V che gode delle sequenti proprietd:
(a1) se W é una varietd affine e g: W — V € un morfismo finito e
birazionale, esiste un unico morfismo h: V.— W tale che il diagramma

v’ (1)
N
w — 1%
commuti.

(az) se W e una varietd affine normale, g: W — V€ un morfismo
dominante, esiste un unico morfismo h: W — V' tale che il diagramma

W (2)

N
Vv
@
commuti.

(b) Sep: V' = V € ancora una normalizzazione, allora esiste un isomorfismo
g: V' = V" tale che il diagramma

V/

V/

9 e
%4

commudti.

Dim. Dal teorema (15.16) segue che la chiusura integrale B di A(V) é una
k—algebra finitamente generata e va di divisori dello zero. Esiste allora una
varietd affine V' tale che B = A(V”) e, corrispondentemente, si ha un morfismo
birazionale, ovviamente finito y: V' — V. (V' y) é una normalizzazione di V.
Se W verifica la tesi di (a1), si ha un’inclusione A(V) C A(W) C K(V).
Poiché A(WW) é integrale su A(V), si ha allora una induzione A(W) C 1B =
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A(V") e corrispondentemente si ha il morfismo h: V! — W che commuta il
diagramma (1). Se poi W é una varietd che verifica le ipotesi di (ag), si ha
KWV)CK(W)eAV)C AW).Se f € B=A(V'), f € K(W) ed é integrale
su A(V), quindi é integrale su A(W), e pertanto f € A(W). Si ha allora
A(V') C A(W) e corrispondentemente si ha un morfismo h: W — V' che
commuta il diagramma (2). La (b) segue subito da (a;) e (az). O

Esempio 15.18. Le cubiche affini di A2, V;, V5 di equazioni rispettive

2 _ .3
] = T5 x

(V) )

_,2_ .3
=T =T

non sono normali, come visto nel (15.9), (iv). Consideriamo i morfismi
dominanti
yite Al = (8,¢7) ey

yprte Al 5 (B -1, —t) e V?

che corrispondono a monomorfismi
y’f: f(.%‘l,:L‘Q) c A(Vl) — f (t3,t2) c k’[t]

ys: flzr,22) € A(Va) — f (t—1,£° —t) € k[t].

Poiché V7 V5 sono razionali si hanno le relazioni:
A(V;) CEklt] = K(Vi) = Q(A(V;))

per i = 1,2. Inoltre k[t] é integrale su A(V;): infatti ¢ é integrale su A(V;)
(cfr.15.9, (iv)). Infine k[t] é integralmente chiuso, in quanto dominio a fatto-
rizzazione unica. Ossia k[t] é la chiusura integrale su A(V;) e le due coppie
(211, 1), (;12, y2) sono normalizzazioni di V4, V3 rispettivamente. 11 Lettore os-
servi che altre normalizzazioni (essenzialmente uguali a queste in virtd della
(b) del teorema (15.17)), si erano ottenute in mediante scoppiamenti.

L’insieme dei punti P di una varieta quasi—proiettiva tali che V' é non normale
in P é un chiuso proprio di che si denota con N (V). Sia infatti U un aperto
affine di V e ne sia (U, y) la normalizzazione. Esistono allora non vuoti di U e
U’ isomorfi e ci6 implica che esistono punti di U, e quindi di V', normali per U
e per V. Se P é un tale punto, sia ancora U un aperto affine con P e sia (U’,y)
la normalizzazione di U. Sia P’ un qualche punto di U’ tale che Y(P’) = P.
Allora y*Z OUJJ — OU/yp/ un morfismo e Q(OU,P) = Q(OU/7P/) = K(V) e
Oy printegralmente chiuso. Allora y* é un isomorfismo. Esistono pid di un
aperto di U contenente P e un aperto di U’ contente tra cui y induce un
isomorfismo. Quindi esiste un intorno di P costituito di punti in cui V é

normale. Anche per le varietd quasi—proiettive potrebbe stabilirsi un teorema
di normalizzazione analogo al (15.17).
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16 Ramificazioni

Si affronti un’ulteriore questione: dato un morfismo finito f: V. — W tra
varietd quasi—protettive, cosa si pud dire in merito all’ordine delle fibre di f7
Cominciamo dando una definizione.

Definizione 16.1. Sia y: V --» W un’applicazione razionale genericamente
finita, sicché y*: K(W) — K (V) sia un’estensione algebrica. Prende nome
grado di y, e lo denoteremo con degy, il grado di tale estensione. Diremo che
poi y é separabile, o inseparabile, se tale é I’estensione suddetta.

Teorema 16.2. Sia f: V — W un morfismo finito di varietd quasi—proiettive,
con W normale. Allora per ogni P € W, la fibre f~1(P) ha ordine al piti deg f.

Dim. Ovviamente possiamo ridurci al caso in cui V, W siano entrambe affini.
Poniamo

AV)=A AW)=1B K=Q(A) =K(V)
L=Q(B)=KW) [K:Ll=degf=n
Se a € A C K, poiché A é integro su B e B é integralmente chiuso, é facile

verificare (cfr. complementi), che il polinomio minimo di a su L ha coefficienti
in B. Poniamo ora

fﬁl(P):{Qla"'aQM}

e scegliamo un elemento a € A tale che a(Q1),...,a(Q,) siano valori distinti
di k. L’esistenza di a si mostra provando che, se V' C A™ esiste un polino-
mio F € A™ che assume valori distinti in Q1,...,Q@m. Lo si dimostra per

induzione su m. E banale se m = 1. Se m > 1, sia F} un siffatto polinomio
relativo a Q1,...,Qm—1. Se F1(Q,,) é diverso da F1(Q;), i = 1,...,m — 1,
basta prendere F' = Fy. Se F1(Q,,) é invece uguale ad ¢ dei valori Fy(Q;),
i=1,...,m—1, sia G un polinomio, certo esistente, tale che

G(Qi) =0 i=1,....m—1eG(Qn) #0

Basta allora prendere F' = F + aG, con a € A opportuno: infatti F(Q;) =
F5(Q;) sono un numero finito di k, mentre

ne sono un numero infinito, al variare di a. Sia allora P(T") € B[T] il polinomio
minimo di ovviamente h = deg P(T) < [K: L] = n. Se

PT)=T"+a,T" ' 4+---+a, ,a,€B
consideriamo il polinomio su k
P(T)=T" 4+ a,(P)T" ' + -+ an(P)

ovviamente esso ha m radici distinte A(Q1), ..., a(Qm) sicché m <h <n. O
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Definizione 16.3. Un morfismo finito f: V' — W di varietd quasi—proiettive
si dice non diramato in un punto P € W se l'ordine della fibra f~(P) é
uguale al grado del morfismo; se cié non accade, si dice che f é diramato in
P. P si dice un punto di diramazione per f.

Teorema 16.4. Sia f: V — W un morfismo finito di varietd quasi—proiettive,
con W normale. Allora:

(a) se f € inseparabile, f é diramato in ogni punto W;
(b) se f € separabile, i punti di diramazione per f in quasto caso costituiscono
un chiuso proprio di W.

Dim. Conserviamo le notazioni della dimostrazione del teorema (16.2). Sia Q
un punto in cui f non é diramato. allora h = n e P(T) ha n radici distinte. Cié
equivale a dire che il discriminante D(P) di P(T), ossia il risultante di P(T)
di ﬁ/(T) non sia nullo. Si consideri allora il discriminante D(P) € B di P(T).
Poiché D(P) = D(P)(Q), deve essere D(P) # 0. Ora, se f é inseparabile ci6 é
assurdo il che prova la (a). Se f é inseparabile, avendosi D(P)(Q) # 0, esiste
un intorno aperto U di @ in W, tale che per ogni Q' € U, sia D(P)(Q’) # 0.
Poiché le soluzioni dell’equazione

" +(11(Q/)Tn71 4 +an(Ql) =0

sono proprio i valori che a assume nei punti di f~(Q’), ne segue che in
tutti i punti di U, f non é diramata. Resta da far vedere che esistono in
questo caso punti in cui f é non diramata. Si noti che 'estensione L — K é
separabile, e quindi, per il teorema dell’elemento primitivo, esiste un o € B
tale che K = L(«). Se P(T) € BI[T] é il relativo polinomio minimo, si ha
deg P(T) =n e D(P) # 0 per la separabilitd dell’estensione. Esiste allora un
punto @ € W tale che D(P)(Q) # 0 e @ é un punto di non ramificazione. O

Esempio 16.5. Il morfismo di normalizzazione di A! sulla curva 23 = 23 — 2%

(cfr.15.18) é birazionale e dunque ha grado 1, tutte le fibre hanno ordine 1
tranne quelle del punto (0,0) che ha ordine 2. Dunque il teorema (16.2) non
vale se si sopprime 'ipotesi che W sia normale.

Se y: V --» W ¢é un’applicazione razionale genericamente finita, esiste un
aperto massimo U C W tale che esiste un aperto U’ C W tale che y induce
un morfismo finito di U’ su U. Poniamo Z; = W — U e sia Z5 la chiusura in
W dell’insieme dei punti di diramazione di y: U’ — U. Z = Z; U Z5 si dice
ancora

17 Dimensione

Fino a questo punto sono state introdotte due differenti nozioni di dimensione
per le varietd quasi—proiettive: una topologica e una algebrica.
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Per il resto poco é noto sia sull’'una che sull’altra nozione, tranne un certo
numero di esempi, e sulle relazioni che sussistono.
Di questo parleremo ora. Ma dapprima riassumiamo le cose fin qui note.

1. Se V é una varietd quasi—proiettiva e U ne é un aperto non vuoto, dim V' =
dim U,

2. dimP" = dim A™ = n, in particolare ogni varietd ridotta ad un punto ha
dimensione zero e viceversa;

3. Se Ve W sono varietd quasi—proiettive, dimV x W =dimV + dim W,

4. ogni ipersuperficie irriducibile di P ha dimensione n — 1, come si ricava
dal teorema (14.20);

5. seV g P™ é una varietd proiettiva e r é il massimo intero tale che esistono

sottospazi di P™ di dimensione r a intersezione vuota con V, allora r =
n—dimV — 1.

Il primo passo della nostra indagine, consiste nell’invertire la proprieta (4). Il
punto di partenza é il seguente lemma:s:

Lemma 17.1. Siano V, W wvarietd quasi—proiettive con W C V. Allora dim W #
dimV. Se poi W € chiusa in'V e dimW = dimV, allora V=W. 0O

Dim. Basta ridursi, in virtd di (1), al caso in cui V, W siano affini. Allora sup-
poniamo W C V C A", sicché A(V) e A(W) sono generati, quali k—algebre,
da x1,...,2,. Sia m = dim V. Allora per ogni (m + 1)—pla di elementi di
{z1,... 20}, sla 2,...,21,,,,, in A(V) é algebricamente dipendente. Ci6
significa che esiste un polinomio non nullo F' € k[Ty,...,T,,+1] tale che

F((Eil,...itierl) EIA(V) QIA(W)

Dunque F (z;,,...,21,,,,) = 0 anche in A(W), cioé z;,,...,z1,, ., sono alge-
bricamente dipendenti in A(W). Ci6 implica che dim W < m = dim V.
Supponiamo ora dim W = m, con W chiuso in V. E possibile allora scegliere
m funzioni coordinate e supponiamo siano le prime m, algebricamente indi-
pendenti in A(V'). Ripetendo il ragionamento gid fatto prima, si verifica che
esse sono algebricamente indipendenti anche in A(W). Sia ora f € Z4o(W);
f(z1,...,x,) pud essere considerato quale elemento di A(V), e , come tale,
dipende da x1,...,x,,, ossia esiste una relazione del tipo

ao(xla"'axm)fl+"'+al(1‘17"'71:711):0

dove il polinomio a primo membro si pué supporre non nullo e irriducibile,
sicché si pué assumere che a; (z1,...,Tm) # 0 in A(V) e dunque in A™),
Tuttavia la relazione precedente vale anche in A(W), che é quoziente di A(V)
modulo Zyy (V) e in A(W), é f = 0. Allora in A(W) é a; (x1,...,2m) = 0.
Ma in A(W), 1, ...,z sono algebricamente indipendenti, sicché si avrebbe
a; = 0 in A™ che é una contraddizione. Allora Z,(W) C Z,(V) e quindi
V=w. O
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Teorema 17.2. Ogni varietd di dimensione n—1 in A™ o in P™ e un’ipersu-
perficie irriducibile.

Dim. Basta riferirsi ad una varieta V' di dimensione n —1 in A". Esiste allora
un polinomio irriducibile f € Z,(V), essendo Z,(V) un ideale primo di A™).
Allora V C Z,(f) e Zo(f) & una varieta irriducibile di dimensione n —1 in cui
V' & chiusa. Basta allora applicare il lemma (17.1). O

Il passo successivo della nostra indagine consiste nello studio dell’intersezione
di una varieta affine o proiettiva con un’ipersuperficie. Premettiamo il seguente
lemma semplice:

Lemma 17.3. Sia A un anello privo di divisori dello zero, contenente A(™)
e integro su di esse. Siano z,y € A1) — {0} primi tra loro, z € A tali che x
divida yz in A. Allora esiste un m > 0 tale che x divida 2™ in A.

Dim. Si abbia zw = yz in A | e sia
F(T)=T +bT" "+ +b

il polinomio minimo di w su Q(A™), si ha b; € A™ | i = 1,...,1. Poiché
z = (%) we € Q(A™), anche il polinomio minimo di z su Q(A(™)) ha
grado [. Inoltre si ha:

O = F(w) :F<%z) = (%)lzl—i-bl (%)171ZZ_1+.”+()1

sicche il polinomio minimo di z e

l l
G(T) = (;) F (%T) . gblTH Fot (z) by

x

si ha (@) b; € AN e poiché z,y sono primi tra loro, y* divide b;. Dalla
relazione G(Z) = 0 si ha allora che z divide Z!. O

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente teorema:

Teorema 17.4. Sia V C P"™ una varieta con n = dimV > 1 e H un’ipersu-
perficie non contenente V. Allora ciascuna componente irriducibile di HN'V
ha dimensione n — 1.

Dim. Poniamo V) = HNV. V(Y & un insieme algebrico non vuoto (14 (iii)).
Senz’altro esiste una ipersuperficie H(!) non contenente nessuna delle compo-
nenti irriducibili di VY. Allora V® = H®O NV ¢ un insieme algebrico vuo-
to, oppure tale che ciascuna sua componente irriducibile e strettamente conte-
nuta in qualche componente irriducibile di V(). Ripetendo tale ragionamento,
si ottiene una successione di insiemi algebrici
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V=vOoyhoy@ ... oy® yith 5

tale che Vit = v () n _H(i), dove H® & un’ipersuperficie che non contiene
alcuna componente di V#). Sia ora n; la massima dimensione delle componenti
irriducibili di V®. Si ha allora per il lemma (17.1)

n>ng>ng > >N >Ny
sicche senz’altro V(1) = & Cid significa che
VAHNHY N...nH™ = &

Siano allora
f0:07f1 :077fn:O

rispettivamente le equazioni di H, HW ... H(™ Dal ragionamento che pre-
cede si ha che fy,..., f, possono assumersi dello stesso grado: cio infatti
senz’altro vero per fi,..., fa, poiché H® i = 1,... n, deve soddisfare la
sola ipotesi di non contenere alcuna componente di V()| sicche di tali ipersu-
perficie ne esistono di ogni grado. Basta allora prendere f, ..., f, dello stesso
grado di fy. Poiché Z, (fo,....fn) NV = &, I'applicazione

p: PeV = [fo(P),..., fn(P) P

& un morfismo finito, di V' sulla sua immagine. Ma (V') & un chiuso di P" e
dim (V) = dimV = n, sicche (V) = P". Ora se fosse ny < n— 1, si avrebbe
V) =g equindi VNHN---NH" Y = @, ossia Z,(fo,..., fu_1) NV = 2.
Cio significherebbe che [0,...,0,1] &€ ©(V) il che ¢ assurdo. Si ha dunque
ny = n — 1, e quindi esiste qualche componente di V(1) di dimensione n — 1.
Mostriamo ora, per concludere, che ciascuna di tali componenti ha dimensione
almeno n — 1. A tale scopo si consideri in P I'aperto affine U; su cui z; # 0
e si ponga
Vi = cpfl(Uj) conj=0,...,n

Mostreremo che ogni componente di V(1) NV; ha dimensione almeno n—1 per
ogni j = 0,...,n il che provera I'asserto. Basta a tale scopo riferirsi al caso
j = n. Poniamo allora

fi

aiH:—i:O,...,n—l

fn

e consideriamo la restrizone di ¢ a Vj data da:
p: PeV,— (a1(P),...,an(P)) € A"

che & un morfismo finito. Mostriamo allora che la restrizione di as, . . ., a, a cia-
scuna delle componenti di V1) = Zy,(a1), sono algebricamente indipendenti.
A tale scopo sia P (Ts,...,T,) € k[Iy,...,T,] un polinomio non identica-
mente nullo. Va dunque provato che P (ag,...,a,) non si annulla su alcuna
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componente di Zy,(a1). Per far cido basta provare che, se per @ € A(V) si ha
Q- Plag,...,an) =0su VW allora Q =0 su VM, Infatti se P (as,...,a,)
fosse nullo su una comoponente di V(1) basterebbe scegliere Q nulle sulle
altre ma non in queste e P (ag,...,a,) @ = 0 su V1) senza che fosse Q = 0
su V. Applicando il teorema degli zeri, si & dunque ricondotti a dimostrare
che se a; divide (QP (aq, .. .,an))2 in A(V) per qualche [ > 0, allora esiste
un m > 0 tale che a; divide Q™ in A(V'). Cio segue dal lemma (17.3), ove si
prenda

A=A(V) r=n T =a y=P(Ty,...,T,) z2=Q
O

Il precedente teorema ha alcune notevoli conseguenze.

Corollario 17.5. Sia V. C P™ una varieta proiettiva n—dimensionale e siano
fis..., fr 7 forme in S . Allora ogni componente di V N Zp(frs--, fr) ha
dimensione non minore di n — r. In particolare

T'Snivmzp(flw-wf?”)#@

Se V invece é solo quasi—proiettva, quanto sopra continua a valere, perché
VinZz,(fr,..., fr) # 2.

Dim. Se V' ¢ proiettiva, I'asserto segue dall’uso reiterato del teorema (17.4).
Se V' & quasi—proiettiva, V' & aperto in V. D’altra parte

VNZy (fi,. o o) = (VN Zy(fr,.... fr) NV

Allora o VN Z,(f1,..., fr) = @ oppure ciascuna sua componente ¢ un aperto
di una componente una componente di V' N Z,(f1,..., fr) e si puo applicare
quanto visto nel caso V' proiettiva. O

Corollario 17.6. Siano V,W C PN warieta quasi-proiettive di dimensioni
n,m con N < n+m. Allora se VW # &, per ogni componente Z di VW
edimZ >n+m—N.

Dim. Basta ridursi ovviamente al caso in cui V, W siano affini. Allora
VNniWw=(VxW)NnA

, dove A ¢ la diagonale di AN x AN. D’altra parte A & definito in AN x AN =
A%N da N equazioni lineari. Basta dunque applicare il corollario (17.5). O

Corollario 17.7. Su una varieta quasi—proiettiva V' esistono sottovarieta di

ogni dimensione s =0,...,dimV e anzi dimV = sup {dimW} + 1.
wev

Dim. Ovvia. 0O
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Corollario 17.8. Se V' ¢é una varieta quasi—proiettiva, allora dimV = dim; V.

Dim. Dalla stessa dimostrazione del teorema (17.4) segue che se n = dim 'V,
esiste una catena di sottovarieta

V=vO0O>sy®5...oyn

con V™ ridotta ad un punto, sicche dim; V' > n. D’altra parte, dal lemma
(17.1) segue subito che dim; V <n. 0O

Corollario 17.9. Se V ¢ una varietd quasi—proiettiva di dimensione n e W
ne e una sottovarieta di codimensione r, esiste una catena di sottovarieta

V:V(O)QV(1)2~'2V(T):W

Dim. Se W =V non c’e nulla da provare. Altrimenti sia H un’ipersuperficie
di P™ D V, tale che H D W. Allora sia V1) una delle componenti di H NV
contenenti W. Avendosi dim V1) = n — 1 tale procedimento puo ripetersi al
fine di trovare le catene richieste. O

Corollario 17.10. Se V ¢ una varieta quasi—proiettiva di dimensione n e W
ne € una sottovarieta di codimensione r si ha dimy O, = 7.

Dim. L’asserto segue dalla definizione di dimensione Krull di un anello e dal
precedente corollario. 0O

Definizione 17.11. Sia V' C P" una varieta quasi—proiettiva, e sia Z C V un
sottoinsieme algebrico di V' tale che ogni sua componente abbia codimensione
rin V. Si dice che Z & intersezione completa insiemistica in V se esistono

delle forme fi,..., f, € S™ tali che Z =V N Z,(f1,-- -, fr)-

Definizione 17.12. Se V' C P*(V C A™) & una varietd proiettiva (affine) e
Z C 'V é definito come sopra, si dice che Z ¢ un’intersezione completa in
VseZIpz(V) (Zz(V)) & generato da r elementi di S(V) (di A(V))

Osservazione 57. E chiaro che ogni intersezione completa ¢ pure intersezione
completa insiemistica, ma non vale il viceversa come si vedra dagli esempi che
seguono:

Esempio 17.13. Sia Z il sottoinsieme di P2 costituito da tre punti non alli-
neati; Z non & intersezione completa in P!. Infatti Zp(Z) contiene tre quadriche
linearmente indipendenti come forme di grado minimo. Cio il Lettore lo ve-
rifichera agevolmente supponendo, come lecito, che i tre punti siano i vertici
della piramide fondamentale.

Esempio 17.14. Sia Z un insieme finito di punti di A2, Z ¢ intersezione com-
pleta insiemistica in A2. Infatti & sempre possibile, con eventuale cambiamento
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di coordinate, supporre che i punti di Z, P, ..., P, abbiamo le prime coordi-
nate tutte distinte. Sia allora P; = (a;,b;), i = 1,...,n. Esiste un polinomio

f(x;) € AW tale che f(a;) = b;. Basta prendere f(x;) = > ib; P;(x1), con
1

(1 —ai—1) ... (21 —apn)(z1 — aip1) .. (21 — ap)

Film) = (a; —a1)...(a; — ai—1)(a; — ait1) ... (a; — an)

E allora chiaro che Z = Z,(x9 — f(z1), [11—y (1 — as)).

Osservazione 58. Visto Z in P?, si ha

Z, <zgegf—1x2 — f@), [J(@ - mo)) =z u{[0,1,0]}

=1

Di qui si deduce che se S & un sottoinsieme finito di P? tale che esiste un
punto P € S tale che non esistono coppie di punti di S — {P} allineati con P,
allora S e intersezione completa insiemistica. In particolare il sottoinsieme di
P? considerato nell’esempio (290) & intersezione completa insiemistica.

Esempio 17.15. Ragionando come nell’esempio (290) si verifica che la cubi-
ca gobba di P? non ¢ intersezione completa. Si & invece visto che la cubica
gobba affine & intersezione completa in A3. Inoltre la cubica gobba proiettiva
¢ intersezione completa insiemistica. Per verificare quanto fatto, cominciamo
col mettere in luce una semplice circostanza di natura puramente algebrica.
Sia

M=]|... ...

una matrice su un campo e poniamo

ailr ... Qin-—1 ai;p ... Qin ail ... Ain—1
My=| ... ... ... |\ My=| ... ... ... |, Ms=]|......

Gp—11 -+ Gp—1n—1 ap—11 -+ Gp—1n Apl ... Ann-—1

Allora se det M = det My = 0, si ha rank M3 < n—1 oppure rank My < n—1.
Suggeriamo infatti che rank Ms = n — 1. Allora il sistema lineare omogeneo

& equivalente a quello costituito dalle prime n — 1 equazioni, il quale, a sua
volta, ha un’unica soluzione definita a meno di un fattore di proporzionalita,
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e costituito dai minori d’ordine n — 1 di M, presi a segni alterni. Poiché
det My = 0, tale soluzione ¢ del tipo (by,...,b,—1,0). Si ha allora

antbi +--+arn-1bp—1 =0

anlbl +---+ ann—lbn—l =0

con by,...,b,—1 non tutti nulli: di ogni segue rank Ms < n. Di qui si trova
subito che la cubica gobba & intersezione completa insiemistica. Si consideri
infatti la matrice

Zo T1 T2
M = T, T2 T3
T2 23 f

dove f € una qualunque forma lineare. Allora, con le stesse notazioni di prima,
se in un punto di P? si ha

det M = det My = 0 = rank My < 2 oppure rank Mz < 2

Ma My = Ms e rank M € proprio ’equazione matriciale della cubica gobba
di P3, che risulta quindi intersezione della cubica di equazione det M = 0 e
del cono quadrico di equazione det My = 0.

Esempio 17.16. Vi sono curve di A% che non sono intersezioni complete. L’in-
sieme algebrico riducibile costituito dall’unione dei tre assi coordinati di A3. Il
Lettore constatera che esso non ¢ intersezione completa con un ragionamento
analogo a quello svolto in (290). Inoltre anche 'immagine V' del morfismo

prte Al — (£8,14,1°) € A®

non € un intersezione completa.
Si noti che V' & un sottoinsieme algebrico di A%, ovviamente irriducibile: si
tratta infatti della parte affine della immagine del morfismo

Y [\ e Pt — [)\SMQ,A4M, A5,u5] ep3

V non ¢ intersezione completa. Si cominci col notare infatti che V & non
degenere, perche se un iperpiano di equazione

ag + a1x1 + asxs + asrs =0
contenesse V, si avrebbe
ag =+ a1t3 + a2t4 + a3t5 = 0

per ogni t € k, sicche sarebbe ag = a; = a2 = az = 0. Similmente si verifica
che I'unica quadrica in Z,(V) & quella di equazione F = 2% — z123 = 0.
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Supponiamo ora V sia intersezione completa, sicche Z,(V) = (f, g). Come
dianzi, si verifica che ogni polinomio in Z,(V'), e dunque anche f, g, manca dei
termini di grado zero e uno. Allora, decomponendo in componenti omogenee,
si ha:

f=h+f+... s g=Gg2+9gs+...

Se i polinomi B
f=f+..  g=g3+...
non sono proporzionali, si perviene ad un assurdo. Infatti dovendo essere
F=Af+ By (1)
ed essendo F' omogeneo, A e B dovrebbero essere costanti, perche

F=Aof+ Bog+ (A— Ag)f + (B — By)g

e (A— Ap)f + (B — Bp)g ha componenti omogenee di gradi superiori a 2.
D’altra parte, se A, B sono costanti e verificano la (1) si ha

F = Afs + Bgo + Af + By

con Af—|— Bg = 0 per gli stessi motivi di cui dianzi, e pertanto f, g sono
proporzionali. Puo allora assumersi, che uno dei due polinomi f, g sia uguale
a fo 0 a go, ossia a F'. Supponiamo pertanto

f=h+f+... g=F

Notiamo ora che in Z,(V) vi sono i polinomi di terzo grado G = 23wy — 23,
H = zox3 — x:f Dovendo essere

G =Af +Bf = Agfo + BoF + ...

deve aversi
—x3 = Ao fa + Bo(x3 — z123)

Puo allora assumersi Ag =1 e
fo= fxg — By(x2 — z123)
D’altra parte, deve pure aversi
H=Af+BF=Ayfs+B\F+...

siccheé zox3 dovrebbe essere combinazione lineare di F = 23 — xyx3 e di
fo = —2% — Bo(23 — 23) il che ¢ assurdo.

Esempio 17.17. Sia @ una quadrica in P3 ¢ L C @ una retta: 2; non &
intersezione completa in ). Si noti infatti che L & intersezione completa in
P3, in quanto Zp(L) & generato da 2 forme lineari, sicche Zp 1,(Q) & generato
dalle immagini di tali due forme in S(Q).
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L’ultimo esempio suggerisce la seguente constatazione generale: se F' € un’i-
persuperficie irriducibile in P" e V' C F' & una varieta di codimen-
sione 1 in F, che sia intersezione completa in P" V & intersezione
completa in F' se e solo se uno dei generatori di Zp(V) pud assu-
mersi coincidente con un polinomio che, eguagliato a zero, fornisce
un’equazione ridotta di F'.

Osservazione 59. Se @ € un cono, ogni retta di (), pur non essendo intersezione
completa in @), ¢ intersezione completa insiemistica: della elementare verifica
di cio la lasciamo al Lettore. Se invece @) € non degenere, le rette di ) non sono
neanche intersezioni complete insiemistiche. E noto infatti che, se L, L’ sono
rette di Q, esiste una omografia di P? che muta Q insé e L in I’. Sicche se L &
intersezione completa insiemistica, tale ¢ pure L'. Ma se L e L' appartengono
allo stesso sistema, si ha LN L' = @ e d’altra parte esisteranno due polinomi
omogenei f, f' € S tali che L = Z,(f) N Q, L' = Z,(f') N Q, sicche si
avrebbe Q N Z,(f, f') = @, contro il corollario (17.5).

Proposizione 17.18. Se H ¢ un insieme algebrico contenuto nella varieta
di Veronese Vi, q e ogni componente del quale ha codimensione 1, allora H ¢
intersezione completa insiemistica in Vy, 4.

Dim. Basta evidentemente ridursi al caso in cui H & irriducibile. Allora
v, Z(H ) & un’ipersuperficie irriducibile H’ di grado m in P", e quindi di equa-

zione f =0, con f € S,(,?). D’altra parte, esiste un F' € k[v;,,.;,] omogeneo
di grado m, tale che O, q(F) = fe H =V, 4N Z,(F). O

Non ¢ invece detto che H sia intersezione completa in V,, 4: basta pensare ai
punti in Vi 4 e tenere presente ’esempio (291).

Proposizione 17.19. Sia V' una varieta quasi—proiettiva di dimensione n,
e siano f1,...,fr € OV). Se Zy(f1,...,fr) # @ ogni sua componente
irriducibile ha dimensione non minore di n —r.

Dim. Cid segue subito dal corollario (17.5) e dal fatto che, localmente, si ha
fi= %7 i=1,...,r con P;, Py forme dello stesso grado, sicche Zy (f1,..., fr)
localmente si scrive come VN Z,(Py,...,P). O

Vogliamo ora indagare come si comporta la dimensione rispetto ai morfismi
tra varieta. A tale proposito vale il seguente fondamentale teorema:

Teorema 17.20. Siano V,W warieta di dimensioni rispettive n,m e sia
f: V= W un morfismo dominante. Allora si ha:

(a) n > m e per ogni punto P € f(V), ogni componente irriducibile di Vp =
f~Y(P) ha dimensione non minore di n —m;

(b) esiste un aperto non vuoto U C f(V') tale che per ogni punto P € U, ogni
componente irriducibile di Vp ha dimensione n — m.
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Dim. Sia P un punto di W. Essendo il problema di natura locale, possiamo
supporre V affine, e dunque V' C A, Per la dimostrazione del teorema (17.4)

2 (n)
e per il corollario (17.9), possiamo allora trovare m polinomi f1, ..., fi, €A

tale che W N Z,(f1,..., fm) ={P}.
Ma allora, posto

g =f(fi)=fiofeOV)coni=1,...,m

si ha Vp = Zy(g1,...,9m) sicche la (a) segue da (22.ii) Per provare ora la
(b), partiamo dal caso in cui V,W siano varieta affini. Ad f corrisponde il
monomorfismo di k—algebre

ffAW) = A(V)
che s’estende a quello di campi
ffoKW) = K(V)

Ovviamente K(V') ha grado di trascendenza n —m su K(W). Allora tra i
generatori di A(V) su k, t1,...,tx vi sono delle (n — m)—ple di generatori
algebricamente indipendenti su K (W) e quindi su A(W). Sia ¢;,,...,t di
tali (n — m)—ple. Esistono dunque polinomi non nulli

In—m

Filln—nﬂ(T) S A(W) [tiu . 7tin—m] [T] per 1 = 17 - ,N,i # ij

con Fy, (t;) = 0 Poniamo

H.infmfl,’i
Fil‘..in,m,i(T) = Qag,; (til e tin—m) Tli + -+ ali,i (til e tinfm)

Per le ipotesi possiamo supporre ag; (ti,...,ti,_,.) € AW) [ti,,... ti,_..]
non identicamente nullo. Consideriamo ora il chiuso

Xi,. 2 W

ln—m,i

costituito dai punti P € W tali che i polinomi
ap,; (th cee atin_m) €k [tila s 7tin—m]

dedotto da ag; calcolandone i coefficienti, elementi di A(W), in P, siano iden-
ticamente nulli. Ovviamente X;,..., ;€ un chiuso proprio di W, e dunque
altrettanto accade per

X =UX,;,. ;

cAp—m b

ove I'unione va effettuata su tutti gli 4, e su tutte le (n —m)—ple di generatori
di A(V) algebricamente indipendenti su A(W). Sia infine U C f(V)N(W —X)
un aperto e Z una componente irriducibile di Vp. Le ¢; sono 'immagini di ¢; in
A(Z), ed & chiaro che ty,...,tx generano A(Z) su k. D’altra parte, in virtu di
(a), esistono almeno n —m elementi di ¢1,. .., fy algebricamente indipendenti
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su k, e supponiamo siano 1, ...%,_m. E allora ovvio che t1,...,ty_m SONo
algebricamente indipendenti in A(V'). poiché i polinomi @ ; sono non nulli in
P, sihaag, (fl, . ,fn,m) # 0 sicche F1. p—m.i(t;) =0, con Fy._,; # 0. Da
cio segue che dim Z é minore od uguale a n — m. Dalla (a) segue I’asserto.
Quanto al caso generale, sia Uy un aperto affine di W, e sia {Us ;}i=1,....m un
ricoprimento di aperti affini di f~(Uy). Per ognii = 1,...,m esiste un’aperto
non vuoto U/ C Uy N f(V), tali che per ogni P € U/, ogni componente di
Vp N Uy ,; ha dimensione n — m. Dunque

U:ﬁw
=1

U verifica asserto. 0O

Anche questo teorema ha alcuni notevoli corollari:

Corollario 17.21. Siano V, W wvarieta proiettive di dimensioni rispettive n,m
e sia f:V — W un morfismo suriettivo. Per ogni interol =n—m,...,n i
sottoinsiemi Wy costituiti dai punti P € W tali che V}, abbia una componente
di dimensione almeno 1, sono chiusi in W.

Dim. Per il teorema (17.20), W, ,,, = W e vi ¢ un chiuso X C W tale che
W, C X per [ > n —m. Supponiamo allora | > n —m e W; # &. Per provare
che W e chiuso, basta provare che lo ¢ la sua intersezione con ciascuna com-
ponente irriducibile di X. Supponiamo allora X irriducibile, e siano Y7,..., Y}
le componenti irriducibili di f~1(x) tali che

fi=fv,:Yi—= X

sia dominante, e quindi suriettiva poiché V' & proiettiva. Se l < dim Y; —dim X
per qualche ¢ = 1,..., h in virtu del teorema (17.20) si ha W; = X. Se invece
perogni ¢ = 1,...,h, I > dimY;, | > dimY; — dim X, W; & contenuta in
un sottoinsieme chiuso proprio di X. Reiterando allora il ragionamento, si
perviene all’asserto. O

Corollario 17.22. Siano V, W wvarieta proiettive ed f: V — W un morfismo.
Sia inoltre Z un chiuso di 'V tale che f(Z) = W e che per ogni P € W,
Z, =V, N Z € irriducibile, di dimensione costante al variare di P. Allora Z
e irriducibile e dim Z = dim Z, + dim W.

Dim. Poniamo n = dim Z,, m = dim W. Sia
Z=71U---UZp
una decomposizione irriducibile di Z in componenti irriducibili. Poiché f(Z) =

W,
3Z1,...,7Z; componenti di Z: f(Z;) =W,i=1,...,1
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mentre f(Z;) & un chiuso proprio di W, per ¢ =1+ 1,...,h. Sia U I'aperto
non vuoto di W dato da W — (U?:lﬂf(Zi)). Per ogni i = 1,...,1, e per ogni
P € U, denotiamo con n;(P) la massima dimensione di una componente di
Vp N Z;, e denotiamo ancora con n; il minimo di n;(P) al variare di P in U.
In virti del teorema (17.20),

U’ c U aperto non vuoto : VP € U’ n; =ny(P)i=1,...,1

Inoltre
PeU=Z,=(V,NZ)U---U(V,NZ)

sicche
H=1,...,l(i=1):Z,=V,NZ

Si prenda per esempio ¢ = 1. Ma allora n; = n, cosicche dim Z; = n + m.
Allora per ogni P € W, si ha che la dimensione di ogni componente di Z; NV,
vale almeno n. D’altra parte, essendo V, N Z; C Z,, si ha 'uguaglianza, e
dunque 71 = 7. 0O

Esempio 17.23. Sia V' C P"™ una varieta proiettiva e sia p la proiezione di
V' su un sottospazio Py da un centro IP; tale che Py NV = @. Abbiamo visto
che p(V) & una sottovarieta di Py, e che anzi il morfismo p: V. — p(V') &
finito, sicche dimV = dimp(V). La varieta p~! (p(V)) = W é detta cono
(proiettivo) su V di vertice P;: la nozione di cono introdotta ¢ di questa un
caso particolare. Ovviamente si ha W = PLEJV(]P’l V P). Vi ¢ inoltre un morfismo

naturale, restrizione di p, p: W — Py — p(V') tale che per ogni P € p(V),
pHP)=PvP-P
Poiché W —P; & un aperto non vuoto di W, e dimp~'(P) = dimP; + 1, si ha
dimW =dimV +dimP; + 1

Proposizione 17.24. Per una varietd affine di V', si ha dimV = dim; A(V).
Invece, se V' & una varietd proiettiva, é dimV = dimpS(V) — 1.

Dim. Se V. C P", si pensi P* immerso in P"*! come iperpiano all’infinito di
A"t e si consideri il cono affine V’ su V' di vertice 0, la cui chiusura in P*+! &
il cono proiettivo. Si ha allora, per 'esempio (17.23), dim V' = dimV +1. Ma
A(V') = 8(V), perche Z,(V') = Z,(V) e da cid segue quanto prima asserito.

In applicazione dei risultati di questo paragrafo, forniamo qualche comple-
mento di teoria dell’eliminazione. A tale scopo riprendiamo le notazioni
precedenti, e poniamo, per brevita 3= (nidy, ..., dy) = PNd) ... PN(dn)

Proposizione 17.25. [l chiuso Z (n;dy,...,dy) di > (n;,dy,...,dy) & irri-
ducibile. O
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Dim. Si consideri I' (n;dy,...,dn) C > (n;dy,...,dn) x P?, formato dalle
coppie ((Hy,...,Hp),P) taliche P € HiN---NHy. I'(n;dy,...,dp) & chiuso
in > (n;dy,...,dp) X N™: della facile verifica di questa circostanza lasciamo
la cura al Lettore. Inoltre il morfismo

P2 F(n;dl,...,dh)%IF’"

e chiaramente suriettivo. Per ogni punto P € P" si consideri infatti 'iperpiano
S (n;dy, P) di PN(4i) costituito da tutte le ipersuperficie H € PN (™) tali
che P € N. E chiaro allora che

Py (P) =Y (nidy,P) x -+ x Y (n;dp, P)
Dunque per ogni P € P*, p, }(P) ¢ irriducibile, di dimensione
N(n,d1) —1+4---+ N(n,dy) —1=N(n,dy) +---+ N(n,dp) — h

Applicando il corollario (17.22) si puo affermare che I' (n;dy, ..., dp) & irridu-
cibile. Poiché
Z (nydy,...,dp) =p1 (I (n;dy, ..., dp))

ne segue la sua irriducibilita. 0O
Da cié consegue che
COdimZ(n;dl,...,dh)Z (Tl, dla R dh) >h—n (2)

Tale relazione non é significativa se h < n. In effetti in tal caso, in virtu del
corollario (17.5), si puo affermare che Z (n;dy,...,dn) = > (n;dy;...;dp).
Sia allora h > n; mostriamo che in tal caso in (2) vale 'uguaglianza. A tale
scopo, in virtu del teorema (17.20), basta mostrare che esiste un

3(Hy,...,Hy) € Z(nydy,....dp): pyt (Hy,..., Hy) C T (n;dy,. .., dy)

ovvero basta esibire h polinomi omogenei di gradi dy,...,d, che ammettono
delle soluzioni non banali, e che tali soluzioni siano in numero finito. Poiché
h > n possono essere x‘fl ey xi”, xﬁ”*l, e xzh, che ammettono 'unica solu-
zione [1,0,...,0]. Il primo caso interessante & dunque quello h = n+1, laddove
codimy~(n:dy ,....dns1)Z(nsds,..dn_1) = 1. Di tale caso intendiamo approfondire

lo studio.

Teorema 17.26. Le varieta di codimensione 1 in P™ X --- X P™ sono tutte e
sole le sottovarieta definite in P™ x --- x P™ da un’equazione del tipo f =0,
con f €P Sy, e non costante, irriducibile.

Dim. Dato infatti un polinomio f siffatto, si ponga Z;(f) = V, e dimostriamo
che dimV =nqy+---+n, — 1. Si osservi che f & del tipo f (gl, ... ,g") dove

z',..., 2" sono coordinate omogenee in P!, ... P"r rispettivamente. Poiché f
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non e costante, in f compaiono effettivamente le variabili di uno almeno di tali
gruppi; supponiamo ad esempio che f sia non costante nelle z”. Consideriamo
poi la proiezione

p: V=P x... x Pt

P=([a'],....[a""]) eP™ x--- x P! = p~{(P) C {P} x P™
di equazione f (a',...,a""!, 2") =0 in P", sicche o & tutto {P} x P"" o ne &
una ipersuperficie, o & vuota. Il primo si presenta solo se f (gl, coa gr)

¢ identicamente nullo, cosa che , per le ipotesi fatte su f, puo accadere solo
se P appartiene ad un chiuso proprio di P™ x --- x P" =1, ]l terzo caso puo
accadere solo se f (a',...,a" !, z") ¢ una costante non nulla in ", il che non
puo accadere, stanti le ipotesi su f. Poiché V e irriducibile, per il teorema
(17.20) si ha dimV = ny +- - -+ n, — 1. Il viceversa si prova esattamente come
il teorema (17.2). O

Proposizione 17.27. Fissiamo unt=1,...,n+ 1, la proiezione

Di: Z(nadla cee 7dn+1) — Z (n;d17 s adifladi+17 s 7d’ﬂ+1)
€ un morfismo suriettivo.

Dim. Fissato un punto
(Hl, .. ~7Hi—1;Hi+la .. .,Hn+1) S Z (n, dl, e 7di_1,di+1, e ,dn+1)

risulta HyN---NH;,_1NH;y1N---NH,y1 # & per il corollario (17.5); allora
per ogni punto Pe HyN---NH,_1NH;y1N...Hy41,

pit (Hiyoo o Hioy Hir,y oo Ho) C{(Hy, .o Himy, Higy oo Hypg ) px PV 000

isomorfo a PN(™di)  contiene > (n;d;, P), ed & quindi non vuoto. Di pil,
possono verificarsi soltanto le seguenti due eventualita:
(a) HiN---NH;_1NH;11N---NH,11 & un insieme finito { Py, ..., P}, e allora
l
p; (HiN--NH;_yNHip NN Hyyq) @ dato da U 3 (nidi, Py), che
1=

& un'ipersuperficie riducibile in PN (7di).
(b) HiN-+-NH;_1NH;41N- - -NH, 41 possiede qualche componente irriducibile
di dimensione positiva, e allora

p;t(Hy,yooo Hiy, Higa, o Hyyq) = P00
In virtn del teorema (17.20), esiste un aperto non vuoto
U - Z(nadla .. 'adifladi+17' . 'ad’n+1)

tale che per ogni (Hy,...,H;—1,H;y1,... Hyy1) € U si verifica la (a) e non
la (b). Cio reca un’interessante precisazione al corollario (17.5) , nel caso in
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cui V = P". Precisamente si ha che, se r < n, esiste un aperto non vuo-
to U di > (n;dy,...,d,) tale che per ogni (Hy,...,H,.) € U ogni compo-
nente irriducibile di H; N --- N H, ha dimensione esattamente n — r. Cio si
é provato per r = n con i ragionamenti effettuati dianzi; per provarlo per
r < n si puo procedere per induzione discendente. Sia allora vera la cosa per
> (n;dy,...,dr41) e sia U’ Paperto non vuoto di Y (n;dy, ..., d,y1) tale che
per ogni (Hy,...,H,y1) € U’, ogni componente di H; N--- N H,11 abbia
dimensione n — r — 1. Poiché la proiezione

P> (nidy,... der) =Y (nidy, ... dy)

¢ suriettiva, ppr ¢ dominante, sicche esiste un aperto non vuoto U C
> (n;dy,...,d,) tale che p~*(U) C U’. Per ogni (Hy,...,H,) € U esiste
un H,41 € > (n;d,y4+1) tale che ogni componente di H; N---N H,4;1 abbia
dimensione n —r — 1. Allora ogni componente di H; N---N H, ha dimensione
n —r, per il corollario (17.5). O

Tornando allo studio di Z (n;dy,...,d,+1), possiamo allora precisare che, det-
te z',..., 2"t le coordinate omogenee in PN(%d1)  PN(dni1) prigpettiva-
mente, esiste un polinomio irriducibile pluriomogeneo, non costante, definito
a meno del prodotto per una costante non nulla, R (gl, e ,Q"H), tale che
Z (nydy,...,dpy1) = Zs(R). Il polinomio R & detto polinomio risultante
di n 4+ 1 polinomi in n + 1 indeterminante di gradi dy,...,dp+1 a coefficienti
indeterminati. Il suo annullarsi & condizione necessaria e sufficiente perché un
sistema di tali forme abbia una soluzione non banale.

Proposizione 17.28. R non e costante rispetto a nessun gruppo di variabili
zhi=1,...,n+1.

Dim. Se U & I’aperto non vuoto di > (n;dy,...,di—1,dit1,--.,dpt1) in cui

si verfica la (a), per ogni (Hy,...,Hi—1,Hit1,...,Hpy1) € U, se H; = [@’] in
PN(udi) 5 =1, ... i—1,i+1,...,n+ 1, equazione

R(a',....,d" " 2 a"",...,a") =0
l

definisce I'ipersuperficie ‘U1 > (n;d;, Py) di PN (mdi) - con
Jj=

{Pl,...,PT}:H1ﬂ'-'mHi_lﬂHi+1ﬂ"'ﬂHn+1

Si ha allora che, detto o il grado di R sulle variabili ?, o; > . In definitiva
si ottiene allora che «; € non minore del massimo ordine di un isieme finito di
punti che sia intersezione di ipersuperficie di grado dy, ..., d;—1,di41, ..., dpy1-
In particolare si ha

(673 Z d1~-~di—1di+1---dn+1 (3)

Infatti se si prende H; riducibile a d; iperpiani distinti presi in modo oppor-
tuno, j = 1,...,i— 1,7+ 1,...,n + 1 & facile constatare, e di cio lasciamo
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il compito al Lettore, che H1 N---N H;—1 N Hjy1 N --- N H,41 € costitui-
to didy...di—1dit1...dps+1 punti distinti. Vogliamo ora provare che in (3)
vale, di fatto, 'uguaglianza. A tale scopo ragioniamo come segue. Fissiamo
un qualunque intero positivo d, si pud considerare (n; do, ... 7dN(md)) con
di =d,i=0...., N(n,d). Siano z le coordinate omgenee in PN  sicche
z & un vettore d’ordine N(n,d) + 1 su k, non nullo. Se (Ho, . HN(n,d)) S
> (n; do, ..., dN(n’d)) e se H; = [z;], la matrice

Lo

M =
LN (n,d)

¢ quadrata d’ordine N(n,d) + 1, sicche il suo determinante A(n,d) & un’e-
spressione razionale intera in ), . .. TN (n,d) in cui anzi, z, ... LN (n,q) COM-
paiono linearmente. A(n,d) pud dunque considerarsi come un polinomio plu-
riomogeneo in Ty, ..., Ty (y,,q), Ovviamente irriducibile. II suo luogo di zeri
in " (n;do,...,dnn,q) & una sottovarietd di codimensione 1, denotata con
D(n,d): geometricamente essa rappresenta le (N (n,d)+ 1) —ple di ipersu-
perficie generalizzate di grado d in P", che, quali punti di PY(™% non sono
linearmente indipendenti, ossia sono contenute in qualche sottospazio proiet-
tivo proprio di PN Si noti che, per d = 1, N(n,d) = d e D(n,d) coincide
con Z (n;1,...,1); allora A(n,d) coincide con R (n;1,...,1). O

Ma torniamo allo studio di R (n;ds,...,d,+1) in generale. Poniamo d = ds +
-+« +dpy1 —n+ 1, ed osserviamo che i monomi distinti con coefficienti 1 e
grado d in xg,...,x, godono della proprieta che almeno uno x; vi compare
con grado d;11. Allora quei monomi si ottengono tutti, e una sola volta, sotto
la forma x?’i“
che:

Wi, © = 0,...,n dove pu; € un monomio di grado d — d;4+1 tale

(a) se i =0, non & tenuto a soddisfare ulteriori condizioni;
(b) se i =1, contiene zg a grado < d; — 1;
(c) sei=2, contiene x; a grado < dj41 — 1, j =0, 1;

Si noti che i monomi del tipo u, sono in numero di dy,...,d,. Sia ora v; il
numero dei monomi p;, sicche

vo+--+v;=N(n,d) +1

Denotiamo inoltre con M; ;, 7 = 1,...,v;, i monomi del tipo u;, e con H; ;
I'ipersuperficie generalizzata di P", di grado d —d;1, e di equazione M; ; = 0.
Consideriamo infine il morfismo

G > (nidy,. . dpg) = PV o PN

N(n,d)+1volte
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(Hla sy Hn—i—l) — (H1+HO,15 sy H1+H0,l/07 o 7H7L+1+Hn,1a s 7Hn+1+Hn,y")
Se H; = [a'] e PN(™dd) j =1 ... n+1, allora

6 (@) ) = (2o v

dove z; sono funzioni lineari di a',...,a""! escriveremo pertanto z; = z,(d?).
Ora & chiaro che ¢»~1(D(n,d)) & un chiuso di codimensione 1, e precisamente
e definito dall’equazione

An,d) (2o, s 2y (@) =0

Quest’ultima non ¢ identicamente nulla perche ¥ =1 (A(n,d)) € > (nydi, ..., dpy1):
si noti infatti che se H; ha equazione 2% |, (Hy, ..., Hyy1) € ¥~ (D(n,d)).
Ora ¢ chiaro che ¥~ (D(n,d)) 2 Z(n;dy,...,dnt1), sicche R divide

Ap = An,d) (zo(2?), ..., xxma(2’))

D’altra parte, quest’ultimo polinomio ha in z' grado v_;, come subito si
constata , e quindi in z"*t!' grado di,...,d,. Ne segue allora che a, <
dy ...d,. Scambiando I’ordine delle variabili * si prova similmente che o; <
dy...di—1diy1...dp11, € da cio si ha 'uguaglianza in (3).

E bene osservare esplicitamente che, dalle argomentazioni che precedono, si
trae una rilevante conseguenza

Teorema 17.29. (Teorema di Lasker) Se (Hy,...,Hp41) € Z(n;dy, ..., dpy1),
e H; ha equazione f; = 0, lideale (f1,..., fn+1) contiene (SL)™, per m >
d1+"'+dn+1 7TL+1

Dim. Si considerino infatti i polinomi Ay, ..., A,_1, analoghi a A, ottenuti
cambiando le voci delle variabili z?. Allora R coincide col massimo comune
divisore D di Ay, ..., A,. Infatti R divide D, e ha grado non minore di quello
di D in ogni gruppo di variabili, com’¢ possibile constatare. Allora se R # 0,
esiste qualche A; # 0 e , tenendo presente 'interpretazione geometrica dei
luoghi Zs(4;), si ha lasserto. 0O

Corollario 17.30. Il massimo numero finito di punti a comune di n ipersu-
perficie generalizzate di gradi dy, . ..,d, in P™ vale dy,...,d,. Nel cason = 2
st ottiene cosi un’ulteriore precisazione della formulazione debole del teorema
di Bezout.

Osservazione 60. Sen = 1, R & proprio il polinomio risultante definito nel §1,
il quale risulta cosi irriducibile.

Di tale polinomio risultante vogliamo ora dare un’altra forma. Si noti che
PN(d) — P ¢ che si ha un morfismo suriettivo:
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Y: Pl x oo x PEx P x oo x PU 5 PN o pN(dz) — pdu y pda

d,—volte

d;—volte

((Pla"'anl)7(@17"'7@(12)) — (P1+"'+Pd27 Q1++Qd2)

Supponiamo che sull’i—simo fattore Py ; di P* x - -- x P! siano [A), Al] le coor-
—_——

di—volte

dinate omogenee, e che sul j—esimo fattore P, ; di P! x ... x P! siano [ué, u}}
—_———
d>—volte
le coordinate omogenee. Allora 1) ([ . /\Zl] , [ug,u{]) . ¢ la coppia di
=1,....,d1
j=1,..., do

ipersuperficie generalizzate di P! di equazione

di
f(xo,21) = H (Noz1 — Aizg) =0
i=1
d 4
g(zo, 1) = (uf)xl — /ﬂlxl) =0
j=1
Xg, di f[Yo,...,Yy, dig] sono espressioni

Si noti che i coefficienti Xj,..., X4
razionali intere lineari di A} |di p%] Porremo allora

s = 0, e ,dl
t=0,...,ds

Xs = %0\2)
Yy = yi(uf)

Il chiuso v~ (Z (1;dy, d2)) & ovviamente propio in (P! x --- x P1)x (P! x --- x P1)
di—volte da—volte

ed ha codimensione 1, avendo equazione
R (Nowd) =R (X, (A% () =0

Si noti che il polinomio R ha grado ds nelle A}, e grado d; nelle ui. Si consideri
ora Daltro chiuso di (P! x --- x P1) x (P! x --- x P!), definto dall’equazione

d,—volte de—volte

dv da ds ds
75( Z,ui) =1I11 (Aéu{ - A’iu(’i) = (D" o (e x) =] f (ué’u{) =0
i=1j=1 i=1 j=1
Si noti che anche il polinomio ’ﬁ, al pari di R ha grado dz nelle A\ e grado d;
nelle 1], E ben chiaro che Z(R) C 1 (Z (1;dy,dy)) = Z4(R). Ma inoltre R
¢ riducibile in dyds fattori, lineari in entrambe le A%, Mgw e quindi irriducibili:
e chiaro che il luogo di zeri di ciascuno di tali fattori lineari & contenuto in
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Z,(R), sicche R ¢ divisibile per ognuno di essi. Poiché questi fattori lineari
sono tutti fra loro distinti, R ¢ divisibile anche per il loro prodotto e dunque
R.

Supponiamo ora char H = 0 e fissata una ipersuperficie generalizzata per H

di P™ di grado d > 1, ne sia f (zg,...,2,) = 0 un’equazione. Ad H restano
associate n + 1 ipersuperficie generalizzate HY,...,H] di grado d — 1, e di
equazioni rispettive
of
! .
= ——(20,...,%n) =0 1=0,...,n. 4
Fl= 2 @) (4)

Si ha cosi un’applicazione naturale

m: HePVNmd gy . H)) e PNMd=D ..oy pN(d=1)

n+1-—volte

che, com’e facile verificare, ¢ un morfismo. Il chiuso 7= (Z (n;d — 1,...,d — 1))
& proprio in PN (™). infatti la ipersuperficie H di equazione

zi 4+ =0 (5)

e tale che m(H) ¢ Z (n;d—1,...,d —1). D’altra parte, ragionando come di
consueto, si verifica che 771 (Z (n;d — 1,...,d — 1)) ha codimensione 1, la sua

equazione essendo
D(n,d)(z) = R (z},...,2,) =0

dove R (ﬁ, . ,gﬁ) ¢ il polinomio risultante di n + 1 polinomi omogenei di
grado d — 1 in n + 1 incognite, z sono le coordinate di PN ¢ i sono
le coordinate del punto di PV(4=1) corrispondente all’ipersuperficie H], se
H = [z].

Definizione 17.31. Il polinomio D(n,d) si dice polinomio discriminan-
te del polinomio di grado d in m + 1 incognite a coeflicienti indetermi-
nati, e 7~ (Z (n;d—1,...,d — 1)) si denota ancora con D(n,d) e si dice
ipersuperficie discriminante di PV (%4,

Osservazione 61. Se d = 2. le coordinate in PN(™2) sono (@] e

i,j=0,....n
i<j

D(n,2) = det |mij‘i,j:0,...7n
Dunque geometricamente D(n,2) rappresenta l'insieme delle quadriche dege-
neri in PN (2),

Conserviamo le notazioni precedenti e cominciamo col supporren > 1. Se H €
PN(d) ed & riducibile, esiste certo un punto P € H tale che o P appartenga
a una componente multipla di H oppure P appartenga a due componenti
inducibili distinte di H. Il Lettore verifichera agevolmente che allora P €
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Hyn---NH/, sicche H € D(n,d). Similmente se n = 1, e H possiede qualche
componente multipla, H € D(1,d). Pertanto sono propri i chiusi costituiti
delle ipersuperficie di PV (%) con componenti multiple, e quelli costituiti dalle
ipersuperficie riducibile se n > 1. Il Lettore verifichera agevolmente che cio
vale anche in caratteristica positiva. A tale scopo si suggerisce di fornire per
ogni n e d un esempio di ipersuperficie generalizzata di equazione f = 0 tale
che non esistono soluzioni del sistema f = 2L = ... = 2L — 0. Pern=2¢

dxo oy,
p che divide d (che & il caso rilevante), ma p 7% 3, si puo considerare

d—1 d—1 a1
f(xo, w1, 22) = zox{ " + 3125 " + 222§

Se p = 3 si puo prendere il suddetto polinomio piu il monomio ,To.%‘ll'giz.
Concludiamo osservando che alcuni dei risultati provati in questo paragrafo
hanno interessanti ed importanti interpretazioni algebriche. E ad esempio noto
il seguente teorema di algebra commutativa:

Teorema 17.32. Sia k un campo, B un dominio di integrita che sia finita-
mente generato come k—algebra. Allora:

(a) dimy B egquaglia il grado di trascendenze di Q(B) su k;
(b) per ogni ideale primo Tin B si ha:
. B )
altezza(Z) + dim 7= dim B.
Il lettore puo agevolmente dedurre tale teorema dai risultati di questo para-
grafo. Sono inoltre ben noti i seguenti teoremi:

Teorema 17.33. (di Krull sull’ideale principale) Sia A un anello noe-
theriano e sia f € A un elemento che non sia né divisore dello zero, né
inwvertibile. Allora ogni primo minimale contenente f ha altezza 1.

Teorema 17.34. Sia A un dominio noetheriano. A é a fattorizzazione unica
se e solo se ogni ideale primo di altezza 1 é principale.

Il teorema (17.2) pud interpretarsi come applicazione di tali teoremi.

18 Varieta di Grassmann: definizione e prime proprieta

Le varieta di Grassmann sono oggetti interessanti di studio nella geometria
algebrica. Sia char K # 2 e fissati gli interi m > 0,n > 0, con m < n, si
consideri il seguente insieme:

G(n,m) ={Z <P} :dimZ =m}

I'insieme dei sottospazi di dimensione m di P}. Fissato un elemento V €
G(n,m), ne restano determinate, come s’¢ visto precedentemente le coordinate
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. . . . 1n <4
grassmaniane. (p]-0 < jm) e le coordinate grassmaniane duali (plo...lnfm—l)’ che

sono entrambi vettori numerici d’ordine

M(n+m)+1= ("H >

n—m

non nulli, su k, definiti a meno di un fattore di proporzionalita e fra loro
proporzionali. L’applicazione

Gnm: V€ Gy = [p;,25,.] € BMO™

che coincide con l'altra
foSi g "
Gnym V€ Gnm) = [p nm j:| e pPM)(n.m)

¢ dunque ben definita e iniettiva. L’insieme Gy, ) immagine di G, ,,) trami-
te gn.m ¢ dunque un sottoinsieme di PM (™) che ¢ in corrispondenza biunivoca
con Gp,m)-

Sinoti che, dato V' € G, 1), resta determinato il sottospazio V di P" costituito
da tutti gli iperpiani che contengono V. Ovviamente si ha dimV =n—-m—1
e le coordinate grassmaniane duali di V non sono altro che le coordinate
grassmaniane di V. Di qui segue che

g(n,m) = g(n—m—l,m)

E pure opportuno tenere presente la seguente interpretazione algebrica di
G(n,m) - Si riguardi A" come uno spazio vettoriale, sicche A™T1 A" & uno
spazio vettoriale di dimensione M (n,m) + 1, e dunque pud riguardarsi come
un AMm)+1 5 cui punti sono tensori alternanti m + 1 volte controvarianti
su AntL

Definizione 18.1. Un tensore T' € AM(»™)+1 non nullo, si dice decompo-
nibile, se
Jag, ..., a,, € A" taliche T =aygA---Aa,,

Osservazione 62.1 tensori decomponibili generano A™TTA"*! come spazio
vettoriale, ossia non sono contenuti in alcun sottospazio proprio.

G(n,m) PuoO anche riguardarsi in modo naturale, come 'insieme dei sottospazi
vettoriali (m+1)—dimensionali di A"*1. Dato allora V € G(n,m) € determinata
una base ag, . . ., a,,, resta individuato il tensore decomponibile gy A- - -Aga,,: se
si cambia base in V tale tensore decomponibile varia, ovviamente, ma solo per
il prodotto per un elemento di k£*, come il lettore facilmente verfichera. Per-
tanto se PM (") & 1o spazio proiettivo dedotto da AM(mm)+1 — gm+1gn+l ]
che si denotera sovente scrivendo PM (™) = P(Am+1A+1) resta determinata
I’applicazione:
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Ve gn,m — [QO AN 'Qm] c PpM(n,m)

che chiaramente coincide con la gy . Dunque G, .,y ¢ Uinsieme dei punti
di P(A™*T1A"+1) che hanno per vettori coordinate omogenei dei tensori de-
componibili. E inoltre chiaro, dalla precedente discussione, che G, ,,) ¢ non
degenere.

Studieremo ora con qualche dettaglio I'insieme G, ,,) che, per motivi che sa-
ranno chiari al lettore nel seguito, si dice insieme ad ogni sua trasformata
omografica, varieta grassmanniana, o semplicemente grassmanniana dei
sottospazi di dimensione m in P". Supponiamo 1 < m < n—1 e comincia-
mo col considerare un elemento V' € G(,, ,,,) di coordinate plickeriane (Pj0 < jm)7
sicche [p;, <] € Gy m). Siano ancora P; = [ag, ... ,al,], i =0,...,m, punti
linearmente indipendenti di V, tali che le suddette coordinate plickeriane
siano proprio i minori d’ordine massimo della matrice.

di cui puo considerarsi, pitt generalmente, il sistema (pj,.....;,.) alternante, dei

determinanti
0 0
LY
Pig...... Jm — | e
m m
aj[) : jm,

Fissiamo ora una qualunque disposizione con ripetizioni di classe m di
{0,...,n}, (i1,...,4m). Se le colonne di a di posti iy,...,i, formano un
sistema di vettori linearmente dipendenti si ha ovviamente Pj;, ., = 0,
1 = 0,...,n; poiché il range di a vale m + 1, vale naturalmente anche il
viceversa. Pertanto, se le colonne di posti 41,...,%,; di a sono linearmente
indipendenti, puo considerarsi il punto Pi,. ;. = [Poiy...in,s- -« s Priy..in,) € P™
Naturalmente F;, ; non dipende dall’ordinamento di iy,...,%,, sicche si
potra sempre supporre iy < -+ < iy,.

Lemma 18.2. Nelle suddette ipotesi P;,. ;.. € l'unico punto a comune di V
con la faccia della piramide fondamentale di equazioni

xil :.":xim :0
Dim. Un punto P di V ha coordinate omogenee del tipo
a=oa’ + -+ Apa™

sicche P appartiene alla suddetta faccia della piramide fondamentale se e solo
se
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Aoag1+ cee + A’"La;? = O (1)

...... (2)

Xoal 4+ + Apal” =0. (3)

Poiché le colonne di posti i1,...,%, di a sono linearmente indipendenti,
le relazioni (11.1) determinano [Ag,..., ;] univocamente, ossia essi sono

proporzionali ai minori di ordine massimo, presi a segni alterni della matrice

0 m
a;, . ..ag
0 m
a; ...a;"
Allora si ha
ad...am
0 m
o 0 m _ a; ...a; o
a; = Xoa; + -+ Agpa;t = | " = Didyim
0 m
Tm Tm

E bene notare esplicitamente che un’altra dimostrazione del lemma 18.2 si
puo trovare dalle proprieta delle forme di Cayley. Infatti la forma di Cayley

diVe:
0 m § : j0. <7
FV (y R T) ) = pjof.jmujo Im

Ponendo w/ = <O...10...0> =%,j = 1,...,m, e tenendo conto delle
5
proprieta di alternanza, si ha

Fy (QO,@1, LT = F(u’) = sz‘il.“imuiil"'im

Cid tenendo presente (11.10) (i), e le proprieta delle forme di Cayley rispetto
all’intersezione, implica 1’asserto.

Consideriamo ora la matrice

P0iy..ipy Pliv.in - Priy...im
ad al ... d
Aiy iy, =
ay’ al> ... al

Dal lemma (18.2) segue che a;, . ;,, ha comunque range m + 1 sicche se ne an-
nullano tutti i minori d’ordine m+2. Dunque se (igjo - . - jm ) € una disposizione

con ripetizione di classe m + 2 di {0,...,n}, si ha
Digit..cim Pioir..im =+ Pjmit...im
0
ag, ag, ... a; _
am am m

Jo Jo e @,
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= Pioir-imPjojr-jm — Pjoir-imPiore-jm T +(=1) Dijmis -vim Piogo-jm—1 = 0
ossia

Dig...imPiojm = Pjoir.imPiogrdm T Pirir...jmPioiowgm T+ -« Pimit.eimPio-..jm—1i0
Tali relazioni, che valgono per ogni (g ...%m) € (Jo .- -jm) si dicono relazioni
di Pliicker. Se in SM(m)+1) Je indeterminate si indicano con z;,<...<;,,,
sicche @;,._i,, = £Ziy<...<i,, si ha che G, ) ¢ contenuto nel chiuso definito
delle equazioni:

Tig.oiy Lofim = Ljoin..im Liojrdm T " T Thmir i Lo Jom—1,i0 (4)
Se m = n — 1 tali equazioni si riducono, di fatto, ad essere tutte identica-
mente soddisfatte. Cio segue dal fatto che, ovviamente G, ,_1) coincide con
tutto P(A"A™*!) = P™, ma pud anche verificarsi direttamente nel modo che
segue. Intanto & chiaro che le (4) sono identiche se (i1,...,i,—1) ha qualche
ripetizione. E dunque lecito assumere i1, . ..,7,_1 distinti e, per fissare le idee
supporremo i1 = 2,...,i,_1 = n, il che, come & naturale, non lede la gene-
ralitd. Se ig ¢ uguale a uno degli interi jo, ..., Jm, ad esempio, jp, la (4) si
riduce poi a

Lig..cimLjocjm = Ljnit,yimLio--jn—180jnt1---dn

che & un’identita. Similmente da (4) si ha un’identita se j, = ji con h # k.
E lecito dunque assumere (40, jo, jn—1) senza ripetizioni e dunque coincidente
con {0,...,n} a meno dell’ordine. Vi sono allora due indici tra ig, jo, - - - , jn—1
coincidenti con 0, 1. Se fra questi uno ¢ iy e l'altro jj, la (4) & del tipo:

Lig..cin—1Ljo...jn—1 = Ljnir...in—1Ljo...in—1%0 jht1---Jnt1

da cui

Ligi1.in-1Ljnjo.-Jh—1---Th+1---Idn+1 — Lini1...in—1Li0jo.--Jh—1Jn+1--Jn—1
che & ovviamente un’identita. Se invece ig # 0,1, si ha j, =0, jr =1, h # k.
Allora la (4) si riduce a

Tjpir.ein-1Ti1Gro160iht1-dn-1 T Ljrir.in-1%d1 . .fr—180dkt1- Grn-1-

Supposto, per fissare le idee, h < k, si ha

o ) — (_1\htk-2,. ) ) . .
x]l--~]h—1’£0]h+1~-]n—1 - ( 1) x]kzojl--~Jh,—1jh+1~»-]k—lﬂk+l--~Jn—1
o ) — (_1\htk=3,. . ) ) . .
Tj1ofr—190dk41-dn-1 — (=1) Ljniojn - -dn—13nt1--dk—1Jkt1--Gn—1
e, tenendo conto del fatto che, a meno dell’ordine, 29, j1,-. ., Jh—1Jn+1,-- -,

Jk—1sJk+1s - -5 Jn—1 SON0 2, ..., n, ne segue che (4) & un’identita. Diversamente
vanno invece le cose se 1 < m < n — 1. In tal caso & possibile scegliere
io = j2y...,im = jm € poniamo ig = 4,41 = j, jo = h, j1 = k. Allora le (4)
divengono del tipo

Tijig...im Thikin...im = Thiia..im Tikia...im T Thiia..im Thiis...im (5)

e queste sono certo non identiche se i, j sono diversi tra loro e da h, k, com’e
possibile se m < n — 1. Le (5) si dicono equazioni a tre termini di G, m).
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Teorema 18.3. G, ;) ¢ un chiuso di PM ™) proprio sem =1,...,n — 2

Dim. Che G(n,m) sia proprio se m = 1,...,n — 2 segue dai ragionamenti che
precedono. Per provare che Gy, ,,) ¢ chiuso verfichiremo che esso ¢ definito
dalle (4). Supponiamo dunque che (p;,. ;) sia un sistema alternante che
verifica le relazioni di Pliicker, e che non sia nullo e assumiamo per fissare le
idee pg....m, # 0. Ha allora senso considerare i punti di P":

Po = [pu...m]z-:o...n

P = [pOiQ...m]i:O.‘.n

P =1po..m-1 i]z’:O...n

Essi sono linearmente indipendenti giacche una matrice che ha per righe delle
coordinate omogenee di tali punti e, ad esempio, data da:

Poi..m 00pm+1 1..m Pni..m
0 Poi..m - -- 0p0m+1...m LI Pon...m
0 DR Po1..mPO..m—1m+1 CIEa Po..m—1n

e il minore d’ordine massimo di tale matrice individuato dalle prime m + 1
colonne & non nullo, coincidendo con py*tl. Qui supponiamo come possibile

0> {ip...ip}". Dunque
PyV---VP,=Ve€gG(n,m)

Concluderemo la dimostrazione provando che il sistema alternante (m;,. ;.. )
dedotto dalle coordinate pliickeriane di V coincide, a meno di un fattore di
proporzionalitd non nullo, con (p;,. ;,, ), precisamente proviamo che

Tigerips = D0...mPic..im (6)

La (6) & certo vera se uno solo degli indici g .. .4, ¢ maggiore di m. Si ha
infatti, se m <i<mn

Po..m 0 pil.“m 0
) _ 0 po.m e Poi..m 0
T0...l1—14l+1...m =

0 -« Po.m-1i --- Po..m

01 I1-1 1141 m
Procediamo ora per induzione, supponendo la (6) vera se (ig .. .%m,) contiene
v numeri maggiori di m, e mostrando che essa ¢ conseguentemente vera se
(i ...4m) ha v + 1 indici maggiori di m. Valendo le relazioni di Pliicker per
(Pio...i,,) sl ha
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D0...mPig...iyy = Pigl...mP0iy,...im TPi11..mPig0is...ivn T+ Dim1..mPig...im_10

(7)

Si noti ora che, di fatto, al secondo membro, sono non nulli solo i termini del
tiPO Piy1...m Dig..in—1 0insr...imy CON ip > M. Si puo allora applicare I'ipotesi di
induzione. Moltiplichiamo ambo i membri di (7) per p3™, . D’altra parte le
relazioni di Pliicker certo valgono per il sistema (m;,. 4, ) sicche

T0..mTig..im, = Tigl..nTOiy.cipn T " T i 1..mMig.. iy —10
da cui segue la (6), essendo 7y, #0. O

Allo scopo di approfondire lo studio di G(n,m) svolgeremo le seguenti con-
siderazioni. In P" x - x P" siano a' = [af...a},] le coordinate omogenee
S —
m+1
nell’(i + 1)—simo fattore del prodotto. L’insieme
Z(n,m) ={(Po,...,Pn): Po,..., P, linearmente dipendenti in P"}

¢ un chiuso proprio di P” x --- x P" essendo definito dall’equazione matriciale
S —

m+1

0

IS}

rank| . || <m+1

am

Denoteremo con D(n,m) aperto complementare di Z(n,m). In D(n,m) &
definita I’applicazione

Onm: (Po,..., Pn) € D(n,m) = gnm (PoV---V Py) € G(n,m)

Lemma 18.4. ¢y, ., € un morfismo suriettivo e dunque indiwvidua un’applica-
zione razionale determinante @p m: P" x - x P — G(n,m)

Dim. La suriettivitda & ovvia. Per il resto basta osservare che ¢, ., agisce

associando al posto ([a’],...,[a"]) € D(n,m) il punto [pj<...<;,.] ¢ il sistema
dei minori d’ordine massimo della matrice

O

Teorema 18.5. G(n, m) ¢ irriducibile, di dimensione (n —m)(m + 1)
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Dim. L’irriducibilita segue dalla suriettivita di ¢y, . Sia ora V' € G(n,m), si
ha

P (Gnm(V)) = (V x - x V) "D(n,m)
m—+1

che ha dimensione m(m + 1). Pertanto, per il teorema si ha
dimG(n,m) =n(m+1) —m(m+1) = (m+ 1)(n —m)
O

Piu in particolare possiamo provare che vale il seguente teorema:

Teorema 18.6. G(n,m) é razionale.

Dim. Nel seguito identificheremo G(n, m) con G(n, m) tramite la g(n, m). Con
tale convenzione I'insieme

Z(n,m)={(V,W) e G(n,m) xGn—m): VVW CP"}
¢ un chiuso proprio di G(n,m) x G(n,n —m). Infatti se
V=PV---VP,eW=PFP,11V---V P

con P; = [gi},i:(),...,n—i—l, (V,W) € Z(n,m) se e solo se

a°
rank <n+1
an+1
ossia se e solo se della matrice
a
anJrl

si annullano tutti i minori d’ordine massimo. Sviluppando tali minori con il
teorema di Laplace applicato alle prime m + 1 righe si ottengono relazioni
algebriche (di primo grado) tra le coordinate grassmanniane di V' e W il cui
verificarsi & condizione necessaria e sufficiente affinche (V, W) € Z(n,m). Fis-
sato ora Wy € G(n,n—m), poniamo G(n, m, Wy) per denotare il sottoinsieme
p1 (p3 ' (W) di G(n,m), dove

p1: Z(n,m) = G(n,m)

p2: I(n,m) = G(n,n —m)

sono le proiezioni. E ovvio che G(n,m, Wp) & un chiuso proprio di G(n,m).
Fissiamo ora V' € G(n,m), e fissiamone m + 1 punti linearmente indipendenti
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Py, ..., Py, e fissiamo Wy,...,W,, € G(n,n — m) tali che W; NV = P,.
Denotiamo ancora un U aperto G(n, m) — U™ G(n, m, W;) di G(n, m) e con
U’ Paperto D(n,m) N (W X <+ x Wp,) di Wy x «-+ x W,,. U & non vuoto ,
poiché V € U, e in U ¢ definita la seguente applicazione

vV eU— V' NnWo,...,V' OW,,) e Wy x - x Wy,

Anche U’ & non vuoto, poiché (Py,...,P,) € U’, e in U’ & definita lapplica-
zione

@ (Q07~'-7Qm)GUIHQO\/"'\/QmGG(n,m)

Quest’ultima & restrizione a U’ di ¢, ed & quindi un morfismo. Poiché
o e (Pr,...,Py)) = (P1,...,Pp)
¢ dominante e quindi individua un’applicazione razionale dominante
w: Wy x -+ X Wy, = G(n,m)

Osserviamo ora che pure ¥ ¢ un morfismo. Infatti sia V' ¢ G(n,m,W) e
supponiamo V di equazioni

0 0
UgTo + -+ -+ U, Ty =0

e W di equazioni

ha range massimo e le coordinate di VMW sono espresse dai minori d’ordine n
di u presi a segni alterni. Tali minori sono, d’altra parte, espressioni razionali
intere omogenee di grado 1 delle coordinate grassmaniane (duali) di V. Anche
1 individua dunque un’applicazione razionale:

P: G(n,m) = Wy x -+ x W,
Sia ora V' € U e supponiamo che ¢ (V') € U’. Allora ovviamente

p (V) =V’
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Similmente, se (Qo, ..., Qm) €U e v (Qo,...,RQm) € U allora

w(@(Qm . >Qm)) = (Q07 cee an)

Da cio segue che ¢ e 1 sono trasformazioni birazionali una inversa dell’altra.
poiché, naturalmente, Wy x --- x W,,, e razionale, e si ha ’asserto. O

Consideriamo ora in G(n,m) x P™ il sottoinsieme

G(n,m) ={(V,P) € G(n,m) xP": PV}
e mostriamo quanto segue:

Proposizione 18.7. G(n,m) ¢ una sottovarieta chiusa di G(n,m) x P*, di
dimensione (n —m)(m + 1) + m.

Dim. Tenendo conto del corollario, basta provare che @(n, m) & chiuso. A tale
scopo si pud ragionare nel modo seguente. Sia V = [piy<...<i,| € G(n,m) e
supponiamo pg.. ., # 0, sicché possiamo supporre che cio si verifichi in tutto
un’intorno U di V' su G(n, m). Allora i punti

pj = [Po..j—tij+1.mlico. n. j=0...m

sono punti linearmente indipendenti di V', per ogni V' € U (cfr. prova teorema
(18.3)). In definitva G(n, m)N(U x P™) & 'insieme dei punti ([piy...<...i,.] 5 [25])
tali che

o e e T
rank Pol...m 0 v Pni..m =m+ 1
0 «-+ Pol..m LR Po..m—1m

e dunque ¢ chiuso. Per I'arbitrarieta di V' si ha I’asserto. Per quanto concerne
lirriducibilita di G(n,m) e la sua dimensione, basta applicare il teorema al

morfismo suriettivo G(n, m) — G(n,m). O

Sia p: G(n, m) — G(n,m) la restrizione a G(n, m) della proiezione canonica di
G(n,m) x P" su G(n,m). La terna (@(m m), G(n, m)7p> gode della seguente

notevole proprieta, di cui, per il momento, tralasciamo la dimostrazione.

Teorema 18.8. Se (Z, W, ) ¢é una famiglia di sottospazi di dimensione m di
P™ parametrizzata da W, esiste un unico morfismo f: W — G(n,m) tale che

per ogni P € W, f(P)=n"YP) CP", e che Z ~W Xg(n,m) G(n,m).

Tenendo presente il teorema, dal teorema (18.8) si deduce agevolmente il
corollario:
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Corollario 18.9. Esistono isomorfismi
f:G(n,m) = Cpma

g: @(n,m) = Duma

che rendono commutativo il diagramma

G(na m) % pn,m,l

a i
G(n,m) —L— Chma

In altri termini G(n,m) €, a meno d’isomorfismo, la varieta di Chow dei
sottospazi di dimensione m di P" e G(n,m) é, a meno d’isomorfismo, la
famiglia universale.

Come applicazione delle cose dette dianzi possiamo qui di seguito occu-
parci della determinazione dei sottospazi giacenti su un’ipersuper-
ficie di dato grado. Fissiamo intanto degli interi n,m,d, con n > m e,
come di consueto interpretiamo PN(»%) come la varietd di Chow dei cicli
(n — 1)—dimensionali di grado d di P*. In G(n,m) x PN("4) consideriamo il
sottoinsieme:

IZn,m,d)={(V,Z2): VCZ}

Teorema 18.10. Z(n,m,d) ¢ un chiuso irriducibile di G(n,m) x PN gj
codimensione N(m,d) + 1.

Dim. Sia (V,Z) € Z(n,m,d) e supponiamo, com’¢ lecito che V abbia coor-
dinate grassmaniane (p;,<...<i,,) con po..m # 0. Esiste allora un intorno U
di (V,Z) in G(n,m) x PN tale che per ogni (V,Z) € U, V gode delle
suddette proprieta. Per ogni (V, Z) € U, una base di V & data dai soliti punti
P; = [po_i.j—lij+1.4.m]i:07___mj:O’_”’m. Allora i punti di V hanno coordinate
omogenee date da

m

WT; = Zj/\ij.“j—lij-i-l.“m i=0...,n
0

con g # 0, [Moy...,Am] € P". Se Z ha equazione f(zg...z,) = 0 in P,
(V,Z) € p(n,m,d) se e solo se il polinomio

m
f E s AGD0. =1 j+1...m...
j=0

in Ag, ..., A\, ¢identicamente nulla. I coefficienti di tale polinomio in Ag, ..., Am
sono del tipo
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Ph (ajomjnapig<~'<im)a h:O77N(m7d)

dove aj,.. ;, sono i coefficienti di f e (P;,<...<;,, ) sono le coordinate gassmania-
ne di V. Sicche UNZ(n,m,d) & definito dalle equazioni ¢y, = 0 ed & percio un
chiuso. Per provare l'irriducibilita ed il conto della dimensione, basta applicare
il solito corollario alla proiezione canonica

p: I(n,m,d) — G(n,m)

e mostrare che per ogni V' € G(n,m), 'insieme delle ipersuperficie generaliz-
zate contenenti V' & una sottovarieta irriducibile di PN(4) di codimensione
N(m,d) 4+ 1. Sia infatti Z(n,d, V') tale sottoinsieme, ovviamente chiuso, di
PN (d) E ben chiaro che Z(n,d,V) & un sottospazio di PN(d) | contenendo le
rette congiungenti due qualunque suoi punti. Per determinare la dimensione
di Z(n,d, V), basta ovviamente ridursi al caso in cui V' abbia equazioni

xm+1 :...:xn:()
Allora l'ipersuperficie di equazione f (zg,...,z,) = 0 contiene V se e solo se
il polinomio f (zg,...,Zm,0,...,0) in xg, ...,z & identicamente nullo, ossia

se e solo se in f non compaiono i monomi, in numero di N(m,d) + 1 che
contengono solo xg, ..., Ty. O

Il teorema (18.10) ha conseguenze alquanto interessanti.
Sia
q: Z(n,m,d) — pN(md)

la proiezione canonica sull’altro fattore. Ovviamente R(n, m,d) = q (Z (n,m,d))
& un chiuso che & proprio se dimZ(n,m,d) < N(n,d) e

dimZ(n,m,d) < N(n,d) < dimG(n,m) = (m+1)(n—m) < N(m,d)) +1
Pertanto si ha i corollario seguente:

Corollario 18.11. Se (m + 1)(n —m) < N(m,d) + 1 esistono ipersuperficie
di grado d in P che non contengono sottospazi di dimensione m, ed anzi tali
ipersuperficie riempiono un aperto di PN

Un’altra conseguenza del teorema (18.10) & che, per ogni Z € PN (m.d)
p(g~1(Z)) & un chiuso, denotato con G(Z,m) di G(n,m). Tale chiuso non
necessariamente irriducibile, prende il nome di sistema dei sottospazi di
dimensione m di Z.

Esempio 18.12. G(3,1) C P?, avendo dimensione 4, ¢ un’ipersuperficie. Dal-
le considerazioni svolte nella dimostrazione del teorema (18.3) e da quelle che
la precedono, si ha che G(3,1) ¢ la di equazione quadrica

T1T23 — T21T03 — T31T20 = 0

Tale quadrica , detta quadrica di Klein, ¢ non degenere.
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Osservazione 63. G(n,m) non & contenuta in alcun sottospazio proprio di
PN (™) Supponiamo infatti che la forma lineare

F:§ Qg <o < Lig <o+ <im

3

si annulli su G(n, m). Consideriamo poi i punti P, ..., P",, 1. L’insieme dei
punti P = [ag, ..., ay] tali che P, ..., P",,_1, P siano linearmente indipen-
denti in P™ € un aperto U di P™. Per ogni P € U, le coordinate grassmaniane
di P"gV---VP",,_1V P, ossia i minori d’ordine massimo della matrice

1 0 . 0
0 1 0 ...0
0 0. 1 0
ap ay ... ... Qg
sono tutti nulli tranne
Po..m—1i = @; ) T=MmM,...,Nn

Dovendosi avere
n
E ag...m—1ia; =0
i=m

per ogni P = [ag,...,a,] € U, ne segue ag._m; = 0, i = m,...,n. Del tutto
similmente si prova che ogni altro coefficiente di F' ¢ 0.

Osservazione 64. La definizione di G(n, m) ¢ indipendente da cambiamenti di
coordinate. Sia infatti

T: [z] € P" — [zA] € P

un’omografia, dove A & una matrice non degenere, d’ordine n + 1 su k. Dato
V € G(n,m), ne siano P; = [@'], ¢ = 0....,m punti linearmente indipendenti;
7(V') & generato allora da 7(P;) = [@¢'A], i = 0,...,m. E allora chiaro che,
tra le coordinate pliickeriane (pi,<..<i,) di V e quelle p; o, ~di 7(V),
intercedono le relazioni

/ _ lOS"'Slm
piOS"'Sinz - Z AiQS"~§i7npl0§"'Sl7n
lo<<lm

N

dove Ai‘;zgi ¢ il minore di A determinato dalle colonne di ig. .., e dalle

righe di ly ... l,. Si consideri Pomografia generalizzata di PM(™™) in s¢ data
da :

’ M (n, § : lo<-<lm M (n,
T [xioﬁ---ﬁim] epP (n,m) — Aigg-ugimxloﬁ“'ﬁlm ep (n,m)
lo<-<lm
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Da quanto precede, si trae che 7/ & definito in ogni punto di G(n,m) e
7' (G(n,m)) = G(n,m). Dall’osservazione precedente segue allora che 7/ &
un’omografia non degenere, che muta G(n,m) in s¢ e tale che per ogni
V € G(n,m), si ha 7'(V) = gpm (7(V)). Sia P un punto di P* e sia H
un iperpiano di P" non passante per P. L’applicazione:

Gp:QeEH=P" ' 5 PvQecG(n,l)

¢ un isomorfismo di P*~! su un P"~! contenuto in G(n, 1). Possiamo ridurci
al caso P = [1,0,...,0], H = Zp(x(). Allora per ogni @ € [0,z1,...,2,] € H;
le coordinate pliickeriane di PV @ sono tutte nulle tranne

P1i = T4, i=1,...,n
Di qui I’asserto.
Proposizione 18.13. g, é un’omografia.

Il lettore dimostri, per esercizio, seguendo la falsa riga della dimostrazione
di (iv) il seguente fatto. Sia W C P™ un sottospazio di dimensione h, con
m > h + 1 e consideriamo il sottoinsieme di G(n,m):

G*(W,m) ={V € G(n,m): VO W}

G*(W,m) & isomorfo a G(n—h—1, n—m—1). Similmente il lettore dimostrera
per esercizio che, se W C P" & un sottospazio di dimensione h, con h > m,
considerato il sottoinsieme

GW,m) ={V € G(n,m), V C W}

esso & isomorfo a G(h, m). Come conseguenza di ci6 detto prima, ne segue che
sulla quadrice G(3,1) vi sono due sistemi di piani ) ;, Y ,, I'uno contenente
i piani corrispondenti alle rette passanti per un punto fissato di P3 (stelle),
I’altro contenente i piani corrispondenti alle rette contenute in un piano fissa-
to di P3 (piani rigati). Ovviamente due piani di uno stesso sistema si
intersecano in un solo punto; due piani di due diversi sistemi posso-
no intersecarsi nel vuoto ovvero in una retta. Siano Vy,...,V,,, m+ 1
sottospazi di P™ tali che

DCVHCVig - TV,
e quindi di dimensione a,, ..., a,, tali che
0<agy<a1 < ---<am<n

Consideriamo il sottoinsieme (2 (Vj, ..., Vy), talora pit brevemente denotato
con 2(V) o con 24, q,, dei punti V€ G(n,m) tali che dimV NV; 2 i. Si
prova che 2(V') & chiuso irriducibile di dimensione
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m

Z a; — ém(m—&— 1)

i=0
di cio tralasciamo, per ora, la dimostrazione.

Definizione 18.14. Le sottovarieta di G(n,m) del tipo £2(V) si dicono cicli
di Schubert di G(n,m).

Nel caso m = 1,n = 3 i cicli di Schubert sono del tipo:

(a) 21, ridotto ad un punto;

(b) £29,2, corrispondente ad un fascio di rette in un piano di P? e dunque
ridotto ad una retta su G(3,1);

{2y 3, un piano di X;

{212, un piano di Xy;

13 , corrispondente alla rette di P incidenti una data retta;

255 =G(3,1).

(c
(d
(
(
Proposizione 18.15. Il sottoinsieme di G(3,1), tra i suddetti, {213, & un
chiuso irriducibile di G(3,1) di codimensione 1.

)
)
N
f)

Dim. Sia r una fissata retta di P? e ne siano [a,], [b,] € P? punti distinti. Se
P = [z], Q = [y] sono punti distinti di P3, la retta PV Q incide r se e solo se

Q9
by
Z
Y

det =0 (8)

Se (p;j) sono le coordinate grassmanniane di r, la (8) fornisce la seguente
equazione per le coordinate grassmaniane (z;;) di una retta incidente r.

Xo1p23 + po1X23 — X21po3 — p21Xo3 — p31X20 — X31p20 =0 9)

Pertanto (2 3 e l'intersezione della quadrica di Klein con I'iperpiano di equa-
zione (9). E allora chiaro che {21 3 € chiuso e che ogni sua componente ha
dimensione 3. Quanto all’irriducibilita, si noti che basta provare quelle di
24 3 — {r}. Si consideri allora ’applicazione

fis€ls—{r}=>snrer=P

Il Lettore verifichera agevolmente trattarsi di un morfismo suriettivo, tale che
per ogni punto P € r, f~}(P) ¢ il piano X corrispondente a P privato del
punto corrispondente a r. L’irriducibilita segue allora dal corollario . O

Siano r = [Py;], s = [Qs;] due punti distinti di G(3,1) tali che r v s C G(3,1).
Si verifica subito che si ha:

Po1923 + Go1P23 — P219o3 — ¢21P0o3 — P31420 — q31p20 = 0
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e quindi segue:
r, s incidenti < r Vs C G(3,1)

11 lettore deduce da cid che gli unici piani contenuti in G(3,1) sono quelli di
X edi Xs.

Osservazione 65. Dal corollario (18.11) segue che se d > 4 la superficie di
grado d di P? che contengono qualche retta sono un chiuso proprio di PN(3:d),
Tale chiuso, irriducibile ha dimensione pari a quella di Z(3,1,d), ossia

N(3,d) — (N(1,d) +1—4) = N(3,d) — (d — 3)

Per mostrare cid, basta verificare che esistono superfici F € PN3:4) tale che
q~(F) sia finito, ossia con un numero finito di rette.

Esempio 18.16. Si consideri la superficie irriducibile A® di equazione

x‘f_2m2x3 =1
Questa non possiede rette affini. Infatti una siffatta retta avrebbe equazioni
parametriche del tipo

e quindi il polinomio in ¢
(art +b1)* 2 (agt + by) (ast + bs) — 1

dovrebbe essere identicamente nullo, il che ¢ assurdo. D’altra parte la chiusura
proiettiva F' della suddetta ipersuperficie ha sul piano all’infinito tre rette.

Osservazione 66. Lo stesso ragionamento, applicato al caso d = 3, insieme ai
risultati del 10 prova che: ogni ipersuperficie cubica di P? possiede almeno
una retta e in PNG:3) = P19 vi & un aperto non vuoto corrispondente a tutte
le superficie cubiche con un numero finito di rette.

Definizione 18.17. Una superficie F' irriducibile di grado d di P? ¢ rigata
se contiene infinite rette , ossia se G(F, 1) ¢ infinito.

Esempio 18.18. Sono rigate i coni. Se F' & un cono di grado d, G(F, 1) & una
curva di grado d che appartiene al piano di X corrispondente al vertice P di F,
e inoltre G(F, 1) ¢ isomorfa alla curva su cui F' & un cono di P. L’isomorfismo in
questione ¢ determinato dall’applicazione gp dell’osservazione 91. Viceversa:
se Z € una curva irriducibile in un piano di X7 corrispondente ad un punto
P € P3, il sistema delle rette di Z in P3 riempie un cono di vertice P su una
curva isomorfa a Z. Cio si deduce subito dall’isomorfismo gp e dalla definizione
di cono. Essendo gp un’omografia, il grado di F' e di G(F, 1) coincidono.

Esempio 18.19. Le quadriche sono rigate. Se una quadrica ¢ un cono, si
ricade nell’esempio precedente. Se F' ¢ una quadrica non degenere, abbiamo
visto che F' contiene infinite rette che si ripartiscono in due sistemi {27, £25. 1l
lettore verifichera che:
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(a) le applicazioni

wl:PEPIHLPEngG(F,l)
we: PP — M, € 2y € G(F,1)

sono morfismi di P! in G(3,1) e che wy(P!); wa(P!) sono due coniche
distinte e disgiunte;

(b) la conica w;(P!) giace nel piano in cui s’intersecano tre iperpiani di P?
che tagliano su G(3,1) tra cicli di Schubert del tipo w; 3 relativi a tre
qualunque rette distinte di 25, anzi w;(P!) ¢ intersezione di G(3,1) con
detto piano; analogo discorso vale per wy(P1).

(c) G(F,1) & unione di wy(P!) e wy(P?).

Osservazione 67. Quanto sopra equivale al fatto elementare ben noto che
le quadriche non degeneri si caratterizzano come il luogo delle rette di P3
incidenti tre rette sghembe fissate.

Proposizione 18.20. Se F ¢ una superficie rigata di P e se Z ¢ una
componente di G(F,1) si ha o dim Z <1 oppure F é un piano.

Dim. In virtu della proposizone (18.7),
Z={(Pr)eFxZ:Per}

¢ un chiuso di F'xZ. Sen = dim Z, in applicazione del corollario si verifica che
Z ¢ irriducibile di dimensione n + 1. Allora se n > 1 & chiaro che la proiezione
di Z su F ¢ suriettiva. Possono allora verificarsi i due casi:

(a) n =1, e allora esiste un aperto U non vuoto di F' tale che per ogni punto
P € U, esistono un numero finito di rette di Z che passano per U;
(b) n > 1, e allora per ogni punto di F passano infinite rette di Z.

Quest’ultima circostanza implica che sia un cono di vertice un qualunque suo
punto: il Lettore verifichera che cio comporta che F' sia un piano. In generale
dunque, se Z non & un punto, si verifica la (a) e, se si esclude che F sia un
cono, per ogni punto di F' passano un numero finito di rette di Z. O

Proposizione 18.21. Se F' non & un piano, esiste un aperto non vuoto U’
di F tale che per ogni punto P € U’ passa una sola retta di Z.

Dim. La cosa ¢ del tutto evidente se F' ¢ un cono. Supponiamo pertanto che
cio non sia. Fissiamo una qualunque retta » € Z e consideriamo l’insieme

Z,={(P,s)e Z, Per}

che & un chiuso di Z. B chiaro che ogni componente irriducibile di Z,« ha
dimensione al pitt 1 e che Z, ha almeno una componente di dimensione 1
data da Z,1 = {(P,r), P € r}. D’altra parte Z, possiede altre componenti
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irriducibili di dimensione 1 se e solo se ogni retta di Z interseca r. Cio puo
verificarsi soltanto per un numero finito di rette di Z. Infatti se ci fossero
infinite rette di Z incidenti ogni retta di Z, tutte tali rette, essendo a due a
due incidenti e non appartenendo ad un piano, passerebbero per uno stesso
punto: allora Z sarebbe contenuto in un piano di Yy ed F' sarebbe un cono.
Di qui, tenendo conto di segue 'asserto. O

Esercizio 18.22. Si provi che, se char(k) = 0, esiste un aperto U” C U non
vuoti tale che I'applicazione: f: U” — Z che ad ogni P € U"” associa 'unica
retta di Z per P, € un morfismo.

Proposizione 18.23. Se G(F,1) possiede pit componenti irriducibili di di-
mensione positiva, allora F € una quadrica non degenere.

Dim. Possiamo escludere il caso banale in cui F € un cono. Supponia-
mo allora che G(F,1) possegga due componenti irriducibili unidimensiona-
li Zy,Z5. Ragionando come sopra, si verifica facilmente che per ogni retta
r € Z1— (Z1NZy), tutte le rette di Zs intersecano r. D’altra parte & possibile
scegliere tre rette r1,79,r3 di Z1 — (Z1 N Z3) sghembe a due a due: la verifica
di cio viene lasciata per esercizio al Lettore. Dunque F' & la quadrica delle
rette incidenti rq,79,73. O
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