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Matrici



Definizioni

Una matrice A mxn e una tabella ordinata di numeri disposti in m righe
e da n colonne come ad esempio:

ANy
I
AN N =

7 5
4 5
3 2

N O &©

In questo caso la matrice e composta da 3 righe e 4 colonne e diremo che la
matrice A e 3x4. In generale si dira che la matrice e mxn.

La matrice quadrata se m = n, altrimenti si dice rettangolare.

| numeri che compongono la matrice si dicono elementi della matrice e si
indicano con:

Esempio:

i indice di riga
a . . a23 — 4

lj jindice di colonna



Definizioni

In generale quindi una matrice A mxn si rappresenta con il simbolo

aAn dn Az dAu
A= dy dA»n Ay An
asi A Az Az

o in modo sintetico con la notazione:
A=(a;)

La i-ma riga della matrice e la j-ma colonna della matrice si chiamano
rispettivamente vettore riga i-ma e vettore colonna j-ma e si indicano con

A; = rowi(4) = (ai1, 4z, 43, - Ain) Al = col;(A) =
J



Esempio:

)

A3 = TOWS(A) = (6, 6, 3, 2)

o = =



Uguaglianza tra matrici

Date due matrici
A=(a,) B=(b,)

Si dicono uguali, e scriveremo

A=RHB

* hanno lo stesso numero di righe e di colonne

* siha aij=bij Vi,j



Matrice trasposta

Data una matrice quadrata A nxn si dice matrice trasposta di A la matrice

A = (aj;)

Una matrice si dice ortogonale se coincide con la sua trasposta

Esempio:
(3 6 4) (3 2 2)
A=[2 8 9 A'=l6 8 5
2 5 1) 4 9 1)

Una matrice si dice ortogonale se coincide con la sua trasposta

At = A



Addizione tra matrici

Due matrici A e B mxn (aventi quindi lo stesso numero di righe e colonne)

A=(a,) B=(b,)

Si definisce somma di A e B, la matrice

A+ B = (aij_l_bij)

Esempio:

=Y a-G Y aen-( )



Proprieta della somma di matrici

Dalla definizione si ricavano subito le seguenti proprieta:

* Proprieta commutativa: A+B=B+A

* Proprieta associativa: (A+B)+C=A+(B+C()

Si dice matrice nulla, e si indica con 0, la matrice i cui elementi sono tutti nulli, ossia

def
A=Q<:>Clij=0 Vi,j

La matrice nulla e elemento neutro dell’'operazione di addizione tra matrici avendosi
A+0 =0+ A4 =4
e si definiscono matrice opposta di A e matrice differenza tra A e B le matrici
—A = (—ay;)
A—B =A+(—B) - (aij—bij)



Prodotto di una matrice per uno scalare

Data una matrice A mxn e un numero reale h si definisce prodotto di A per h

hA = (hal])
Dalla definizione si deducono facilmente le seguenti proprieta:

h(A+ B) = hA + hB
(h+k)A=hA+ kA
h(kA) = (hk)A

1A=A



Esempi
Date le due matrici

-

Si ha

34 = (

=

E

s 9 1)

-5 -1 1

2 -1 1)



Prodotto di matrici (righe per colonne)

Data una matrice A mxp e una matrice B pxn (ossia due matrici tali che il numero di
colonne p della prima matrice sia uguale al numero di righe p della seconda matrice,
si definisce prodotto righe per colonne di A per B la matrice C mxn definita da:

p

AXB =C = (Cij) = (AiBj) — 2 aikbkj
k=1

Dove il prodotto Al-Bf si definisce prodotto scalare tra il vettore riga i-ma della
matrice A e il vettore colonna j-ma della matrice B, dato da:

A;B’) = aj1byjtagbyjtaishs it ... tapbyi = cjj



Esempio

p
AXB =(C = (Cij) = (AiBj):z (2 aikbkj)

k=1

A;B) = aj1byj+a;byj+aishs i+ .. rapby i = Cjj

1 2) 7 | 14
1 (2
A=|-1 OJ B:( j C=AxB=|-1 =2

6 12

| ¢, =11+2:3=7| ¢,=12+2-6=14 "
C=|c,, =-11+0-3=-1 ¢, =-1-2+0-6=-2
L ¢ =31+1-3=6 ¢, =3-2+1-6=12 |




Osservazioni

1. |l prodotto righe per colonne tra matrici non @ commutativo.

* Perché se AB e definito, il numero di colonne di A deve essere uguale al numero di
righe di B e, a meno che le matrici non siano quadrate, non e possibile definire BA

* Anche in caso di matrici quadrate della stessa dimensione il risultato é diverso

Esempio:
a=(5 3) B=(; )
8= (5 T m0r a0 =G o)
BA= (1t oxs eedoa) = 2)



Matrice identita

Si dice matrice identita la matrice quadrata I i cui elementi sono
* Uguali a 1 se si trovano sulla diagonale principale
e Uguali a 0 altrimenti

(10 .0 0
01 .0 0
I={. . ...
00 .10
00 .0 1,

La matrice identita e elemento neutro per il prodotto di matrici essendo:

AxI=A4



Determinante di una matrice 2x2

Data una matrice A 2 x 2 si definisce determinante di A il numero:

e

= a;dy, —dppd,,

4| = det(A4) = det(a11 6112) =

Ay Ay

1 2) |1 2
4| = det = =1x4-2x3=-2
3 4) 3 4



Determinante di una matrice quadrata di ordine n

Data una matrice A n x n il determinante di A si definisce a partire dalla definizione del
determinante di una matrice 2x2.

a1 4qp Qi3
A=|a1 4az; az3
31 Az Asz3

Si definisce matrice estratta A;; |la matrice ottenuta da A eliminando la riga i-ma e la
colonna j-ma

a a1, dAq3

A2 Q13
A21 = Grr—673 =(Cl a )
a as; a33/ 32 33
Esempio:
4 3 6
0 1
A=<O 1 2) Aiz=(0 1 =(7 2)
7 25 7 2



Determinante di una matrice quadrata di ordine n

a1 A1 Q13
A=104ay1 QA Q33
dszq1 dzp dAdss

Si definisce matrice estratta A; ottenuta da A eliminando riga i-ma e colonna j-ma

Si definisce minore complementare di a;; il determinante della matrice estratta A;;

Si definisce complemento algebrico di a; la quantita:

(-1 det(4;)

|| determinante di una matrice quadrata di ordine n e dato dalla somma degli elementi
di una riga o di una colonna per i rispettivi complementi algebrici.

n

det(4) = ) ay (~1)"**det(Ay)

k=1

In particolare, per n=3, per i=1:

det(A) = adq1 det(All) — A1 det(Alz) + ai3 det(A13)



Esempio (matrice 3x3)

1 2 0
A=|-3 1 1
0 1 2

Calcoliamo con la prima riga

detA =1 det (1 ;) — 2 det (_03 ;) + 0 det (_03 1) =13

Calcoliamo con la seconda colonna

detA = —2 det (_03 ;) + 1 det ((1) (2)) — 1 det (_13 (1)) =13



Proprieta dei determinanti

* Sela matrice A ha: due righe o due colonne uguali, oppure una riga o
colonna di 0, oppure una riga (colonna) combinazione lineare di altre
righe, allora si ha

det4d =0

e Se la matrice B é la matrice ottenuta da A scambiando di
posto due righe o due colonne si ha

detB = —detA4

Se la matrice B e ottenuta dalla matrice A sommando ad una riga
(colonna) una combinazione lineare delle altre righe (colonne) si ha

detB = detA
Se A e B sono matrici quadrate dello stesso ordine, allora
det(AX B) = (det A) X (detB)
Se A e una matrice quadrata allora

det A! = detA



Matrice inversa

Si dice matrice inversa di una matrice quadrata A la matrice quadrata A? tale che:

Ax A" =1 Al xA=1

Teorema

Una matrice quadrata A é invertibile (ossia dotata di inversa) se e solo se det (A) e
diverso da zero e si ha

det(A~1) = (detA)™!

Per una matrice 2 x2 si ha:

L IR s

c d

Esempio:

1= ) = =5 D=0 )



