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Esercizio 1

Si consideri la seguente funzione di utilita: u (w1, 72) = — = — L.

1. Determinare le funzioni di domanda Marshalliane.

Anzitutto si noti che non possono esserci soluzioni d’angolo, dato che l'utilita marginale del bene x;

tende ad infinito per x; che tende a zero. La Lagrangiana per questo problema di massimizzazione

vincolata é L(xq, x2,\) = —i - é — Mz1p1 + xap2 — M) e le condizioni del primo ordine sono:

;1% —Ap1 =0 (1)

971% —Ap2 =0 (2)

T1p1 + xop2 =M (3)
Dalla (1) otteniamo A = w%lpl e dalla (2) otteniamo \ = mglpz. Si ha quindi I;pl = wglm = 13 =
x%% —= Ty =12 \/g. Sostituendo questa espressione nel vincolo di bilancio (8), si ottiene: x1p1 +

T %pg =M = x1p1 + 21/D1p2 = M. Mettendo in evidenza x1./p1, si ha x1./p1(\/D1 + /D2) =

_ M _ M
M = u1(p, M) = Z v € 20 M) = v

2
2. Mostrare che la funzione di utilita indiretta & —M, dove M é il reddito.

Deriviamo la funzione di utilita indiretta sostituendo le funzioni di domanda marshalliane nella fun-

1 1 _
z1(p,M) z2(p, M)

B M

zione di utilit: v(p, M) = — (m(\/}?m) n \/E(@Jr\/ﬁ)) __(vpitym)®



3. Derivare la funzione della spesa.

Deriviamo la funzione della spesa partendo dalla funzione di utilita indiretta: v(p,e(p,u)) = u =

2 2
—% =u = e(p,u) = —M. Si noti che, essendo u < 0, la funzione della spesa é
positiva!

4. Determinare le funzioni di domanda Hicksiane.

Deriviamo le funzioni di domanda hicksiane dalla funzione della spesa utilizzando il Lemma di Shep-

hard: hy(p,u) = 868(;”1“) =— (\/IZ}L%E) e ha(p,u) = 868(;7;11,) =— (\/TJ%E). Si noti che, essendo u < 0,

le funzione di domanda hicksiane sono positive!

Esercizio 2

Mostrare che se u (z, y)é omogenea di grado uno, la funzione di utilita indiretta ¢ lineare nel reddito.
u(z,y) omogenea di grado uno <= u(tz,ty) = tu(z,y) ¥t > 0. Vogliamo dimostrare che la funzione di

utilita indiretta ¢ lineare nel reddito: v(p, m) = v(p) - m.

1. Dimostriamo che u(x,y) omogenea di grado uno implica funzioni di domanda marshalliane lineari nel
reddito (x(p,m) = x(p) - m). Sia z(p,m) il vettore delle domande marshalliane per i beni x e y. Per

definizione z(p, m) = argmax(, yyep, . u(*,y). Si vuole dimostrare che z(p,tm) =t - z(p,m).

(a) Si noti che z(p,m) € By, = t-2(p,m) € By m, quindi il nuovo paniere appartiene al vincolo

di bilancio.

(b) Per dimostrare che il nuovo paniere t - z(p,m) & di massimo, procediamo per contraddizione.
Supponiamo che esista un altro paniere Z € B, 1, tale che u(2) > u(tz). Essenzot > 0 ed essendo
la u() omogenea di grado uno, si ha u(2) > u(tz) = u (%) > u(z) —<che ¢é in contraddizione

con lipotesi iniziale che z & di massimo.

2. z(p,tm) =t - z(p,m) = v(p,tm) = u(t - z(p,m)) = tu(z(p,m)) = tv(p, m).



Esercizio 4

Si consideri la seguente funzione di utilita:

1
u(@r, z2) = [naf + agah]'/?

1. Mostrare che quando p = 1, le curve di indifferenza diventano lineari.

Se p =1 la funzione di utilita diventa u (x1, x2) = [01x1 + aoxa).

2. Mostrare che quando p — 0, questa funzione di utilitd rappresenta le stesse preferenze della funzione
di utilita Cobb-Douglas u(z) = 7' x52.

lim, o [a12f + agxg]l/p = lim,_,¢ exp(log([a12] + agzg]l/”) = exp (limp_m log([a1af + a2x’2’]1/p)> —

exp (limpﬁo % log [} + agxg]). Applicando L’Hopital otteniamo:
ar1zflogzy + agahlogre  ajlogxy + aslog s —a

1
1 — P P =1 = = @,
fi oot ] = iy = et oy sl e)

(858
artag”

con o =

3. Mostrare che quando p — —o0, le curve di indifferenza diventano ad angolo retto.

1
<2rxy. Per p— —o0,

D=

e p<0, 11 <xp = af >af = ) <af 42§ <2 = z1 < (2 +28)

1 . 1
20z — 1, quindi (2] + xb)? — 11

o=

1
e p<0, x>z = af <af = af <af 42§ <22 = w9 < (2] +25)» <2vxy. Per p— —o0,

D=

1 o
201y — To, quindi (z§ + x5)? — xo

e quindi la funzione di utilita tende a min {xq, 22} per p — —oo.
Assumere che a1 = ay = 1.
1. Determinare le funzioni di domanda Marshalliane e la funzione di utilita indiretta.
5/p 5/p /

—-1/5
z1(p, m) = pglfpgm, z2(p, m) = I?Tpgmv v(p, m) = [Pi; ‘H?g} - con b = %1

2. Determinare le funzioni di domanda compensate e la funzione della spesa.



5 5]*1/5

v(p, m) = [p{ + p} )Y

1/6—1 5_
5+p5]/ 51

-m = e(p, u) = [ptlhrpg cu = hi(p, u) = [Pl 2 b ue

]1/5—1 5—1

ha(p, u) = [p} + P} Py u

Esercizio 5

La funzione di utilita di Tommaso puo essere scritta come U(x1, x2) = u(x1)+v(x2) dove u e v sono funzioni

strettamente crescenti e strettamente concave. Mostrare che entrambi i beni sono normali.

’
Dalla condizione SMS = 2L abbiamo 1) = PL che puo essere riscritta come u' (1) — 2o/ (x5) = 0.
P2 v’ (22) P2 P2

Al variare di m le domande marshalliane si modificano in modo da lasciare invariata questa relazione, quindi

" dz1 _ p1,/ dzy __ 9wy _ p1 v (x2) Oz 0N
u”(x1) o pa ¥ (z2) o =0, da cui 5+ = e W) o Dato che le due funzioni sono strettamente concave

il segno di % é uguale al segno di gfrf. Ne segue che, essendo almeno uno dei due beni normale, ’altro

lo deve essere a sua volta. NB: non possono essere entrambi inferiori perché ad un aumento del reddito se
entrambe le quantita di riducono non si spende tutto il reddito (che non puo essere ottimo con preferenze

strettamente monotone).

Esercizio 6

Si consideri la seguente funzione di utilita

U () = Z log]\([:z:i)

=1

Sia p; il prezzo del bene i.

1. Scrivere il problema di massimizzazione dell’utilitd e determinare le condizioni del primo ordine.

La Lagrangiana per il problema di massimizzazione é L(x, \) = va:l % —A (Zfil Tipi — m). Le
condizioni del primo ordine sono:

ﬁ—ApiZO V1

S wpi=m (1)



2. Derivare le funzioni di domanda marshalliane.

Consideriamo due beni i e j. ﬁ == lejpj = z; = xig—; (2). Il vincolo di bilancio (1) puo
essere riscritto come x;p; + Ej# xjp; = m. Sostituiamo la condizione (2) ottenuta precedentemente

per ottenere: x;p; + Zj# xipi = m = x;(p, m) = %% Vi.
3. Determinare la funzione di utilitd indiretta.

Per ottenere la funzione di utilita indiretta sostituiamo le funzioni di domanda marshalliane nella

1 m

lo
funzione di utilita: v(p,m) = U (x(p,m)) = SN, M g(N B) _ = log(m) — log(N) —
Z’L 1 Nlog(pl)
4. Mostrare che l'identita di Roy é verificata.

Identita di Roy:

_ Ov(p,m)/Op;  “Np
zi(p m)__(%(nm)/am__ % N

Esercizio 7

Sia x; (p, m) la funzione di domanda marshalliana per il bene [ = 1, ..., L dove p ¢ il vettore dei prezzi e m &

il reddito. Mostrare che nel caso di preferenze omotetiche si ha:

8.%’[ 8$k

opx O

e Nel caso di preferenze omotetiche le funzioni di domanda marshalliane sono lineari nel reddito, quindi

x(p,m) = x(p) - m. Dall’identita x(p,e(p,u)) = h(p,u) si ottiene

Ou O, O _qy Ohw _ Oz | Oy
ope  Om' " dpe  Op Op Om

dove per il passaggio (1) si é usata la simmetricita della matrice Hessiana della funzione della

spesa e il fatto che g—gfc = %.



Ou _ Ovg | Ovg - Omi,
opr  op | om ' om™"
N——————

si deve quindi dimostrare che il termine in parentesi graffa é zero. Dall’omogeneita di grado 1 della
funzione di utilita deriva g% = zx(p), quindi %Ln’;xl =zk(p)-zi(p)-m e %xk = z;(p) -z (p) - m.

; N 8Zl — 8wk
Quindi o = o c.v.d.

Esercizio 8

Si consideri la seguente funzione di utilitd: u(z, y) = min(ax, By). Il prezzo del bene x ¢ p e il prezzo del

bene y é 1, mentre il consumatore ha reddito pari ad m.

1. Determinare le scelte ottime di x e y.

Nel punto di ottimo si ha ar = fy = y = %x Sostituendo nel vincolo di bilancio otteniamo:

p— = ﬂ -
o+ GEpy =m == 2(pym) = gomm e y(p,m) = g tmm

2. Determinare I'impatto di un aumento di « sulla funzione di utilita indiretta.

La funzione di utilita indiretta é v(p,m) = ﬁm. Per determinare effetto di una variazione in
z Y

a, calcoliamo la derivata della funzione di utilita indiretta rispetto ad o:

@ — Bm(ﬁpuL + apy) —pyaIBm — 62pwm > 0
dox (ﬁpw + apy)2 (Bpac + apy)2
3. Determinare le funzioni di domanda compensata.
v(p,m) = —28 —m = e(p,u) = Z22tPuy —s h(pu) = L e hy(p,u) = %
’ Bpetapy ’ af T\l « Y\ B
4. Determinare la funzione della spesa.
e(p,u) = poha(p, u) + pyhy(p,u) = (% + %") u
5. Verificare I'identita di Roy.
—3204
_ 8'[}(])7 m)/apl _ (Bpm""apy)z m _ 6
mi(pa m)__i__ af3 - m
aU(p, m)/am B tapy, Bpas + QPy



Esercizio 9

Si consideri la seguente funzione di utilita: U(x, y) =« + y.

1. Determinare le funzioni di domanda marshalliane.

z(p,m) =

y(p,m) =

2. Determinare la funzione di utilitd indiretta.

v(p.m

3. Determinare la funzione della spesa.

)=

Do sepy < Py
T Y S€ps =Dy
0 altrimenti
0 sepy < Py
% —T sepy =Dy
m altrimenti
Py
m
min {p., py }

e(p,u) = min {p,,py} - u

4. Determinare le funzioni di domanda compensata.

U SePyr < Py

U—Y S€Pz = Dy

0 altrimenti




0 sepy < Py
hy(pvu): U—T Sepy =Py

u altrimenti

Esercizio 10

Supponiamo che le preferenze di un consumatore siano rappresentate dalla funzione di utilitd u(z, y) =

(x — E)%y%. Si fissi il prezzo del bene y a 1.

1. Determinare le scelte ottime di = e y.

La Lagrangiana per il problema di massimizzazione é L(x, y, \) = (z fx)%y% — A (zpy +ypy —m). Le

condizioni del primo ordine sono:

11
o—2) byt —pe=0 (1)
-2y E—Ap, =0 (2)
TPy + Ypy = m (3)
Consideriamo la (1) e la (2) assieme: o = P = y = L2(z —z) . Sostituiamo la condizione

ottenuta nel vincolo di bilancio: xp, + p.(x —T) = m = z(p, m) = %pﬂ + %i‘ che puo essere riscritto

come x(pv m) = %m;)ifxi +5E, e ’y(p, m) = %m;f”

8

2. Determinare I'impatto di un aumento di Z sulla funzione di utilita indiretta.

. . N T N —puZ ) 2 —poZ )\ 2 — Do .
La funzione di utilita indiretta ¢ v(p,m) = (%%) (%%) = %"\;})L;””. Per determinare
T Y z Py

Deffetto di una variazione in T, calcoliamo la derivata della funzione di utilita indiretta rispetto ad Z:

ov __1\/]3?

o 2./py

In alternativa, per determinare Ueffetto di una variazione in T, possiamo utilizzare il teorema dell’inviluppo:



dv 0L

o 01

ou

Pt




