
Decomposizione modale nel dominio del tempo



Dato il sistema lineare LTI

ቊ
ሶ𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)
𝑦 = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)

ቊ
𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘)
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑘) + 𝐷𝑢(𝑘)

La sua risposta è data da

𝑥 𝑡 = Φ 𝑡 − 𝑡0 𝑥 𝑡0 +න
𝑡0

𝑡

𝐻 𝑡 − 𝜏 𝑢 𝜏 𝑑𝜏

𝑦 𝑡 = Ψ 𝑡 − 𝑡0 𝑥 𝑡0 +න
𝑡0

𝑡

𝑊 𝑡 − 𝜏 𝑢 𝜏 𝑑𝜏

𝑥 𝑘 = Φ 𝑘 − 𝑘0 𝑥 𝑘0 + ෍

ℎ=𝑘0

𝑘−1

𝐻 𝑘 − ℎ 𝑢 ℎ

𝑦 𝑡 = Ψ 𝑘 − 𝑡0 𝑥 𝑘0 + ෍

ℎ=𝑘0

𝑘

𝑊 𝑘 − ℎ 𝑢 ℎ



Dove

൝
Φ 𝑡 = 𝑒𝐴𝑡, 𝐻 𝑡 = Φ 𝑡 𝐵𝛿−1(𝑡)

Ψ 𝑡 = 𝐶Φ 𝑡 ,𝑊 𝑡 = 𝐶𝐻(𝑡) + 𝐷𝛿(𝑡)
൝
Φ 𝑘 = 𝐴𝑘, 𝐻 𝑘 = Φ 𝑘 − 1 𝐵𝛿−1(𝑘 − 1)

Ψ 𝑘 = 𝐶Φ 𝑘 ,𝑊 𝑘 = 𝐶𝐻 𝑘 + 𝐷𝛿(𝑘)

La matrice di transizione gioca un ruolo fondamentale nel calcolo della risposta 
dinamica di un sistema lineare. 

Argomento di questa lezione è il calcolo di tale matrice direttamente nel dominio 
del tempo.

Si partirà dal caso tempo-continuo, in cui risulta

Φ 𝑡 = 𝑒𝐴𝑡 = 𝐼 + 𝐴𝑡 +
𝐴𝑡 2

2!
+ ⋯+

𝐴𝑡 𝑛

𝑛!
+ ⋯



Dato il sistema lineare LTI

ቊ
ሶ𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢 𝑡
𝑦 = 𝐶𝑥 𝑡 + 𝐷𝑢 𝑡

se si effettua il cambio di coordinate 𝑧 = 𝑇𝑥, nelle nuove coordinate il sistema risulta 
descritto dalle equazioni

൝
ሶ𝑧 𝑡 = 𝑇𝐴𝑥 𝑡 + 𝑇𝐵𝑢 𝑡 = 𝑇𝐴𝑇−1𝑧 𝑡 + 𝑇𝐵𝑢 𝑡 = ሚ𝐴𝑧 𝑡 + ෨𝐵𝑢(𝑡)

𝑦 = 𝐶𝑇−1𝑧 𝑡 + 𝐷𝑢 𝑡 = ሚ𝐶𝑧 𝑡 + 𝐷𝑢(𝑡)

E’ semplice verificare che

෩Φ 𝑡 = 𝑇Φ 𝑡 𝑇−1, ෩𝐻 𝑡 = 𝑇𝐻 𝑡 , ෩Ψ 𝑡 = Ψ 𝑡 𝑇−1, ෩𝑊 𝑡 = 𝑊(𝑡)



Sia 𝐴 ∈ ℝ𝑛 la matrice dinamica del sistema lineare in esame.

Assunzione: La matrice 𝐴 ha 𝜈 autovalori reale e 𝜇 coppie di autovalori complessi e 
coniugati (𝜈 + 2𝜇 = 𝑛). Inoltre tutti gli autovalori sono tra loro distinti.

Indichiamo con 

▪ 𝜆𝑖 gli autovalori reali (𝑖 = 1,2, … , 𝜈)

▪ 𝑢𝑖 gli autovettori relativi agli autovalori reali

▪ 𝛼𝑖 ± 𝑗𝜔𝑖 le coppie di autovalori complessi e coniugati (𝑖 = 1,2, … , 𝜇)

▪ 𝑣𝑖 ± 𝑗𝑤𝑖 gli autovettori relativi alle coppie di autovalori complessi e coniugati

Teorema: se gli autovalori sono tutti distinti, la matrice

𝑇 = [𝑢1 𝑢2 …𝑢𝜈 𝑢𝑎1 𝑢𝑏1 𝑢𝑎2 𝑢𝑏2 …𝑢𝑎𝜇 𝑢𝑏𝜇]

è invertibile



Per gli autovalori reali si ha
𝐴𝑢𝑖 = 𝜆𝑖𝑢𝑖

Mentre per gli autovalori complessi si ha

𝐴 𝑢𝑎𝑖 + 𝑗𝑢𝑏𝑖 = 𝛼𝑖 + 𝑗𝜔𝑖 𝑢𝑎𝑖 + 𝑗𝑢𝑏𝑖 ⇔ 𝐴𝑢𝑎𝑖 + 𝑗𝐴𝑢𝑏𝑖 = 𝛼𝑖𝑢𝑎𝑖 − 𝜔𝑖𝑢𝑏𝑖 + 𝑗 𝛼𝑖𝑢𝑏𝑖 + 𝜔𝑖𝑢𝑎𝑖

⇔ ቊ
𝐴𝑢𝑎𝑖 = 𝛼𝑖𝑢𝑎𝑖 − 𝜔𝑖𝑢𝑏𝑖
𝐴𝑢𝑏𝑖 = 𝛼𝑖𝑢𝑏𝑖 + 𝜔𝑖𝑢𝑎𝑖

⇔ 𝐴 𝑢𝑎𝑖 𝑢𝑏𝑖 = 𝑢𝑎𝑖 𝑢𝑏𝑖
𝛼𝑖 𝜔𝑖

−𝜔𝑖 𝛼𝑖

Da cui si ricava

𝐴𝑇 = 𝐴 𝑢1 𝑢2 …𝑢𝜈 𝑢𝑎1 𝑢𝑏1 𝑢𝑎2 𝑢𝑏2 …𝑢𝑎𝜇 𝑢𝑏𝜇

= 𝜆1𝑢1 …𝜆𝜈𝑢𝜈 𝑢𝑎1 𝑢𝑏1
𝛼1 𝜔1

−𝜔1 𝛼1
… 𝑢𝑎𝜇 𝑢𝑏𝜇

𝛼𝜇 𝜔𝜇
−𝜔𝜇 𝛼𝜇

Posto Λ = diag(𝜆1, … , 𝜆𝜈 ,
𝛼1 𝜔1

−𝜔1 𝛼1
, … ,

𝛼𝜇 𝜔𝜇
−𝜔𝜇 𝛼𝜇

), si ha

𝐴𝑇 = 𝑇Λ ⇔ 𝐴 = 𝑇Λ𝑇−1



Quindi

𝑒𝐴𝑡 = 𝑇𝑒Λ𝑡𝑇−1 = 𝑇diag 𝑒𝜆1𝑡, … , 𝑒𝜆𝜈𝑡 , 𝑒
𝛼1 𝜔1
−𝜔1 𝛼1

𝑡
, … , 𝑒

𝛼𝜇 𝜔𝜇
−𝜔𝜇 𝛼𝜇

𝑡
𝑇−1

Per completare la discussione resta da calcolare la matrice 𝑒
𝛼 𝜔
−𝜔 𝛼

𝑡
.

Teorema: 𝑒
𝛼 𝜔
−𝜔 𝛼

𝑡
=

𝑒𝛼𝑡cos(𝜔𝑡) 𝑒𝛼𝑡sin(𝜔𝑡)

−𝑒𝛼𝑡sin(𝜔𝑡) 𝑒𝛼𝑡cos(𝜔𝑡)

dim.

𝑒
𝛼 𝜔
−𝜔 𝛼

𝑡
= 𝑒

𝛼𝐼𝑡+
0 𝜔
−𝜔 0

𝑡
= 𝑒𝛼t𝑒

0 𝜔
−𝜔 0

𝑡

Ora
0 𝜔
−𝜔 0

2

=
0 𝜔
−𝜔 0

0 𝜔
−𝜔 0

= −𝜔2 0
0 −𝜔2

Quindi

0 𝜔
−𝜔 0

2𝑘

=
−1 𝑘𝜔2𝑘 0

0 −1 𝑘𝜔2𝑘

Inoltre

0 𝜔
−𝜔 0

2𝑘+1

=
−1 𝑘𝜔2𝑘 0

0 −1 𝑘𝜔2𝑘
0 𝜔
−𝜔 0

=
0 −1 𝑘𝜔2𝑘+1

− −1 𝑘𝜔2𝑘+1 0



da cui

𝑒
0 𝜔
−𝜔 0

𝑡
= ෍

𝑘=0

∞
0 𝜔
−𝜔 0

𝑘

𝑡𝑘

𝑘!

= ෍

𝑘=0

∞
−1 𝑘𝜔2𝑘 0

0 −1 𝑘𝜔2𝑘 𝑡2𝑘

(2𝑘)!
+෍

𝑘=0

∞
0 −1 𝑘𝜔2𝑘+1

− −1 𝑘𝜔2𝑘+1 0
𝑡2𝑘+1

(2𝑘 + 1)!

=
cos(𝜔𝑡) sin(𝜔𝑡)
−sin(𝜔𝑡) cos(𝜔𝑡)

Mettendo insieme i vari termini si ottiene la dimostrazione.



Si è già posto

Sia ora

𝑇−1 =

𝑣1
𝑇

𝑣2
𝑇

⋮
𝑣𝜈
𝑇

𝑣𝑎1
𝑇

𝑣𝑏1
𝑇

𝑣𝑎2
𝑇

𝑣𝑏2
𝑇

⋮
𝑣𝑎𝜇
𝑇

𝑣𝑏𝜇
𝑇

𝑇 = [𝑢1 𝑢2 …𝑢𝜈 𝑢𝑎1 𝑢𝑏1 𝑢𝑎2 𝑢𝑏2 …𝑢𝑎𝜇 𝑢𝑏𝜇]



Si ha

𝑒𝐴𝑡 = ෍

𝑘=1

𝜈

𝑢𝑘𝑣𝑘
𝑇𝑒𝜆𝑘𝑡 +෍

𝑘=1

𝜇

𝑢𝑎𝑘 𝑢𝑏𝑘
cos(𝜔𝑘𝑡) sin(𝜔𝑘𝑡)
−sin(𝜔𝑘𝑡) cos(𝜔𝑘𝑡)

𝑣𝑎𝑘
𝑇

𝑣𝑏𝑘
𝑇 𝑒𝛼𝑘𝑡

La matrice di transizione è quindi decomposta nella combinazione lineare di 𝑛
funzioni, dette modi naturali del sistema.

Si noti che l’evoluzione libera a partire dalla condizione iniziale 𝑥0 è data da

𝑥 𝑡 = ෍

𝑘=1

𝜈

𝑒𝜆𝑘𝑡𝑢𝑘𝑐𝑘 +෍

𝑘=1

𝜇

𝑢𝑎𝑘 𝑢𝑏𝑘
cos(𝜔𝑡) sin(𝜔𝑡)
−sin(𝜔𝑡) cos(𝜔𝑡)

𝑑𝑘
𝑔𝑘

𝑒𝛼𝑘𝑡

Dove gli scalari 𝑐𝑘, 𝑑𝑘 ed 𝑔𝑘 sono dati da

𝑐𝑘 = 𝑣𝑘
𝑇𝑥0, 𝑑𝑘 = 𝑣𝑎𝑘

𝑇 𝑥0, 𝑔𝑘 = 𝑣𝑏𝑘
𝑇 𝑥0

In questo modo l’evoluzione libera è decomposta lungo la base di ℝ𝑛 composta 
dagli autovettori.
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Nel caso tempo-discreto la matrice di transizione è data da 𝐴𝑘, che può essere 
calcolata come

𝐴𝑘 = 𝑇Λ𝐾𝑇−1 = 𝑇diag 𝜆1
𝑘 , … , 𝜆𝜈

𝑘 ,
𝛼1 𝜔1

−𝜔1 𝛼1

𝑘

, … ,
𝛼𝜇 𝜔𝜇
−𝜔𝜇 𝛼𝜇

𝑘

𝑇−1

Teorema: 
𝛼 𝜔
−𝜔 𝛼

𝑘
= 𝜌𝑘

cos 𝑘𝜃 sin 𝑘𝜃
− sin 𝑘𝜃 cos 𝑘𝜃

, dove 𝜌𝑒±𝑗𝜃 = 𝛼 ± 𝑗𝜔

Il teorema può essere dimostrato per induzione, facendo vedere che esso è valido 
per 𝑘 = 1, e che se è valido per 𝑘 = ℎ allora esso è valido per 𝑘 = ℎ + 1.

Quindi

𝐴𝑘 =෍

𝑖=1

𝜈

𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑇𝜆𝑖

𝑘 +෍

𝑖=1

𝜇

𝑢𝑎𝑖 𝑢𝑏𝑖
cos(𝑘𝜃𝑖) sin(𝑘𝜃𝑖)
−sin(𝑘𝜃𝑖) cos(𝑘𝜃𝑖)

𝑣𝑎𝑖
𝑇

𝑣𝑏𝑖
𝑇 𝜌𝑖

𝑘



Sia 𝑝𝐴 𝜆 = 𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆
𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛 il polinomio caratteristico della matrice 𝐴, allora

𝑝𝐴 𝐴 = 𝐴𝑛 + 𝑎1𝐴
𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛𝐼 = 0

Dim.

𝜆𝐼 − 𝐴 −1 =
𝑃1𝜆

𝑛−1 + 𝑃2𝜆
𝑛−2 +⋯+ 𝑃𝑛

𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆
𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛

⟹

𝜆𝐼 − 𝐴 𝑃1𝜆
𝑛−1 + 𝑃2𝜆

𝑛−2 +⋯+ 𝑃𝑛 = 𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆
𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛 𝐼



Eseguendo la moltiplicazione al primo membro ed uguagliando i coefficienti dei 
termini aventi lo stesso grado si ottiene:
𝜆𝑛𝑃1 = 𝜆𝑛𝐼 ⟹ 𝑃1 = 𝐼
𝜆𝑛−1𝑃2 − 𝐴𝑃1𝜆

𝑛−1 = 𝜆𝑛−1𝑎1𝐼 ⟹ 𝑃2 − 𝐴𝑃1 = 𝑎1𝐼
𝜆𝑛−2𝑃3 − 𝐴𝑃2𝜆

𝑛−2 = 𝜆𝑛−2𝑎2𝐼 ⟹ 𝑃3 − 𝐴𝑃2 = 𝑎2𝐼
⋮
𝜆𝑃𝑛 − 𝐴𝑃𝑛−1𝜆 = 𝜆𝑎𝑛−1𝐼 ⟹ 𝑃𝑛 − 𝐴𝑃𝑛−1 = 𝑎𝑛−1𝐼
−𝐴𝑃𝑛 = 𝑎𝑛𝐼 ⟹ −𝐴𝑃𝑛 = 𝑎𝑛𝐼

Moltiplicando ciascuna relazione per 𝐴𝑛, 𝐴𝑛−1, … , 𝐴0 = 𝐼, si ottiene

𝐴𝑛𝑃1 = 𝐴𝑛

𝐴𝑛−1𝑃2 − 𝐴𝑛𝑃1 = 𝑎1𝐴
𝑛−1

⋮
𝐴𝑃𝑛 − 𝐴2𝑃𝑛−1 = 𝑎𝑛−1𝐴
−𝐴𝑃𝑛 = 𝑎𝑛𝐼

Sommando le ultime 𝑛 + 1 equazioni si ottiene 𝑝𝐴 𝐴 = 0.



Consideriamo ora il caso generale in cui il polinomio caratteristico può essere scritto 

come

𝑝𝐴 𝜆 = 𝜆𝐼 − 𝐴 =ෑ

𝑖=1

𝑟

𝜆 − 𝜆𝑖
𝑛𝑖

dove con 𝜆𝑖 si è indicata la generica radice del polinomio (sia essa reale o complessa) e 

con 𝑛𝑖 la sua molteplicità (chiamata molteplicità algebrica).

Ovviamente

෍

𝑖=1

𝑟

𝑛𝑖 = 𝑛

La possibilità di diagonalizzare la matrice 𝐴 nel caso in cui gli autovalori sono distinti, 

discende dal fatto che in quel caso gli autovettori costituiscono una base di ℂ𝑛 (si deve 

qui considerare ℂ𝑛 e non ℝ𝑛 perché autovalori reali e complessi non vengono distinti).



Preso il generico autovalore 𝜆𝑖, definiamo la sua molteplicità geometrica 𝑚𝑖 come

𝑚𝑖 = dim 𝒩 𝜆𝑖𝐼 − 𝐴 = 𝑚 − dim(ℛ 𝜆𝑖𝐼 − 𝐴 )

Si noti che se un vettore appartiene a 𝒩 𝜆𝑖𝐼 − 𝐴 , esso è un autovettore di 𝜆𝑖. Quindi 
se la molteplicità geometrica è uguale alla molteplicità algebrica, per l’autovalore 𝜆𝑖
sarà possibile selezionare 𝑚𝑖 = 𝑛𝑖 autovettori linearmente indipendenti.

In generale 
1 ≤ 𝑚𝑖 ≤ 𝑛𝑖

Nel caso in cui 𝑚𝑖 < 𝑛𝑖 gli autovettori linearmente indipendenti che si possono 
estrarre per l’autovalore 𝜆𝑖 sono inferiori alla molteplicità algebrica. In questo caso 
non è possibile formare una matrice 𝑇 invertibile che consenta di diagonalizzare la 
matrice 𝐴.

Si può quindi verificare che nel caso di autovalori multipli, la matrice 𝐴 è 
diagonalizzabile se e solo se 𝑚𝑖 = 𝑛𝑖 per ciascun autovalore 𝜆𝑖.



Esempio. 𝐴1 =
𝑝 0
0 𝑝

, 𝐴2 =
𝑝 1
0 𝑝

𝜆𝐼 − 𝐴1 = 𝜆𝐼 − 𝐴2 = 𝜆 − 𝑝 2

Quindi entrambe le matrici considerate hanno un autovalore in 𝑝 con molteplicità 
algebrica pari a 2.

D’altra parte
𝒩 𝑝𝐼 − 𝐴1 = 2
𝒩 𝑝𝐼 − 𝐴2 = 1

La prima matrice è quindi diagonalizzabile (in effetti già lo è), la seconda non è 
diagonalizzabile.

Quando una matrice non è diagonalizzabile, essa può essere portata nella cosiddetta 
forma canonica di Jordan, la quale da luogo ai modi naturali del tipo 𝑡𝑘𝑒𝜆𝑡 (nel caso 
tempo continuo)



Si torni ora a considerare la funzione di transizione

Φ 𝜆 = 𝜆𝐼 − 𝐴 −1 =
𝑃1𝜆

𝑛−1 + 𝑃2𝜆
𝑛−2 +⋯+ 𝑃𝑛

𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆
𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛

Se, nell’espressione razionale, è possibile operare delle semplificazioni, dopo aver eliminato tutti i fattori 

comuni, al denominatore comparirà il cosiddetto polinomio minimo.

𝜒𝐴 𝜆 =ෑ

𝑖=1

𝑟

𝜆 − 𝜆𝑖
𝑟𝑖

Si noti che

1. 𝑟𝑖 ≥ 1, quindi nessuna radice del polinomio caratteristico può completamente sparire nel polinomio 

minimo

2. 𝑚𝑖 = 𝑛𝑖 se e solo se 𝑟𝑖 = 1, quindi se nel polinomio minimo non vi sono radici multiple la matrice 𝐴 è 

diagonalizzabile.

3. 𝜒𝐴 𝐴 = 0, in particolare il polinomio minimo è il polinomio monico di ordine minimo che ha 𝐴 come radice

Si può facilmente verificare che

𝜒𝐴1 𝜆 = 𝜆 − 𝑝, 𝜒𝐴2 = 𝜆 − 𝑝 2


