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Prefazione

Questo volume raccoglie gli appunti di alcune lezioni di algebra lineare e geometria da me
svolte presso la Facolta di Scienze dell'Universita "Federico 11" di Napoli.

La prima parte e dedicata allo studio degli spazi vettoriali di dimensione finita. La nozione di
determinante di una matrice quadrata e le ragioni del suo utilizzo sono gli aspetti essenziali del
secondo capitolo. Lo studio e la risoluzione dei sistemi di equazioni lineari e [’argomento
sviluppato nel terzo capitolo. 1l quarto capitolo e dedicato allo studio dei prodotti scalari di uno
spazio vettoriale reale.

1l problema della triangolazione di una matrice quadrata e della diagonalizzazione di un
endomorfismo sono gli aspetti essenziali del quinto capitolo.

L’ ultimo capitolo, il sesto, e dedicato allo studio delle funzioni lineari simmetriche.

La vastissima letteratura sugli argomenti trattati non giustifica la stesura di queste note le
quali hanno solo lo scopo di aiutare gli studenti che hanno seguito le mie lezioni, nella
preparazione dell’'esame. Sara utile per lo studente integrare lo studio di questi appunti con la
lettura di qualche altro testo sugli stessi argomenti e di livello universitario.



CAPITOLOII

Spazi vettoriali



1. Gruppi abeliani.

Un'operazione (interna) L in un insieme S ¢ un'applicazione 1L:S xS —— S

di S xS in S. Denoteremo con x iy I'immagine di 1 sulla coppia (x , y) e leggeremo " x

compostoy " .
L'operazione ¢ detta associativa se risulta :

vV xy,z€eS, xi1y)rz=x 1(y Lz).
L'operazione L ¢ detta commutativa se risulta :

V x,yeS, X 1ly =y 1X.

Un elemento e di S ¢ detto neutro rispetto all'operazione L  se risulta :

VXeS, XLe=eLX=X

Evidentemente se esiste I'elemento neutro rispetto all'operazione L esso ¢unico Siano infatti ¢ ed
e' due elementi neutri rispetto all'operazione L, si ha allora e=ele' =¢.

Sia (S, +) un insieme munito di un'operazione 1 e dotata di elemento neutro e . Un elemento
x' ¢ detto simmetrico dell'elemento x se risulta :

x1lx'=x'1Lx=¢

Se I'operazione L ¢ associativa il simmetrico di un elemento x se esiste , € unico . Siano infatti x'

ed x" due simmetrici dell'elemento x , si ha allora , in base alla definizione

x1x'=x"1x=x1x"=x" Lx=¢e. e conseguentemente :

x=xLe=xLx Lx")=xXLx)LXx"=eLx"=Xx"

Sia S un insieme munito di un'operazione L . La coppia (S, 1) ¢ detta un gruppo se sono
verificata le seguenti proprieta :

(1) [’ operazione L é associativa ;
(1) esiste l'elemento neutro per [’operazione L .
(il ) ogni elemento di S é dotato di simmetrico .

Quando l'operazione L ¢ altresi commutativa il gruppo (S, 1) ¢ detto abeliano o commutativo .



Quando come segno per l'operazione si usa il simbolo + , si dira che ¢ stata adottata la
notazione additiva ed in tal caso l'elemento neutro, se esiste, si indica con 0 ¢ viene detto zero ed
il simmetrico di un elemento x viene indicato con -x ed ¢ detto opposto di x . Se come simbolo
per rappresentare l'operazione si usa il simbolo *  si dira che ¢ stata adottata la notazione

moltiplicativa ; in tal caso 1'elemento neutro se esiste viene indicato con 1 e viene detto wunita ed

il simmetrico di un elemento x viene indicato con x ' o con e viene detto inverso dix.

X
Diamo ora alcuni esempi di gruppi .

ESEMPIOT. Sia Zz= {....-2,-1,0,1,2 .....} [Iinsieme degli interi relativi e +

I’usuale addizione tra interi. Lo studente verifichi che ( Z, +) ¢ un gruppo abeliano.

ESEMPIO II. Sia Q l'insieme dei numeri razionali e sia + l'usuale addizione tra numeri

razionali . Lo studente verifichi che la coppia (Q, +) ¢ un gruppo abeliano.

ESEMPIO II’ . Sia Q¥* l'insieme dei numeri razionali non nulli e sia ° l'usuale

moltiplicazione tra numeri razionali . Lo studente verifichi che (Q¥, .) € un gruppo abeliano.

ESEMPIO III. Sia R" l'insieme delle n-uple ordinate di numeri reali. Definiamo in R" la

seguente operazione di addizione:
(X15 X255 Xn) T (Y1, Y2500 Yn) = (X1 Y1, X2F Y2, ooty Xn T Yn)

Lo studente verifichi che (R", +) & un gruppo abeliano.

ESEMPIO IV. Una matrice A di tipo (m,n) (con m,n € N ) ad elementi reali ¢ una tabella

di mn numeri reali disposti su m righe ed n colonne.

Indicando con aj; il numero che si trova nella riga di posto 1 € nella colonna di postoj A puo cosi

scriversi
A, Ay e a,
A Ay, Aoy e a,,
A, A, e a, .

o semplicemente con A = ( aj; ) .



Indichiamo con M ,, (R) l'insieme di tutte le matrici di tipo (m,n) con elementi reali.

Definiamo in M , , (R) la seguente operazione di addizione :

(a; )+ (by) = ( ay+by)

Rispetto a tale operazione l'insieme M ,, (R) € un gruppo abeliano avente come elemento neutro la

matrice 0 = ( 0) ad elementi tutti nulli e come opposto di ogni elemento A=(a;j) la matrice

- A= ()

ESEMPIO V. Sia R I’insieme dei numeri reali . Denotiamo con R [X},X2,..,X,] I'insieme

dei polinomi di grado al piu uno a coefficienti in R nelle indeterminate ( x;.. X,).

Se a, + a;xyt... T anXn e botbixi+...+ bpXy
sono due siffatti polinomi si definisce somma dei due il seguente polinomio

a, + b, + (a1t by) x; +....+ (ay+ by) X,

E' facile verificare che rispetto a tale operazione l'insieme R [X;,X2,..,Xn]| € un gruppo abeliano .

2. Nozione di campo.

Sia K un insieme con almeno due elementi ¢ munito di due operazioni interne che indicheremo

rispettivamente con + e -

Chiameremo somma e prodotto le due operazioni + e ° . Supporremo che I’operazione + abbia
elemento neutro che indicheremo con 0 ed esista un elemento diverso da 0 e che indicheremo con

1 che sia elemento neutro per 1’operazione prodotto.

Laterna (K, +, ) ¢ dettaun campo se sono verificate
le seguenti proprieta :

1) (K, +) e un gruppo abeliano ;

2) il prodotto e associativo e commutativo ;

3) ogni elemento diverso da zero ha inverso ;



4) per ogni terna a,b,c di K si ha
a(b+c)=ab + ac
(proprieta distributiva del prodotto rispetto alla somma ).
In un campo valgono le seguenti ulteriori proprieta :

1) Per ogni aeK risulta a0 = 0.

Dimostrazione. a(b+0) = ab = ab + a0 e cio implica a0 =0 .

i1) 1l prodotto di due elementi é zero se e solo se uno dei due elementi é zero .
Si ha cioé
ab=0 seesolose a=0oppureb=0.
Dimostrazione. Se a =0 oppure b=0 per la 1) ¢ ab =0 . Viceversa supponiamo ab =0 .

Se a = 0 l'asserto ¢ provato ; se a # 0 moltiplichiamo ambo 1 membri dell'uguaglianza ab=0 per
linverso a’ di a. Intal modosiha: a'(ab)= al0=0; poiché il prodotto € associativo risulta

a'(ab)=(a'a)b=1b=b=0 e l'asserto ¢ cosi provato.

Da quanto ora provato segue che se a e b sono due elementi di K diversi da zero allora il loro
prodotto ab ¢ diverso da zero . Se poniamo K* = K -{0} allora ¢ facile controllare che (K*, ") ¢ un

gruppo abeliano.

Sono esempi di campi : l'insieme dei numeri razionali ; 1'insieme dci numeri reali; I'insieme

dei numeri complessi, (rispetto alle usuali operazioni di addizione e moltiplicazione) .



3. Spazi vettoriali su un campo.

Sia (K, +, *) un campo i cui elementi saranno detti scalari e sia 'V un insieme i cui elementi

saranno detti vettori con due operazioni : una di addizione tra vettori

+:VxV — V

e l'altra di moltiplicazione esterna

+ tKxV —— V.

la quale fa corrispondere ad ogni coppia (o, v) scalare- vettore ancora un vettore indicato con

L’insieme V ¢ detto uno spazio vettoriale sul campo K , rispetto alle operazioni + e « , se

sono verificate le seguenti proprieta :

@3.1)

(3.2)
(3.3)
(3.4)
(3.5)

(V,+) ¢ un gruppo abeliano ;

asv+a w=ax(v+w)

asv+psv= (a +p)v

lov=v (con 1 si é indicata l'unita di K)

(@ B)v=a-(psv)

( per ogni coppia di scalari o, e per ogni coppia di vettori v, wdi V).

Nel seguito per semplicita, scriveremo of3 anziché o " ed av anziché a+v . Indicheremo

usualmente con lettere greche gli scalari e con lettere latine 1 vettori. Il vettore nullo (elemento

neutro rispetto alla somma in V ) sara indicato con 0 distinguendolo cosi dallo zero di K che sara

indicato con 0.

Diamo ora alcuni esempi di spazi vettoriali :



ESEMPIO 1. Sia K un campo . Nell'insieme K" (ne N, n > 2) delle n-ple ordinate di elementi di

K introduciamo le seguenti due operazioni di somma e prodotto:

(apaz,...,an) + (b,ba,...,.by) = (a;+ by, ay+ by,..., ay+ by)

o= (a, ay...,ay) =(aa ,o0a

E' non difficile controllare che rispetto a tali operazioni 1'insieme K" ¢ uno spazio vettoriale su K .

Tale spazio ¢ detto spazio vettoriale numerico di dimensione n sul campo K .

ESEMPIO 2. Nell'insieme My, ,(K) delle matrici di tipo m,n ad elementi nel campo K

definiamo le seguenti due operazioni di addizione e prodotto esterno

(a )+ (byj) = (a+by)

ax( a; )= (oa;)

Lo studente verifichi che rispetto a tali operazioni l'insieme My, o(K) € uno spazio vettoriale su K .

ESEMPIO 3. Denotiamo con K[Xi,Xy,..,Xs] l'insieme dei polinomi di grado al piu uno nelle
indeterminate ( X;... xn ) a coefficienti nel campo K. Definiamo in K[x;,X2,..,X,] le seguenti due

operazioni di addizione e prodotto esterno :

(ao +a1xit+... aan) + (b0+b1X1+...+ ann) =a,t bo + (a1+ b1)X1 +...t (an-l- bn)Xn

ox(ao + ajx; +...F apXy ) = 03, + o a;X) +e..t oL AXy

Si verifichi che rispetto a tali due operazioni l'insieme K[xj,x,,..,Xs] € uno spazio vettoriale sul

campo K .

Analizziamo ora alcune proprieta valide in uno spazio vettoriale V su un campo K .

Ricordiamo che indicheremo con 0 il vettore nullo di V, cio¢ I'elemento neutro rispetto alla somma



definitain V, e con 01lo zero di K .

1. Per ogni vettore v siha O0v=0.

Dimostrazione . Si scelga uno scalare o . Si ha :
(a+0)v=av+O0v=av
e questa comporta Ov=0.

2. Per ogni scalare a risulta a0=0.

Dimostrazione . Sia v un vettore, si ha :
a(0+tv)=al0+av=av
e questa comportaa 0 =0.

3. Per ogni scalare o e per ogni vettore v risulta :

av=0 seesolosee a=0oppure v=0

Dimostrazione . Se a.=0 oppure¢ v=0 alloraperle2¢ av=0.

Viceversa supponiamo o v=0 ed a # 0. Moltiplicando ambo 1 membri dell’eguaglianza

0=0

av=0 per 1 si ha l(av)z 1
a o o

da cui segue

l (ocV)Z(l a)v=1lv=v=0.
o o

4. Per ogni scalare o e per ogni vettore v si ha :
-(av)=(-0)v=a(-v)
Dimostrazione. Da (0. v) + (-a)v=0v =0 segue che ¢

(ca)v=-(av). Da av+a(-v)= a0=0 seguechee¢ a(-v)=-(av).
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Si osservi che dalla 4 segue che quando si moltiplica un vettore v per lo scalare -1 si

ottiene il vettore -v opposto div .

Sia V uno spazio vettoriale sul campo K . Un sottospazio di V € un suo sottoinsieme non

vuoto H verificante le seguenti due proprieta :

(i) v,we H = v+weH

(ii) ae K,ve H= ave H

Ogni sottospazio contiene almeno il vettore nullo. Infatti poich¢ H ¢ non vuoto esso possiede
almeno un vettore v. Moltiplicando v per O si ottiene , per la (ii) , ancora un vettore di H e quindi H

possiede il vettore nullo.

Evidentemente scegliendo H = {0} oppure H = V si realizza un sottospazio. Tali sottospazi sono

detti banali.

Come si possono costruire sottospazi non banali ? Vediamo.

Siano vi,vo, ...,vh, h vettori ed o, a2 an h scalari. Consideriamo il vettore w dato da

W=01Vit0oo2Vy+  FTORVL

il vettore w cosi ottenuto si dice che &€ combinazione lineare dei vettori  vy,vy, ...,vi 0 si dice

che w dipende linearmente dai vettori vy,va, ...,Vp |

Gli scalari a1, a2, o che figurano nella espressione w =o | vi+ a2v2 + .+ ap vy sono detti

1 coefficienti della combinazione lineare .

Sia ora H l'insieme dei vettori w ciascuno dei quali sia una combinazione lineare dei vettori

Vi,..., Vi . Evidentemente H ¢ un sottospazio di V ; esso ¢ detto sottospazio generato dai vettori

Vi,..., vy € viene indicato col simbolo [vi,va,...,vh ].

Quando ogni vettore di V ¢ esprimibile come combinazione lineare dei vettori vy,...,vy, cio
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quando risulti V = [vy,..., v4] allora il sistema { vi,vy, ...,vy } ¢ detto un sistema di generatori per
lo spazio vettoriale V e lo spazio V ¢ detto finitamente generabile ( in quanto attraverso un numero

finito di suoi vettori si possono generare tutti gli altri ).

Noi supporremo sempre che lo spazio vettoriale V assegnato sia finitamente generabile e non

ridotto al solo vettore nullo.

A titolo di esempio si consideri lo spazio vettoriale V = R* i cui vettori sono le coppie

ordinate di numeri reali. Si scelgano in V 1 seguenti sistemi di vettori :

S1 = {(1,0) » (051)}

S» ={(2,0),(0,2),(2,3)}
SS = {(190) > (3’1)}

S4 = {(1’0) » (4a0)}

I vettori di S; sono un sistema di generatori in quanto ogni coppia (a, b ) risulta una loro

combinazione lineare risultando precisamente
(a,b)=a(l,0) +b(0,1)

I vettori di S, sono anch’ essi un sistema di generatori in quanto ogni altra coppia (a,b)

risulta una loro combinazione lineare risultando ad esempio
a b
(a,b)ZE (2,0) + 5 0,2)+0(2,3)

I vettori di S; sono anch’ essi un sistema di generatori se ogni altra coppia (a, b)) risulta

una loro combinazione lineare cio¢ se sia possibile trovare due numeri o e [ tali che risulti :
(a,b)=a(1,0) +p@3,1)

Questa relazione ¢ equivalente a
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(a,b)=(a+3p, P)

e quindi basta scegliere p=b ed o= a-3b.

I vettori di S; non sono un sistema di generatori in quanto le sole coppie che si possono
costruire con le coppie (1,0) , (4,0) sono le coppie del tipo (a,0).

Si osservi che i vettori di S; sono un sistema di generatori ma altresi risultano quellidi S, .

Nel sistema S; 1 due vettori sono entrambi essenziali perché con un solo dei due non si
potrebbe costruire 1’altro. Nel sistema S, 1’ultimo vettore sembra invece svolgere un ruolo
marginale per la costruzione degli altri vettori . Come si puo decidere ,in presenza di un sistema di
generatori, quali vettori siano indispensabili e quali no ?

Per rispondere a questa domanda occorre introdurre la seguente nozione dipendenza ed
indipendenza lineare di un sistema di vettori.

Siano assegnati h vettori vy,va, ...,vy, . Il vettore nullo € generato dai vettori vy,vy, ...,vy in modo

molto semplice quando si moltiplichi ognuno di essi per 0, si ha cio¢ :

0=0vi+0va+ . +0wvy

Se questa ¢ I'unica possibilita che abbiamo per costruire il vettore nullo a partire dai vettori

V1,V2, ...,V allora tali vettori vengono detti linearmente indipendenti.

Quando 1 vettori non sono linearmente indipendenti essi vengono detti linearmente dipendenti.

Quindi ribadendo se i vettori vy,va, ...,vi, sono linearmente dipendenti allora esistono h scalari

o non tutti nulli, tali che risulti

.....

avitava 4. Tapvh=0

Le proposizioni che seguono aiutano a stabilire se alcuni vettori assegnati siano o meno

linearmente dipendenti .

Proposizione 3.1 [ vettori v;,v,, ...,vy sono linearmente dipendenti se e solo se uno di

essi dipende dai rimanenti.
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Dimostrazione. Supponiamo che i vettori vy,vy, ...,v, siano dipendenti. Esistono allora h

scalari a1, a2 o non tutti nulli, tali che risulti

*) arvitar,va+....+tapvyp=0

supposto ad esempio che sia o # 0 dalla (*) segue :

1
vi=- —(a2va F.... Fawvh) =Pava t+ ...+ PBuvi
o,
o, ) T : .
avendo posto fBi= - — i=2,...,h, e quindi abbiamo mostrato che uno dei vettori , in questo
o,

caso v, dipende dai rimanenti. Viceversa supponiamo che uno dei vettori dipenda dai rimanenti e
per fissare le idee supponiamo sia 1’ultimo di essi a dipendere dai rimanenti . Sia quindi
Vh =01Vt oo2Vy +....+ Ophg Vit -

Da questa relazione segue

O0=o;vitavy+....topy Vi -Vh=0a 1 Vitaavy +....topg vy + (-1 vy

la quale mostra che 1 vettori sono linearmente dipendenti in quanto il vettore nullo ¢ stato ottenuto
con scalari non tutti nulli figurando tra essi lo scalare -1 .

Dalla proposizione ora provata segue questa proprieta che ci sara spesso utile nel seguito.

Proposizione 3.2 Siano v e w due vettori entrambi non nulli . I vettori v e w sono

dipendenti se e sole essi sono proporzionali.

Un’ altra conseguenza della proposizione 3.1 ¢ la seguente

Proposizione 3.3 Se uno dei vettori vV, ...,vy é il vettore nullo allora i vettori
vLV2, ...,Vy Sono linearmente dipendenti. Se due dei vettori Vi, V2, ...V, Sono tra loro

proporzionali allora i vettori v;,v,, ...,vy, sono linearmente dipendenti.

Ovviamente la proposizione 3.1 che caratterizza i sistemi di vettori linearmente dipendenti
equivale alla proposizione che segue e che serve a caratterizzare 1 sistemi di vettori linearmente

indipendenti.
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Proposizione 3.4 [ vettori v, v,, ...,v; sono linearmente indipendenti se e solo se nessuno

di essi dipende dai rimanenti.

Ritornando agli esempi precedenti possiamo allora osservare che :

1. Iwvettoridi S; sono indipendenti in quanto non proporzionali .

I vettori di S, sono dipendenti in quanto il terzo vettore dipende dagli altri due.

I vettori di S3 sono indipendenti in quanto non proporzionali.

> D

I vettori di S4 sono dipendenti in quanto proporzionali.

Le considerazioni che seguono giustificano I’importanza di poter stabilire se alcuni vettori
assegnati siano o meno dipendenti.

Siano assegnati h vettori e sia H= [v,vo, ...,vi | lo spazio da essi generato. Se i vettori
V1,V2, ...,vh  sono dipendenti, uno di essi , supponiamo v; , dipende dai rimanenti ed allora
facilmente si riconosce che lo spazio generato da vj,v, ...,vy coincide con lo spazio W generato
dai soli vettori va, ...,vy . Al fine di valutare da quali vettori sia costituito H sembra quindi non
essenziale la presenza del vettore vi che puo quindi essere eliminato. Se anche i vettori va, ...,y
fossero dipendenti allora uno di essi supponiamo sia v, dipende dai rimanenti . Ma allora lo spazio
W generato da v», ...,vy coincide con lo spazio T generato da vs,...,viy € cosianche v, puo
essere eliminato avendo constatato che risulta H =W =T = [v3 vy, ...,vi | . Tale procedimento
iterato si arrestera quando non c’¢ piu un vettore che dipende dai rimanenti e cio¢ quando i vettori
rimasti siano linearmente indipendenti .

Queste considerazioni mostrano che se i vettori  vi,vy, ...,vi,  sono un sistema di generatori

per lo spazio V essi sono tutti essenziali se essi risultano indipendenti.

Un sistema di generatori indipendenti ¢ detta una base dello spazio vettoriale.

Molto importante per cio che segue ¢ il seguente :

Teorema di Steinitz.

Siano assegnati due sistemi di vettori S ={ apaz ...y} e T = {bpby ..,b;} . Sei
vettori di S sono linearmente indipendenti ed ognuno di essi dipende dai vettori di T allora il
numero dei vettori di S e minore o eguale al numero di vettori di T, risulta cioe m < t.

Dimostrazione. Faremo la dimostrazione ragionando per induzione sulla cardinalita t di T .
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Proviamo che il teorema ¢ vero se t=1. Se t=1 allora T possiede un sol vettore b; e noi dobbiamo
provare che anche S non puo avere piu di un vettore . Supponiamo per assurdo che S abbia almeno
due vettori aj,a; . Poiché ogni vettore di S dipende dai vettori di T si ha

a = ab; ed a, =P by .Poiché i vettori di S sono indipendenti a; non puo essere il

vettore nullo e quindi ¢ o # 0. Risulta allora

b= —a; equindie a, = il a; .S ha quindi due vettori proporzionali e cio ¢ assurdo perché i
a o

suoi vettori sono linearmente indipendenti. Supponiamo quindi t > 1 e vero il teorema per t -1.

Poiché¢ ogni vettore di S dipende dai vettori di T sussistono le seguenti relazioni :

ar = arbitazbys  Fab

a = BibitPabr+ +PBcb

am = Yibityaby . +yiby

Poiché 1 vettori di S sono indipendenti a; non puo essere il vettore nullo e quindi almeno uno

degli scalari o, a2 o¢ ¢ non nulloe supponiamo sia «# 0. Dalla prima relazione si puo

.....

allora ricavare b; come combinazione di a; ,b,, ...,b; si ha cio¢ per b; una espressione del tipo
by = d1a+02by+ . +3by

Sostituiamo ora tale espressione di b; nelle relazioni

a = PBibitPabas  +Pby

am = Y1bityaby 4 Fyib
rimaste e troviamo allora che valgono relazioni di questo tipo

a -k = Czbz +..T Ct by

am - kma;= n 2by gt n ¢ by
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[ vettori wy=a -kjar ... , Wnm=am -kmd; , innumerodi m-1 sono indipendenti , in
quanto se uno di essi dipendesse dai rimanenti anche in S ci sarebbe un vettore che dipende dai
rimanenti, ed inoltre ognuno di essi dipende dai vettori b, b; che sono in numero di t-1.

Poiché per t-1 il teorema ¢ vero siha m-1 < t-1 e quindi ¢, come si voleva, m < t.
Una prima importante conseguenza del teorema ora provato ¢ la seguente

Proposizione 3.5 Sia V uno spazio vettoriale e sia B ={e;, ey,...., e, } una sua base di
cardinalita n . Ogni altra base di V' ha cardinalita n.
Dimostrazione. Sia B’ = { b, , b,,...., by } un’ altra base di V .Applicando due volte il

teorema di Steinitzsiha n<t e t<n equindi t=n.

Abbiamo cosi provato che le basi di uno spazio vettoriale finitamente generabile hanno tutte
la stessa cardinalita. Detta n la cardinalita comune a tutte le basi I'intero n ¢ detto la
dimensione di V.

Al fine di fornire ulteriori interpetrazioni dell’intero n , dimensione di V', ¢ molto utile la
seguente :

Proposizione 3.6 Seivettori v;v,, ...,vi, w sono dipendenti mentre i vettori
V1, V), ...,Vi Sono indipendenti allora il vettore w dipende dai vettori v, v, ...,vj.

Dimostrazione. Per ipotesi poiché i vettori vi,va, ...,vh, W sono dipendenti

esistono scalari (o , oy, 002, 0 ) non tutti nulli per cui risulti :
(*) awtaivitasvy+.  toapvy =0

Se fosse =0 avremmo da (*)

OwW+ ajvitasvas  toanvh =0 tojvitaavas  topvp =
=a Vita,va+  tanvp =0

e questa per la supposta indipendenza dei vettori vi,vy, ...,vy, comporterebbe altresi
a=0, a,=0,..,a,=0 e quindi gli scalari (a0 , a1, a2 . ap) sarebbero tutti nulli contro il

supposto. Pertanto risulta a# 0 e quindi da (*) segue :

1
w=-—(a;vitaava+ FTanvp) =B 1vitBa2va+  +Pnvn
o
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avendo posto  Bi= - % i=1,2,.., h.
o

Possiamo ora provare la seguente

Proposizione 3.7 L’intero n e dimensione dello spazio vettoriale V se e solo se esso
esprime il massimo numero di vettori indipendenti che V possiede.

Dimostrazione. Supponiamo che lo spazio V abbia dimensione n e sia B={ e, €s,...., e, }
una sua base. Se Vvi,vz, ...,vi  sono h vettori indipendenti qualsiasi di V , poiché ognuno di essi
dipende dai vettori di B, in forza del teorema di Steinitz, risulta h < n . Pertanto n ¢ il massimo
numero di vettori indipendenti di V.

Viceversa supponiamo che V possegga n vettori indipendenti vy,v, ...,v, € che tale numero
sia il massimo numero di vettori indipendenti che V possiede. Se w ¢ un qualunque vettore diverso
dai vettori vi,vy, ..., v, allora il sistema vy,vy, ..., vy, W , ottenuto aggiungendo w ai vettori
Vi,V2, ...,Vn , avendo cardinalita n+1 ¢ costituito da vettori linearmente dipendenti. Per la
proposizione 3.6, w ¢ quindi combinazione lineare dei vettori vi,vs, ...,vy, . Poiché anche 1 singoli
vettori v; dipendono da vi,vy, ...,v, allora vy,va, ...,vy, € un sistema di generatori per V e quindi
essendo tali vettori anche indipendenti essi costituiscono una sua base e pertanto V ha dimensione

n.

La proposizione 3.6 suggerisce un metodo per costruire insiemi di vettori indipendenti ed
una base di V. Vediamo come .

Si consideri un vettore v; non nullo . Per la proprieta 3. di pag 9 il vettore v; ¢
indipendente. Sia H; = [v; ] lo spazio generato da v;.

SeH; =V allora {v;} ¢unabasediV.Se H; — V allorasia v, un vettore scelto in
V- H; . I vettori {v;, va} per la proposizione 3.6 sono indipendenti. Sia H, = [v;, V2] lo spazio
generato dai vettori {v;, v2}. Se H, =V allora {v;, vo} ¢ una base di V. Seinvece¢ H, — V
possiamo scegliere un ulteriore vettore v; in V - H, che aggiunto ai vettori {v;, vo} dara luogo
ad un sistema di tre vettori {v; , v,, v3} indipendenti. Se lo spazio ha dimensione n tale
procedimento sara iterato n volte e ci consentira di costruire una base di V.

Abbiamo quindi provato la seguente

Proposizione 3.8 Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e siano e;, e,.., e,
t, (t<mn), vettori indipendenti di V . Si possono allora aggiungere altri n-t vettori opportuni

€i+1, €r2,.., €, inmodoche ej;,esr,.., e e+, €2, e, siaunabasediV .
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\

Al fine di fornire alcune caratterizzazioni delle basi di uno spazio vettoriale ci ¢ utile
richiamare alcune semplici definizioni . Sia X un sottoinsieme di un insieme S, ed X sia munito di

€6 .9 €6 9

una certa proprieta “p” . Si dice che X ¢ massimale rispetto alla proprieta “p” se ogni insieme Y

€6

che contenga propriamente X non ha piu la proprieta “p” . Si dice che X ¢ minimale rispetto alla
€69 €99

proprieta “p” se ogni sua parte propria non ha piu la proprieta “p” .

Siamo ora in grado di provare alcune importanti equivalenze:

Proposizione 3.9 Per un sistema S = {v;, vy,..., v,} di vettori di uno spazio vettoriale V

sono equivalenti le seguenti affermazioni :

a) S éuna base (cioé un sistema di generatori indipendenti )

b) S é massimale rispetto alla proprieta di essere indipendente

¢) S é minimale rispetto alla proprieta di essere un sistema di generatori .
d) S é un sistema indipendente di cardinalita massima.

e) S éun sistema di generatori di cardinalita minima.

Dimostrazione. Proviamo che a) e b) sono equivalenti.

Mostriamo che a) implica b). Se aggiungiamo ad S un ulteriore vettore w il sistema
{vi, va,... , vp, W} ¢ costituito da vettori dipendenti in quanto ,avendo supposto che {v;, va,..., Vp}
sono un sistema di generatori , w ¢ combinazione lineare di {v;, v»,..., vs} . Pertanto ’insieme S
rispetto alla proprieta di essere costituito da vettori indipendenti ¢ massimale. Viceversa
supponiamo di sapere che 1’insieme S sia costituito da vettori indipendenti e sia massimale rispetto
a tale proprieta. Se aggiungiamo ad S un ulteriore vettore w il sistema {vi, va,... , Vo, W} €
costituito da vettori dipendenti per la supposta massimalita di S rispetto alla proprieta di essere
costituito da vettori indipendenti. Per la proposizione 3.5, w ¢ allora combinazione lineare dei
vettori di S . Per I’arbitrarieta di w e tenendo conto che ogni vettore v; dipende dav;, va,..., vy
¢ provato che S ¢ un sistema di generatori.
Proviamo che a) ¢ equivalente a c). Proviamo che a) implica c¢). Se si priva S= {v;, va,..., vs} diun
suo vettore ad esempio di v; , 1 vettori{vy,..., v,} che restano non sono piu un sistema di generatori
in quanto essendo {v;, va,..., v4} indipendenti nessuno dei suoi vettori pud essere generato dai
rimanenti. Pertanto S ¢ minimale rispetto alla proprieta di essere un sistema di generatori. Viceversa
se sappiamo che i vettori di S sono un sistema di generatori ma minimale rispetto a tale proprieta

allora i suoi vettori sono indipendenti . Infatti se fossero dipendenti uno di essi e, per fissare le idee,
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sia il primo , dipende dai rimanenti. Ma allora come gia visto in precedenza risulta [va,..., V4] =
=[v1, V2,..., vq] = V. Quindi anche T ={ v,,..., v;} € un sistema di generatori pur essendo una parte
propria di S il che va contro la supposta minimalita di S rispetto alla proprieta di essere un sistema
di generatori.

L’equivalenza tra a) e d) ¢ stata gia acquisita con la proposizione 3.7.

Proviamo infine I’equivalenza tra a) ed e). Proviamo che a) implica e). Se trovassimo t vettori
Wi, Wa,..., Wy che generano V per il teorema di Steinitz risulta n <t. Quindi ogni altro sistema di
generatori ha cardinalita almeno n . L’intero n esprime quindi la minima cardinalita di un sistema di
generatori e quindi I’insieme S come sistema di generatori ha cardinalita minima. Viceversa se
sappiamo che S ¢ un sistema di generatori e che come tale ha cardinalita minima allora 1 vettori

Vi, Va,..., Vo che lo costituiscono sono indipendenti. Infatti se fossero dipendenti uno di essi e, per
fissare le idee, sia il primo , dipende dai rimanenti. Ma allora come gia visto in precedenza risulta
[V2,..., Va]=[V1, V2,..., Vu]= V.Quindi anche T ={ v,,..., v5} € un sistema di generatori pur essendo
di cardinalita n-1 mentre avevamo supposto che n fosse la cardinalita minima di un sistema di

generatori.

Dalle proposizioni provate segue che se uno spazio vettoriale V finitamente generabile ha
dimensione n , I’ intero n pud anche essere definito come il numero massimo di vettori

indipendenti che V possiede o come il numero minimo di generatori di V.

Possiamo ora valutare la dimensione dello spazio vettoriale numerico illustrato nell’esempio I .

ESEMPIO 1. (K", +,.K) . In tale spazio i vettori (1, 0,.., 0), (0,1 ,0..0), .....,(0,0,.., 1)

sono un sistema di generatori in quanto risulta :

a; (1,0,..0) +a, (0,1,.. 0)+..+a,(0,0,..1)=(a;,ay,..,a,)
In particolare si ha che solo
0(1,0,..0)+0(0,1,.. 0)+...+0(0,0,...1)=(0,0,...0)
il che prova che essi sono anche indipendenti. I vettori (1, 0,.., 0), (0,1,0..0), .....,(0,0,.., 1)

sono quindi una base , detta base canonica ,di K" che ha quindi dimensione n .

Aver stabilito che la dimensione di K" sia n ci consentira di saper valutare

semplicemente anche la dimensione degli altri spazi vettoriali mostrati negli altri esempi II e IIL
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Per giustificare la nostra affermazione saranno molto utili le considerazioni che seguono.

Concludiamo tale numero illustrando un esempio di spazio vettoriale sul campo reale di

dimensione tre che sara molto utilizzato nel capitolo dedicato alla geometria analitica.

ESEMPIO 1V . Si consideri un punto A dello spazio reale S e sia VA D'insieme di tutti 1
segmenti orientati AP di primo estremo A, al variare di P in S . Indicheremo con |AP | la
lunghezza del segmento AP . Quando P = A il segmento corrispondente AA ha lunghezza zero,
sara chiamato segmento nullo, e sara indicato con 0 .

Se v=AP e w=AP’ sono due elementi non nulli di VA sidefinisce sommadi v e w il

segmento v + w = AT ottenuto col seguente procedimento

1) se AP ed AP’ hanno direzione diversa, AT é la diagonale del parallelogramma di lati AP
ed AP’

ii) se AP ed AP’ hanno la stessa direzione o e lo stesso verso v allora AT é il segmento che ha la

direzione 0 e verso v e lunghezza | AT | = |AP |+ |AP’

iii) se AP ed AP’ hanno la stessa direzione o ma verso opposto allora AT é il segmento nullo se
|AP|= |AP’|. Se invece ¢ |AP| # |AP’| (supposto |AP|> |AP’| ) allora AT ha la direzione o
il verso di AP e lunghezza | AT | = |AP |- |AP’

Se v=AP e w=0 assumeremov+0=v

Se v=AP ed a ¢ un numero reale . Si definisce a v=AT il segmento cosi ottenuto .

Il segmento AT ¢ nullose aa=0 oppurese v=0.

Supposto v=AP nonnullo ed o # 0, allora detta ¢ la direzione di AP e v il verso di AP, il

segmento AT ha :

direzione & , lunghezza | AT | =|a||AP |, verso v se a> 0 e verso opposto see o <.

Si prova che I'insieme V4 con le due operazioni ora definite ¢ uno spazio vettoriale . I segmenti

AP saranno in seguito chiamati vettori geometrici applicati in A .
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Lo spazio vettoriale V, ha dimensione tre come ora proveremo.

Siano e;=AU;,e; =AU, ed e;=AU; tre segmenti non nulli e non complanari .
Tali vettori sono tali che nessuno di essi puo essere generato dagli altri due e sono quindi

indipendenti . Inoltre, riferendoci ai vettori indicati in figura ,

2 A

1<

>
o

[\ ]
\d=x

v

Siha

AP =v=v + Vv’ =a+b+ Vv
Ma ¢ , per opportuni scalari o, f,y

a=ae , b=Be V’=vyes

e quindi ¢

v=a+b+ v=ae +fe; tyes

I tre vettori e, €; , €3 sono quindi una base di Va che ha cosi dimensione tre .
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4. Isomorfismi tra spazi vettoriali.

Siano assegnati due spazi vettoriali V e W costruiti sullo stesso campo K .

Una funzione f:V —— W tra V e W ¢ detta un isomorfismo se essa ¢ biettiva e

lineare cio¢ se valgono per essa le seguenti proprieta :

1. f ¢ biettiva.
2. f(v+v)=f(v)+f(Vv)
3. f(av)= af(v)

(per ogni coppia di vettori v, v’ e per ogni scalare a )

Se una funzione fdi V in W verifica solo le proprieta 2. ¢ 3. ma non ¢ biettiva si dice che essa ¢ una
funzione lineare di V in W.
Gli isomorfismi sono quindi particolari funzioni lineari perché sono quelle biettive .Quando

esiste un isomorfismo tra i due spazi vettoriali tali spazi vengono detti tra loro isomorfi.

Si prova facilmente che se f & un isomorfismo tale risulta anche la funzione f' e che

componendo due isomorfismi si ottiene ancora un isomorfismo.

Lo studente verifichi che se si associa ad un polinomio a, + a;x;t...+ apnX,

la (n+1)-pla (a,, aj,..... ay) dei suoi coefficienti si realizza un isomorfismo tra gli spazi vettoriali
K[X1,....xn] € K"

Se si associa ad una matrice

A Ay e a,,
Ay Aoy eereenn a,,
A A, e a_.
il vettore numerico
(8.113.12....a1n, A21 A22evee A2 5 teeerennniieeeans s dml Am2.... Amn )

di K™ che si ottiene disponendo in sequenza ed in orizzontale una dopo I’altra le righe della
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matrice si realizza un isomorfismo tra gli spazi vettoriali M, ,(K) ¢ K™

Vediamo ora se per ogni spazio vettoriale possiamo trovarne un altro “ magari piu semplice”
ad esso isomorfo. Vediamo.

Sia quindi V uno spazio vettoriale sul campo K di dimensionene siaB= (e, €s,...., e, )
una sua base ordinata ( riferimento ). Poiché 1 vettori e; , €5,...., €, sono un sistema di generatori

per V ogni vettore v risulta una loro combinazione lineare si ha cioe

vV =Xi€1t...7T Xu€n
I numeri (x,.....,Xs) che consentono di esprimere v come combinazione di ( e; , €2,...., €, ) SONO
dette le coordinate di v nella base fissata.
Mostriamo ora che le coordinate di v sono univocamente determinate da v e che quindi v si puo
scrivere in unico modo come combinazione lineare dei vettori e; , €,...., €, . Supponiamo quindi
che v sia stato ottenuto anche attraverso gli scalari (yy,.....,yn) si abbia cio¢

v=yie;t..tyn€n

Da

v=Xiet..t Xp€y = yi€1t...t Yn€n

segue

(xl-yl)eﬁr(xz—yz)ez +.....+(Xn—yn)en= 0

e questa comporta , per I’indipendenzadi e, ep,....,e,

(x1-y1)=(x2—-y2)=....=(Xn—Yn) =0

e cloe

X1=Y1, X2=Y2,..... , Xn= ¥n

Pertanto gli unici scalari che danno luogoa v sonoinumeri (X, X2,....,Xn ).

Quanto provato ci consente quindi di costruire una funzione tra V e K" associando ad ogni
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vettore vdi V lan-pla (X, Xp,...., X, ) delle sue coordinate

f:veV — (X1,X2,.....%, ) € K"

Tale funzione , come ¢ facile verificare, € biettiva e lineare e quindi € un isomorfismo tra V e K" ,
detto coordinazione di V nel riferimento fissato.

Abbiamo cosi provato la seguente importante

Proposizione 4.1 Ogni spazio vettoriale V sul campo K di dimensione finita n é isomorfo allo

spazio vettoriale numerico K"

Vediamo ora quali sono i vantaggi di aver acquisito un siffatto risultato.
Tali vantaggi appariranno chiari quando si siano provate alcune proprieta degli isomorfismi

che ora andiamo ad illustrare nelle proposizioni che seguono. Da qui in avanti

¢ una applicazione lineare tra gli spazi vettoriali V, e W, costruiti sullo stesso campo K e

dimensione finita n ed m rispettivamente.

Una proprieta notevole delle applicazioni lineari ¢ espressa dal seguente

Teorema fondamentale. Un applicazione lineare — f:V, —— W,
e determinata quando si conoscono i valori che essa assume sui vettori di una base ordinata
(e, €s.....en) di V, .

Dimostrazione. Sia quindi (e, €,....,e, ) una base ordinata di V, e supponiamo di
conoscere 1 vettori immagine f(e;) , f(ey) , ....,f (en) Questa conoscenza ci permettera di calcolare
su un qualunque vettore vdi V, . Infatti sia v un qualunque vettore di V,

Poiché (e, e»,....,en ) € una base esistono n scalari (a1, @ 5,...., 00, )  per cui si abbia

V=o€t a2e + . Tonen

Applicando f a tale relazione, tenendo conto della sua linearita, si ha :
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f(V): o f(€1)+ a2 f(ez) +.. T, f(en)

la quale prova I’asserto.

Proposizione 4.2 Una applicazione lineare f tra V e W trasforma il vettore nullo di V nel
vettore nullo di W. Ne segue che se f e iniettiva in particolare se f é un isomorfismo esso trasforma
altresi un vettore non nullo di V in un vettore non nullo di W.

Dimostrazione. Sia v un vettore qualunque di V, per la linearita di f risulta
f(v) = f(v + 0)=f(v) + f(0)
da cui segue ovviamente f(0) = 0.

Se f ¢ iniettiva ed ¢ v#0 allora f(v) # f(0)=0

Proposizione 4.3 Una applicazione lineare f tra V e W trasforma vettori dipendenti di V in
vettori dipendenti di W. Inoltre se f e iniettiva essa trasforma altresi vettori indipendenti di V in
vettori indipendenti di W. Un isomorfismo conserva pertanto con la sua inversa la dipendenza e
I’indipendenza lineare in quanto trasforma vettori dipendenti di V in vettori dipendenti di W e
trasforma vettori indipendenti di V in vettori indipendenti di W.

Dimostrazione. Siano vy,v,, ...,vy, , h vettori dipendenti di V. Poiché i vettori vy,v, ...,Vh,

sono dipendenti esistono scalari (o, a2 o) non tutti nulli per cui risulti :
arvitoava+  tapvy =0

Applicando f ad ambo 1 membri, tenendo conto della linearita e della proposizione 4.2 si ha

o fvi)+tar f(vy) «  Fonfivn) =f(0)=0
la quale mostra che anche 1 vettori trasformati  f(v;) , f(v2) .. f(vn) sono dipendenti. Supponiamo
f iniettiva e siano vi,vy, ...,vi , h vettori indipendenti di V. Dobbiamo provare che anche i vettori
f(v1) , f(v2) ... f(vn) sono indipendenti. Supponiamo quindi che (o}, a2, an) siano scalari con
i quali si abbia

o f(vi)+tasf(vy) « +tonfiva) =0

e vediamo se tali scalari sono tutti nulli.
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Tale relazione per la linearita di f equivale a

fla;vitosva . Fapvy)=0

Poiché f ¢ iniettiva 1’unico vettore che si trasforma nel vettore nullo di W ¢ il vettore nullo di V e

cosié:

aivitasva s  Fanva=0

Per la supposta indipendenza dei vettori vi,va, ...,viy  sihaallora o ;=0,=0n =0 e cio prova

cheivettori f(vi), f(v2) ... f(vn) sono indipendenti.

Sia
f:vV— W

una applicazione lineare tra gli spazi vettoriali V e W.

Possiamo considerare 1 sottoinsiemi di V e W seguenti:

N={ve V, f(v)=0}

T=f(V)={ f(v),ve V}

Evidentemente N ¢ non vuoto perché di esso fa parte il vettore nullo ed ¢ un sottospazio di
V , detto il nucleo dell’applicazione f mentre T ¢ un sottospazio di W ed ¢ detto lo spazio

immagine di f .

Tali sottospazi, nucleo ed immagine, possono essere usati per valutare I’iniettivita e
suriettivita della funzione f.

Infatti la funzione f ¢ suriettiva se solo se risulta T=W.
Inoltre

Proposizione 4.4 La funzione f é iniettiva se e solo se il suo nucleo é ridotto al vettore
nullo.

Dimostrazione. Se f ¢ iniettiva abbiamo gia osservato che 1’unico vettore che si trasforma
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nel vettore nullo ¢ il vettore nullo e quindi ¢ N={ 0 }. Viceversa supponiamo che sia N={ 0 }. Se
per due vettori v e v’ risulta f(v) = f(v’) si ha per la linearita di f, f( v-v’) =0 e cosi v-v’e N.

Ma per ipotesi ¢ N={0 } equindi v-v’=0 ecio¢ ¢ v=v’. Pertanto f¢ iniettiva .

Utile per cio che segue ¢ la seguente proposizione:

Proposizione 4.5. Sia f: V —— W una funzione lineare tra gli spazi vettoriali V e W. Se
er, €...., e, sono generatoridi V ivettori fle;), fles) ... flen) sono un sistema di generatori
per lo spazio immagine T = f(V). In particolare se f e un isomorfismo ed (e;, e,...., e, ) € una

Dimostrazione. Sia w un qualunque vettore di T= f(V) . Esiste allora un vettore v in V per

cui sia w = f(v). Poiché i vettori ey, €s,...., €, generano V si ha per opportuni scalari o, 002 0y

v=oi€e toaet....-0,¢€,

Si ha allora

w=f(v)=f(aje;tare;+....tane,)=a fle;)+tarf(e)+....ta,f(ey)

la quale mostra che i vettori f(e;) , f(e2) .. f(en) sono un sistema di generatori per lo spazio T. La
parte finale della proposizione ¢ ovvia ricordando che un isomorfismo trasforma vettori
indipendenti in vettori indipendenti.

’

I sottospazi N e T nucleo ed immagine si “condizionano” a vicenda come mostra la

seguente

Proposizione 4.6. Sia f: V —— W wuna funzione lineare tra gli spazi vettoriali V e W.

Siano N e T gli spazi nucleo ed immagine di f. Detta n la dimensione di V ,risulta

(*) dimN + dimT =n

Dimostrazione. La proprieta (*) ¢ ovvia se la funzione ¢ iniettiva cioe se¢ N= {0 }ed ¢
altrettanto vera se ¢ N = V. Supponiamo quindi N non banale e sia h = dimN . Scelti h vettori
el , €,...., e indipendenti in N cio¢ una sua base aggiungiamo ad essi altri n-h vettori di V,

Vht1,Vht2, -..,Vn 1N modo che 1 vettori e;, €,,...., € Vit1,Vh+2, ...,Vn Siano una base di V.



29

Se ora mostriamo che i vettori f( Vi+1), f(Vhi2), ..., f(vs) sono una base per T si ha dimT=n-h

e quindi la (*).Cominciamo a provare che sono indipendenti.Siano o n+1 ,0 h+2 , ..., O Scalari per 1

quali risulti

o het T Vo) ape f(vio)+ .t an f(vn) =0

Per la linearita di f la relazione scritta equivale a

f(oht Vil + Op2 Vo Tt anve) =0

la quale mostra che il vettore

O h+1 Vi1t Ohe2 Vpo T H 0y Vy

appartiene al nucleo. Si ha quindi , per opportuni scalari oy, 002, @ p

Oh+t Virit Qhi2 Vo Tt 0a vV = 1€ Ha2€,....700 4 €

Da questa relazione segue

O htl VhtlT Qht2 Vheo T T Q@ Vp -0 1€ -0 2 €....c0p € =0

e quindi per I’indipendenza dei vettori e, €5,...., € Vn+1,Vhe2, ....Vn Si ha come si voleva

O hil = O p2 = .. =0 p,=0. Proviamo infine che sono un sistema di generatori per T. Sia w un

qualunque vettore di T= f(V) . Esiste allora un vettore v in V per cui sia w = f(v). Poiché 1 vettori

€1, €2....» € Vht1,Vhi2, -..,Vn SONO una base di V si ha per opportuni scalari oy, 0o, Op

v=aie tazCt...t0pCh T Qhel Vet Q2 Vo T T 0y Vg

da cui segue, tenendo conto della linearita di f e del fatto che i vettori e; , e,...., e, sono nel nucleo

w=f(v)=flare;tazert...tanen T 0nit Vi1t Op2 Voo + .+ 0 V)=

=0 ht1 f(Vhe)t an2 f(vi2) + .+t an f(va)

la quale mostra che i vettori f(vh+1), f( Vhs2) , ... ,f( Vi) sono un sistema di generatori per lo spazio T.
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Possiamo concludere tale numero provando la seguente importante

Proposizione 4.7 Due spazi vettoriali V e W costruiti sullo stesso campo e di dimensione

finita sono isomorfi se e solo se essi hanno la stessa dimensione.

Dimostrazione. Se ¢’¢ un isomorfismo f: V——> W tra V e W abbiamo gia visto che se
€1, €2,...., €n ¢ una base di V allora f(e;), f(ez), .. .f(en) ¢ unabase di W e quindi Ve W
hanno la stessa dimensione n. Viceversa supponiamo che V e W abbiano entrambi la stessa
dimensione n . Se (e, €,...., €, ) € una base ordinata di V come gia visto, associando ad ogni

vettore v=x; e;+..+x,¢e, di V lan-pla (x;i,Xp,...., X, ) delle sue coordinate
f:rveV — (x1,X0,.....%X, ) € K"
si realizza un isomorfismo tra Ve K" . Analogamente se (W;, Wa,...., W, ) € una base ordinata di

W , associando ad ogni vettore w=y; wi+..ty,w, di W lan-pla(y;,ya.....,yn ) delle sue

coordinate
g:weW —> (y1,Y2.....7a ) € K"
si realizza un isomorfismo tra W e K" . L’ applicazione
ghef: V — W
essendo una funzione composta da isomorfismi ¢ allora un isomorfismo tra Ve W.

Come conseguenza di questo teorema possiamo allora valutare la dimensione degli spazi
vettoriali illustrati negli esempi II e III del n.3. Avendo gia osservato che K[x,X,..,Xs] € isomorfo a
K™ e che My (R) ¢&isomorfoa K™ siha per quanto ora provato che

dim K[x;,X2,..,Xp]= n+1 e dimM,, , (R) =mn.

Concludiamo tale numero con una proposizione di cui faremo un grande uso nelle

applicazioni successive.
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Proposizione 4.8 Sia f: V ——> W wunisomorfismo tra gli spazi vettoriali Ve W.
Un vettore v di V e combinazione lineare dei vettori v;, v,,...., v, se e solo se il vettore f(v) e
combinazione lineare dei vettori trasformati  f(v;), f(v2) .. .f(vi).

Dimostrazione. Supponiamo che v sia combinazione lineare dei vettori v; , va,...., v Sl
abbia cio¢ v=0o;v;+a,Vv,+.... 5o vy Applicando f e tenendo conto della sua linearita si ha che
¢ f(v)=af(vi )+ oz f(va)tr....+ apf(vn).

Viceversa supponiamo che il vettore f(v) sia combinazione lineare dei vettori  f(v;) , f(v2)
...,f(vy) siabbia cio¢

f(v)=af(vi )+ o, f(vo)+....+ ap f(vh).
Tale relazione per la linearita di f equivale a
f(v)=f(avita,vo+...+apvy)
e questa per la iniettivita di f comporta

v=ojvitosvyt....Fopvh

5. I sottospazi di uno spazio vettoriale.

In questo numero V ¢ uno spazio vettoriale di dimensione finita n costruito su un campo K.
Sia S la famiglia di tutti i suoi sottospazi . La famiglia J& ha le seguenti proprieta , di facile

dimostrazione.

1. perogniH, T e S

HcT = dmH < dmT
Hc T = dmH < dimT

2. lintersezione di una famiglia di sottospazi é un sottospazio.

In generale I’unione di sottospazi non ¢ un sottospazio. Mostriamo cid con un esempio.

Nello spazio vettoriale V = R? delle coppie ordinate di numeri reali si considerino i due
seguenti sottoinsiemi He T .

H= {(a,0), ae R}

T= {(0,b) , be R}
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Facilmente si riconosce che H e T sono sottospazi mentre il sottoinsieme X =H U T non
¢ un sottospazio risultando ad esempio

2,0) e X , (0,5) ¢ X mentre (2,0)+(0,5)=(2,5) ¢ X.

La proprieta 2 consente la seguente definizione. Sia X un sottoinsieme di V. Si chiama
sottospazio generato da X il sottospazio [X] che si ottenga intersecando tra loro tutti i sottospazi
che contengono X.Tale sottospazio ¢ ovviamente il piu piccolo sottospazio (rispetto all’inclusione )
che contiene X.

Ha interesse considerare lo spazio X quando X sia ’unione di due sottospazi H e T .
Mostreremo ora che tale sottospazio [H U T ] che si ottiene intersecando tra loro tutti i sottospazi
che contengono H e T coincide col seguente sottoinsieme di V

L={a+b, aeH ,beT}
il quale contiene tutti 1 vettori che si ottengono sommando tra loro un vettore di H ed un vettore di
T. Evidentemente L ¢ un sottospazio di V.

Quando si scelga b =0 e si faccia variare a in H si riconosce che tra i vettori di L c¢i sono in
particolare tutti quelli di H. Analogamente quando si scelga a = 0 e si faccia variare b in T si
riconosce che tra 1 vettori di L ci sono in particolare tutti quelli di T. Pertanto L contiene sia H che
T. Inoltre se un sottospazio J contiene H e T allora contiene anche tutti i vettoria + b con
a € He b e Tequindi contiene L. L ¢ pertanto il piu piccolo sottospazio che contiene He T e
quindi coincide con lo spazio [H U T ] da essi generato.Lo spazio [H U T ] viene anche
indicato col simbolo H U T o H+T.

La proprieta ora provata per i sottospazi H e T puo essere estesa facilmente ad un numero
finito di t sottospazi H;,H,, ..., H; con t>2.Indicando con H; + H; + ...+ H; lo spazio
generato da H; U Hy U ...u H; si prova facilmente che esso coincide col sottospazio L
seguente

L={a1+ at. t+a , adAle H1,32€H2,...,at€Ht }

Proviamo infine la seguente importante proprieta :

3.perogniH, T e H si ha ( formula di Grassmann ).

3.1) dimH+dimT = dim(HN T) + dim (H+T)
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Dimostrazione. Possiamo supporre che nessuno dei due sottospazi H e T sia contenuto
nell’altro altrimenti la (3.1) € ovvia.

Poniamo h=dim H e t=dim T e siano (e;, €,....., € ) € (Wi, Wo,eerry Wy )
rispettivamente una base di H e una di T. Mostriamo che se HN T ={ 0 } allora 1 vettori
(er,€....,n Wi, Ws,...., Wy ) costituiscono una base di H+T e cosi la (3.1) ¢ provata .

Unvettore v di H+ T ¢edeltipo v=a+b cona eH e b € T. Essendo

(er,en....,en) €(W1,Wsn,....,w; ) basidiHe Tsiha:

v=a+t+b =aje tore; t....tapen + Piwi+Pawar + ... Pewy

la quale mostra che i vettori (e, €2,...., €, Wi, Wa,...., Wy ) sono un sistema di generatori per
H+T. Se essi risultano altresi indipendenti allora sono una base. Siano quindi o ,0 7, .....,00p,
Bi.B2,.....pt scalari tali che risulti

aje;tore, +....-onpep + B]Wl‘i’ﬁsz‘i’.....‘f’BtWt =0 .
Da questa segue

ajetae; t....tapey, =-(Biwi+Bawar + ...t Pewe ).

Posto a=awoje toer +....tape, € b=Bwi+Bowr+....+BcW

Ovviamentea € H e be T. Inoltre -b € T. Daa=-b segueallorache acHNT e

beHNT. Ma essendo per ipotesi HNT={0}siha a=0e b =0. Ma

a=ajetaer+....tanrep=0 e b=Fw+tBwa+....+Bw=0

comportano essendo ( e, €2,....,ep) € (Wi, Wa,...., w; ) vettori indipendenti

come si voleva provare.
Supponiamo quindi che sia H N T diverso dal vettore nullo esia i=dimHN T . Siano
(er,e...., e ) vettori indipendenti di H N T cio¢ una base di H N T . Usando la proposizione

3.7 sipossono trovare h -i vettori Vit , Visz.. ,vh di H=(H N T)  scelti in modo che

.....

(er,€,...., € Vit1,Vis2...,Vh ) siaunabase di H e sipossono trovare t-i vettori
Wit1, Wisa ., Wy di T-HN T scelti in modo che (e, e,...., & Wit , Witz , Wy ) siauna
base di T. Se proviamo che i vettori (e, €a,...., € Vi1, Vita.., Vh Witl, Wit2__, W ) SONO una

base per H+ T , essendo innumerodi i+h-i+ti=h+t—- siha
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dimMH+T)=h+t-i=dimH+dim T-dimHNT

e cio¢ la (3.1).

Sia v un vettore di H+T . Il vettore veé deltipo v= a+b con a eH e beT.
Essendo (e, €2,....,€ Vis1,Vit2,.. ,Vvn ) unabasediH e(e;,ez,....,€ Wir1, Wiz2_, Wy ) una

base di T si ha

v=a+b =aje tae; +....H0i€ T 0 Vis] TQis2Viez ... Fapvptyie+tyae +....7F

+yiei + Pini Wit tPinaWin + ...t Pew

la quale mostra che v ¢ combinazione lineare dei vettori (€, €,...., € Vit1, Vita... » Vh Wil »
Witz .., Wy ) 1 quali sono quindi un sistema di generatori per H + T . Mostriamo che sono

indipendenti . Siano o ,002,...., 05 BirnP i, -oenn Pt scalari tali che risulti

o€ toe t...F i€ T i Viig T0is2Visa T ...t 0n Ve + Bici Wist T BioWin + ...+ Bewe =0

Da questa segue

(**) BiriWit1 TPisaWisa ...t Bewy =-(ajetazrer + ...t aie +0i Visp +

Oir2 Visg * ..ot 0 Vi)

Poniamo

b= Bi+lWl+Bi+2W2+-~--~+BtWt ed
a=0ojetae+....F0i€ T 0 Vir] TQj2 Ve T ... 0h Vy
Ora beT ed aeH.Quindidall’essere b=-a segue che be H N T.
Poich¢ e;,e;....ei ¢unabasedi H NT. siha, peropportuniscalario;,ds,,.....,0i
b= BisiWir1 T BiraWirz ... Pewy = d1e1+02e +.....+0i¢
da questa segue

01e1+dze+....Fdie- BinWir1 -PiaWiz - oo Prwy =0



35

e questa comporta, essendo (e, €,...., & Wit , Wit2.... , Wy ) una base,
61: 82: .....:812 Bi+1: Bi+2: -----:Bt =0
Ma se Bi=Pin=....=p: =0 da (**) segue

oje;tase t.... o€ T Viel T0ia Vi T .ot apvp=0

dalla quale segue, essendo ( e; , €2,...., € Vit , Vit2..., Vh ) Uuna base,
ag;=0r2=...../0i=0i+] =0 jr2—= .....= 0 — 0.

Avendo provatochea=0,=....=ap= Bir=Pi2=....=f¢ =0 1ivettori

(e1,€2..., € Vit1, Visa .., Vh Wisl, Wisa,., W ) sono indipendenti e 1’asserto ¢ provato.

Osserviamo esplicitamente che nella dimostrazione ora fatta abbiamo provato che se He T
hanno in comune il solo vettore nullo unendo una base di H ad una base di T si ottiene un insieme
di vettori linearmente indipendente , base per lo spazio generato da He T.

Tale proprieta con un semplice processo di induzione sul numero t di sottospazi puo essere

cosi generalizzata .

Proposizione 5.1 Siano H;, H,, ..., H, , t (t >2 ) sottospazi di uno spazio vettoriale V,
di dimensione n sul campo K. Se ogni H; interseca nel solo vettore nullo lo spazio generato dai
rimanenti sottospazi allora unendo una base di H; , con una base di H, e .. con una di H, si
ottiene un insieme di vettori linearmente indipendente , base per lo spazio H;+ H, +...+ H,

generatoda H; v H, U ...u H, .

Concludiamo tale numero introducendo una utile nozione. Due sottospazi H e T diuno

spazio vettoriale V, sono detti  supplementari  se risulta
Hn T={0} e H+T =V,
Per la formula di Grassmann gia provata,se H e T sono supplementari risulta :

dimH + dimT = n
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Si possono costruire sottospazi supplementari ?

La proposizione che segue da risposta al quesito posto.

Proposizione 5.2  Sia e;, e, ..., e, unabasedi V, .Isottospazi
H: [61 , €2, .o, € ] » T = [et+] s €142y ooy el’l]
generati rispettivamente da ej, ey, ..., e, e da €1, €i+2 ..., €, Sono tra loro
supplementari.

Dimeostrazione. Poiché { €1,€2, ..., Cn } ¢ unabasedi V, allora per ogni vettore v
di V, siha:

(*) v=oertayet...toe t+ Ot €1t Oz €t L.t Op €

Posto a= aje;toxert...touee € b= o441+ Oz €pt ...+ ope, larelazione (*)

mostrache¢ v=a+b conae H e b eT echequindi¢ H+ T= V, .Proviamo

\

infinecheéanche H N T = { 0 } . Sia v unvettoredi H n T.Poiché e;,er,...,e €
unabasediH e eu1,€w2, ..., €unabasedi T, siha per opportuni scalari «,,a,....q,,

o o o

t+12 42 *° " n

v=o,eta, et...t oe = o, €+1 T 0O, €2t ... 7 0, €
Da questa segue

a, e+ o, et ...+ a,e - 0o, e+ - O,, €2t ...- 0, € =0

e questa comporta , essendo i vettori  e;,€,,...,e, indipendenti, a,=0, = o, = o, =0

t+1 t+2
= .=aqa,=0.

Sihaquindi v = 0 e cio mostra per 'arbitrarietddi v.in HN T che¢ HNT={0}.

La proposizione che segue “inverte” in un certo senso la proposizione ora provata
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Proposizione 5.3 Siano H e T due sottospazi supplementari di dimensioni t e n-t.

Se { e;, e, ..., e } euna basedi H e { e+], €12 e, € } euna base di T allora
{ €],€2, .., @ €], €142 .., €y } e una basedi V,

Dimostrazione . Per la dimostrazione ¢ sufficiente provare che i vettori e;, e;, ..., €, €u1,
€w#2 ..., €n sono indipendenti. Siano quindi a,,a, ,... @, , O, ,0,, .. ...,0, scalariperi

quali risulti

a, e+ o,et...to, e + o, enta,, st ... to, e =0
Da questa segue
o, et a,et...to e = -0,,,€+ -0, Cta-...- 0, €
Posto
a= o e+ o,et...+ o, e e b= -0,,€+1-0,, €2-...- O, €

sihacheaeH e b e T madaa=b segueallorache¢ a=be H n T. Maessendo H
e T supplementarisiha Hn T = { 0 } equindie¢ a=b =0 .
Se il vettore

a= o, e+ a,et...ta, e =0

si ha per I'indipendenzadi e;,e,...,e,, o=a,=... =0,= 0
eda
b=-a,,€+-0,, €u2-...-0, € = 0
si ha per I'indipendenza di e+, €42 ..., en che ¢ a,,=0,, = ...=a, =0 ecioprova
I’asserto.

Quando si tenga conto della proposizione 5.2 e della proposizione 3.7 del capitolo I ¢ facile

verificare che sussiste la seguente proposizione

Proposizione 5.4. Sia H un sottospazio dello spazio vettoriale V,. E’ sempre possibile

costruire un sottospazio T supplementare di H .

Concludiamo con una proprieta importante degli spazi supplementari.

Se H e T sono supplementari sappiamo che ¢ per definizione V,=H + T e che quindi ogni
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vettore v dello spazio si ottiene come somma di un vettore a di H e diun vettore b di T . Noi
vogliamo mostrare che la decomposizione di v come somma di un vettore a di H e di un vettore

b di T € unica. Siha cioé:

b

se v=a+b e v=a+b allora ¢ a=a e b=D".

Infatti da a+b =a’+b’ segue a -a’= b’ -b equestacomportache a -a e H n T e
b’-b e H nT .Mapoiche ¢ H nT ={ 0 } siha a-a°=0 e b’-b =0 equindi

comesivoleva a =a’ e b’ =b .

A titolo di esempio si consideri lo spazio vettoriale R* delle coppie ordinate di numeri reali.
In tale spazio i sottospazi H = { (a,0) ,ae R } e T= { (0,b), be R }sono

supplementari ed in accordo con la proprieta sopra illustrata ogni vettore (a, b) di R’
(a,b)=(a,0)+ (0,b)

si scrive in un sol modo come somma di un vettore di H ediunodi T.



CAPITOLO II

Matrici e determinanti
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1. Introduzione.

Abbiamo visto al capitolo precedente che se in uno spazio vettoriale V di dimensione n e
costruito sul campo K si fissa un riferimento (e, , €s,...., €, ) € possibile costruire un isomorfismo
tra V e K". Tale isomorfismo associa ad ogni vettore v=x;e;+..+x,e, diV lan-pla
(X1, X2,...., Xn ) delle sue coordinate nel riferimento scelto.

Poiche un isomorfismo conserva la dipendenza e I’indipendenza lineare , allora stabilire se h
vettori v;, Va,...., v di V siano dipendenti o indipendenti equivale a spostare tale indagine sugli h
vettori numerici delle loro coordinate. Ma c¢’¢ un metodo “semplice e veloce” per stabilire se tali
vettori numerici sono dipendenti o indipendenti ? La risposta a questa domanda viene data
introducendo la nozione di determinante di una matrice quadrata , nozione di cui ora parleremo.

Preliminarmente ¢ pero essenziale fare le seguenti osservazioni.

Siano assegnati un certo numero di vettori numerici di ordine n e siano .

(al,..., an) , (bl,..., bn), ................ 5 (W],...., Wn)

Se supponiamo che essi siano dipendenti , esisteranno opportuni scalari o, P,...., Y non tutti

nulli tali che risulti :

o (2, an) + B by, b)) + oo in ¥y (Wi, Wy) = (0,......,0).

Fissati s posti (ij,la,...,is) traiposti da 1 ad n si considerino i vettori numerici di ordine s ottenuti

considerando in ognuno dei vettori numerici assegnati solo le componenti di posto

ij,1,..,15 , clo¢ consideriamo i vettori ,ora di lunghezza s, seguenti

(ailaain"aaiS) (bilabin-')biS) DR (Wilawin")WiS)

E’ ovvio che anche essi sono dipendenti in quanto con gli stessi scalari a, p,...., Y non tutti nulli

sopra adottati si ha ancora :

o (ai1,ai2,...,8j5) T B (bi1,bi,...,bis) + ...+ Y (Wi1,Win,...,wis) =(0,0,....,0 )

Usando un linguaggio poco preciso ma espressivo possiamo riassumere l'osservazione fatta dicendo
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che : se si " accorciano " dei vettori numerici dipendenti essi restano dipendenti .

Ne segue che se si " allungano " dei vettori numerici indipendenti essi restano indipendenti.

Mostriamo quanto detto con un esempio . Nello spazio V = R* delle quaterne ordinate di

numeri reali ivettori (1,0,2,1), (0,3,1,1),(4,3,9,5) sono dipendenti risultando :

8(1707251)+ 2(0737151)_2(4’37955):(0305050)

Le tre coppie (2,1),(1,1),(9,5) ottenute “accorciando” le tre quaterne date (considerando di

ognuna solo gli ultimi due numeri) sono anch’ esse dipendenti risultando ancora

82,1)+2(1,1)-2(9,5)=(0,0)

Sempre nello stesso spazio le due quaterne (1,0,2,1) ,(0,3,1, 1) sono indipendenti in

quanto non proporzionali e cosi le due sestine
(1,0,2,1,2,2),(0,3,1,1,7,95)
ottenute aggiungendo ad ognuna di esse ulteriori due numeri sono ancora indipendenti.

Diamo ora la nozione di determinante di una matrice quadrata.

2 . Determinante di una matrice quadrata.

Ad una matrice quadrata A d’ordine n ad elementi in un campo K ,si pud associare uno
scalare , elemento di K , detto determinante di A, e denotato con |A| o detA al seguente
modo :

Se n=1 ecioe¢ A= (a) allora sipone detA=a.

Vediamo come si calcola il determinante quando ¢ n> 2.

Sia quindi A una matrice quadrata d’ordine n con n > 2 . Indichiamo la matrice A al seguente

modo :
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C:PY: PN : P

Ay Qg eeuemnnnnly,
A:

Ay By e @y,

Se a; ¢ un elemento della matrice A , chiameremo complemento di a; il determinante della
matrice quadrata d’ordine n-1 ottenuta cancellando in A lariga i e la colonna j .Tale complemento
quando venga moltiplicato per (-1)' & detto complemento algebrico di a;j e viene denotato col
simbolo  Ajj . Si puo provare che si ottiene lo stesso elemento di K , sia che si esegua questo

calcolo

ail Ail + ap Ap *...... + ainAin

lungo una qualunque rigai=1,2,....,n di A e sia che si esegua questo calcolo

ajj Alj + ay; Azj +.o. + anjAnj

lungo una qualunque colonna j=1,2,...,n di A. Tale scalare viene chiamato determinante di A .
Riepilogando , per calcolare il determinante di A , si deve scegliere una riga o una colonna e poi
eseguire la somma dei prodotti degli elementi della linea scelta per i rispettivi complementi

algebrici .

Ora se la matrice A ha ordine due se n=2 e cioe ¢



43

si ha A11 = an ed A12 =-as
e pertanto risulta

detA=a;; A;p + apApp = ajjan -anpay.

Avendo definito il determinante di A quando A ha ordine uno siamo stati in grado di calcolare il
determinante di A quando A ha ordine due . Ma allora sapremo calcolare il determinante anche
quando A ha ordine tre in quanto i complementi algebrici dei suoi elementi si otterranno attraverso
il calcolo di determinanti di matrici d’ordine due. Per le stesse ragioni, sapendo calcolare il
determinante di A quando essa ha ordine tre sapremo calcolare il determinante di A anche quando
ha ordine quattro e cosi via. Sappiamo quindi calcolare il determinante di A quando essa ha ordine n
se sappiamo calcolare il determinante di una matrice d’ordine n-1.

A titolo di esempio si voglia calcolare il determinante della matrice C reale d’ordine tre seguente :

I 2 -1
C= 2 0 4
4 2 8

Sviluppando il calcolo lungo la seconda riga si ha :
detC= 2 (-18) +4 (6)=-12.
E’ utile osservare che nel calcolo del determinante della matrice C abbiamo scelto opportunamente
la seconda riga in quanto su tale riga uno degli elementi ¢ zero e cio ha ridotto quindi il numero
degli addendi da calcolare .
Se A ¢ una matrice quadrata d’ordine n ed occorre calcolare il suo determinante ¢

auspicabile che su qualche riga o colonna figurino molti zeri perché cio riduce il numero di calcoli
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da effettuare. C’¢ una proprieta dei determinanti che viene incontro a questa nostra esigenza
Enunceremo tale proprieta omettendo la sua dimostrazione .
Sussiste allo scopo la seguente :

Proposizione 2.1 [/ determinante di una matrice quadrata d’ordine n non cambia se si
aggiunge ad una sua riga ( o colonna ) una combinazione lineare delle altre righe ( o delle altre

colonne ).

Per il calcolo del determinante della matrice

I 2 -1
C= 2 0 4
4 2 8

possiamo applicare la proprietd ora enunciata per semplificarne il calcolo. A tale scopo possiamo

sommare alla terza riga di C la seconda riga moltiplicata per -2 e si ottiene la seguente matrice B

I 2 -1
B= 2 0 4
0 2 O

la quale per il teorema precedente ha lo stesso determinante di C . Sviluppando il determinante di B
secondo 'ultima rigasiha detB=detC= 2 (-6)=-12.
E’ evidente che se in una matrice una sua riga o colonna ha gli elementi tutti nulli allora il
determinante di tale matrice ¢ zero. Cid premesso in forza della proposizione 2.1 si ha questa ovvia
proprieta:
Proposizione 2.2 . Se in una matrice due righe ( o colonne ) sono uguali o proporzionali

allora il determinante é zero.

I teoremi che seguono sono molto importanti in quanto chiariscono il perché sia molto utile

saper calcolare questo scalare che abbiamo chiamato determinante . Proviamo la seguente



45

Proposizione 2.3 . Se le righe (o colonne ) di una matrice quadrata A sono vettori
dipendenti allora risulta detA = 0 .

Dimostrazione. Supponiamo che le righe di A siano dipendenti . Allora una di tali righe ¢
combinazione lineare delle altre e supponiamo ad esempio che I'ultima riga sia combinazione
lineare delle altre , risulti cio¢ a, = oya; + opay +.....+ 0,13, . Se si somma ad a, la seguente
combinazione lineare delle altre -o;a; - 0pa, +.....- 0h12y1 Sappiamo che si ottiene una matrice B
che ha lo stesso determinante di A . Ma I’ultima riga di B ha tutti gli elementi eguali a zero e quindi
¢ detA=detB=0.

Dal teorema ora provato segue il seguente importante corollario:
Proposizione 2.4 . Se il determinante di una matrice quadrata A e diverso da zero allora

le righe e le colonne di A sono linearmente indipendenti .

Vediamo qualche utile applicazione delle cose dette. Supponiamo si voglia stabilire se le tre
quaterne (1,1,0,1) , (0,1,2,1) , (1,0,0,3) siano o meno linearmente indipendenti . Consideriamo

la matrice A che si ottiene assumendo come sue righe le quaterne date .

1 1

>
I
e

0
1 2 1
0 03

In tale matrice la sottomatrice quadrata

110
B= 01 2
10 0
costituita dalle prime tre colonne di A ha il determinante diverso da zero (infatti esso € due )

e quindi per la proposizione 2.4 le sue righe sono indipendenti . Poiché le righe di A sono un

allungamento delle righe di B e poich¢ allungando vettori indipendenti essi restano indipendenti
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si conclude che le quaterne assegnate sono linearmente indipendenti.

Concludiamo tale numero con qualche utile osservazione. E’ apparso chiaro dalla
definizione che il calcolo del determinante di una matrice quadrata A d’ordine n non sia agevole
quando I’ordine n ¢ abbastanza grande. Ci sono perd alcune matrici particolari per le quali il
calcolo del determinante non presenta difficolta. Vediamo.

Una matrice A= (a;;) quadrata d’ordine n ¢ detta #riangolare ( bassa) se

perogni j>1 , risulta a; =0 mentre ¢ detta triangolare (alta) seperogni j<i ¢ a; =0 .

a;; 0............0 : DEUE DUNUPURE: B
a, a,0.......0 0 ay, ...y,
A= a; a; a;0.....0 A= 0 0 a;.......a,,
Ay A evnnnnnd, 0 0 0..0...a,
( triangolare bassa ) ( triangolare alta )
Gli elementi (ajj, a2 ,...., ann ) della matrice A sono detti gli elementi della diagonale

( principale ) di A .
Una matrice A ( ajj) quadrata d’ordine n ¢ detta diagonale se risulta perogni 1 #j
a; =0.
Con un semplice ragionamento di induzione si prova facilmente che se A =( a;) ¢ una
matrice quadrata d’ordine n ed A ¢ triangolare o diagonale allora ¢
det A= aj.axn ......am

cio¢ il suo determinante ¢ il prodotto degli elementi della sua diagonale principale.
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3. Prodotto di matrici.

Siano a=1(a , a ,...... ,a), b=(b; , by ,...... , bn) due n-ple ordinate di
elementi di un campo K .

Si definisce prodotto scalare di tali due n-ple, lo scalare

che si ottiene eseguendo la somma dei prodotti degli elementi di egual posto.

Siano A = (aij) e B= (bij) due matrici ad elementi nel campo K . La matrice A sia di

tipo (m,n) e quella B ditipo(n,p) (quindi il numero di colonne di A deve esser eguale al
numero di righe di B ). In tale situazione si puo definire prodotto delle due matrici ( righe per
colonne ) la matrice C = AB ditipo ( m, p) il cui generico elemento c; si ottiene eseguendo il

prodotto scalare della riga i-sima di A con la colonna j-sima di B :

cj = axb

Siaora M =M, ,r lo spazio vettoriale di tutte le matrici quadrate d’ordine n sul campo K. Se A
e B sono due elementi di M il loro prodotto ( che ¢ eseguibile ) ¢ ancora un elemento di M. Tale
prodotto non ha la proprietd commutativa . Mostriamo cid con un esempio.

Siano A e B le seguenti matrici quadrate d’ordine tre :

1, 1,0
A= 0,0,0 B=
0, 0,0

b 2

0
0,
0

o = =
o O O

Eseguendo il loro prodotto si ha

2, 0,0
AB=1| 0, 0,0
0, 0,0

Mentre risulta :
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Nell’insieme M la seguente matrice | ( detta matrice identica )

[=(8;) con §;=0sei #j ¢ 8; =0

1, 0,...,

0,1,...0
[=

0, 0,.....,1

Poiché la matrice 1 ¢ diagonale siha:

detl=1.

Sia A una matrice quadrata d’ordine n . L’ inversa della matrice A, se esiste , ¢ una matrice A™

anch’essa quadrata d’ordine n , che abbia la seguente proprieta :

AAT =ATA=T.

Allo scopo di determinare quali matrici sono dotate di inversa ci ¢ utile provare preliminarmente la

seguente proprieta :

Sia A una matrice quadrata d’ordine n . Risulta :

1. aj Ajl + ajp Ajz +.o. + ainAjn = detA se 1=]
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2. aj Ajl + ajp Ajz +.o. + ainAjn =0 se 1#]

Occorre provare la 2, essendo la 1. vera per la definizione di determinante.

All’uopo consideriamo la matrice A

Ay Ay e a,

Qi) By eeerenrenen e a,
A:

I aj,

Ay Ay e, a,,

e la matrice ausiliaria B, eguale alla matrice A tranne che nella riga di posto j dove presenta di

nuovo la riga a;

Ay Ay ceeeereereeeenn a,

Qi) By ceveeereeiee e a;,
B:

Q) By ceveeerennee e a;,

Ay Ay cevereereeerennens a,

AjIZle s Aj :sz, ...... , Ajn:Bjn

E quindi ¢ , come si voleva :

0=detB = bj] Bj] + bjz sz + ..+ bjn Bjn = a1 Aj1+ ap Ajz + ... ta, Aj

Un’ altra utile proprieta , di cui omettiamo la dimostrazione , ¢ la seguente :
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Per ogni coppia di matrici A e B in M risulta

3. det (AB) = detA detB

Attraverso 1’'uso delle proprieta 1., 2. ,3 ora stabilite siamo ora in grado di provare la

seguente importante:

Proposizione 3.1 Una matrice quadrata A ammette inversa se e solo se essa ha il
determinante diverso da zero.

Dimostrazione . Se la matrice A ammette inversa esiste una matrice A™' tale che risulti
AA' =I. Siha det(A A")=detA det A =detI=1 dacui segue det A #0.

Viceversa supponiamo sia detA =k # 0. Tenendo conto delle 1 e 2 la matrice :

AL Ay A
Ay Ay A
Al = 1
k
AL Ay i A
risulta I’inversa della matrice A .
4 . Rango di una matrice.
Sia assegnata una matrice
Ay Ay e a,
A= Ay gy e a,,
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una matrice di tipo (m ,n ) sul campo K. Indicheremo le sue m righe coi simboli a;, as,....,am €

n

le sue n colonne coi simboli gl , gz,...., a  Supponiamo di aver individuato nella matrice A , p

sue righe , per esempio le prime p , con queste proprieta :
1) ai,a,....,a sono indipendenti

1) ogni altra riga risulta una loro combinazione lineare.

Se aj ,ai,,...ai, sono t righe indipendenti di A poiché ognuna di esse dipende da

ai, a,....,a, allora, per il teorema di Steinitz risulta t <p.

Pertanto il numero massimo di righe indipendenti di A e p . Individuare nella matrice A un gruppo
di righe con le proprieta 1) e 1i) equivale quindi a determinare quale sia il numero massimo di righe

indipendenti che A possiede.

In modo analogo supponiamo che nella matrice A ci siano s colonne per esempio le prime s

con le seguenti proprieta :

i) a',a’....a° sono indipendenti

1) ogni altra colonna risulta una loro combinazione lineare.
Se gjl , gj2 yeeens gjt sono t colonne indipendenti di A, poiché ognuna di esse dipende da
a',a’....,a allora, per il teorema di Steinitz risultat <s.

Pertanto il numero massimo di colonne indipendenti di A ¢ s . Individuare nella matrice A un
gruppo di colonne con le proprieta j) e jj) equivale quindi a determinare quale sia il numero
massimo di colonne indipendenti che A possiede. Mostreremo ora che p =s e cio¢ che il massimo

numero di righe indipendenti di A eguaglia il massimo numero di colonne indipendenti di A .
Il numero massimo di righe ( o colonne ) indipendenti di A ¢ detto il rango di A .
Proviamo quindi la seguente

Proposizione 4.1 [/ massimo numero di righe indipendenti di una matrice A eguaglia il

numero massimo di colonne indipendenti di A.

Dimostrazione. Possiamo supporre che la matrice A non abbia tutti gli elementi eguali a zero
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altrimenti 1’asserto & ovvio.
Siano a; ,ai,,.... ai, p righe di A con le proprieta 1) e ii) e siano

ali,al2,... alt  tcolonne di A con le proprieta j) e jj). Mostreremo che ¢ p=t e ci0 provera

[’asserto.

Poiché le righe a TIPS RO ai ~ generano tutte le altre si ha
(a )= a; )Htoa( ai, IH..to( ai )

(& =B a; )+hA(

|0

i e B ai )

Can D=v( 2, )+n( ai, Fro.+p(ai )

Ora se volessimo descrivere la colonna di posto j di A dovremmo prendere ’elemento di
posto j nella prima riga , prendere I’elemento di posto j della seconda riga , prendere 1’elemento di

posto j dell’ultima riga .

(c.oar ... o) = of...

|
]

ip e )+ o ai o) Foto(eoai L)

(ctre. . = Bi...

|eo
]

)t BaCeai,... D) o APy ai L)

(v@m... o) = viC.ay... Uo) + ya(..ai,... D) +.o4y(..a

[

oy
O

p—
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e quindi si ha

ay; a, o, o,

a2j Bl Bz Bp
a i) +a 1,j + + aip J

a,; Vi Y2 Vo

Abbiamo cosi provato che ogni colonna di A ¢ combinazione lineare dei p vettori

o
o, a, p
Bl BZ BP
b b b
Y1 Y2 Yo
e conseguentemente essendo le colonne ng , gJZ,...., th indipendenti si ha per il teorema di

Steinitz t<p .

Nella matrice trasposta At di A le righe di A sono le colonne di Ar e le colonne di A sono
le righe di Ar
Applicando alla matrice trasposta quanto gia provato per A si ha allora p <t e I’asserto ¢ cosi
provato.

Illustreremo ora un teorema molto utile in quanto esso fornisce un metodo per il calcolo del
rango di una matrice.Prima perd occorre dare alcune semplici definizioni.

Sia A una matrice di tipo m ,n sul campo K.
Siscelgano hrighe a ; ,ai,,....,ai, di Aedh colonne gjl , gj2,...., gjh di A. La sottomatrice H
di A i cui elementi sono quelli che si trovano contemporaneamente sulle righe e colonne scelte sara
da noi chiamata un minore d’ordine h di A.

Quindi la prima riga di H ha per elementi gli elementi della riga a ; che occupano i posti

ji jpe.n j, - Laseconda riga di H ha per elementi gli elementi della riga ai, che occupano i
posti j,, j,....j, -L’ultimarigadiH ha per elementi gli elementi della riga

ai, che occupano i posti 1o Jpen dn .Facciamo un esempio.
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Sia A la seguente matrice

1, 2,5,1,0
A= 3,3,2,0,4
1,0,3,4,2

Se si scelgono la prima e la terza riga e la quarta e quinta colonna di A la matrice H che tali scelte

1, 0
H:
(4’ ZJ

Se si scelgono la prima e la seconda riga e la prima e la seconda colonna di A la matrice L che tali

1, 2
L=
(3’3J

Sia H il minore d’ordine h ottenuto scegliendo le righe a ; , ai,,...., ai, di A e le colonne all,

determinano €

scelte determinano €

al2,...,aln di A. Fissate una ulteriore riga a; ed una ulteriore colonna @’ coni # iy,i, , ..., I
€ J#j,.Jj,.j, IilminoreH;; d’ordine h+l ottenuto scegliendo lerighe a ; ,ai,,...., ai,,

a; diAelecolonne ali, al2,.... aln @ di Asichiamaun orlato del minore H.

Riferendoci agli esempi precedenti, si ha ad esempio

1, 2,1 1, 0, 1
L3,4: 3, 3, 0 H2,1: 4, 2, 3
1, 0, 4 0,4,3

=

Siamo ora in grado di enunciare e provare il seguente importante
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Teorema degli orlati. Sia A una matrice di tipo m,n sul campo K. Sia H un minore d’ordine h

di A ottenuto scegliendo le righe ai iy, @iy di A e le colonne QJl, Qj2,...., th di A. Se
risulta :
1. detH=03+0
2. detH;;j=0 perogniiej (i # i, iz, ...in € J# j. jrojy/)
allora :
i) le righe ai , @iy, 4i, sono indipendenti ed ogni altra riga risulta una loro

ii)

combinazione lineare

le colonne QJl, QJZ,...., Q‘]h sono indipendenti ed ogni altra colonna risulta una loro

combinazione lineare.

Ne segue che il rangodi A é h.

Dimostrazione . Poiché H ha il determinante diverso da zero allora le sue righe ¢ le sue

colonne sono indipendenti. Lerighe a ; ,ai,,...., ai, di A sono un allungamento delle righe di H

e quindi sono anch’esse indipendenti. Analogamente le colonne ng , gJZ,...., th di A sono un

allungamento delle colonne di H e quindi sono anch’esse indipendenti. Mostriamo che ogni riga a;

di A ¢ combinazione lineare delle righe a ; , ai,,...., ai

h

Per le ipotesi fatte le matrici H;; , Hi,....., Hin ottenute orlando H con la riga di posto i e

tutte le colonne da 1 ad n hanno tutte il determinante eguale a zero.

A

detHi,l = det =0
ihjl o aihjh a'ihl
o Ay 8y
i o ailjh ail2

detH;,= det =0
g Qg 3o
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ailjl o ailjh ailn
detH;,= det =0

aihjl o aihjh aih“

a.. a.. a.

ij; iy in

ora le matrici Hi; , H ip,....., Hin differiscono solo nell’ultima colonna per cui i complementi
algebrici degli elementi dell’ultima colonna di Hi; sono gli stessi di quelli degli elementi
dell’ultima colonna di H;> e di quelli degli elementi dell’ultima colonna di Hi,. Indichiamo tali
complementi algebrici con yi, V2, ..., Yn, 0 . Sviluppando i determinanti di Hi; , Hia,....., Hin

secondo gli elementi dell’ultima colonna si hanno le seguenti relazioni scalari :

a1 +.... + aihl Yh + a; 60=0

aj2y t....tai2y t+ ap 8=0

ainyl to...tainym t*  an 0=0
Tali relazioni sono equivalenti alla seguente relazione vettoriale
dai =-( yra; +..+twmai )

e dividendo per o , che ¢ diverso da zero , si ha

1 .
a =- g(ylgi] +.... +Yh§1h )

la quale mostra che lariga ai ¢ combinazione lineare dellerighe a; ..., ai,

Avendo provato che le righe a i seeee 5 2 sono indipendenti e che generano tutte le altre

h
allora ¢ h il massimo numero di righe indipendenti. Poiché il massimo numero di righe

indipendenti eguaglia il massimo numero di colonne indipendenti allora anche le colonne
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indipendenti alt, al2... alh  sono in numero massimo e quindi ogni altra colonna risulta

una loro combinazione lineare. Il teorema ¢ cosi completamente provato.
Il teorema ora provato oltre a fornire un metodo per il calcolo del rango ha questa importante

conseguenza espressa dalla seguente proposizione.

Proposizione 4.2 Sia A una matrice quadrata d’ordine n . Le righe e le colonne di A sono

dipendenti se e solo se il suo determinante e eguale a zero.
La proposizione 4.2 ¢ ovviamente equivalente alla seguente

Proposizione 4.3 Sia A una matrice quadrata d’ordine n . Le righe e le colonne di A sono

indipendenti se e solo se il suo determinante e diverso da zero.
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Sistemi di equazioni lineari
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1.Sistemi di equazioni lineari

In questo capitolo studieremo 1 sistemi di equazioni lineari , cio¢ sistemi S di questo tipo

a, X, +a,X,.. +a,X, =¢,
a,X, +ay,X,.. +a,X, =C,
a_x, +a ,X,.+a_ X =cC_
dovesiai coefficienti aj edi termini noti c¢; sono elementi di un fissato campo K.
Quando i termini noti ¢, ,C,...,C, Sono tutti eguali a zero il sistema ¢ detto omogeneo.

Una soluzione del sistema ¢ una n-pla ordinata ( y; , y2,...., yn ) di elementi di K soluzione

delle equazioni del sistema cio¢ verificante

any, tapy,. ta,y, =¢

ay,tayy,.. +a,y, =¢,

alel + amZY2" + amnyn = Cm

Quando il sistema ha almeno una soluzione esso ¢ detto compatibile .Quando esso non ha
soluzioni ¢ detto incompatibile. Al fine di determinare condizioni che assicurino la

compatibilita del sistema S sono utili le seguenti considerazioni.

Assegnato un sistema

a, X, +a,X,.. +a,,X, =C,

a,,X, +3.22X2.. +8.2an =C,

a X, ta,x,.+a_ X =¢C

m

possiamo considerare le seguenti due matrici : la prima , denotata con A , detta matrice

incompleta , o dei coefficienti ¢ quella che ha per elementi 1 coefficienti delle incognite



Ay, Appyendy

n
a a, . a
215 Ay 2
A=

n

., a

mo a

La seconda , detta matrice completa , ¢ denotata con A’

a5 App5eeeedyy €
A’ = Ay, Ay .. 89, Cy
aml’ amZ" amncm

contiene oltre i coefficienti anche i termini noti disposti come sua ultima colonna.

. g 1 2 . . .. .
Indichiamo con A", A”, ...., A" lencolonnedi A econ C la colonna dei termini noti
ap ap ap, Cy
a a a c
1 21 2 22 2 2
A = A =] 7 | ... A" = ! C=
aml am2 amn Y

Con tali notazioni il sistema S pud essere scritto in modo equivalente nella seguente forma
vettoriale :

S: Al i+ A? o+ L +AD

Se (yi,y2....,¥n ) ¢€unasoluzione del sistema allora si ha

(1.1) A'vitA? vo+ L +A" vy, =C

e questa mostra che il vettore C dei termini noti ¢ combinazione lineare dei vettori Al, Az
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colonne di A . Viceversa se il vettore C dei termini noti € combinazione lineare dei vettori

A',A*, ..., A" . colonne di A cioé se si ha

(1.2) A'yi+A? vo+ L +A" v, =C

allora (y;,y2.....,¥n ) € una soluzione del sistema.
Ci sono quindi tante soluzioni quanti sono i modi in cui C si puo ottenere come combinazione

lineare dei vettori A, A%, ..., A

Abbiamo cosi stabilito questo importante criterio di compatibilita del sistema S.

Proposizione 1.1 1/ sistema

a, X, +a;X,.. +a,,X, =C,

a, X, +a,X,.. +a, X, =¢C,

a_ X, +a,X,.+a X =¢C

m

ha soluzioni se e soltanto se il vettore C dei termini noti si puo ottenere come combinazione

lineare dei vettori colonna 41 , 42 , ., A" della matrice A .

Usando la proposizione 1.1 possiamo ora provare un altro teorema ( Rouche-Capelli ) il
quale fornisce un altro criterio di compatibilita del sistema . Tale criterio ¢ perd piu facilmente

utilizzabile nelle applicazioni.

Proposizione 1.2 [/ sistema

a“xl+a12x2.. +3.1an =¢

a,X, +3.22X2.. +3.2an =C,

a X, +ax,.+a X =¢

m

ha soluzioni se e soltanto se le due matrici A ed A’ del sistema hanno lo stesso rango.
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Dimostrazione. Indichiamo con p il rango di A e con p’ il rango di A’.Dobbiamo far vedere
che il sistema S ha soluzioni se e soltanto se risulta p=p’ .

Supponiamo dapprima che sia p=p’ e proviamo che il sistema S ha soluzioni.
Siano a jl, Qj2,...., ajp , p colonne indipendenti della matrice A. Tali colonne fanno parte
anche della matrice A’ e poiché per ipotesi anche A’ ha rango p , tali colonne indipendenti sono in
numero massimo. Ne, segue che ogni altra colonna di A’ ¢ combinazione lineare delle colonne

ng, al2, .., a b .In particolare la colonna ¢ dei termini noti dipende dalle colonne
alt, al, .. alr e quindi da tutte le colonne di A. Per la proposizione 1.1 se la colonna ¢

dei termini dipende da tutte le colonne di A , S ha soluzioni.

Supponiamo ora che S abbia soluzioni e mostriamo che ¢ p=p’. Siano aJ!, a’2,...., a Jp

p colonne indipendenti della matrice A ed in numero massimo cio¢ tali che ogni altra colonna di A
risulti una loro combinazione lineare. Se mostriamo che ogni colonna di A’ risulta combinazione

lineare delle colonne « Ji . a J2, e, J» allora tali colonne sono un sistema massimo di colonne

indipendenti di A’ che ha cosi anche essa rango p . Una qualunque colonna a’ di A’ diversa dalla

colonna ¢  essendo anche colonna di A dipende da QJl, QJ2, Q‘]P . Poiché per ipotesi il

sistema ha soluzioni , per la proposizione 1.1. la colonna ¢  dipende dalle colonne di A . Ma

poiché le colonne di A dipendono da ng, gJZ, e, d J» allora anche ¢ dipende dalle colonne
ng, gJZ, Q‘]I’ . Avendo provato che ogni colonna di A’ dipende dalle colonne QJI, QJZ,
alr  resta provato che tali colonne sono colonne indipendenti di A’ ed in numero massimo per

cui p ¢ilrango di A’ . Risulta quindi p’ =p ed il teorema ¢ provato.
Facciamo un esempio per mostrare ’utilita del teorema ora provato.

Si voglia ad esempio stabilire per quale valore del parametro reale h il seguente sistema S

ha soluzioni .

2x+y +hz =4
S=<x -2y +2z =1
3Xx +y + z=5

Le due matrici A ed A’ del sistema S sono
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2 1 h 2 1 h 4
A=|1 -2 2 A=|1-2 21
3 1 1 3 1 135

La matrice

estratta da A’ ha determinante diverso da zero risultando det L =4 e pertanto A’ ha rango tre .

La matrice A ha rango tre se e solo se risulta detA =7h -3 # 0. Pertantoper h # % il

sistema ha soluzioni , risultando p =p’ =3, mentre per h = 2 il sistema non ha soluzioni

risultando p=2 e p’=3.

Le proposizioni 1.1 e 1.2 ora provate forniscono criteri per stabilire la compatibilita del
sistema ma non offrono metodi di determinazione delle soluzioni quando si sia accertato che queste

esistono.

Vedremo ora come si trovano le soluzioni di un sistema S quando si sia stabilito che le

soluzioni esistono.
Cominciamo col caso piu favorevole .

Supponiamo che il sistema

3.11X1+8.12X2.. +3.1an =

a,,X, +3.22X2.. +3.2an =C,

a X, +a,X,..+a X, =¢

n

abbia n equazioni ed n incognite . In tal caso la matrice A incompleta del sistema avendo n

righe ed n colonne ¢ quadrata e quindi € possibile calcolare il suo determinante . Se risulta
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detA #0

allora il sistema ha soluzioni in quanto risulta p = p’ = n . Proveremo ora che nelle ipotesi in cui
siamo il sistema ha una sola soluzione . Per provare cio ¢ utile scrivere il sistema in una forma

equivalente detta forma matriciale.

Denotata al solito con

A, A5y

A= Ay, gy e Ay,

a

nl> n2°° nn

la matrice incompleta del sistema e con X e C i seguenti vettori ( delle incognite e dei termini

noti )

X ¢
X C
2 2
X = C =
Xn CH

si riconosce facilmente che il sistema S puo essere scritto in modo equivalente nella seguente

forma matriciale :
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)1, Apypendy, X, c,
Ay Ay e Ay X, | €2

S: =
anl’ an2" ann Xn Cn

Poiché per ipotesi ¢ det A=3# 0 la matrice A ammette inversa . Denotata con A™' la

matrice inversa di A , moltiplicando ambo i membridi A X = C , per Al sihachela

soluzione del sistema ¢ unica ed ¢ eguale a
(1.2) X=A"C
Possiamo ora rendere espliciti 1 valori (x1,X2,....,Xp ) della soluzione trovata.

Ricordiamo che la matrice inversa di A ha nella riga di posto i, i complementi algebrici degli

elementi della colonna di posto i di A , ciascuno diviso per detA. Dalla (1.2) qui scritta

esplicitamente :
X, Ay, AL A, c,
X |21 Ap, Ay Ay ¢,
d
X, AL, A, AL ) e,

segue quindi , perogni 1=1,2,...,n,

A,c,+A,c,+...+A ¢,

(1.3) Xi = :

Indichiamo ora con B' la matrice che si ottiene dalla matrice A sostituendo la sua i-sima colonna
¢

c
2 . . .
con la colonna dei termini noti .



Poiché le matrici A e B' differiscono solo nella colonna di posto i , allora i complementi

algebrici degli elementi della colonna i-sima di B' sono eguali ai complementi algebrici degli

elementi della colonna i-sima di A. Ne segue che al numeratore della (1.3) ciascun elemento

della colonna i-sima di B' ¢ moltiplicato per il suo complemento algebrico. Il numeratore della

(1.3) € quindi il determinante della matrice B' .

Abbiamo cosi provato il seguente importante risultato

Proposizione 1.3 Sia assegnato un sistema

a,, X, +a,X,.. +a,X, =¢C
= a, X, +a,X,.. +a, X, =C,

a, x,+a,X,.+a x, =¢

n

avente n equazioni in n incognite . Se risulta det A # 0 , il sistema ha una sola soluzione

(Y1,Y2 - Yn ) che sidetermina al seguente modo ( regola di Cramer ):

det B' det B® det B

y1 = TotA yy = QetA , Vn = TeA

(avendo al solito indicato con B' (i= 1,2,...n ) la matrice che si ottiene dalla matrice A
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sostituendo la sua i-sima colonna con la colonna dei termini noti ) .

Facciamo un esempio. Si vogliano determinare le soluzioni del seguente sistema

Xx+y+z =4
S={x-y+z =2
Xx+y-3z=0
Le due matrici del sistema sono
111 1114
A= | 1-11 A= 1-112
11-3 11-30

Essendo detA =8 per la proposizione 1.3 tale sistema ha una sola soluzione che si determina con

la regola di Cramer .Risulta allora

411
x = et 2.1 1]=102»
8 8
0 1-3
14 1
y=%detl2 1 =§=1
10-3
1 1 4
8
z=gdet| 11 2)=2=1
1 10
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Rimangono ora da esaminare i sistemi di equazioni compatibili in cui il numero m di

equazioni ¢ diverso dal numero n delle incognite e quelli in cui pur essendo m=n risulta

detA = 0.

Prima di passare all’esame di questi casi sono molto utili le seguenti considerazioni.

Supponiamo di avere un sistema di equazioni lineari

a,; X, +a,x,.. +a, x, +¢, =0

a,X, +a,X,.. +a,x, +¢,=0

a, X, +a X,.+a, x, +

Cm
X, +0,X, +...+0a,x, +a =0
in cui una delle equazioni che qui abbiamo rappresentato , per distinguerla , con
X, +0,X,.. +o.Xx +a=0

sia combinazione lineare di tutte le altre . Si abbia cio¢
14)  ox, +o,x,. +o,x, +a= A(a;X,+a,X,.. +a,x, +¢, )+

A, (ayX,+a,X,.. +a, X, +¢,)+.... + A (a, X, +a,X,.+a_ X +¢C._)
Consideriamo il sistema

a; X, +a,,Xx,.. +a,,x, +¢,=0

a,X, +a,X,.. +a, x, +c¢,=0

a,x, +a,x,.+a, x,+c, =0

ottenuto privando il sistema S dell’ equazione o,x,+0,X,.. +o,Xx, +0a=0.

Ogni soluzione (yi, y2....,yn) delsistema S ¢ evidentemente soluzione anche del sistema S’.
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Viceversa se ( Y1 , Y2,...., Yo ) € una soluzione del sistema S’ , stante la (1.4) , essa ¢ anche
soluzione del sistema S . In conclusione eliminando da S una equazione che sia combinazione
lineare delle altre si ottiene un sistema che ha wuna equazione in meno ma che ha le stesse soluzioni

del sistema S .

Al fine di determinare le soluzioni di un assegnato sistema S compatibile ci si puo quindi
limitare a considerare solo quelle equazioni di S che siano indipendenti e tali che ogni altra

equazione sia una loro combinazione lineare.
Ma come si fa a selezionare queste “‘fortunate equazioni “ ? Vediamo.

Ricordiamo che lo spazio vettoriale K[x; , X,...., X,] dei polinomi di primo grado in n
variabili e lo spazio vettoriale numerico K™ sono isomorfi , un isomorfismo essendo

I’applicazione

f: (axjtayxp+...tax,t¢c) ——> (ay, ay,....,a, C)

che associa al polinomio a;x; + ayX,..+ aX,+ ¢ la ntl —pla (aj, as, .. ap, ¢ ) dei suoi coefficienti.

Sia ora assegnato un sistema S compatibile di m equazioni in n incognite.

a; X, +a;,x,.. +a, x, +¢,=0

a, X, +a,X,.. +a, x, +¢,=0

a_Xx, +a,,X,.+a_x, +c =0

e sia
a,, &y, C
Ar = drp5 8y Ay, €y
a‘ml’ amZ" a'mncm

la sua matrice completa. Ora le righe della matrice A’ sono le immagini tramite 1’isomorfismo f
delle equazioni del sistema per cui un numero massimo di equazioni indipendenti del sistema si

otterra in corrispondenza ad un numero massimo di righe indipendenti di A’ .
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Ora poiché il sistema S ¢ per ipotesi compatibile , le due matrici A ed A’ del sistema hanno lo
stesso rango e sia p il rango di A ed A’. Se H ¢ la sottomatrice quadrata d’ordine p di A con
determinante diverso da zero ( ma che ha tutti i suoi orlati con determinante nullo ) che ci ha
permesso di stabilire il rango di A allora le p righe di A che concorrono alla formazione di H sono
un sistema massimo di righe indipendenti di A . Le stesse righe nella matrice A’ costituiscono

anche in A’ che anch’essa rango p, un sistema massimo di righe indipendenti di A’

Le equazioni corrispondenti a tali righe sono quindi indipendenti ed inoltre ogni altra equazione
risulta una loro combinazione lineare. Attraverso il calcolo del rango di A (uguale a quello di A’ )
utilizzando il teorema degli orlati , abbiamo cosi stabilito quali siano le equazioni del sistema S
che debbono essere mantenute e quali invece possono essere eliminate, senza alterare I’insieme
delle soluzioni del sistema. Quando si sia effettuata questa scelta il sistema ha sempre la seguente

forma :
ci sono nel sistema S, p equazioni ed n incognite con p < n. Vediamo perché .
Inizialmente per il sistema, ci sono tre possibili casi :

Caso 1. m=n mae¢ detA=0

In tal caso il rango p di A € minore di n e quindi mantenendo le p equazioni indipendenti si hanno

P equazioni ed n incognite con p<n

Caso 2. m>n Ci siano cio¢ piu equazioni che incognite . In tal caso la matrice A ha una forma di

(13

rettangolo “ alto ma stretto” con m righe ed n colonne . Poiché il rango esprime il massimo
numero di colonne indipendenti risulta p < n. Se p =n si ricade nel caso esaminato nella
proposizione 1.3 e pertanto possiamo supporre che sia p <n. Anche in questo caso mantenendo le

p equazioni indipendenti si hanno

P equazioni ed n incognite con p <n.

Caso 3. m < n . Ci siano cio¢ meno equazioni rispetto al numero di incognite . . In tal caso la
matrice A ha una forma di rettangolo “ basso ma largo ” con m righe ed n colonne. Poiché il rango
p di A esprime il massimo numero di righe indipendenti risulta p < m < n. Anche in questo caso

mantenendo le p equazioni indipendenti si hanno
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p equazioni ed n incognite con p <n.

Dopo quanto detto dobbiamo quindi prendere in considerazione un sistema S compatibile con p

equazioni indipendenti ed n incognite con p<n

a; X, +a;,x,.. +a,x, +¢,=0

a,X, +a,X,.. +a,x, +¢,=0

a, X, ta,x,.+a, x, +c =0

e vedere come si trovano le sue soluzioni.

Essendo le p equazioni del sistema indipendenti la matrice

A1 By eeeenniinenn @y,
Ay gy eeuemnnenenenennd
21 22 2n
A=
T T I

incompleta del sistema ha rango p e quindi essa possiede una sottomatrice quadrata H d’ordine p
con il determinante diverso da zero corrispondente a p colonne indipendenti di A.
Per rendere semplice la scrittura, quindi solo per semplicita , supponiamo che siano le prime p

colonne di A a determinare con le sue p righe tale sottomatrice H.

A A eennns ap,.. .a,
Ay gy ennen a |
21 22 2 2n
A= ’
By By een Bpeeninenen 8y
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Se ora assegniamo alle incognite ( Xp+1, Xp+2 s ..-..- ,Xn) 1valort (Yp+i, Ypt2s cvee-e , Vn)

Il sistema S assume la seguente forma :

ApX FapX,. +a, X =—a, Y, mee m2,Y, 6
g = Ay X +ayX,.. Fa, X, = -y V- -ayY, —C
a, X, +a,X,.+a, X = -a Y- ..-ay, —C,

cio¢ diventa un sistema con p equazioni e p incognite e con la matrice H dei suoi coefficienti
avente il determinante diverso da zero. Tale sistema per la proposizione 1.3 ha una sola

soluzione (yi, y2, ...... ,¥p) € cosilan-pla

§=(y1,y2, ...... s Yp Ypis Ypi2 s eeeen ,Vn)

¢ una soluzione del sistema S . Poiché i primi p valori della soluzione ( sono determinati

dai valori yp+1, Yp+2, ... ,¥n che { hanei suoi ultimi n-p posti si hanno queste due utili

conseguenze .

i) due soluzioni C e 1 che abbiano eguali i valori di posto p+1, p+2,..., n coincidono.

. . . 7 . . . . . .
ii) indicando con S Uinsieme delle soluzioni del sistema S, la funzione

£ (Ypris Ypias cveen ,¥n) € K'P ——=>C = (y1, y2, cvnenn s Yp Yptis Ypi2s coenes ,yn)eS

e biettiva .

. . . - 7 C . . .
Essendo f biettivasiha |K™ | = | §| ecioé le soluzioni del sistema S sono tante

quante le (n-p)-ple ordinate di elementi di K.

Se K ¢ infinito come spesso accade ( in quanto esso spesso sara il campo reale ) si dice
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. oo n- _—
percid cheil sistema S ha P soluzioni .

Poiché ogni soluzione ¢ determinata sulla base della scelta dei valori ypi1, Ypi2, -..... » Vn
assegnati alle incognite  Xp+1, Xp+2, -..... ,Xn ¢ evidente che le soluzioni del sistema
( spesso infinite ) non avendo un nesso tra loro debbono essere calcolate una per una
applicando di volta in volta la regola di Cramer. Questa difficolta come ora vedremo puo essere

superata dopo aver discusso della risoluzione dei sistemi omogenei.
2. Sistemi omogenei.

In questo numero studieremo i sistemi di equazioni lineari omogenei

a; X, +a;,x,.. +a, x, =0

a, X, +a,X,.. +a,x, =0

a, X, +a, x,.+a_x, =0

cioe quelli che hanno i termini noti tutti eguali a zero.

Sono ovvie le seguenti osservazioni.

a) Il sistema S omogeneo ¢ compatibile una sua soluzione ( detta soluzione banale ) essendo
la n-pla (0,0.....,,0) .Ne segue che le due matrici A ed A’ hanno sempre lo stesso rango che

indichiamo con p .

b) se il rango p ¢ eguale ad n il sistema ammette, in accordo con la proposizione 1.3, soltanto

la soluzione banale (0,0,....,,0).

. . . . . . . n- . .
Possiamo quindi supporre che sia p <n in modo che il sistema ammetta | K | P soluzioni.

Denotiamo al solito con \S" I’insieme delle soluzioni del sistema S .

’

Cio che distingue 1 sistemi omogenei rispetto a quelli non omogenei ¢ la “qualita’

dell’insieme S delle soluzioni.

Infatti se il sistema € non omogeneo I’insieme $ ¢ un sottoinsieme di K" .

Se invece il sistema ¢ omogeneo si ha una importante proprieta espressa dalla seguente
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Proposizione 2.1 Sia

a; X, +a,X,.. +a,x, =0

CayX tayx,. tay X, =0

a X, +a x,.+a_ x =0

mn- n

. . . 7 . . N . . .
un sistema omogeneo con rango p. L’insieme S delle sue soluzioni é un sottospazio di K" di

dimensione n-p.

Dimostrazione. Per rendere piu semplice la dimostrazione usiamo la forma matriciale

AX=0
Ay Apy e a,, X, 0
i Ay, Aoy eeeeene a,, X 0
( dove alsolitoe A= o ? X=|"" 0= )
A, A e a.. X, 0
per rappresentare il sistema dato.
Yi Z
1Y, EZ . . .
Se Y= e Z= sono due soluzioni del sistema allora ¢
YD Zn

AY=0 e AZ=0 dacuisegue A(Y+Z)=AY+AZ=0 e questamostra che anche
Y +Z ¢ una soluzione del sistema. Se Y ¢ una soluzione del sistema siha AY=0 se a
¢ uno scalare qualsiasi siha A (o Y)= a AY =0 e cio mostra che anche a Y ¢ una

soluzione .
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Avendo provato che I’insieme § delle soluzioni di S ha le seguenti proprieta :

D Y8 ,2e = yYize §

2) aeK ,Yed> ayed

9 .+ om . .
resta provato che § & un sottospazio di K" . Proveremo ora che esso ha dimensione n-p .

Poiché A ha rango p per semplicita supporremo che le prime p righe e che le prime p
colonne di A siano indipendenti . L’insieme delle soluzioni del sistema S coincide allora con

I’insieme delle soluzioni del sistema ridotto S’ costituito dalle prime p equazionidi S.

a X, +a;, X, +...+a,x, =0

In“*n

g5 — a,X,+a, X, +...+a,x,=0

a,X, +ta,x, +...+a,x, =0

Per quanto detto al numero 1 di questo capitolo , ogni soluzione di S’ ¢ determinata sulla base
della scelta dei valori yp+1, ypr2, -.-... ,Yn assegnati alle incognite  Xpi1, Xp+2, -.... , Xn .

Sia allora

§p+1 =(o ,0,.,0 ,1,0,...,0)

la soluzione di S’ ottenuta assegnando alle incognite Xp+1, Xp+2, --.... , Xn 1 valori

(1,0,0,...,0)

Cpr2 =(B1 B2 5By »0,1,...,0)

la soluzione di S’ ottenuta assegnando alle incognite Xp+1, Xp+2, --.... , Xn 1 valori

0, 1,0,...,0)
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gn :( Yl ’YZ ’--aYp 70505"'91)

la soluzione di S’ ottenuta assegnando alle incognite Xp+1, Xp+2, --.... , Xn 1 valori

(0’ 0’ 7"'9]‘)

Tali soluzioni sono n-ple indipendenti perché sono indipendenti gli n-p vettori numerici

(1, 0, 0,""0) > (07 17 OJ"',O) 9999999555 (07 07 7""1)

Siaora Y= (Y1 ,¥Y2 5 ¥Yp Ypris Ypi2 s eeeee , ¥n ) una qualunque soluzione di S. Poiché

. 7 . . . g .
abbiamo provato che J éun sottospazio allora sono ancora soluzioni di S le seguenti n-ple

yp+lgp+1 s yp+2gp+2 5 eeeeeaaes . yn gn

r 1 \ : . . . .
Ma sempre perché J eun sottospazio , sommando tra loro queste soluzioni si ottiene ancora

una soluzione . Ma la soluzione

g = yP+1gp+1 +YP+2gp+2+, Ceeeey +yngn

che si ottiene eseguendo questa somma , presenta anch’essa agli ultimi n-p  posti i valori

Yp+] Py Yp+2 9 cesens 5 yn

al paridi Y . Ne segue che ¢ g_: Y ecio prova, per ’arbitrarieta di Y che le soluzioni

ngrl , §p+2 s e gn sono oltre che indipendenti anche un sistema di generatori per lo spazio

< . < TR . R .
J. Lospazio 8 ha quindi dimensione n-p e 1’asserto & provato.
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.. . . . . 7 . .
La proposizione ora provata non solo fornisce la dimensione dello spazio § delle soluzioni

del sistema S ma offre anche un metodo per determinare una sua base.

Facciamo un esempio.

Si vogliano determinare le soluzioni del seguente sistema omogeneo:

S 2x+y+z+2t=0
X +y +z+t =0

La matrice di tale sistema
2,1,1,2

A=
1,1,1,1

ha rango due risultando det (

2

j= 1 e pertanto lo spazio S delle soluzioni ¢ un

b
. . 4 . 4. . . 2 . . . . .
sottospazio di R* di dimensione due. Una base di 3 si ottiene considerando le due soluzioni

di S che si ottengono assegnando alle incognite z e t una prima volta i valori (1,0 ) e
successivamente 1 valori (0, 1 ). Troviamo quindi queste due particolari soluzioni .

Ponendo z=1 e t=0 , S diventa

2x+y= -1
X +y = -1

Applicando a tale sistema la regola di Cramer sitrova x =0 ed y = -1. Quindi la prima

soluzione di S ¢ la quaterna gl =(0,-1,1,0)

Ponendo z=0 e t=1, S diventa
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2x+y=-2
x+y=-1

Applicando a tale sistema la regola di Cramer sitrova x =-1ed y = 0. Quindi la seconda

soluzione di S ¢ la quaterna gz =(-1,0,0,1)

Lo spazio S delle soluzioni di S ¢ quindi lo spazio generato dalle due quaterne trovate.

$=[(0,-1,1,0),(-1,0,0,1)]

Cio che ora faremo giustifica [’interesse mostrato per la risoluzione di un sistema omogeneo.

Sia assegnato un sistema di equazioni lineari non omogeneo

a, X, +a,X,.. +a,X, =¢,
a,X, +a,X,.. +a,X, =C,
a X, +a ,X,.+a X =cC_
e supponiamo sia compatibile in modo da avere interesse a ricercare le sue soluzioni.

Ponendo nel sistema S i termini noti ¢, ¢ ,... , ¢, eguali a zero si ottiene un sistema

omogeneco

a; X, +a,X,.. +a,x, =0

a, X, +a,X,.. +a,x, =0

a X, +a,,x,.+a_x, =0

che ¢ detto associato ad S .

Abbiamo gia’ visto che nel caso sia p=p’ = n il sistema S ha una sola soluzione che si
trova con la regola di Cramer. Se invece ¢ p < n allora il sistema S ammette infinite soluzioni
ognuna delle quali va trovata assegnando a certe n-p incognite dei valori arbitrari ed applicando al

corrispondente sistema la regola di Cramer . Sembrerebbe cosi che per trovare tutte le soluzioni di
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S sia necessario applicare la regola di Cramer molte volte ! Per fortuna non ¢ cosi come ora
mostreremo.

Ci viene incontro la seguente

Proposizione 2.2 Sia assegnato un sistema

a“xl+a12x2.. +alan =¢

a,,X, +322X2.. +32an =C,

a,X, +a,X,..+a, X, =C

mn- n m

non omogeneo e compatibile . Tutte le soluzioni di S si ottengono sommando ad una sua soluzione

tutte le soluzioni del sistema

a, X, +a,X,.. +a,x, =0

a,X, +a,x,.. +a,x, =0

Se =

a X, +a,X,.+a_ x, =0

omogeneo associato ad S .
Dimostrazione. Per rendere piu semplice la dimostrazione usiamo la forma matriciale

AX=C e AX=0 perrappresentare il sistema S ed il suo omogeneo associato. Indichiamo

. . . 7 . . . . g 7 .
inoltre con { wuna soluzione di S, con §  I’insieme di tutte le soluzioni di S e con 3, il

sottospazio delle soluzioni di S,
Se n éunasoluzionedi S, siha An = 0 .Poiché { ¢&unasoluzione diS si ha
A { =C edallorasiha

A(CC+n)= AL + An=C+0=C

Abbiamo cosi mostrato che addizionando alla soluzione g una soluzione di S, si ottiene
ancora una soluzione di S . Se mostriamo che una qualunque soluzione di S si ottiene in questo

modo allora il teorema ¢ provato. Sia quindi ’ una soluzione di S . Poiché { e { sono

soluzionidiSsiha A { =C e AL =C equindi
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ACC-C)=AC0 -AL =C-C=0
Pertanto n =(’ - ¢ unasoluzione di S, che sommata a { fornira la soluzione (’
scelta.
In definitiva sommando a ( tutte le soluzioni n di S, si ottengono tutte le soluzioni di S e
I’asserto € cosi provato.

La proposizione ora provata risolve il problema che avevamo posto circa I’incombenza di dover

applicare la regola di Cramer molte volte per trovare le soluzioni di S.
Infatti per trovare ( si applichera la regola di Cramer una sola volta e per trovare le soluzioni

di S, bastera trovare una sua base e per la sua determinazione si dovra applicare la regola di

Cramer altre n-p volte.

Concludiamo tale numero esaminando come determinare in modo rapido le soluzioni di un

particolare sistema omogeneo che spesso incontreremo nelle applicazioni successive.

Si consideri un sistema omogeneo S, con n-1 equazioni indipendenti ed n incognite .

a; X, +a,Xx,.. +a, x, =0

a, X, +a,X,.. +a, x, =0

a, X ta, X, .. ta X, = 0

Poich¢ il rango ¢ n-1 la matrice

Ay Apyeeenees a,,
3.21 3.22 ..... a2n
A:
an-l,l’an-l,z ER a n-1,n

del sistema possiede almeno una sua sottomatrice quadrata d’ordine n-1 con il determinante
diverso da zero. Ora le soluzioni del sistema formano un sottospazio di dimensione 1 per cui per
determinare tutte le sue soluzioni basta determinare una sua soluzione (y;, Y2 ,..., yn) non nulla.

Denotiamo con L;, L,, ...,L, le n matrici che si ottengono dalla matrice A cancellando
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rispettivamente la prima , la seconda ,..., I'ultima colonna. Ognuna di tali matrici ¢ quadrata

d’ordine n-1 e quindi di ognuna di esse si puo calcolare il determinante. Indichiamo con

A, =detL; , A, =detL, , ..., A, = detL,
Come gia osservato almeno uno dei numeri A, , A, , ..., A, non ¢ zero. Vogliamo

provare che la n-pla non nulla

(y19y2 EARRS] yn):(}“l s T 7\‘2 5 e o ('l)n-l 7\‘n )
che si ottiene considerando gli n numeri (A, A,, ... , A, ) ma presi a segno alterno ¢ una
soluzione del sistema . Occorre provare che (A, - A, , ... ,(-1)™L, ) & soluzione di ogni

equazione del sistema e che quindi se in ogni equazione del sistema si sostituiscono al posto delle

incognite (X1, X2, ...., X, ) inumeri (A,-A, , ... ,(-1)™ X, ) siottiene zero.
Vediamo.
Consideriamo le n-1 matrici quadrate d’ordinen , M;. M, , ..., M ,, cosi ottenute:

M; ha come prima riga la prima riga di A e le altre n-1 righe eguali alle righe di A.

M, ha come prima riga la seconda riga di A e le altre n-1 righe eguali alle righe di A.

M ;.1 ha come prima riga la riga di posto n-1 di A ¢ le altre n-1 righe eguali alle righe di A.

a, Apeenn. a,,
a, Apeennn. a,,

M; =|a, a,... a,,
A58, 500 a4
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ay By a,,
ay, Ay a,,
M, =|a, a,... a,,
A1 @n,2 500 a4 i
A5 8n,2 00 a4 i
Ay Appeeenn a,,
Mupi=1a, a,... a,,
An158n0,2 50 a4

Ognuna di tali matrici avendo ciascuna due righe eguali ha il determinante eguale a zero.
Sviluppando det M; i=1,2,..,n-1 secondo gli elementi della prima riga si ha :
detM; =aj; hy+ aphy, +...,+ apnh, = 0

avendo indicato con (hy, h,,...,, h, ) 1complementi algebrici degli elementi della prima riga .
Mainumeri (A, , - X, , ..., (-DH™! A, ) sono esattamente i complementi algebrici degli

elementi della prima riga e quindi si ha 1’asserto.
Concludiamo con un esempio .
Si vogliano determinare le soluzioni del seguente sistema omogeneo.

S — 2x+2y+3z=0
2x +y-4z=0

Questo sistema ha due equazioni indipendenti e tre incognite ¢ quindi le terne che lo soddisfano
costituiscono un sottospazio di R* di dimensione 1. Una terna non nulla che quindi fornisce una
base per lo spazio delle soluzioni si ottiene considerando i minori d’ordine due e presi a segno

alterno della matrice
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2, 2,3
A =
2, 1,-4
dei coefficienti. Quindi una base per lo spazio delle soluzioni ¢ la terna ( -11, 14 , -2 ) . Poiché

tale spazio ha dimensione 1 le sue soluzioni si ottengono considerando la terna (-11,14 ,-2) e

tutte quelle ad essa proporzionali.



CAPITOLO IV

Prodotti scalari
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1. Prodotti scalari.

In questo capitolo Vn denotera sempre uno spazio vettoriale di dimensione n definito sul

campo reale. Un prodotto scalare in V,, ¢ una funzione

s:VoxV, > R

di V,xV, inR, simmetrica e bilineare , cio¢ avente le seguenti proprieta:

I. s(v,w)=s(w,v)

2. s(vtv,w)=s(v,w)+s(v,w)

3. s(av,w)=as(v,w)

per ogni coppia di vettori v e w e per ogni scalare « .

Il numero reale s(v,w) associato da s alla coppia ordinata (v,w) & chiamato prodotto

scalaredivew.

Dalle proprieta 1, 2, 3 segue facilmente che s verifica inoltre le seguenti proprieta

2. s(v ,wtw’)=s(v,w)+s(v,w)

3. s(v,aw)=as(v,w)

e cio giustifica il termine bilineare dato ad s.

Inoltre dalla 3 segue che

s(v,-w)=s(v, (- )w)=-s(v,w)

Facilmente possiamo provare ora la seguente

Proposizione 1.1 [/ prodotto scalare di s(v, w) di v con w e zero se uno dei due vettori é il

vettore nullo.
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Dimostrazione. Supponiamo ad esempio sia w =0 . Si ha
s(v,0)=s(v,a+(-a))=s(v,a) +s(v,-a)=s(v,a)—s(v,a) =0
Il prodotto scalare s sidice definito positivo se vale la seguente ulteriore proprieta
4. s(v,v)>0 edinoltre s(v,v)=0 seesolose ¢ v=0

cio¢ :
il prodotto scalare di un vettore v con se stesso € un numero non negativo ed e zero se e solo se v

e il vettore nullo.

Ci sono due esempi importanti.

Esempio 1. Si consideri lo spazio vettoriale R" delle n-ple ordinate di numeri reali. Come
gia detto, si chiama prodotto scalare dei vettori a=( aj, az,....,an) € b=(Dby, by,.....by) il

numero reale

<a,b>= a;,bitaby+ ... +a,b,

che si ottiene eseguendo la somma dei prodotti degli elementi di egual posto. Si verifica facilmente

che la funzione
< > : R"xR" > R

sopra definita ¢ un prodotto scalare definito positivo in R" . Tale prodotto scalare & chiamato

standard o euclideo.

Esempio 2 . Si consideri un punto A dello spazio reale e sia VA 'insieme di tutti 1
segmenti orientati AP di primo estremo A. Come gia visto in precedenza V, € uno spazio
vettoriale sul campo reale di dimensione tre .In tale spazio vettoriale si definisce prodotto scalare

dei vettori v=AP e w=AP’ il seguente numero reale

s(v,w)=|AP| | AP’| cos ¥
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avendo indicato con |AP| e | AP’| le lunghezze dei segmenti APed AP’ econ 4 I’angolo
formato dalle rette AP ed AP’.
Si prova che la funzione s: VaxVa ™ R sopra definita ¢ un prodotto scalare definito positivo
dello spazio vettoriale Vj .

Riferendoci a tale esempio geometrico osserviamo quanto segue : se v=AP ¢ un vettore

si ha in base alla definizione :

s(v,v)=|AP|?

Da cui segue quindi che

) ‘AP| = 4/s(V,V)

Inoltre se v=AP e w=AP’ sono due vettori non nulli si ha :
(11) v ¢ ortogonale a w se e soltanto se risulta s(v,w)=0.
Le proprieta (i) e (ii) ora illustrate suggeriscono le seguenti definizioni .

Sia V, uno spazio vettoriale reale dotato di un prodotto scalare s definito positivo.

Chiameremo lunghezza o norma di un vettore v il seguente numero reale | v| non negativo

a.1 ‘V |=1/s(v,v)

Inoltre se v e w sono due qualunque vettori di V, diremo che essi sono ortogonali e

scriveremo v Lw se risulta s(v,w)=0. Insimboli

(1.2) VvV 1iw A s(v,w)=0
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Ovviamente per quanto gia provato nella proposizione 1.1 siha:
Proposizione 1.2 [/ vettore nullo ha lunghezza zero ed e ortogonale ad ogni altro vettore.

Se v e w sono due vettori tra loro ortogonali anche i vettori a v e Bw , per ogni coppia

discalari a e P ,sono tra loro ortogonali. Risulta infatti
s(av ,Ppw)y=o0f s(v,w)=0.

Quindi ““ accorciando “ o “ allungando” due vettori v e w tra loro ortogonali essi

restano ortogonali.

1

Quando si moltiplichi un vettore non nullo v per il numero k = |V| il vettore

1
w = |V| v che si ottiene ha lunghezza eguale ad 1. Infatti risulta

1

W | =./s(W,W 2

‘ | = \/s(w, w) _ vSkv,kv) _ oy KPs(V,V) _ /S(V,Y) |V|| vl =1

Di qui in avanti V, ¢ uno spazio vettoriale reale dotato di un prodotto scalare s definito
positivo.

Molto importante ¢ la seguente

Proposizione 1.3 Siano v; , v, ,...... v, h vettori , ciascuno non nullo, e a due a due
ortogonali. Allora i vettori v; , v, ,...... vy risultano linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Siano o1, 07 ,...... o hscalari per 1 quali risulta

vy T vy +...... +apvy = 0

Se proviamo che ¢ o ;=a;,=...... =a, =0 alloraivettori v{ , vo ,...... vh  sono indipendenti

e ’asserto sara provato. Proviamo ad esempio che ¢ o ; =0 . Si ha, tenendo conto della

proposizione 1.1 e della bilinearita di s ,

(*) OZS(Q ,V]):S(U.lV1+U.2V2+ ...... +(thh,V1):
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:(X1S(V1,V1)+(X,2S(V2,V1)+ .......... +OLhS(Vh,V1)

ora essendo per ipotesi v; non nullo ed ortogonale a tutti gli altri vettori si ha
s(vi,vi)>0 e s(v2,vi)=... =s(vy,vi)=0.

Dalla relazione (*) trovata segue allora o;s( v; ,v;)=0 equindi a; =0 essendo

s(vy,vi)>0

Con lo stesso ragionamento , attraverso il calcolodi s( 0 ,v2) , ..., s( O ,vy) siprovachee

anche o,=...... =ap =0 e quindi I’asserto.

La proposizione ora provata mostra che se siamo in grado di trovare nello spazio V,, n
vettori non nulli ej, e, ...., e, a due a due ortogonali allora tali vettori essendo indipendenti
costiuiscono una base. Una siffatta base sara detta ortogonale . Inoltre come abbiamo gia osservato
¢ anche possibile rendere i vettori e, € , ...., €, ciascuno di lunghezza 1 senza alterare la
reciproca ortogonalita . Una base e, e, ...., €,  che abbia i vettori a due a due ortogonali ¢

ciascuno di lunghezza 1 ¢ detta ortonormale.

Vedremo in seguito che ¢ molto utile disporre di una base ortonormale. Ma ¢ sempre

possibile costruire una base ortonormale ?

Viene incontro a questa nostra esigenza la seguente proposizione la quale offre un

procedimento costruttivo per costruire una base ortogonale e quindi una base ortonormale .

Proposizione 1.4 Sia V, uno spazio vettoriale reale dotato di un prodotto scalare s
definito positivo. Se ey, ey, ..., e, sonot (I < t < n ) vettori non nulli e a due a due ortogonali e
possibile determinare un vettore non nullo e ,+; ortogonale ai vettori ey, e, ..., e

Dimostrazione . Sia w un vettore non appartenente al sottospazio H = [el, €2,..., € ]

generato dai vettori ey, €,,..., € .Poiche il vettore wy; non appartiene al sottospazio

H=[e}, €...,e ] , perogniscelta degli scalari o, ay,...... , ot 1l vettore
€+1 = Wir1 T 01€1 + 02 +...... +oy e
non ¢ nullo e non appartiene ad H . Vediamo se ¢ possibile scegliere gli scalari a1, ao,...... ,0¢ In

modo che il vettore e risulti ortogonale ai vettori ey, €a,..., €
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Tenendo conto della bilinearita del prodotto scalare e del fatto che i vettori ey, €,..., ¢ sono a

due a due ortogonali si ha :

s(ew1 ,¢€ )=s( Wur,e )tars(e, e )

s(Cew , € )=s( Wy, € )tars( e, e )

s(ew1 , € )=s( Wg1, e)tars( e, e )

Pertanto il vettore e risultera ortogonale ai vettori ey, €;,..., € ciog risultera

s(ew ,e )=s(ewr ,€ )=...=s(ex ,¢e )=0

quando si scelga :

o _ S(Wt+1 961)
s(e, ,€,)

0, = - S(Vvt+1 ’ez)
s(e, ,€,)

o = - S(Wt+1 ’et)

)

Ovviamente quando ai vettori ey, €a,..., € sia stato aggiunto il vettore ey ora costruito si
ottiene un insieme di t+1 vettori ey, €,..., € ,e1  ancora a due a due ortogonali sui quali si
puo quindi ripetere il procedimento ora illustrato cosi da costruire un altro vettore ey, ortogonale
ad essi .

Dopo n-t passi si perverra quindi a costruire n vettori ey, €,..., €, a due a due ortogonali e
cioe¢, come si voleva, una base ortogonale .

Indaghiamo ora perché sia utile disporre nello spazio vettoriale V, dotato di un prodotto

scalare s definito positivo, di un riferimento ortonormale cio¢ di una sua base B= ( ey, €,,..., €, )
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ordinata e ortonormale.
Siano v € w due qualsiasi vettori di 'V, . Poich¢ B= (e, €s,...,€ ) ¢ una base esistono

opportuni scalari (o, ao,...... ,0n) € (B1,B2yeee-e ,Pn ) per cuisiabbia
V=o€ +asert ... taye, , w= Bie;+preat+ ...+ Bnen
Tenendo conto che la base B ¢ ortonormale e che quindi ¢ :

s(e.e)=1 perognii=1,2,..,n

s(ei,e)=0 peri # ]
si ha

S(V,W): (11[31+(12B2+ ...... +0£an.

Concludendo, attraverso l'uso del riferimento ortonormale B, abbiamo reso semplice ed
elementare il calcolo del numero s (v, w ) risultando tale prodotto scalare di v e w eguale al
prodotto scalare euclideo delle n-ple (o ;, o »,...... 0, ) e B P B ) delle loro

coordinate nel riferimento B.
Sia sempre V, uno spazio vettoriale reale dotato di un prodotto scalare s definito positivo .
Sia ora H un sottospazio di V;, .
Proviamo la seguente

Proposizione 1.5 . /] sottoinsieme
H® ={weV, :wiv perogni ve H }

costituito dai vettori w ortogonali ad ogni vettore di H é un sottospazio . I sottospazi H ed H *
sono tra loro supplementari .
Dimostrazione . 11 sottoinsieme H™ & non vuoto perché di esso fa parte il vettore nullo.
Siano w e w’ due vettoridi H ™. Per ogni vettore v di H si ha
s(w+w ,v)=s(w,v)+s(w,v) =0

4 c o x g . . L
e questa prova , per I’arbitrarieta di v, che anche w + w’ ¢ un vettore di H
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Siano w unvettoredi H™ esia a unnumero reale . Risulta , per ogni vettore vdi H,
s(aw,v) =as(w,v)=0

e questa prova , per I’arbitrarietd di v, che anche aw ¢ un vettore di H *

Abbiamo cosi provato che H * ¢ un sottospazio. Proviamo ora che H ed H “sono tra loro

supplementari . L asserto ¢ ovvio se H ¢ banale . Supponiamo quindi H non banale . Sia t= dimH

e sia ey, €,..., & una base ortogonale di H. Completiamo la base e, e,,..., ¢ ortogonale di H

in una base B = { €1, €2,..., € € ,Ctl .... En } ortogonale di V, aggiungendo opportuni n-t

vettori  €u ... €y . In forza della proposizione 5.2 del capitolo I 1’asserto sara provato se
. 1

mostriamo che H™ = [ew ... en |.

Denotiamo con L = [ ey .... € ] il sottospazio generato dai vettori €u .... €, . Se W ¢€un

vettoredi L si ha w= Byieur+...... +PBnen € conseguentemente per ogni vettore

v= aie;+ae+...+oa,e di H siha
s(w,v)=sPBui€u1 +...... +Bnen ,oe;taxe;t...tase )=0

essendo s (e ¢ )=0 per i # j .Pertanto per I’arbitrarieta di v, il vettore w & un vettore
di H* .Abbiamo cosi provatoche¢ L ¢ H * . Viceversa sia w un vettore di H* . Poiché B ¢ una

base si ha che esistono opportuni scalari o002, ... 00, per cui risulti
*) W= o€ Tt ... 0n€ +01€] Tt on.... +og,en

. \ \ . 1 . . . .
Poiche¢ w ¢ un vettore di H™ esso risulta ortogonale ai vettori e; ,e5....... e. di H.

Sihacosi s(w,e)=0 perogni i=12,...,t

Ma poiché ¢ O=s(w,e)=a;s(ei,e)
sitha a;j =0 perogni i=1,2,...,t essendo s(ej,ei)>0.
Mase a=0,=...=o; =0 allora da (*) segue

W= 0e1€0+1 T vnnnn + 0, €

la quale mostra che w ¢ un vettore di L . Avendo quindi provato che ¢ anche H < Lsiha

L=H" ¢ela proposizione ¢ provata.

Il sottospazio H * ora illustrato ¢ detto complemento ortogonale di H .
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Osserviamo infine che ¢ facile provare la seguente equivalenza

Proposizione 1.6 Sia V, uno spazio vettoriale reale dotato di un prodotto scalare s
definito positivo . Siano ey, e, ..., e, , t suoivettoried H = [e, e, ..., e, | il sottospazio da essi

generato. Un vettore w e ortogonale a ciascuno dei vettori ej, e, ..., ¢, se e solo se w

appartiene al sottospazio H -
Concludiamo con qualche utile applicazione delle cose provate in questo numero.

Si consideri un sistema omogeneo di m equazioni lineari ciascuna in n incognite.

a; X, +a,x,. +a,x, =0

a,X, tayX,.. +a,x, =0

a, X, +a, ,X,.+a_ x, =0

e sia
. IR a,
A Ay Ay e a,,
A, Ay e a..

la matrice del sistema.

Una n-pla (yi, V2, ..., ¥n) € soluzione del sistema S se e solo se essa € un vettore di R"

ortogonale ai vettori riga della matrice A. Tenendo conto della proposizione 1.6 , 1’insieme S

delle soluzioni di S coincide quindi col sottospazio ortogonale H * del sottospazio

H=[a), a,...,am | generato dalle righe di A.

Se la matrice A harangop allora dimH=p e cosi dim S =dim H*= n-p.

Abbiamo cosi ritrovato il risultato gia stabilito per i sistemi omogenei nella proposizione 2.1

del capitolo III.



CAPITOLO YV

Triangolazione di una matrice quadrata e

diagonalizzazione di un endomorfismo.
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1. Triangolazione di una matrice quadrata.

Abbiamo visto nei capitoli precedenti quanto sia utile il calcolo del determinante di una
matrice quadrata A d’ordine n ad elementi su un fissato campo K. Allo stesso tempo & apparso
chiaro come tale calcolo sia poco agevole quando [’ordine n di A sia molto grande.

Vogliamo ora illustrare un procedimento, traducibile in un programma per il computer ,che
consenta di semplificare tale calcolo.

Sia quindi

Ay A eevneennnn.@y,
By Doy eevememennlyy
A:
TS IO : B

una matrice quadrata d’ordine n (n>2) ad elementi in un fissato campo K.

Supporremo ovviamente che nessuna riga di A e nessuna colonna di A sia il vettore nullo
altrimenti ¢ gia detA = 0.

Per comodita di scrittura indicheremo con ay, as, ...., ay le nrighe di A.

Abbiamo gia osservato parlando delle proprieta dei determinanti , che quando nella matrice A una
suariga a; venga sostituita con lanuovariga a;+ oa; ,con a scalare nonnullo e j # 1,si
ottiene una nuova matrice A’ che differisce da A solo nella riga di posto 1 ma che ha lo stesso
determinante di A. Quando si agisce sulla matrice A nel modo ora indicato si dice che si ¢ effettuata
su A una trasformazione elementare sulle sue righe. Noi opereremo per semplicita ed omogeneita
solo sulle righe di A pur consapevoli che il procedimento che illustreremo potrebbe essere
effettuato anche sulle colonne di A.

Useremo questa simbologia

a, a, a,, P I a,,

Ay Agy cevieiiannns a,, Ay Ay cevnvnnnenns one a,
A el a;+toaj ---—- > iieeeee a,;+oa ...

e I & A Ay ceeeeenennennns a .
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per indicare che stiamo trasformando la riga a; dipostoi conlanuovariga a;+ aa; .

Vogliamo ora provare che

Proposizione 1.1 Con un numero finito di trasformazioni elementari sulle righe ¢ possibile
trasformare la matrice A in una matrice B che ha lo stesso determinante di A ma che ha [’ultima

colonna egualea (0,0, ..., 1).

In simboli

Ay Ay eemeeennnnndy, b, byl 0

Qs oy evrememeneyy b, by ieieeeenn.. 0
A= - T Tyeeeo ——- Ty ——->B=

A Ay e @ b, b, il

Una volta provata la proposizione 1.1 possiamo evidenziare i vantaggi che ne derivano.

Il vantaggio ¢ che il determinante della matrice B ¢ eguale al determinante della matrice H che si
ottiene cancellando nella matrice B I’ultima sua riga e 1’ultima sua colonna.

Quindi con questo primo passo abbiamo ricondotto il calcolo del determinante di A al calcolo del
determinante di H che perd ha ordine n-1.

Se la matrice H non possiede una riga o una colonna nulla possiamo ripetere sulla matrice H il
procedimento usato per trasformare A in B e cosi il determinante di H sara eguale al determinante

di una matrice H” d’ordine n-2. Avremo quindi

det A =det B= det H=det H’

Possiamo cosi ,iterando il procedimento un certo numero di volte, ricondurre il calcolo del
determinante di A , forse molto grande , al calcolo del determinante di una matrice A’ , abbastanza

piccola.

Proviamo quindi la proposizione 1.1
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Dimostrazione . Iniziamo col caso piu favorevole:

Casol: a,,=1

Se amm=1 allora il risultato si raggiunge facilmente. Infatti se lariga a; dipostoi
(1<n) ha l’ultimo elemento diverso da zero ed eguale ad h allora sommando alla riga a ;

I’ultima riga moltiplicata per -h si ottiene una nuova matrice B che ha I’elemento bi, = 0 ,come

desiderato.
In simboli :
a;; ap a, a;; ap a
I D a,, By gy cvveennnnnnn a,,
A h |---T;----- a;+ -ha, --—-—-- > e e e 0
TS HOUDUDR | - FIORE: DRI |

Quindi se nell’ultima colonna di A ci sono s elementi diversi da zero ( incluso 1 ) con s-1

trasformazioni elementari sulle sue righe si puo pervenire ad una matrice B con 'ultima colonna

egualea (0,0,...,1) come richiesto.

Caso2: an,=0

Se ap, =0 allora poiché I'ultima colonna di A non ¢ il vettore nullo esiste 1 ,1<n tale

chesia aj;, #0.Posto h= aj, allora sommando all’ultima riga di A lariga a; moltiplicata per

| )
E si ottiene una matrice B che I’elemento b, =1

In simboli :
Ay Bpy eeeneeeneneen@y, Ay Ay eevennnennnn @y,
By gy eevenmnenenennidy D Dt BN
1
A h | ----T,--—--- a,+ —a; --—-- > a ... h
h
Q, A eeeneennn.. 0 STUTOPORVUPTPDIRTTPRS |

Dopo questo primo passo ci siamo quindi ricondotti al case I gia esaminato.

Caso3: am#0 e ap#1 edesiste 1<n talechesia ajp#0 .

Posto a=a,, e h=a; allora sommando all’ultima riga di A lariga a; moltiplicata
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h
In simboli :
a,, ap L
Qo By eereerieninans a,
O PR h
B B eereeninnnn. @

si ottiene una matrice B che 1’elemento b,, = 1.

Dopo questo primo passo ci siamo quindi ricondotti al case I gia esaminato.

Infine resta il

Caso4 :

am70 e anm#1

e per ogni

Sommando alla prima riga di A 1’ultima riga di A si ricade nel caso 3.

In simboli
A el
IR DO |
Qo Ay ceerenenenenn@

Riepilogando, il procedimento ora illustrato applicato alla matrice A conduce alla matrice B

T I

JE: DO

TS H R

T T
By gy eevrenennnnnn
—(a-1
a; > A
h
i<né a,=0.
..ad
By Byy eeereeninnns 0
a, -—- >
By By cereereennnn

Detta H la matrice formata dalle prime n-1 righe e n-1 colonne di B

by by reieenaenn 0
By by v O
by by el

nn
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Byy Bry voemrees by
By by eemveenn by
H:
Dot Duts eooes boia

si ha det A =det B =det H.

Se H ha una riga o una colonna nulla ¢ detH = 0. In caso contrario possiamo ripetere il
procedimento sulla matrice H “ normalizzandola “ cio¢ rendendo 1’ultima sua colonna eguale a
(0,0,...,1).

Ora ogni trasformazione elementare fatta sulle righe di H pud ottenersi eseguendo la stessa
operazione sulle corrispondenti righe di B che presentano ormai 1’ultimo numero eguale a zero.
Questa osservazione ¢ in sostanza la dimostrazione della seguente proposizione che ¢ corollario
della proposizione 1.1.

Supposto che tutte le matrici H che di volta in volta appaiono si possono normalizzare allora

Proposizione 1. 2 Con un numero finito di trasformazioni elementari sulle righe e possibile
trasformare la matrice A in una matrice B triangolare che ha lo stesso determinante di A che ha

by=detd e bii=1 i+#1

In simboli

Ay Ay eemeeennnnndy, b, 0

DS DR : PO b, 1
A= - T Tyeeeo ——- Ty ——->B=

A Q) e b
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2. Diagonalizzazione di un endomorfismo.

Per cio che segue ¢ utile introdurre alcune semplici notazioni . Sia V,, uno spazio vettoriale

di dimensione finita n sul campo K. Sia

o By,
A o, By.y,
o, B, Yy

una matrice quadrata d’ordine n ad elementi nel campo K. Se (v;, V2 ,.....¥s) € una n-pla ordinata

di vettori di V, col simbolo

o, Byen vy
a, B,.... Y

(Y12 X)) | 0T = (W e )
o B, ..y,

vogliamo rappresentare la n-pla di vettori ( Wi, W ,.....w,) dove ¢ :

wWi=a vi+ 0, o+ ..+ Q

n

W=, Vi+ B, Yav.+ B, ¥n

Wo=7 Y1+ YoM+ .+ Yy M.

Sia ora M(n, K) I’insieme delle matrici quadrate d’ordine n ad elementi su un fissato
campo K.

Le matrici quadrate non degeneri di M(n, K) cio¢ quelle che hanno il determinante diverso
da zero formano gruppo rispetto al prodotto (righe per colonne ) e tale gruppo , detto gruppo
lineare , viene indicato col simbolo GL (n,K).

Due matrici A’ e A di M(n, K) sono dette simili se esiste una matrice P non degenere tale che

risulti :
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A =P'AP
Sia V, uno spazio vettoriale sul campo K di dimensione finitan e sia

f:VvV, —» Vi

una funzione lineare di V, in s¢ . Un vettore v non nullo ¢ chiamato un autovettore per la

funzione f se ¢ trasformato da f in un vettore ad esso proporzionale , risulta cioe
2.1) fx) = Ly

Lo scalare A che figura nella (2.1) ¢ chiamato ’autovalore dell’ autovettore v ed in ogni caso
esso ¢ chiamato un autovalore della funzione f .

Se A ¢ un autovalore della funzione f possiamo considerare tutti gli autovettori di f che
hanno lo scalare A come loro autovalore.

Denotiamo quindi con V; il seguente sottoinsieme di V,
Vi ={yve Vs : f(¥)=2Ly |

Il vettore nullo pur non essendo un autovettore per f verifica la (2.1) e quindi esso
appartiene al sottoinsieme V),

Il sottoinsieme V; , come ¢ facile verificare , ¢ un sottospazio di V, . Esso ¢ chiamato
I’ autospazio corrispondente all’autovalore A . I vettori non nulli di 'V, sono quindi tutti gli
autovettori di f che hanno lo scalare A come autovalore.
La dimensione del sottospazio V), ¢ chiamata la molteplicita geometrica dell’autovalore 7 .

In seguito si troveranno le giustificazioni del perché abbiamo chiamato la dimensione di V;

in questo modo. Poiché gli autovettori sono vettori non nulli allora ¢ sempre, per ogni autovalore A,
dim Vx > 1

Ovviamente gli autovettori di autovalore zero sono tutti e soli 1 vettori non nulli del nucleo di f e

quindi essi esistono solo quando la funzione non ¢ iniettiva.
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una matrice quadrata d’ordine n ad elementi nel campo K . Denotiamo con K" lo spazio vettoriale

numerico di dimensione n su K. Se

¢ un elemento di K" eseguendo il prodotto (righe per colonne ) di A per X si ottiene un altro

vettore Y

Yi Ay gy e

Y, Ay Ay e
Y: =

Yn anl an2

di K", dove ¢ esplicitamente :

X

X,

Xl’l
oAy, X,
A, X,

+a_ X

La matrice A ci ha quindi consentito di costruire una funzione

A K" 5

Kl’l
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di K" in sé che indicheremo egualmente con la lettera A in quanto saremo sempre in grado di
comprendere dal contesto se la lettera A rappresenta la matrice o la funzione che essa definisce.
La funzione A ora definita ¢ lineare in quanto risulta , per ogni coppia X , X’ di vettori di K" e

per ogni scalare o di K,

1. A(X+X)=AX+AX’
2. A(@X)=0(AX)

Indicheremo con u; w,, .. w, i vettoridellabase canonicadi K"

.....

1 0 0
0 1 0
u = , W= s eeeenenn , U=
0 0 1
econ a',a’,...,a" ivettoricolonna della matrice A .

Poiché una funzione lineare trasforma un sistema di generatori di K" in un sistema di generatori
dello spazio immagine allora i vettori a',a’, ..., a" essendo i trasformati tramite la funzione
lineare A dei vettori u; W, . u, costituiscono un sistema di generatori per lo spazio immagine
della funzione lineare A . Ne segue che se la matrice A harango p allora lo spazio immagine ha
dimensione p e conseguentemente il nucleo della funzione A ha dimensione n-p. Se quindi A ¢
una matrice non degenere e quindi di rango n , la funzione lineare A ¢ biettiva ed ¢ quindi un
isomorfismo.

Proviamo che le uniche funzioni lineari di K" in sé si ottengono come ora abbiamo descritto cioé
in corrispondenza ad una matrice quadrata A d’ordine n .

Sia quindi F: K" — K" una funzione lineare di K" insé.

Siano
ap a), 0 a,
a a 1 a
21 22 2
a'= =F a’= =F e ,a'=| " |=F
a,, 0 a, 0 a,. 1
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1 vettori che F associa ai vettori

1 0 0
0 1 .4 un
u = , W= s eeeenns , U, = della base canonicadi K
0 0 1
Ay App e @y,
. Clagag ay ) ) . .
Sia A= la matrice quadrata le cui colonne sono date dai vettori
a,a, ...,
a'=F(u), a’=Fw),. .a"=F(u,) esia A: K —» K" la funzione lineare

indotta su K" dalla matrice A.
Poiche le funzioni lineari A ed F assumono gli stessi valori sui vettori di una base risultando
a =F(u)=A(w), a’°-Fw)=Amw),. .a"=F)=A)

allora esse coincidono .

Sia ora V, uno spazio vettoriale sul campo K di dimensione finitan e sia

f: Vn > Vn
una funzione lineare di V, in sé .
Sia B=(e;,e,....en) una base ordinata di V, . La funzione lineare f ¢ determinata
quando si conoscano i vettori (f(e; ),f(e ) ,.....,f (e )) cio¢i trasformati di f dei vettori
della base B. Indichiamo con

( ay,dy,...., ay) le coordinate di f(e;) nellabaseB

( Bi,P2----» Pn) le coordinatedi f(e,) nellabaseB

( Y1,Y2...., Yn) le coordinatedi f(e,) nellabaseB
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esia Ar lamatrice avente per colonne tali vettori coordinati :

o, By vy
A = a, B,y
a, B, .Y,

La conoscenza dei vettori (f(e; ).,f(e ) ,....f(e )) consente la conoscenza di Ar e
viceversa nota la matrice A¢ sono notiivettori (f(e;),f(e) ,....,f(en)) equindi f .

Per tale ragione si dice che la matrice Af cosi costruita rappresenta f nella base B.

Per definizione ¢ quindi

o, By vy
(erierme) | P 2 (Fe) B (@) o E ()
a, B, .y,

I1 teorema che segue evidenzia una notevole proprieta della matrice ~ Ay che rappresenta f nella
base B.
Proposizione 2.1 Siano v unvettoredi V esia f(v) il suo trasformato.
Siano ( x;, X2 ,..., Xxn ) le coordinate di v nella base B e siano ( yi, ¥2 ,..., Yo ) le
coordinate di  f(v) nella base B . La funzione lineare
Ar: K" > K"

trasforma le coordinate di v nelle coordinate di f(v) . Risulta cioe :

Yi o B Y| Xy
Y, oy Byenyy || X,

YII an Bn """ ,Yn Xn



Dimostrazione . Con le notazioni adottate si ha :

Xl
. X,
(1) (21’92:""7911) =V
Xn
e per la linearita di f si ha :
Xy
.. Xz
(ii) (f(e).f(e) ,....f(en)) = f(v)
XH
Inoltre ¢ :
Yy
y
(€1,€,...e0) |7 | = (V)
¥Yu
o, By vy
2 Byeeys |
(glagzr-"agn) _(f(gl)af(gz) 77f(§n))
a, B, .y,
Sostituendo tali espressioni nella (i1 ) si ha
o Bre vy V(X Yi
By, || X y
(21,225""21‘1) 2 ’ ’ = (217925-'--’911) ’
Oy By e ) (X, Ya

da cui segue per I’indipendenza dei vettori (e;,e;,.....e,) chee¢:

106
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o B i || Xy Yy
oy Byenyy || X, _ | Y2
Q‘n Bn """ Yn Xn YII

e cioe ’asserto.

Ricordiamo che la funzione ( coordinazione di V, nella base B) che associa ad ogni vettore v di
V. il vettore ( Xy, Xz ,..., X, ) delle sue coordinate nella base B ¢ un isomorfismo di V, in K"

Indicato con ¢:V, — K" taleisomorfismo la proposizione 2.1 ora provata mostra che ¢ :
(2.2) f =c'oAroc

La ( 2.2 ) mostra che per calcolare f (v ) sipud utilizzare la matrice Ay che d’ora in poi

indichiamo con

app Ay -8y
a, a a
21 Aoy oeeee 2
Ar= "
a,a,..4a,

la quale consente di calcolare le coordinate (yi, y2,...,yn) di f(v) note che siano le coordinate

(x1,X2,...,Xp ) di v risultando :
y,=a,X,+a,X, +.ooee.t @, X,
2.3) Y, =2, X, +2,X, +..... + 3, X,
y,=a,X,+a,X,+..... +a, X,

Quando n ¢ “molto grande” le (2. 3 ) pur consentendo il calcolo di f( v ) impongono molti
calcoli forse “laboriosi “ a meno che la matrice Af non presenti “molti zeri” . Una situazione

favorevole si avrebbe se essa avesse la forma diagonale :
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a, 0...... 0

0 a,, 0...0
f=

0 O0.... a

perché in tal caso le (2.3 ) diventano

Y = apx
Y, = apX,
yn = a]’an

ecio¢ “ estremamente semplici «.

Si pongono allora le seguenti due domande :
a) come cambia la matrice Ay quando si cambia la base ?

b) come deve essere la base B affinche Ay risulti di forma diagonale ?

I teoremi che seguono danno risposta ai quesiti posti .

Proposizione 2.2 . Sia f : V, — V. una funzione lineare di V, in sé. Siano

B= (e, e,...e) e B’ =(¢

due basi ordinate di V, . Le due matrici Ay ed A" che rappresentano [ nelle basi B e B’

rispettivamente risultano tra loro simili , risulta cioe :
A’f = P_1 Af P

con P matrice quadrata d’ordine n non degenere.

Dimostrazione. Denotiamo con
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! ed A,f:

le matrici che rappresentano f nelle basi B e B’ ed indichiamo con P la matrice quadrata d’ordine
n avente per colonne le coordinate di e’y , e’ .., €’y nella base B . Poiché¢ il passaggio alle

coordinate ¢ un isomorfismo le colonne di P al pari dei vettori e’y , ¢, .., e sono linearmente

indipendenti e quindi la matrice P € non degenere e quindi invertibile. Si ha allora :

Pii P12 - Pin
, Dot Do oevee Doy . ,
(1) (91 > €2 ,~--~,§n) e ? :(e_l > €2 9"-':e_rl)
pnl an """ pnn

dalla quale per la linearita di f segue

Pi1 P12 -+ Pin
- P> Pyy «eee- Pan , , R
(i) (F(e).f(&) onf(en)) | 7777 [ =(f(1).f(&2) o f(€0))
pnl pn2 """ pnn
Draltra parte per definizione ¢
ajp app @y,
Ay 8gp weeee@yy |
(111) (21722 ,~--~,§n) —(f(gl),f(gz) ::f(gn))
a,a, .. a.,
ay, al, .aj,
) a,,a, ... a'y,
(IV) (e_’l ,e_,2 a-""e_’l‘l) e ? :(f(e_’l)af(e_’z) 57f(e_,n))
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Sostituendo nella (iv) le espressioni di (i), (i1), (iii) si ha:

Pit Piz - Pin || 811 @yp -ee- @y

a;p app e @yy | [ Pir Pig oeees Pin

Ay Ayy weene@yy || Poy Pop ooeee Pon

anl an2 """ ann pnl pn2 """ pnn

Tale eguaglianza comporta , per I’indipendenza dei vettori e, e, ,.....en, che¢:

PA’f = AfP

da cui segue :
Ap =P AP

e cioe I’asserto.

Proposizione 2.3 . Sia f : V, — V, una funzione lineare di 'V, insé. Sia
B= (e, e,...e) unabaseordinatadi V, . Lamatrice As che rappresenta f nella base B
ha la forma diagonale se e soltanto se i vettori e, e>,.....e, della base B sono autovettori per
f

Dimostrazione. La matrice Ay collega i vettori e;,e,,.....e, ailoro trasformati

f(e).f(e),.... f(e,) risultando :

l=(f(e ). f(e),....f(en))
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....... 0
Pertanto se la matrice Ay ¢ diagonale per esempio del tipo ?
0 0. A,
allora da
A O 0
0 Ay e 0
(21,225521‘1) :(f(gl)af(gz) 5,f(§n))
0 0...... A,
segue che ¢
\), fle)=He, fle)=he . fle)=4, &

e ci0 mostra che i vettori €;, € ,....,e, sono autovettori per f.
Viceversa se i vettori €;, € ,.....e, sono autovettori per f e valgono le relazioni (j) allora la

matrice Arf avra la forma

A 0.0

0 A o0
Ar =

0 0.id

e cio¢ ¢ diagonale.

La funzione lineare f si dice che ¢ diagonalizzabile se esiste una base B tale che la matrice

Ar che rappresenta f nella base B ha la forma diagonale .

Abbiamo quindi provato nella proposizione precedente il seguente fondamentale

Teorema I. Una funzione lineare f: V, — V, édiagonalizzabile se e soltanto se lo

spazio vettoriale V,, ha una base costituita da autovettori di f .

Questo teorema ci invita quindi a ricercare gli autovettori della funzione f e sperare che ne

esistano n indipendenti.
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Ma come si ricercano gli autovettori di f ? E’ chiaro che la ricerca degli autovettori equivale

alla ricerca degli autovalori di f. Quindi vediamo come si ricercano gli autovalori di f.

Siaquindi f : V, — V, unafunzione lineare di V, insé.
B= (e ,e,...en) sia unabase ordinatadi V, ed Ar =(a;) siala matrice che
rappresenta f nella base B . Abbiamo gia detto che la matrice Af  induce una applicazione

lineare che indichiamo sempre con Ay di K" insé
Af : K" > K"
la quale, come gia visto , ha la proprieta di trasformare le coordinate di un vettore v di V, nelle
coordinate del vettore f(v) .
Ora se
V=X1€ TX2€ t+....+tXu€;
¢un vettoredi V, ed ¢ autovettore per f di autovalore A allora ¢ :

flv)= Av=»AXe tx2€ +....tXy€, )= AX1€ + AXo€ +....+ A Xp€;

equindi f(v) hacoordinate (Ax;, AXy, .... A X, ) .Poiché Af trasforma le coordinate di

v nelle coordinate di f(v) siha

app Ay 8y ) [ Xy Ax,

Qy 8y ey || Xy || AX,
(*) =

a,a,...a, )\X, AX,

e questa mostra che il vettore non nullo (x;, Xz, .., X, ) di K" & autovettore per la funzione lineare
Ar anch’esso con autovalore A
Viceversa se il vettore non nullo ( x; , X2, .., X, ) di K" & autovettore per la funzione lineare Af

con autovalore A allora vale la relazione (*) e quindi il vettore v non nullo

V=X1€ TX2€ t....tX,€;
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determinato da ( x;, X2, .., X, ) ¢ trasformato nel vettore

flv)= Axje1 + Axpe +....t A Xp€n =LAV

ed quindi v ¢ un autovettore per f con autovalore A .

Abbiamo cosi mostrato che 1’isomorfismo

c: V, » K"

trasforma con la sua inversa gli autovettori di f negli autovettori di Ay ed inoltre che le due
Sfunzioni f ed Ay hanno gli stessi autovalori. Se A ¢ un autovalore per f e quindi anche per Ar
possiamo considerare I’autospazio V), di V, corrispondente all’autovalore Ae ’autospazio Kj

di K" corrispondente all’autovalore A Per quanto mostrato si ha :

c(Vy) =K e c'(K)n) =Va

In particolare osserviamo che essendo ¢ un isomorfismo i due sottospazi V) e Kj) hanno la
stessa dimensione e quindi la molteplicita geometrica di A  non cambia sia che esso venga
considerato autovalore di f e sia che esso venga pensato come autovalore di Ag,

Poiché le funzioni lineari f ed Ar hanno gli stessi autovalori , per trovare gli autovalori
di f bastera determinare quelli di A¢. Come si puo stabilire se uno scalare A, assegnato ¢
autovalore per Ay ?

Lo scalare A, ¢ autovalore per Ar se esiste un vettore non nullo X di K" che sia

autovettore di A¢ con autovalore A,, cio¢ che verifichi la relazione

(a) Ar X=X X
X a;p Ay @y
X, A, 8y .y

Posto X= ed Af=
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la (a) esplicitamente ¢ il seguente sistema di equazioni lineari nelle incognite (xi,X2,....,Xn)

a, X, +a,X, +ooeeat 2, X, =A X,
A, X, +a,X, ...+ 8, X, =AX,
a,X, +a,X, +.... +a, X, =AX,

che puo essere anche scritto al seguente modo

(@, -A, )X, +a,x,+ . +a, x,=0

a,X,+(ay,-A, )X, + .. +a,x,=0

a X, +a,x,+ .. +(a,, -A,)x,=0

Ma tale sistema omogeneo ha una soluzione non banale se e soltanto se risulta

A -, Ay e a,,
a Ay = Ay e a
21 22 2
det ° "1=0
a, A, e a, -A,

Abbiamo quindi determinato la condizione cui deve soddisfare A, per essere autovalore di As:

4o € autovalore di Ay se sottraendo nella matrice Ay agli elementi ajj, ay, ....,an, della sua

diagonale lo scalare 4, si ottiene una matrice con determinante Zero .

Detta t una variabile possiamo allora considerare il seguente determinante

a, -t Ay e a,

T a
p(t)= det (A;—TIt)= det| 2 »
a a a_ -t



115

che sviluppato fornisce un polinomio di grado n e le cui radici , ma solo quelle appartenenti a K,

forniscono gli autovalori della funzione Ay e quindi di f .

11 polinomio

p)=det(A-1t) =(C-D"t"+

¢ chiamato il  polinomio caratteristico della funzione f

Tale polinomio ¢ di nostro interesse avendo stabilito che sussiste la seguente

Proposizione 2.4. Uno scalare 1, di K e autovalore della funzione [ se e solo see p(i,) =0.

Osserviamo infine che se A, € un autovalore di Ay allora ¢

A -y Ay e a,,
Ay = Ay e a
21 22 2
det ° "1=0

a, A, e a, -A,

IR VR R a,,
o ) Ay = Ay e a, ] o
e quindi la matrice ha rango r <n . Lo spazio delle soluzioni del

a, Ay e a, -\,

sistema

(@, -A, )X, +ax,+ . +a,x,=0

a,X, +(a,-A, )X, + .. +a,x,=0

a, X, +a,x,+ .. +(a,-A,)x,=0

ha allora , come sappiamo , dimensione n-r . Ma lo spazio delle soluzioni del sistema ¢

I’autospazio K, corrispondente all’autovalore A, e quindi

se il rango della matrice (A—124,) é r [Dautovalore 7, ha molteplicita geometrica n-r .
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Sia ora sempre A, un autovalore della funzione Ay. Poiché lo scalare A, ¢ radice del polinomio
caratteristico p( t ) allora per un il teorema di Ruffini risulta che tale polinomio ¢ divisibile per
(t- A). Sihacio¢
p(t)=(t- %) q(®)
con ((t) polinomio di grado n-1.
Se A, non e radice di q(t) cioesi ha q(A,) # 0 allora A, ¢ detta una radice semplice del
polinomio p(t) .
Se invece risulta q(A, ) = 0 allora , riapplicando il teorema di Ruffini , si ha
q) =(t- X)) g
con g(t) polinomio di grado n-2 e quindi
p(t)=(t- X)) g
Se risulta g(A, ) # O allora A, ¢ detta una radice doppia del polinomio p(t) .
Iterando il ragionamento si perviene alla seguente definizione .

La radice A, del polinomio p(t) si dice che ha molteplicita algebrica s se risulta

p(t)= (t- k) &U e &) # 0
Ad un autovalore A, della funzione lineare A abbiamo quindi assegnato due interi :

il primo x (o) =dim V, = ¢lasua molteplicita geometrica (e questo intero ci

informa su quanti autovettori indipendenti di autovalore A, possiamo trovare )

il secondo 1 ()\,) ¢ lasua molteplicita algebrica ( e questo intero ci informa su quante

volte A, appare tra le radici del polinomio caratteristico )

Noi proveremo ora che la molteplicita geometrica dell’autovalore A, non supera mai quella

algebrica . Prima di far cio ¢ essenziale provare la seguente

Proposizione 2.5 1/ polinomio caratteristico della funzione lineare f ¢ indipendente dalla
base scelta per rappresentare f .

Dimostrazione. Siano quindi B e B’ due basi ordinate di V,, e siano Af ed A’¢ le matrici
che rappresentano f nelle due basi B e B’ . Per quanto visto nella proposizione 2.2 le due matrici

Af ed A’¢ sono simili tra loro e quindi esiste una matrice P non degenere per cui si abbia
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A’s=P' A;P. Sihaallora

det (A’s—1t)= det (P A;P—It)=det (P A¢P—P"' ItP)=det [P (A¢-1t)P]=
=det P det (Ar-1t) det P=det (A¢-1t)

essendo detP'detP=1.

Proviamo ora che :

Proposizione 2.6 Sia A, un autovalore di f. La molteplicita geometrica di 1, non supera
la molteplicita algebrica di 4,.
Dimostrazione .Supponiamo che I’autovalore A, abbia molteplicita geometrica s . Nel-

1’ autospazio Vi, corrispondente all’ autovalore A, si possono quindi scegliere s autovettori

(e1, €2 ,...,65 ) di autovalore A, e tra loro indipendenti. Per la proposizione 3.8 del capitolo I, si

possono aggiungere ai vettori (e, €2 ,...,6s )  altri n-s vettori wgy;, W2, ..., Wy 1n modo
che i vettori (e, €2 ,...,8¢, Ws+1 , Ws+2  , ..., Wy ) siano una base di V,, . Tenendo conto che ¢
fle1)= hoer , f(e2)= Aoea, ..., f(e)= Aoes

la matrice Ay che rappresenta fnella base B ha la seguente forma

Ar=l0 O...... Ay eeenne
0 0 0a

Si ha quindi

p(t)=det(Ar—Tt)= ( Ao-1t) g(t)

e questa mostra che la molteplicita algebrica di A, ¢ almeno s. L’ asserto ¢ cosi provato.
Osserviamo esplicitamente che la proposizione 2.6 ora provata ha la seguente conseguenza.

Sia A, un autovalore della funzione lineare f e supponiamo che sia radice del polinomio
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caratteristico p(t) di f con molteplicita algebrica 1 , cio¢ sia una radice semplice di p(t). Per la
proposizione 2.6 ora provata risulta allora
dimV, <1
0

ma poich¢ ¢ anche dim V, > 1 siha

dim V,

Il
—_

Riassumendo : ogni radice semplice del polinomio caratteristico é tale che la sua

molteplicita geometrica eguaglia quella algebrica .

Per 1 nostri scopi sono molto utili le proposizioni che seguono.

Proposizione 2.7. Siano v;,v,,...,v, , h autovettori per la funzione lineare f e siano
Ar, A2y weo, A i loro corrispondenti autovalori . Se gli autovalori A;, A, , ...., Ay sono distinti
gli autovettori v;,vy,...,vy, sono linearmente indipendenti .

Dimostrazione. Ragioniamo per induzione sul numero h di autovettori . Se h=I ’asserto ¢
vero in quanto un autovettore , essendo un vettore non nullo , risulta da solo linearmente
indipendente. Supponiamo quindi h>1 e vero I’asserto per h-1.

Supponiamo per assurdo che i vettori v; ,v,...,vy  siano linearmente dipendenti . Poiché per
I’ipotesi d’induzione vy,va,...,vh.; sono indipendenti , il vettore v, € combinazione lineare di

V1,V2,...,Vh-1 . S1ha quindi che esistono opportuni scalari o, oz, ...... ,0p1 per cui risulti

(3.) Vh= 01vy + oavy +...... + O h-1Vh-1

Applicando ad ambo i membri della ( j.) la funzione lineare f si ha , tenendo conto che i vettori v,

,V2,...,Vh sono autovettori di autovalori Ay, A , ..., Ay

1) A Vh= O MV + 02 vy +...... + 0po1 Ml Vel

Moltiplicando ambo i membri della ( j.) perlo scalare A, siha:

1) A Vh= 1Ay Vi + a2y va +..l + 01 Ah Viet
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Sottraendo tra loro la (jj)ela(jjj ) siha:

(jV) 0=o0a;(A-M)v) + a2 (Ap-A) Vo +...... + ohop (M = Ano1) Vo

Poiché , per I’ipotesi d’induzione i vettori vy,vy,...,vp.;  sono linearmente indipendenti , la (jv )

sussiste solo con scalari tutti nulli, e pertanto si ha :

(**) a1 (A-2)=0, arn-22)=0, ....... , Ohel (Ah - An1) =0
Essendo gli autovalori A, A, ,...., Awq, Ay traloro distinti risulta
M- #0 , A—2#0,....... » An—Ang #0
e qundi dalla ( ** ) segue che¢ a;=0, a,=0,....., ap;=0 .Ma alloradalla (] )segue

cheé v,=0 ecio¢assurdo, essendo v, un autovettore.

Proposizione 2.8. Se 4;, 42, ...., A4y sono h autovalori distinti per la funzione lineare f

allora gli autospazi V, , V, , ..., V,  ad essicorrispondenti sono tali che ciascuno di essi

interseca nel solo vettore nullo lo spazio generato dai rimanenti.

Dimostrazione. Per semplicita proviamo che ¢

Vi n(V,, + .4V, )= {0}

Sia v un vettore di Vk] N (sz + .t th ) e supponiamo per assurdo che v sia non nullo e
quindi un autovettore . Poiché v appartiene al sottospazio sz + .t th allora ¢

1) V= vyt ...t

con vy g sz N = th

Applicando ad ambo i membri della (i) la funzione lineare f si ottiene , ricordando che

VEVxl e che Vzerz, veey, Vhe VM

(i1) MV= vy +.o..... + Anvn
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Moltiplicando ambo 1 membri della (i) per lo scalare A; siha

(111) 7L1V = )\,1 \%) +.oo. + X]Vh

Sottraendo tra loro la (ii) e la (ii1) si ha :

(IV) Q = (Xz- 7L1)V2 + o + (Kh - ?\4) Vh

Poiché gli autovalori A, , ...., A, sono distinti, per la proposizione (2.7), gli autovettori

V2 ,.... ,vn sono linearmente indipendenti e quindi la (iv) puo sussistere solo con scalari tutti
nulli. Sthaquindi A=A =....= A e ci0 contraddice I’ipotesi che gli autovalori siano distinti
tra loro.

Le due proposizioni ora provate hanno importanti conseguenze come ora faremo vedere.

Ricordiamo che il problema che abbiamo posto e che stiamo studiando ¢ il seguente :

Una funzione lineare ¢ sempre diagonalizzabile ?

Una risposta al problema ¢ data dal Teorema I il quale afferma che f ¢ diagonalizzabile se
e solo se esiste una base B di V, costituita da autovettori per la funzione lineare f .
Ma tale base esiste sempre ? Vediamo.

Un caso favorevole ¢ espresso dalla seguente :

Proposizione 2.9 Sia f: V, — V., una funzione lineare . Se il polinomio caratteristico
pt) dif ha n radici A, Ay ,...., A\ in K (distinte tra loro allora f é diagonalizzabile.
Dimostrazione. Siano v,,v,...,v, 1 autovettori corrispondenti agli autovalori
M, Ay A . Per la proposizione 2.7 gli autovettori  vi,va,...,vy sono linearmente

indipendenti e quindi costituiscono una base per lo spazio V,, . L asserto segue quindi dal Teorema I

Cosa si puo dire se invece il polinomio p(t) ha radici multiple sempre nel campo K ?

La proposizione che segue risponde a tale quesito ed inoltre fornisce una risposta completa
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al problema della diagonalizzabilita della funzione lineare f.

Proposizione 2.10 Sia f:Vy, — V. una funzione lineare . La funzione f é
diagonalizzabile se e solo se il polinomio caratteristico p(t) dif ha n radici \j, Ay ,...., My
in K ciascuna con molteplicita geometrica eguale a quella algebrica.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia diagonalizzabile. Per il Teorema I esiste allora una
base B = { €1,€2,...,en } costituita da autovettori per f. Raggruppiamo tali autovettori mettendo
insieme quelli che hanno lo stesso autovalore. Siano A;, A , ...., A gli autovalori distinti forniti

dagli autovettori  ej,es,...,en, . Sia

T, il sottoinsieme di B costituito da tutti gli autovettori di autovalore 2; .

T, il sottoinsieme di B costituito da tutti gli autovettori di autovalore 2, .

T; il sottoinsieme di B costituito da tutti gli autovettori di autovalore A;.

Siano n;,ny, ...,n; le cardinalitadi T;, T, ,....., Ty esiano s;, Sp,....., 8 le molteplicita
algebriche degli autovalori A, Ay , ..., At .

Poiché ogni autospazio  V,, i=12,...,t contieneivettoridi Ti, i=12,...,t siha

n < dimV,, <5

n, < dimVM < s

ng < dlmVM < s

Si ha allora

n=n+m+..+n <dmV, +dmVj), +..+dmV); <s+s+....+ s <n

Da tale diseguaglianza segue :
Si;ts; +.....+ s =n
e questa mostra che le radici A;, A, , ...., A contate con la loro molteplicita sono in numero di n.

Inoltre da
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n=n+tm+..+tn <dmV, +dmV), +..+dmV,; <s+s+....+ s =n
segue che pernessun i=1,2,...,t pudessere dimV, <s; altrimenti¢ n<n.
Quindi ¢:

dimV,, =s;, dmVjy; =s,....,dimVjy; =s

e ci0 mostra che le radici  A;, Az,...., A hanno ciascuna molteplicita geometrica eguale a quella
algebrica.

Viceversa supponiamo ora che il polinomio caratteristico di f abbia n radici
1,C2...,Cn nel campo K e che ognuna di esse abbia molteplicita algebrica eguale a quella
geometrica . Raggruppiamo le radici mettendo insieme quelle eguali tra loro. Siano
A, A2, ....., N leradici distinte che figurano tra le n radici (i, {2,..., Cn

Supponiamo che

A1 appaia s; volte tra le radici {1, {a,..., Cn .

A> appaia s, volte tra le radici {1, {2,...,Cn .
M appaia s; volte tra le radici (1, {2,..., Cn -
Quindi

A1 ha molteplicita algebrica s; .

A> ha molteplicita algebrica s, .

A+ ha molteplicita algebrica s; .

ed inoltre ¢ ovviamente

Poiché per ipotesi la molteplicita algebrica ¢ eguale a quella geometrica si ha :

dmV,, =s;, dmVjy; =s,....,dmVjy; =5

Siano ora

B unabasedi V,, , Byunabasedi Vi, ,...... , Bt una base di V j;
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Essendo gli autovalori Ay, A ,...., A distinti gli autospazi Vk] , sz s eeeens Vg ad essi

corrispondenti sono tali che ciascuno di essi interseca nel solo vettore nullo lo spazio generato dai
rimanenti ed allora per la proposizione 5.1 del capitolo I, unendo le basi B;,Ba,....., By si
ottiene un insieme B costituito da s;+s; +.....+ s; = n autovettori indipendenti di V,, cio¢
una base di autovettori.

Per il Teorema I allora f ¢ diagonalizzabile e I’asserto ¢ completamente provato.

Concludiamo con qualche esempio.

Esercizio 1.

Sia assegnata la seguente matrice reale

1 0 1
A=11 1 1
1 0 1

Si consideri la funzione lineare A : R® = R® indotta dalla matrice A .

-~

Si determini il nucleo di A e si stabilisca se essa ha una base di autovettori cio€ se
diagonalizzabile .

Svolgimento.

I vettori X = (X,y,z) del nucleo di A sono quelli per cui risulti AX=0.

Tali vettori sono quindi le soluzioni del seguente sistema omogeneo :

Xx +z=0
x+y+z=0
X +z=0

Tale sistema ¢ ovviamente equivalente a
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x +2z=0

Xx+y+z=0
le cui soluzioni sono il sottospazio di dimensione 1 generato da (-1,0, 1 ). Il nucleo di A non ¢
ridotto al solo vettore nullo e quindi (-1, 0, 1 ) € un autovettore di autovalore 0.

La matrice A rappresenta la funzione lineare A nella base canonica di R’ ¢ pertanto

il polinomio caratteristicodi A ¢ :

1-t 0 1
det(A-Tt)= |1 1-t 1|=(1-t)[(1-t) -1]=t(1-t)(t-2)
1 0 1-t

Gli autovalori di A sono quindi i numeri O, 1,2 . Tali valori sono distinti e quindi A ¢

diagonalizzabile per la proposizione 2.9.

Esercizio 2.  Siconsideri la seguente matrice reale

1 0 2
A=10 1 2
0 O

e sia. A:R*=> R’ lafunzione lineare indotta da A .

A(x,y,z)= (x+2z,y+2z,27)
Si stabilisca se tale funzione ha una base di autovettori e cio¢ se ¢ diagonalizzabile .
Svolgimento.

La matrice A rappresenta la funzione lineare A nella base canonica di R®. Pertanto il polinomio

caratteristico di A ¢ dato da :
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1-t 0 2
det(A—It)= |0 1-t 2| (1-t) (2-1)
0 0 2-t

Le radici di tale polinomio sonoinumeril e 2.
Il numero 2 ¢ una radice semplice mentre 1 ¢ una radice doppia.

Gli autovettori di autovalore 1 si ottengono attraverso le soluzioni de seguente sistema omogeneo.
O0x+0y+z=0

Esse sono quindi un sottospazio S di dimensione due. Due soluzioni indipendenti di tale sistema
sono (1,0,0) e (0,1,0) e quindi ¢ S=[(1,0,0), (0,1,0)].

L’autospazio corrispondente all’autovalore 1 ¢ quindi S=[(1,0,0) , (0,1,0) ].

Avendo controllato che la molteplicita geometrica di 1 ¢ eguale a quella algebrica la funzione

lineare A ¢ diagonalizzabile per la proposizione 2.10.

Esercizio 3.
Una funzione lineare f: R’ — R® assume i seguenti valori
£(1,0,0) =(2,0,0)
£(0,1,0) = (0,0,0)
f(0,1,1) = (2,2,0)
Si determini f e si dica se ¢ diagonalizzabile.

Svolgimento. Poiché i vettori (1,0,0), (0,1,0), (0,1,1) sono indipendenti in quanto €

1 00
detf0 1 0]=0
0 1 1

essi costituiscono una base di R’ .La conoscenza dei valori che f assume su tali vettori determina

quindi f. Vediamo.
Poiché { (1,0,0),(0,1,0), (0,1,1) } & una base un qualunque vettore (x, y,z) di R’ risulta una

loro combinazione lineare si ha cio¢ per opportuni scalari o ,  , y

@ x,y,2) = a(1,0,00+p (0,1,0)+y (O,1,1) =(a, B +v,7)

da (i) segue



0=X
pty=y

Y=z

e cioe per realizzare 1’eguaglianza (1) , occorre scegliere :

a=x, B =y-z, y-z.

Si ha quindi

(X7 y, Z) = X(I,0,0) +y_Z (09130) +z (01191)

Essendo f lineare si ha allora

f(X’ Y, Z) =X f(l,0,0) + (Y‘Z ) f(O,I,O) +z f(O,l,l)

ma ¢ per ipotesi  £(1,0,0)=(2,0,0) , £(0,1,0)=(0,0,0), (0,1,1) = (2,2,0)

e quindi ¢:

fix,y,z) = x (2,0,0) +(y-z)(0,0,0)+2z(2,2,0)=(2x+2z,22,0)

La funzione f € cosi determinata.

Determiniamo ora la matrice Ar che rappresenta f nella base assegnata . Si ha

£(1,0,0) = (2,0,0) =2(1,0,0) +0 (0,1,0) + 0 (0,1,1)
£(0,1,0) = (0,0,0) = 0(1,0,0) +0 (0,1,0) + 0 (0,1,1)
£(0,1,1) = (2,2,0) = 2(1,0,0) +2(0,1,0) +0 (0,1,1)

e quindi ¢:
2 0 2
Ar=10 0 2
0 0 0

I1 polinomio caratteristico di f ¢ quindi

126
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2-t 0 2
p(t) =det| 0 —t 2 |=t(2-t)
0 0 -t

Gli autovaloridi f sono quindi 0 (radice doppia) e 2 radice semplice.
L’autospazio corrispondente all’autovalore 0 si ottiene in corrispondenza alle soluzioni del sistema

omogeneco

2x+2z=0
2z=0

che ha rango due essendo le due equazioni indipendenti .Le soluzioni di tale sistema costituiscono

quindi un sottospazio di dimensione 1, con base ( 0, -4, 0), base ottenuta in corrispondenza ai

minori presi a segni alterni della matrice dei coefficienti del sistema

2 0 2
0 0 2
Pertanto la molteplicita geometrica di 0 ¢ uno e quindi non coincide con la sua molteplicita

algebrica che ¢ due.

La funzione f non ¢ quindi diagonalizzabile.
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Capitolo VI

Funzioni lineari simmetriche
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1.- Il gruppo lineare ed il gruppo ortogonale.

In questo numero useremo le seguenti notazioni.

Se x =(x1, X2,....,Xn) €d ¥ =(Y1, ¥2,....,Yn) SOno due n-ple ordinate di numeri reali col simbolo
<X,y >=xiyitxX2y2t....tXn ¥n

rappresenteremo il loro prodotto scalare euclideo.

Inoltre se A = (a;;) ¢ una matrice quadrata d’ordine n ad elementi reali indicheremo coi simboli

aj, a,....,a, le sue righe e con gl ,gz,...,gn

le sue colonne.

Mantenendo queste notazioni ricordiamo che se A = (a;) e B = (b;) sono due matrici
quadrate d’ordine n il loro prodotto AB (eseguito righe per colonne) ¢ la matrice quadrata C = (c;j)
incui ¢:

cj = <a,b >

Sia n un intero maggiore o eguale a due e sia GL(n,R) I’insieme di tutte le matrici quadrate
d’ordine n ad elementi reali e che siano non degeneri cio¢ quelle dotate di inversa. Tali matrici
come sappiamo sono tutte e sole quelle che hanno il determinante diverso da zero.

Il prodotto di due matrici A e B non degeneri ¢ non degenere in quanto ¢
det(AB)= detAdetB= 0.

Inoltre il prodotto tra matrici ¢ associativo , la matrice identica I ( d’ordine n) € non degenere ed
ogni matrice non degenere ha I’inversa. Per queste ragioni I’insieme GL(n,R) ¢ un gruppo detto
gruppo lineare.

Nel seguito denoteremo per ogni matrice A non degenere con A; la sua trasposta ( cioe la
matrice avente per colonne le righe di A e per righe le colonne di A) e con A™ la sua inversa.

Per ci0 che segue sono utili le seguenti relazioni di facile dimostrazione.

Siano A e B due matrici non degeneri . Risulta :
(1.1) (AB)! =B' A’ (AB), =B A,

Abbiamo gia visto che una matrice A col determinante diverso da zero ¢ invertibile e pero
,quando n ¢ grande, la costruzione della sua inversa ¢ faticosa in quanto coinvolge il calcolo dei
complementi algebrici degli elementi di A.

Per questa ragione sono di un certo interesse le matrici non degeneri per le quali sia facile il
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calcolo della loro inversa. Fanno parte di questa famiglia le matrici ortogonali di cui ora ci

occuperemo.
Una matrice A non degenere ¢ detta orfogonale se risulta :

(1.2) Al = A,

Per riconoscere se una matrice ¢ ortogonale sono utili le seguenti proposizioni.

Proposizione 1.1 Se A e una matrice ortogonale allora si ha detA = + 1.
Dimostrazione. Si ha
det I =det(A A™)=detAdet A" = detA det A= (detA )* =1
da cui segue I’asserto.

La proposizione ora provata fornisce una condizione solo necessaria per la ortogonalita di
una assegnata matrice . In forza di tale proposizione una matrice che abbia determinante diverso da
-1 e 1 non ¢ ortogonale.

La condizione non ¢ pero sufficiente come mostra il seguente esempio. Si consideri la

matrice

il cui determinante ¢ eguale ad 1 . La matrice A non ¢ ortogonale in quanto risulta A A; # L

Una condizione necessaria e sufficiente ¢ invece fornita dalla seguente:

Proposizione 1.2 Una matrice A e ortogonale se e solo se risulta AA, = 1.

Dimostrazione . Se A ¢ ortogonale ¢ Al = A equindirisulta AA{=1

Viceversa se AA =1 allora ¢ AA,=A A" e quindi, per la legge di cancellazione valida
inun gruppo, siha A=A .

La proposizione mostra quindi che per controllare se A coincide con I’inversa di A non ¢

necessario controllare che essa ¢ permutabile con A.

Con analoga dimostrazione si prova la seguente :
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Proposizione 1.3 Una matrice A ¢ ortogonale se e solo se risulta A; A =1.

La Proposizione 1.2 ora provata ¢ equivalente alla seguente :

Proposizione 1.4 . Una matrice A e ortogonale se e solo se le sue righe sono una base
ortonormale di R".

Dimostrazione . Se A ¢ ortogonale risulta A A =1 e quindi ricordando che le colonne di
A sono le righe di A quando si esegue il prodotto AA ¢ righe per colonne, di fatto si moltiplicano
le righe di A tra di loro e quindi ¢, essendo

AA; =1:

perognii=1_2,...,n <a ,a>=1

e peri#] <a ,a,>=0

e queste mostrano che le righe di A sono una base ortonormale di R" .Viceversa se le righe di A

sono una base ortonormale di R" cioé si ha :

perognii=12,....n <a ,a>=1

e peri#]j <ai ,a>=0

allora risulta A A =1 e quindi per la proposizione 1.2 la matrice A ¢ ortogonale.

La proposizione ora provata mostra quindi quale sia il modo di costruire una matrice
ortogonale .

Con argomentazioni del tutto analoghe quando si tenga conto della Proposizione 1.3 e della
circostanza che righe di A sono le colonne di A si perviene

alla seguente :

Proposizione 1.5 . Una matrice A e ortogonale se e solo se le sue colonne sono una base
ortonormale di R".

Abbiamo gia visto che una matrice quadrata d’ordine n ad elementi reali ,
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induce su R" , spazio vettoriale numerico reale di dimensione n , un’applicazione lineare che
denotiamo sempre con A ,

A: R®" - R"

quando si faccia corrispondere al vettore

X,
X,
X:
Xn
il vettore
Y Ay A @y | (X
[ Y2 || Q21 8y @y, | X
X_ =
yn a‘nl an2 ..... ann Xn

ottenuto moltiplicando, righe per colonne , la matrice A per il vettore x .Tale applicazione ¢ un
isomorfismo se la matrice A ¢ non degenere.

Nel seguito denoteremo con

1 0 0

0 1 0
u = , U= RO , Uy =

0 0 1

i vettori della base canonica di R". L’ isomorfismo A trasforma i vettori w;, u;,..., u, della

. . . . 1 ) .
base canonica di R" nei vettori colonnaa ,a”,...,a" della matrice A.

I teoremi che seguono caratterizzano le matrici ortogonali attraverso le proprieta di tale
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isomorfismo.

Proviamo che :

Proposizione 1.6 Una matrice non degenere A é ortogonale se e solo se [’isomorfismo A
conserva il prodotto scalare cioé risulta , per ogni coppia x, y di R"

(1.3) <x,y>=<Ax,Ay>
Dimostrazione. Se A ¢ ortogonale risulta A” = A e quindi si ha:
<AXx,Ay> = (Ax)(Ay = x(AtAy = xly=x1y = <x,y>

e cio¢ la (1.3).

Viceversa se vale la (1.3) si ha :

<u,y>=<Au,Ay> =<a,a>
e quindi ¢ :

<a,a@>=lperi=j e <a,a@>=0peri#]
e cio prova che A ¢ ortogonale per la proposizione 1.3.
Proviamo ora la seguente

Proposizione 1.7 Una matrice non degenere A é ortogonale se e solo se [’isomorfismo A
conserva la lunghezza dei vettori, cioé per ogni vettore x di R" risulta :

(1.4) IXI = IAXI.

Dimostrazione. Se la matrice A ¢ ortogonale allora per la proposizione precedente
I’isomorfismo A conserva il prodotto scalare e quindi la lunghezza dei vettori. Viceversa

supponiamo valga la (1.4). Si ha, per i e j diversi tra loro :
g +u 1= 1A+ )l =1Au+Aul= la +a |

da cui segue :
lu+uj 1> =1a +a

Si ha allora :

2

lui+ui 1= <ujtu,utuy>=<u,u>+<uy,y>+2<u,uy>=2
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essendo <u,u>=<uy,uy>=1 e <u,u>=0.
la' +a °’= <a'+ala'+a>=<a,a>+<d,d>+2<a,d>=2.

Poiché peripotesi¢ <a,a'>=<u,u>=1 e <a,a>=<uyj,uy>=1 siha

allora <a',a'>=0.

Da <a,a'>=1 ed <a,a >=0 segue che A & ortogonale per la proposizione 1.5.

Concludiamo provando la seguente:

Proposizione 1.8 Una matrice non degenere A e ortogonale se e solo se l’isomorfismo A
trasforma una base ortonormale di R" in una base ortonormale di R" .

Dimostrazione . Se A ¢ ortogonale allora I’isomorfismo A per quanto provato conserva le
lunghezze e I’ortogonalita ed inoltre essendo un isomorfismo trasforma una base in una base . Cosi
una base ortonormale di R" ¢ trasformata in una base ortonormale di ~ R". Viceversa se
I’isomorfismo A trasforma una base ortonormale di R" in una base ortonormale di R" allora A ¢
ortogonale, per la proposizione 1.5, in quanto le sue colonne, essendo i trasformati della base

canonica di R", sono anch’esse una base ortonormale di R".

2. Applicazioni lineari simmetriche.
In questo numero V,, denota uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n e dotato di

un prodotto scalare

s:VoxVy, > R
definito positivo . Abbiamo gia visto che se

f:Vhp > V,

¢ un’applicazione lineare di V,, in sé allora quando si scelga una base ordinata
B=(e;,es,..., ey di V, sipuod considerare la matrice Af che rappresenta f nella base scelta.
Tale matrice , quadrata d’ordine n , ha per colonne le coordinate nella base B dei vettori

fler), f(e2) ,..., f(en)
ed ¢ utile per il calcolo della funzione f in quanto, come abbiamo gia visto , ’endomorfismo , che
indichiamo con A, che Ar induce su R"

A: R" > R"
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fa corrispondere al vettore

Yi Ay gy e @y ) [ X

_| Y2 Ay gy ey || Xy
X_ =

Y. A, a5, ... a.. X,

delle coordinate di f(v) rispetto alla base B.

Ovviamente tale calcolo diviene semplice , anche con n grande, quando tale matrice ha la
forma diagonale. Tale matrice ha pero la forma diagonale se e solo se la base B scelta ¢ una base di
autovettori per f . Abbiamo altresi visto che non sempre esiste una base di autovettori per f .
Quando tale base ”speciale” esiste la funzione lineare viene detta diagonalizzabile.

Scelta la base ordinata B= (¢, , ¢ ,..., €,) di V, si puod considerare oltre alla matrice Arche
rappresenta f nella base B, anche la matrice quadrata

S=(sij) con si=s(¢i,e)

d’ordine n che rappresenta il prodotto scalare s nella base B. Cosi come la matrice Ay pud
essere usata per il calcolo di f, anche la matrice S puo essere usata per il calcolo di s. Vediamo.
Siano v e w due vettoridi V,.
Sia x=(x;, X2,..., Xp) 1l vettore delle coordinate di v nella base Besia y=(yi,y2,...,yn) il

vettore delle coordinate di w nella base B. Si ha :
vV=Xxi1etXp€ ...t Xp€h , W=Yyi€1ty2€ t...7yn€p

Tenendo conto della bilinearita del prodotto scalare s si ha :

s(v,w)=sXjetxyey+... 7 xp €, , yie€ty2ert...tynen)= Z Sij Xi ¥j
i,j
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Quando la base scelta ¢ ortogonale allora ¢

si=s(ei,e)=0 peri# ]
e cosi la matrice S ha la forma diagonale ed allora il calcolo del numero s(v , w ) ¢ piu semplice
risultando

S(V,W):S11X1 yl+822X2yZ+.... +SnanYn

Se la base B ¢ ortonormale allora €

perogni i=1,2,..,n sii=s(ei,e)=1

e peri#j sj=s(e,e)=0

e cosirisultaS=1. Intal caso, come gia visto, ¢ :

s(v,w)=xiyitxoy:t... FXayn=<X,y>.

Da quanto detto segue che per rendere contemporaneamente diagonali le due matrici Ar ed S che
rappresentano nella base B scelta , rispettivamente f ed s, la base B deve essere una base di
autovettori per f a due a due ortogonali.Ci sono alcune funzioni lineari speciali che sono dotate di
una base di autovettori a due a due ortogonali, come noi vogliamo, e che sono quindi
diagonalizzabili. Tali funzioni lineari sono le funzioni lineari simmetriche di cui ora ci
occuperemo.

Sia quindi V), uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n , dotato di un prodotto
scalare

s:VoxV, > R

definito positivo e sia

f: V., > V,

un’applicazione lineare di V,, in sé.

L’applicazione lineare f ¢ detta simmetrica se per ogni coppia di vettori ve w di V, risulta

2.1 s(v,f(w)) =s(f(v),w).
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Ci sono funzioni lineari simmetriche ? La risposta ¢ affermativa.
Infatti sia A una matrice quadrata d’ordine n reale e simmetrica.
L’ applicazione lineare

A: R" - R"
che la matrice A induce su R" ¢ simmetrica . Infatti essendo A = A; risulta :

<X,Ay> =xA Yy = xxAy= <Ax,y>

Sulla base della definizione ¢ difficile controllare se una funzione lineare assegnata risulti

simmetrica. Risulta pertanto utile la seguente :

Proposizione 2.1. La funzione lineare f e simmetrica se e solo se la matrice che
rappresenta f in una base ortonormale di 'V, risulta simmetrica.
Dimostrazione. Supponiamo che la funzione lineare f sia simmetrica e sia
B=(e,e,..., e)) una base ortonormale di V,. Indichiamo con A la matrice che rappresenta f
nella base B. Bisogna controllare che la matrice A risulta simmetrica.
Poiché la matrice A ha per colonne le coordinate di f(e;) , f(e,), ..., f(ey) si ha fissati due indici i
e j distinti tra loro :
flei)=ajje; tager+ ... - ap e,
fle)=ajjer tayer+...Tayge,
Si ha allora , essendo la base B ortonormale , :
s (flei) , ej ) = aji
s (flei) , ej) = aj
e poiché f ¢ simmetrica risulta s (f(e;), ¢;) =s (f(ei), €j) ecioe a;i=a;j.
Viceversa supponiamo che la matrice A che rappresenta f nella base ortonormale B risulti
simmetrica e proviamo che f ¢ simmetrica.
Siano quindi v e w due vettori di V, e siano

X, Yi

X
x=| 2 ed y= Y2

Xq Ya
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le loro coordinate nella base B. Si ha

V=X1€tXpe +...7X, €, . W=V et Y2 €2 +...+yn €n

Ora ,come abbiamo gia ricordato, la matrice A che rappresenta f nella base B , trasforma le
coordinate di v nelle coordinate di f(v) e le coordinate di w nelle coordinate di f(w). Inoltre poiché
la base ¢ ortonormale il prodotto scalare di due vettori coincide col prodotto scalare euclideo delle

loro coordinate. Si ha allora :

S(f(V),W):<A§,Y> :XtAtX
s(v,flw))=<x,Ay> =x Ay

Poiché A ¢ per ipotesi simmetrica si ha A = A; e quindi
s(f(v),w)=s(v,f(w))
il che prova che f ¢ simmetrica.
Come conseguenza della proposizione ora provata si ha facilmente che le uniche

applicazioni lineari simmetriche di R" in sé sono quelle indotte su R" da matrici simmetriche.

Per cio che segue ¢ importante la seguente :

Proposizione 2.2 Le radici del polinomio caratteristico di una funzione lineare f
simmetrica sono tutte reali.
Dimostrazione. Come gia sappiamo il polinomio caratteristico di una funzione lineare f ¢
indipendente dalla base scelta per rappresentare f. Scegliamo quindi in V, una base B ortonormale
e sia A la matrice simmetrica reale che rappresenta f nella base B. Sia A, una radice del
polinomio p(t) = det(A —It) caratteristico di f e sia y = (y1,y2,...,yn) una soluzione non nulla del

sistema omogeneo (A —14,)x=0. Sihaquindi Ay=»Xi,y ,esplicitamente ¢ :

a yi + a2 y2 +....t AinYn = 7\,0 Yi
(*) aryitany: to..tanyn =l y2

a1 Y1 tany2 to...t amyn =2XAo ¥n
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indichiamo con

N4 il numero complesso coniugato del numero y;

Y, il numero complesso coniugato del numero y,

Ya il numero complesso coniugato del numero y,

Ora moltiplichiamo la prima delle eguaglianze (*) per };l , la seconda per y, ¢ I’ultima per

Y, © poi sommiamo membro a membro. Si ha allora :

anyr y; +any2 Yot famymy, + an (y2 YTy, )+t

Fan (¥ Yy VY, ) = e 51 Y o2 Yot et Y, )

Ora essendo la soluzione (yi,y2,...,yn) non nulla si ha che il coefficiente

(y1 };1 +Y2 y_2 + ...+ Vo y_n ) di, ¢ un numero reale positivo ed ¢ reale anche il termine a

primo membro in quanto 1 numeri a;; sono reali , 1 termini y; Y, sono reali ed altrettanto risultano

reali i termini ( yi Y j T YiYy; ) in quanto ciascuno di essi coincide col suo complesso coniugato.

Pertanto A, risultando rapporto di due numeri reali ¢ reale.
Siamo ora in grado di provare il seguente teorema fondamentale.

Proposizione 2.3. Sia f : V, — V, una funzione lineare di V, in sé. Esiste una base
ortonormale di autovettori per [ se e solo se fé simmetrica.

Dimostrazione. Se esiste una base B ortonormale di autovettori per f la matrice A che
rappresenta f nella base B ¢ diagonale e quindi simmetrica. Ma se A ¢ simmetrica la funzione f ¢

simmetrica per la Proposizione 2.1.
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Supponiamo ora che f : V, — V, sia una funzione lineare simmetrica e proviamo che
esiste una base ortonormale di autovettori. Ragioniamo per induzione sulla dimensione n dello
spazio vettoriale V.

Se n=1 allora ¢ f: V;, - V. Sia w un vettore non nullo di V;. Poiché la

dimensione di V; ¢ uno allora w costituisce una base di V; e quindi risulta f(w) =\ w. Pertanto w

1 : o
¢ un autovettore per f e cosi |— w ¢ un autovettore di lunghezza 1 e costituisce una base
v

ortonormale per V; .

Supponiamo quindi n> 1 e vero il teorema per n-1. Sia A; un autovalore di f e sia e; un
autovettore di autovalore A; con lunghezza eguale ad 1. Poiché e; ¢ non nullo lo spazio H;=[ e
] da esso generato ha dimensione 1. Sia W il sottospazio complemento ortogonale del sottospazio
H; . Come sappiamo il sosttospazio W ¢ supplementare di H; e quindi esso ha dimensione n-1.
Consideriamo la restrizione di f al sottospazio W e proviamo che essa ¢ una funzione di W in W.
Infatti sia w un vettore di W e proviamo che anche f(w) appartiene a W . Infatti , essendo f

simmetrica , risulta :
s(flw),e;)=s(w,fle)))=s(w,Me;)= A s(w,e;)=0

Pertanto ¢ f: W — W mapoiché ¢ dimW =n -1 allora per I'ipotesi di induzione
esiste in W una base (e, ,es, ..., e, ) ortonormale di autovettori per f. Aggiungendo ai vettori
(e2,es, ..., e, )1l vettore e; si ottiene una base (e;, €, €3, ..., €, ) ortonormale di V, costituita

da autovettori per f.

Il teorema ora provato pur mostrando che una funzione lineare simmetrica ¢ dotata di una
base ortonormale di autovettori non fornisce un metodo per costruire tale base .

Il teorema che segue ci aiuta a risolvere questo problema .

Proposizione 2.4 Sia f : V, — V, una funzione lineare simmetrica di V, in sé. Due
autovettori v e w di f che abbiano autovalori distinti sono tra loro ortogonali.

Dimostrazione. Siano v ¢ w due autovettori per f con autovalori A e m distinti tra loro.
Vogliamo provare che v e w risultano tra loro ortogonali e cio¢ che ¢ s (v, w ) =0 . Infatti si ha

per la simmetria di f':
(**) s(fv),w)=s(v, f(w))

ed essendo v e w autovettori di autovalori A e m la (**) diventa:
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SOV, w)=s (v, nw)
da questa segue ancora :
As(v,w)=ns(v, w) .

Sihaquindi ( A-n) s(v,w)=0 edessendo A- n # 0in quanto idue autovalori A e 1

sono distinti siha s (v, w)=0 come si voleva provare.

Per la costruzione della base ortonormale di autovettori per f ora possiamo procedere al
seguente modo.

Attraverso il polinomio caratteristico determiniamo gli autovalori di f . Tali autovalori sono
n ¢ tutti reali e ciascuno ha molteplicita algebrica eguale a quella geometrica in quanto f essendo
simmetrica ¢ diagonalizzabile (cfr. proposizione 2.4).

Siano A; ,A;.... Ay gli autovalori distinti di f e siano H;, H»,..., H; 1 corrispondenti
autospazi. Si costruisca in ogni sottospazio H; una base B; ortonormale . Unendo tra loro le basi
B:, B, , ..., Bt siottiene una base ortonormale di autovettori per f.

Un altro modo di procedere , piu adatto alle applicazioni , ¢ il seguente. Si fissi in V, una
base B=(ej, e, , €3, ..., €, ) ortonormale e si consideri la matrice A simmetrica che rappresenta f

nella base fissata. L’ applicazione lineare

A:R" » R

indotta da A ¢ simmetrica ed ¢ quindi dotata di una base ortonormale di autovettori .
Come sappiamo f ed A hanno gli stessi autovalori ed inoltre ogni autovettore di A ¢ il vettore delle
coordinate nella base B di un autovettore per f.

Siano quindi

o, B, Vi

o, _ | B _ |7
El = , EZ = geceessaanes 5 En

a, B, Tn

n autovettori di A a due a due ortogonali e ciascuno di lunghezza 1.

I vettori
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vi=o, eta, eat....t o, e

Vo = Bl e+ Bz e t+. ...+ Bn €n

Vin=7Y, €1t Y, €2+ ..t Y, €

n

sono quindi autovettori per f. Inoltre essendo la base B ortonormale risulta
s (Vi, V) = <Dpi, bj >
e quindi (vi, va2,....,vn) ¢€una base ortonormale di autovettori per f.
Facciamo qualche esempio.

Esercizio.
Si stabilisca se la seguente funzione lineare
f(x,y) =(2x+y, x+2y)

di R? in sé ¢& simmetrica . In caso affermativo si determini una base ortogonale di autovettori per f .

Svolgimento. Si consideri la base canonica B = {(1,0) , (0,1) } di R? . Tale base &

ortonormale e la matrice che rappresenta f in tale base ¢ la seguente :

2 1
A =
1 2
Poiché A ¢& simmetrica la funzione f € simmetrica.

Gli autovalori di f sono le radici del polinomio caratteristico
2-t
PO=(,

e sono quindi i numeri 1 e 3 .Gli autovettori di A sono anche autovettori per f in quanto la base B ¢

1 2 2
=(2-t)y -1=t"—-4t+3=0
2-t

la base canonica. Gli autovettori di autovalore 1 si ottengono attraverso le soluzioni del sistema
omogeneo

x+y=0
e sono quindi (1, -1) e tutti 1 suoi multipli.

Gli autovettori di autovalore 3 si ottengono attraverso le soluzioni del sistema omogeneo
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x+y=0
e sono quindi (1 , 1) e tutti 1 suoi multipli. Pertanto {(-1,1) , ( 1, 1) } ¢ una base ortogonale di

autovettori ognuno dei quali ha lunghezza V2 Moltiplicando ciascuno di essi per — si ottiene

V2

una base ortonormale di autovettori.
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Forme bilineari
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Forme bilineari

Prima di addentrarci nell’argomento richiamiamo alcune nozioni che ci serviranno in seguito.
Una matrice A quadrata d’ordine n che sia invertibile ¢ detta orfogonale se la sua inversa coincide

con la sua trasposta .
A ortogonale <=> A = A

. . . . 1 2.
Indichiamo con a; a, . a, le righe della matrice Aecona a a" le sue colonne.

Se A ¢ ortogonale da A A; =1 segue che

*) 1 se i=]
i X &= ..
=0 0 se 1#]

e cio mostra che le righe di A sono una base ortonormale di R". Viceversa se le righe di A sono
una base ortonormale di R" allorasiha A A, =1 equindi A, = A il che mostra che A & una
matrice ortogonale .

Analogamente se A ¢ ortogonale da A; A =1 segue che

) aixajz{l s i=]

0 se 1#]

e cid mostra che le colonne di A sono una base ortonormale di R". Viceversa se le colonne di A
sono una base ortonormale di R" allora siha A{ A =1 e quindi
A, = A' il che mostra che A & una matrice ortogonale .

Ricordiamo ora due utili definizioni.

Due matrici quadrate A ed A’ d’ordine n sul campo K si dicono simili se esiste una matrice

P invertibile tale che risulti :
A’=P'AP

si dicono congruenti se esiste una matrice P invertibile tale che risulti
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A’=PAP

Matrici simili ,come gia visto, hanno gli stessi autovalori e lo stesso rango mentre matrici

congruenti hanno lo stesso rango ma in generale non gli stessi autovalori.

Sia V, = Vy(R) uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo reale. Una applicazione

(V,W) _-__>g(VaW)
¢ detta una forma bilineare se valgono le seguenti proprieta :
I.g(av,w)=ag(v,w)
2.g(vHv,w)=gv,w)+g(v,w)
3. gvoaw)=ag(v,w)
4 g(v,wtw)=g(v,w)+g(v,w)
La forma bilineare g ¢ detta simmetrica se risulta
g(v,w)=g(w,Vv) per ogni coppia di vettori v e w.

Ovviamente se g ¢ simmetrica le proprieta 1., 2. sono equivalenti alle proprieta 3., 4.

Esempi di forme bilineari di R" si ottengono al seguente modo.

Si consideri una matrice A = ( a;;) reale quadrata d’ordine n e sia

ga: R"xR" - R

I’ applicazione cosi definita :

ga(X,y)= xX(Ay

avendo al solito indicato con X ed y 1 vettori numerici

X ¥
X

x= |2 ed y = Y2
Xy Ya

Esplicitamente ¢ :



gA ( X,y ) =anXiyirtapXiyz2t...FanXiya + a2XpyitanXoyat...tamXoyn te........ +

+ a-annyri_ An2Xny2 T+t AnnXnYn

Se la matrice A € simmetrica si ha :

ga(X,¥)= XtAy= Y Aix =Yy AXx=ga(Y,X)

e quindi la forma bilineare che essa definisce ¢ simmetrica.

Le forme bilineari ora introdotte sono rilevanti come mostra cio che segue.

Sia quindi V, = V,(R) uno spazio vettoriale di dimensione n sul campo reale. e

una forma bilineare di V, .

Come si puo calcolare facilmente il numero g (v, w) ? Vediamo.

Fissiamo nello spazio vettoriale V, una suabase B=(e;, €, ..., €,) . Denotiamo per

ognii,j=1.2,...,n con

a=g(e, &)
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esia A=( a; ) lamatrice cosi determinata. La matrice A cosi costruita si dice che rappresenta g

nella base B. Se v ¢ w sono due vettori siha:

V=X1€1 t...7 Xp€n , W =Yyie;t..t ynen

e quindi si ha . tenendo conto che g ¢ bilineare ,

(3.1) g(v,w)=g(xet..7 Xp€n , Y€ +.. T ynn )=

= apxiyrtapxiy2t...tamXiyn t a2ixXpyitanxyst...tamXoyn Tooeeen...

+ anlxny1+ ar12Xn}’2 +.ot annXHYn
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Se indichiamo con

X Y
X

x= 2 ed y = Y,
Xn yn

le coordinate dei vettori v e w nella base B allora I’espressione (3.1) sopra espressa puo scriversi in

forma matriciale al seguente modo :

g(v,w) =xiAy
Quindi risulta

g(v,w) =xAy=ga(X,Y)
Come cambia la matrice A cambiando la base B ? Vediamo.
SiaB’= (e’1,€e,.....6°n) un’ altra base dello spazio vettoriale e sia P la matrice di

passaggio dalla base B alla base B’. La matrice P ha per colonne le coordinate dei vettori ¢’; di B’

rispetto alla base B ed ¢ quindi invertibile. Si ha quindi

— ’ ’
-1 = — -— -— —
(e1,€,.....en) P (€1,€2,....e")

Denotiamo con A’ la matrice che rappresenta g nella base B’ e per ogni coppia di vettori v e w con

X Y1
. Yo

X Y
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le coordinate dei vettori v e w nella base B’. Si ha

X X X
y y , X' X' X,
v=(€1,€2,....") = (€1,€,.....n) p =(€1,€,.....n)
|l 1
Xl’l Xn Xn
1 1
A VA Yi
1 1
Y, Y, Ys
W= (9’1 92,2 a~--~a§,n) = (91 922 ,----’Qn) P :(91 922 9““9911)
1 '
yn YI] YH

da cui segue quindi

Si ha allora

g(v,w) =xAy= X PAPY =x A’y

da cui segue

A’=P.AP

Abbiamo cosi provato che cambiando la base B con la base B’ , la matrice A legata alla base B
cambia , e la nuova matrice A’ legata alla nuova base B’ ¢ congruente alla matrice A.

Una rappresentazione piuttosto semplice della forma bilineare g si ha quando essa ¢
simmetrica. Vediamo.

Supponiamo quindi ora che la forma bilineare g sia simmetrica .

Fissiamo una base B=( ¢ , & ,.....e,) nello spazio vettoriale e sia A la matrice che
rappresenta g nella base B. Poiche g ¢ simmetrica la matrice A € simmetrica. La funzione lineare di

R" in s¢ indotta da A che ¢ cosi definita
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Yi X
Yo | _ A X,
yn Xn

¢ una funzione lineare simmetrica . Pertanto per quanto gia visto essa ammette una base
ortonormale di auto vettori. Esistono quindi n vettori p; , p> ,..., pn di R" a due a due ortogonali e
ciascuno di lunghezza uno che sono autovettori per la funzione A. Indicando con M, Ao, .,

Ao gli autovalori degli autovettori p; , p2 ,..., pn Si ha quindi :

(32) Ap_1 = }\,1‘[)_1 . Ap_z = 7\.2]22, ........ , Ap_n = )\,zp_n
Sia P la matrice quadrata d’ordine n le cui colonne sono gli autovettori p; , p2,..., pn € D
la matrice diagonale avente sulla diagonale gli autovaloriA; , Ay , ...., Ay .

Se ci ¢ utile possiamo disporre le colonne p; nella matrice P in modo che le prime s colonne
siano costituite dagli autovettori con autovalore positivo , poi quelle con autovalore negativo ed
infine quelle con autovalore zero. In tal modo sulla diagonale della matrice D appaiono nei primi s

posti gli autovalori positivi , poi quelli negativi e poi sempre zero.

Le relazioni (3.2) sopra scritte equivalgono alla seguente eguaglianza tra matrici

Da AP=PD segue
P'AP=D

Poiché la matrice P ¢ ortogonale si ha allora :

P!AP=P,AP=D.

Se B’=(¢’1,¢€’,.....e"n) ¢ labase di V, ottenuta attraverso 1’uso della matrice ortogonale P
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(1,8 ,.....n) P =(€1,€,....°)

Per quanto abbiamo prima visto la matrice A’ che rappresenta g nella base B’ ¢ Py A P e cio¢ ¢ la

matrice D .L’espressione di g nella base B’ diventa allora :

(3.3) g(v,w) =Mx1 Y1+ MaXo y2 T, M Xe Vi t<n

avendo indicato con A;, A, ,...., A gli autovalori non nulli della matrice A.

Poiché la matrice A ¢ congruente alla matrice D essa ha lo stesso rango di D la quale ha rango pari
al numero di autovalori diversi da zero.

Se al posto della base iniziale B avessimo scelto un’altra base B° allora la nuova matrice A° legata
alla base B° anch’essa, seguendo lo stesso procedimento, sarebbe stata congruente ad una matrice
diagonale D° avente sulla diagonale gli autovalori di A°.

Poiché A ed A° sono congruenti esse pur non avendo gli stessi autovalori hanno lo stesso rango e
quindi D e D° hanno lo stesso rango. Per tale ragione D e D° avranno sulla diagonale lo stesso
numero di elementi diversi da zero.

Si conclude cosi che nell’espressione

gv,w) =hix1 yrt Maxa 2+, M Xe Yy t<n

cambiando base possono cambiare i coefficienti ma resta invariato il numero di addendi di tale

espressione in quanto non cambia il numero di autovalori diversi da zero.

Se
g: VpxV, > R

¢ una forma bilineare simmetrica si chiama forma quadratica associata a g 1’applicazione

q: Vo > R

cosi definita

qv)=g(v,v)
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Per quanto precede si € visto che ¢ possibile determinare una opportuna base
B=(e;,e,.....en) dello spazio vettoriale nella quale la matrice che indichiamo con D legata a tale

base ¢ di forma diagonale e I’espressione di q ¢ del tipo :

qV) =M x; + A x5 o, A X] t<n

Possiamo inoltre ritenere lecito che 1 primi s autovalori siano positivi ed 1 rimanenti quelli negativi.
La seguente matrice J diagonale ¢ non degenere ed essendo diagonale coincide con la sua

trasposta.

Usando tale matrice possiamo cambiare la base B in un’altra base

B’=(e’,e>,.....e"y) ottenuta al seguente modo

— ’ ’ ’
-l = ' -— -— —
(e1,€&,.....en) J (€1,€2,....")

Nella base B’ cosi ottenuta la matrice che rappresenta g ¢ ora la seguente J; D J
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1
1
1
JiDJ= -1
-1
0
0
e ’espressione di q rispetto a tale base diventa :
Q)= X + X3+ XD - XD - XD t<n

Abbiamo gia visto che qualunque sia la base scelta all’inizio il numero di autovalori non nulli
rimane costante. Cio che vale ulteriormente ¢ che il numero di autovalori positivi rimane costante e

quindi nell’espressione

qv) = X7+ x5 Fo XD - XD - X t<n
il numero di 1 e -1 ¢ costante.
Supponiamo che in due basi differenti B ¢ B’ si trova che I’espressione di q ¢
t <n nellabase B

— 2 2 2 2 2
qiv) = X; + X5 o X[ - Xy - X

qv) = x; + x5+ X - xD - XD t <n nellabase B’
Mostreremo che risulta m = s e quindi le due espressioni coincidono. Tale rappresentazione si
chiama la forma canonica di q ed il numero di 1 e -1 che in essa figurano ¢ detta la segnatura della

forma.

Supponiamo per assurdo che siam # s e per fissare le idee sia s > m.

Siano L e T i seguenti sottospazi di V,

L={ve Vy: Xg¢1=Xs+2=..=X,= 0 nella base B }
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T={veV,: xi=x2=....=X,=0 nella base B’ }

I due sottospazi sono evidentemente isomorfi il primo a R® ed il secondo a R™™.

Pertanto per la formula di Grassmann si ha :

dm(LNT)=dmL+dmT-dm(L+T)>s+nm-n=s-m > 0

Esiste pertanto un vettore v non nullo comune ad LeaT.
Calcolando allora q(v) si ha q(v) > 0 essendo le coordinate Xg:1,Xs+2,...Xn di v nella base B tutte
nulle . Lo stesso vettore v nella base B’ ha le coordinate x; ,X5 ,...., Xm
tutte nulle e quindi ¢ q(v) < 0. L’ asserto ¢ cosi provato.
Concludiamo con qualche utile osservazione :
Se A= (ajj ) ¢ una matrice reale quadrata d’ordine n abbiamo gia visto che essa induce in R"

una forma bilneare , che abbiamo indicato con g, , ponendo :

ga (X1,X25--»Xn) 5 (Y1,¥2,---5¥n) ) = anXiyirtanxiyat...famXiyn + a2ixoyitanXayst...FamXaoyn

+ anlxny1+ anzan2 +.o.t anan}’n

Se indichiamo con B = (uj, u,,...,u, ) la base canonica di R" si ha facilmente

ga (u;, uj) = ajj

e cosi ¢ A stessa la matrice che rappresenta ga nella base canonica.

Ne segue che se A ¢ una matrice non simmetrica per qualche coppiadiindiciiejsiha aj # ajie

quindi ga (w;, u;) # ga (w;, u;) . Pertanto la forma bilineare ¢ simmetrica se e solo se A ¢ una

matrice simmetrica.

Se A ¢ simmetrica I’ espressione

ga (X1,X2,-.,Xn) 5 (Y1,Y2,--¥n) ) = anxiyrtapXiyst... famXiyn + axoyrtanxoyst. .. FamXoyn

+ anlxny1+ an2Xny2 +...t ananYn

quando la si calcoli sulla coppia ((x1,X2,...,Xn) , (X1,X2,...,Xn) ) diventa
X XjtrapxXXot... fapXiXy, + ayXoXjtagnXoXo+. .. FayXoX, +.o.e... +

+ aAn1XnX1T AnXpX2 ...+ apnXnXn
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e tenendo conto che ¢ a;; = a;; la forma quadratica associata ha la seguente espressione :
2 2 2
an X, tapx; f....tamx, t 2apXiXot ...t 2aX Xy e + 2 a1 nXn-1Xn
Si conclude che se si vuole risalire alla matrice A attraverso 1’espressione della forma quadratica si

deve tener conto che il numero che accompagna il monomio x;x; € il doppio di a; .

A titolo di esempio la matrice simmetrica associata alla seguente forma quadratica di R
q(x)=3x; +8x> +4xx2

¢ la seguente

32
A=
B
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