Il condizionamento di
un problema
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Cosa succede?

* In aritmetica classica, data una matrice quadrata non singolare ,
Ax =b (ovveror=Ax—b =0) se e solo se x & l'unica «soluzione» ovvero x= A'b

* In aritmetica a precisione finita, esistono casiincui AX =b ammette « pseudo-soluzioni» )
( che annullano il residuo r = Ax—b ) diverse dalla «soluzione»

Matlab avvisa I'utente che il sistema e «badly scaled» ...... cosa vuol dire?
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Esempio 1

4.19x+ 7y=15
2.1 Xx+3.5y=8

«Soluzione»
In un sistema aritmetico a
precisione infinita

100
-51.714




[In‘rerpre‘razione geomeftrica ]
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Questo e un sistema badly scaled



Come si affronta un problema del
genere’?



PROBLEMA P

|

4.192x+ [7y=15
2.1 Xx+3.5y=8

Soluzione P
In un sistema aritmetico a
precisione infinita

125
—72.714

Completamente diversa
dalla soluzione di P.




[In’rerpre’razione geomeftrica ]
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[In’rerpre’razione geomeftrica ]
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Perturbazione del dato sulla 42 cifra significativa

del coefficiente di X nella prima equazione

ovvero
. |419-4.1¢
1419

: 3

Soluzione con al piu una cifra significativa corretta

N

‘ =0.4773x107°

ovvero
- _ [100-125)
* 100
- _[57.7114-72.714
’ 57.714

= 0.25x10°

=0.2599x10°




[In‘rerpre‘razione geomeftrica ]
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E. =dist(PL, P2) >>dist(rl, r2) = E,




Esempio 2:

Problema P risoluzione di

—-3.5X+21y =15
2.1 x+3.5y=8

Soluzione di P
In un sistema aritmetico a
precisione infinita

-0.6723
2.6891




[InTerpreTazione geomeftrica ]

2.1x+3.5y=8
-3.5X+2.1y=15




—~

Problema P risoluzione di

~3.502 x+21y =15
2.1 X+3.5y=8

—~

Soluzione di P
In un sistema aritmetico a
precisione infinita

-0.6720
2.6889

H Soluzione “vicina" alla soluzione di P |




[In’rer'pr'e’razione geomeftrica ]
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[In‘rerpr'e‘razione geomeftrica ]

dist(P1,P2)

2.1x+3.5y=8
o -3.5x+2.1y=15
-3.502x+2.1y=15

dist(rl,r2)

E. =dist(PL, P2) = dist(rl, r2) = E,




Perturbazione del dato sulla 32 cifra significativa

del coefficiente di X nella prima equazione

ovvero
E',. = 3.50-3.502 0.5714x107
3.50

: 3

Soluzione con almeno 3 cifre significative corrette

ovvero
e -0.6723-0.6720 . .
-0.6723
-, _[26801-26889 . . .

y 2.6891



Problema P
Calcolo di z=X -y con
X =123456/8.0
y =12345677.0

Soluzione di P (in un sistema aritmetico a precisione infinita)

z=1.0

~

Problema P

Calcolo di Z=X - con
X =12345678.1 (Perturb. relativa di 10-9)

y = 12345676.9 (Perturb. relativa di 10-9)

Soluzione di P (in un sistema aritmetico a precisione infinita)

7 = 1.20000000 (errore relativo di 10°1)




del dato 92 cifra significativa

12345678—-12345678.1
E' = —

N —0.81x107®
12345678
E,::ﬁ2345677—123456769\:(181X10%
g 12345677
Soluzione 22 cifra significativa
1.0-1.2
E' =‘ ‘:o.leoo

1o



[Pr'oblema ben condizionato: ]

Una "piccola” perturbazione nei dati del problema
produce una “piccola” perturbazione nella soluzione

Pe @S

-t ~~

P@ -®S

[Problemi “vicini” hanno soluzioni "vicine" ]




[Problema mal condizionato: ]

Una "piccola” perturbazione nei dati del problema
provoca una "grande” perturbazione nella soluzione

@S

-
Po—t )

@S

[Pr'oblemi “vicini” hanno soluzioni "lontane” ]




[Buon condizionamento di un problema ]

Definizione:

Un problema si dice ben condizionato se lerrore
relativo (assoluto) nella soluzione ha al piu lo stesso
ordine di grandezza dell'errore relativo (assoluto) nei

dati.

Un problema per il quale I'errore relativo (assoluto)
nella soluzione ha ordine di grandezza maggiore
rispetto all'errore relativo (assoluto) nei dati si dice
mal condizionato.




P problema, ﬁproblema perturbato

P: d = dati, S = soluzione

5; d = dati, ngOIUZiOhZ

d=d(1+9) - §=5(1+ o)
Relazione fra i dati Relazione tra le soluzioni
diPed P diPed P

4 1

P ben condizionato: ¢ <0

~

P mal condizionato: o >>0

J




[ In generale: G = 1O ]

Con:
- 0 errore nella soluzione:
- O errore nei dati.

u fattore di amplificazione dell'errore
0
indice di condizionamento




Come misurare il condizionamento
di un problema matematico

?

ovvero

4 e e )
Come calcolare l'indice
di condizionamento

?
N y




La corrispondenza tra dati e soluzione
di un problema P si puo esprimere come:

f:R . R
X . f(x)
Dato iniziale soluzione
X +AX »  T(X +AX)

Dato perturbato Soluzione perturbata




Conoscendo la perturbazione sul dato
si puo stimare quella sulla soluzione ?

f derivabile ‘

A f] = [f(x+A x) — f(x)| = [ ()[|A X| + O(A X )

Fattore di / I

amplificazione Errore
dell'errore (assoluto)
(assoluto) sul dato




Da
A = [f(x+A X) — f(x)] = [ (X)]|A X| + O(A x 9)

Trascurando O(A x°)

:

Calf,x)=f"(x)

Indice di condizionamento assoluto




AX

Analogamente, se —

X

. 1

e' I'errore relativo sul dato x

Af f'(x)x|Ax moltiplicando
e | T (%) T O(AXZ) e dividendo per
f f ] x X
f Indice di

"(X)X

Cr(f,Xx)=

f(X)

condizionamento
relativo




Esempio: f(x) = x"

C(f,x)=

f'(x)x| [nx""x

1
1
-

f(X) X" _4—

/

n~1 /

problema BEN condizionato

nh>>1
problema MAL condizionato




Esempio: f(x)=(1-x)2, x <=1

f'(x)x X 1 X|
C(f,x) = =
(F.%) f(x) | [2J1-x~1-Xx| 2|1-X]
X —1

x = 0.9999 —— C(f x) = 4999

. =

Problema MAL condizionato per x ~ 1




Esempio: f(x) = exp(x)

f'(x)x| |e"x

0= 1 =ler |2

1
I
X

Problema BEN condizionato per O<x<1

Problema MAL condizionato per x > 1




osservazione

Avendo trascurato i termini O(Ax?)

. 2

A 1] = [F(x)[|A X

. 2

Calt,x)= 1T°(X) |=

Af
AX




Analogamente

Cr(f,Xx)=

Xf ' (X)

f (x)

XATf

f (X)AX




Osservazione

12345678.1
12345676.9
00000001.2

7 cifre “cancellate"

. &

Fenomeno della cancellazione catastrofica




Esempio: f(x,y) = x-y (funzione in due variabili)




Errore relativo
nei dati

Errore relativo @) — HS
Nella soluzione l

Indice di condizionamento

Se n= 104

Errore relativo soluzione =109 x 10t = 109-t

La soluzione ha al piu t-q cifre corrette

se t=q soluzione inaffidabile
(errore del 100%)

Calcolo Numerico

39



ESEMPI



Valutazione di una funzione

! 2

Calt,x)= T'(X)|=

Mal condizionato




g
AX

Calt.x) = T'(X) =

Ben condizionato




100

Per una stessa funzione il condizionamento dipende da x

\ aam \g o 2 \ -~
—“.’:’ "r. _’ -'
—_— -
3 K
- R
- E
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A A A A
2 2 o4 08 08 1 12

Ben condizionato

m 1 - v - - "
_“."‘Q‘l(. 1‘,).
G“—; -'__'.
0 b 9
L} d
) :
40 4 .
W0 R
| O S I T |
Fe b n nes na na ne 1 1

Mal condizionato



Differenza tra le funzioni

0 = I[na:i: flx) — f'li:c}| = 0.6 x 1077
0.1

g = |0.316227 — 0.403308| = 0.8708062. . .% 101

Differenza tra gli zeri

MAL condizionato

02 0.3 0.4 0.5 0.6 or 0.8 ng 1

Figura 1.25: Grafico di f(z) = 2° — 10 (linea continua) e di f(z) = 25 —7x 107 (')
in [0.2,1]. Con il simbolo "¢’ si indicano gli zeri delle funzioni.
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IS R A Y AT |
I I e L ieiaas e eeeean e ,,ﬂ — i 1 — h =,__J_{][}_ — L TR = _31- :31"
S | S St St S S S E:ﬁ'f ()= f2) = |- — 75| = |- 35 =35

sl ...} b AR e s AN AN s e - i

o=z —F|=0.33330.x 1077

Differenza tra gli zeri

O ISR TSSO SN SO SUOUNNE Sooesest SURNSE FORIOE SOROE RO BEN condizionato
1100 . : : : :

L

0.0 0.02 0.03 0.04 0.05 0.04 0.07 0.0s 0.0a 0.1

Figura 1.26: Grafico di f(z) = 1/2 — 100 e di f{;rj = 1/ — 75 1in [0.001,0.1]. Con il
simbolo "¢’ s1 indicano gh zeri delle funzioni.
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