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E’ possibile ridurre la complessita
di tempo della fattorizzazione LU
sfruttando particolari caratteristiche
della matrice?

- L

- matrici simmetriche
* matrici simmetriche definite positive
‘Matrici tridiagonali

‘Etc



Come si specializza
la fattorizzazione A = LU
di una
matrice simmetrica ?




A=L U

U=DLT > A=LDLT

7N

Matrice triangolare
inferiore
(moltiplicatori)

Matrice diagonale
(elementi diagonali di U)




Quindi, se A € una matrice simmetrica
la fattorizzazione A=LU (senza pivoting)
si specializza in
A=LDLT




Esercizio: fattorizzazione lu eLDL della matrice A simmetrica.

>>A=[10234; 23556;35207;46750];

>> [L,U]=lu(A)

L=
1.0000
0.2000
0.3000
0.4000

U=

0
1.0000
0.1272
0.1503

0

0
1.0000
0.2772

0

0

0
1.0000

10.0000 2.0000 3.0000 4.0000
34.6000 4.4000 5.2000

0
0
0

0
0

18.5405 5.1387

0

46.1942

>> [L,D]=IdI(A)

L=
1.0000 0 0 0
0.2000 1.0000 0 0
0.3000 0.1272 1.0000 0
0.4000 0.1503 0.2772 1.0000

10.0000 0 0 0
0 34.6000 0 0
0 0 18.5405 0
0 0 0 46.1942



Esercizio: tempo di esecuzione per matrice A simmetrica con fattorizzazione LU e LDL.

function[tl, tZ2]=tempo lu 1dl (A)
Stempo di esecuzione fattorizzazione LU
%e LDL'

Finput

%A matrice simmetrica

$Output Tic, toc utile per valutare porzioni di codice, oppure
stl, t2 i relativi tempi Timeit (media dei tempi)

tic
[L,U]=1d1(A);
tl=toc;

tic
[L,U]=1u(Ad);
t2=toc;

end



Esercizio: tempo di esecuzione per matrice A simmetrica con fattorizzazione LU e LDL.

function[tl, tZ2]=tempo lu 1dl (A)
Stempo di esecuzione fattorizzazione LU
%e LDL'

Finput

%A matrice simmetrica

$Output Tic, toc utile per valutare porzioni di codice, oppure
stl, t2 i relativi tempi Timeit (media dei tempi)

tic
[L,U]=1d1(A);
tl=toc;

tic
[L,U]=1u(Ad);
t2=toc;

end



Esercizio: tempo di esecuzione per matrice A simmetrica con fattorizzazione LU e LDL.

function[L,U]=tempo LU(A) function[L,D]=tempo 1dl (A)

Stempo di esecuzione fattorizzazione LU stempo di esecuzione fattorizzazione LDL'
Finput %input

$A matrice simmetrica $A matrice simmetrica

Output s0utput

%L, U matrice ottenute dalla %L, D matrice ottenute dalla
fattorizzazione fattorizzazione

[L,D]=1dl(A);
[L,U]=1u(A);

end end
>>n=100;
>>B=rand(n,n); >> timeit( @() tempo_LU(A))
>> A=B'*B;
>> timeit( @() tempo_IdI(A)) ans =
ans = 7.2089e-04

5.5187e-04



>>n=100;
>> B=rand(n,n);
>> A=B’*B;
>> timeit( @() tempo_LU(A))
ans =
7.8987e-04

>> timeit( @() tempo_IdI(A))

>> n=500;
>> B=rand(n,n);
>> A=B"*B;
>> timeit(@() tempo_IdI(A))
ans =
5.5187e-04

>> timeit( @() tempo_LU(A))

>> n=1000;
>> timeit( @() tempo_LU(A))
ans =

0.2059

>> timeit( @() tempo_IdI(A))
ans =

>>n=2000;
>> timeit( @() tempo_LU(A))

ans =
1.4341
>> timeit( @() tempo_IdI(A))

ans =

1.1160

ans = ans = 0.1824
5.5187e-04 7.2089%e-04
>> n=3000; >> n=4000; >>n=5000;
>> B=rand(n,n);

>> B=rand(n,n); >> B=rand(n,n); o> A=B'*B:
>> A=B'*B; >> A=B'*B; - !
>> timeit( @() tempo_LU(A)) >> timeit( @() tempo_LU(A))
ans = ans = ans =

10.6885 y

6.9210 20.8148

ans =

3.2511

>> timeit( @() tempo_IdI(A))

ans =
7.5692

>> timeit( @() tempo_lIdI(A))

ans =

15.3711

>> timeit( @() tempo_LU(A))

>> timeit( @() tempo_IdI(A))




Esistono altre condizioni sotto le quali
per una matrice simmefrica

e possibile evitare il pivoting

nella fattorizzazione LU ?

.

Matrici simmetriche e definite positive



Cosa significa che una matrice e |
definita positiva ?

A simmetrica. def

o . xT Ax >0,x#0
A definita positiva



Come si puo verificare se una matrice e definita positiva ?

r18 Y 24
/ \AB

Det(A3)=584>0

Al
Det(A1)=16>0 | A2
Det(A2)=464>0

A: Simmefrica e
Det(Ak) >0 <:> Definita positiva



Criterio di Sylvester

A simmetrica.

det (Ak)>0
A definita positiva <:> eAI(< =()c:ij)

i
J

1,k
1,k




Come si specializza la fattorizzazione LDL'
di una matrice
simmetrica e definita positiva?



Teorema :

Sia A simmetrica e definita positiva. Allora
E_siste un'unica matrice L triangolare inferiore

ale che:
|A= LLT




Come si costruisce la matrice L
della fattorizzazione A=LL"



Algoritmo di Cholesky:

For j=1,n

i—1
. B 2
=125 = 2 1
k=1

For i=j+1,n .

a; —Z'ik'jk
I _ k=1
o |

1] I

1

endfor

endfor




Quando una
matrice simmetrica a diagonale dominante

e anche definita positiva
?




Esempio:

La matrice A é:

4 -1 0 O

-1 4 -1 0
A=

0 -1 4 -1

0O 0 -1 4

TEOREMA

* non singolare
- simmetrica

- a diagonale dominante
* ha gli elementi sulla diagonale non negativi

L

A e definita positiva




Esempio: 1.0 0
1 4 -1 O

A=
/ o -1 4 -1
O 0 -1 4

Passo 1: Pivot=4=all

NON é necessario effettuare scambi di righe!

(-4 -1 0 0)
0 15/4 -1 O

o -1 4 -1
.0 0O -1 4,




Passo 2: pivot = 15/4 = a 22(1)
NON e necessario effettuare scambi di righe:

-4 -1 0 0 -4 -1 0 0
ao_| O @G/2 -1 0 — A® 0 15/4 -1 0
0 -1 4 -1 0 0 -1
0 0 -1 4 0 0 -1 4

Passo 3: pivot = 56/15 =a 33(®
NON é necessario effettuare scambi di righe:

-4 -1 0 0
0 15/4 -1 0
0 0 56/15 -1
0 0 0 209 /56

AR —




Ad ogni passo k, lI'elemento massimo (in modulo)
della colonna k, si trova gia sulla diagonale

a2

Il pivoting parziale,

in questo caso é INUTILE!



Per quale classe di matrici simmetriche si
riesce a garantire che, ad ogni passo,
il pivot si trovi gia sulla diagonale ?



Nell’'esempio ...

]

-1 0

0

-1
0
0

4 -1 0

-1 4

0 -1 4

-1

1;4 =|-4|= |al1] >|-1| +0+0=1

A e a diagonale dominante

AW —

-4 -1 0 O
0 15/4 -1 O
o -1 4 -1
0 0 -1 4

—

a|2Ya |

j=1
J#I

15/4 = a22 1) >|-1| +0+0=1

n
A) & a diagonale dominante ‘a(l)i’i‘zé‘am”‘

J#I



Nell’'esempio ...

-4 -1 0 0
0 15/4 -1 0
0 0 [56/15 -1
0 0 -1 4

—

56/15 = a33 @ >|-1|=1

n
. . ] (2). . (2). .
A ¢ a diagonale dominante ‘a "" = Z‘a "“

j=1
J#I



Quindi ...

n
A e a diagonale dominante ‘ai,i‘zz;‘ai,j‘
=

J#I

Al generico passo k
Le sottomatrici attive sono
A diagonale dominante



Inoltre ...
A simmetrica e a diagonale dominante

Al passo k,

Il massimo della riga

coincide con il massimo della colonna
e si trova sulla diagonale

max|at ™| = max|a{™| = al P
y ki=n | .
simmetria T dominanza diagonale

Il pivoting parziale & INUTILE |




(Case study: fattorizzazione Lu
per una matrice
tridiagonale

\_

~




Esempio 1...

A: matrice a banda di ampiezza
w=p+q+1=1+1+1=3

(Tridiagonale)
p=1
‘5 -3 0 0)
q"l 1 4 -2 0
A —
O -1 3 1
0 0 2 5

. 2

Eseguiamo la fattorizzazione Lu




I passo:

Calcolo dei moltiplicatori

LD —

bisogna calcolare 1 solo

(1

0 O

Y5 IN\O

O\

| O

X

. B

Moltiplicatore
m2,1=1/5

0)
0
0

1,

u® =

(5 -3\ 0 0)
0 123/5

Trasformazione della
matrice attiva

™

0

. B

bisogna modificare 1 solo
elemento : a22

N




II passo:

Calcolo moltiplicatori TPGSfOPmGZfOHe
matrice attiva

(2) Jo |0 235 -2\
= ONGD  59/21 |
0 )

bisogna calcolare 1 solo bisogna modificare 1 sol«
Moltiplicatore elemento : a33
m32=-5/23



III passo:

Calcolo moltiplicatori
(1 solo moltiplicatore)

m4,3=46/59

0NG5/23 1
0 0\.46/59

. B

L(3) matrice bidiagonale

Trasformazione
matrice attiva

(1 solo elemento)
u4,4= a4,4— m4,3
a3,4g=

U3) matrice bidiagonale



e | a fattorizzazione LU applicata a matrici
tridiagonali ad ogni passo comporta

— Il calcolo di un solo moltiplicatore
(diagonale inferiore di L )

— Il calcolo di un solo elemento della matrice
attiva (diagonale principale di U)



IN GENERALE: fattorizzazione LU di matrici Tridiagonal

A matrice tridiagonale




d (f, 0 1 0 O 0O O u | f.| O 0 0

C, |95 | T , 1 0 o of |[o]u,] f, 0 0

0 ¢ d 0o I, 1 0 0 00|y, 0 0
e . [ J

dy il |0 0 0 1 0| fo]of|o u, f.,

0 ¢, d, 0 0 0 - I 1 0[0| 0 0 u,

Gli elementi di L da determinare sono: /2..., In
Gli elementi di U da determinare sono: U1 ,... , UN
Eseguendo il prodotto L Usi ottiene:

d(1)= u(1)
c(2)=12*ul

d(2) = u2 + I12* f1

ci=li*ui-1

coni=3n
di = ui + li* fi-1 4




Algoritmo di fattorizzazione LU per matrici tridiagonali

u(l) :=d(1)
fori=2tondo

I1(i) := c(i) / u(i-1)

u(i) :=d@) = 1(i)* f(i-1)

endfor

complessita di tempo = O(n)

. -

La complessita di tempo della fattorizzazione LU
di una matrice tridiagonale

Si riduce di 2 ordini di grandezza,

rispetto alla fattorizzazione di una generica matrice.




/Come si risolvono i due sistemi Ly=b,\
Ux=y

con L @ U matrici bidiagonali

?
N Y




Risoluzione di un sistema con matrice bidiagonale...

1 00 --- 0 0OYy, b, y(1) := b(1)
, 1 0 .- 0 Of v, b, forj =2 ton do
I3 1 O O y3 b‘?’ - - - -
SRS VUN SR I R N y(1):= b(i) - I(1))* y(i-1)
O 0 0 --- 1 0O|vVY,, b, endfor
0 0 0 - I 1)y, b, —
L y = b forward substitution
u f, 0 - 0 0 X, Y, x(n) .= y(n) /u(n)
0u f, -~ 0 0] x, Y, _
0 0 u -« 0 0| x| |y forJ=n-1toldo
S T x(i):= (y(1) - f(i)* x(i+1)) /
0 O O o un—l fn—l Xn—l yn—l u(i)
0 0 0 - 0 u \x y endfor

U X =y back substitution



Algoritmi di forward e back substitution (matrici bidiagor

. N . N

complessita di tempo =O(n) complessita di tempo= O(n)

Le complessita di tempo si riduce
di 1 ordine di grandezza,
rispetto a quelle applicate ad
matrice non strutturata.




O/otest tempi

d=ones(4000,1);

A=spdiags([d 3*d d],-1:1,4000,4000);
x=0nes(4000,1);b=A*x;

f=@()A\b;
t=timeit(f);
a=full(A);
fi=@()a\b;
tl=timeit(fl);
>> t
t =
1.8271e-04
>> tl
t1 =
1.1806e+00

46



Risoluzione di sistema lineare multiplo:

A X

T
Lve)

Risoluzione di diversi sistemi lineari in cui

> la matrice dei coefficienti e la stessa
> il fermine noto é il vettore colonna della matrice
> il vettore soluzione e il vettore colonna della matrice

47
Matrici-a-blocchi




Calcolo dell'inversa di A AA1 =1

e, ,e,,...,&, colonnedil
x1 J x2 ,lll,Xn COIOnne di A-1

AAl=1 =) AX =e I=1,...,n

n sistemi lineari con stessa matrice dei coefficienti

e incognite coincidenti con le colonne di A1
48



Calcolo la fattorizzazione LU con pivoting di A
, una sola volta
for =1 in

pongo b = e;

risolvo Ly = Pb

risolvo Ux =y

copio X nel vettore colonna j — simo della matrice
end

complessita

T(n)=0(n3/3+nxn2)=0(4n3/3)

49



_MATRICT A BLOCCHI

A : matrice 6x6

110 76 78|90 52 —16
76 146 124|| 72 90 52 ( )
A11 A12
A 78 124 210|116 72 90 A =
|90 72 1161/210 124 78 :D A A
52 90 72 ||124 146 76 \ 721 22 )
.16 52 90 || 78 76 110

I | Raggruppiamo
in "blocchi”
A matrice di dimensione 3x3
a blocchi gli elementi di A

50
Matrici-a-blocchi



Esempio

A : matrice 6x6

M5 5][0 0 0) .

4 5 2||lo0 0 0

1 2 7/l0 o 0 ( 0

A: 11

O 0 0]/3 o9 6 A =

O 0 0lLa 2 a \ Az
o o oll1 6 1

Matrici-a-blocchi

A matrice
diagonale a blocchi

o1



Esempio 2

A matrice 6 x6

2 T
0O 5|2 3
T 7—0

A =
2 1 |0 3
0O 0 [3 O
L0 0 |0 1

Matrici-a-blocchi

A matrice
Tridiagonale
a blocchi

A
A, | Az
Al (ALl

52



se raggruppiamo i coefficienti di A
in blocchi
e
riguardiamo ciascun blocco come
un coefficiente

= B

Ii)ecomposizione di una matrice in blocchi

Matrici-a-blocchi

53



Esempio 2 (cont.)

12 a |1 j 0O 0)

O § |2 O O

1 4 |7 j 5 0
A:

2 1 |o 0O ¢

o o [3 o‘ 2

L0 0 |0 1| |0 1,

A non e diagonale
MA
alcuni suoi blocchi lo sono
(Dlr DZl D3, EZI FZ)-

FE 0
D, kK
Ez Ds/

Matrici-a-blocchi

A non e simmetrica
MA
alcuni suoi blocchi lo sono

(F11E1)°

54




Esempio 3 (cont)

3 6 8| =1 O 0 ) ..
Partizionando
6 3 6 8 -1 O in blocchi
8 6 3 6 8 —11
A =
—1 8 6 3 6 8 1
O —1 8 6 3 6
o o -1 8 6 3) . \
Ay A1

A1 = A,, simmetrica

A= Ay, T triangolare

55
Matrici-a-blocchi



RISOLUZIONE SISTEMI TRIANGOLARI A BLOCCHI

Sistemi triangolari

AN

Sistemi triangolari Sistemi triangolari
inferiori superiori
a X =D ax+ax+ax_b
00 O 0 00 O 01 1 02 2
da X +a X :b 3 ax+ax—b
10 O 11 1 11 12
ax+ax+ax_b ax_b
L. 20 O 21 1 22 2 L 22 2 2
Forward Substitution Backward Substitution

(XOIX]_IXZ) (XZIX]_IXO)
56



Sistemi triangolari inferiori ...

(a X =D
00 O 0
a X +a X =D
10 O 11 1 1
fa X +a X +a X =D
20 O . 21 1 . 22 2. 2
a X +a x+a x +---+a x =b
L n0O O nl 1 n2 2 nn n n
Algoritmo di Forward Substitution
f
Xo=bp/ ap
< .
-1
:(b — > a__x_)/a__
L [ j=0 1 ] i

57



Algoritmo a blocchi

Partizioniamo la matrice, il vettore x e il vettore b in blocchi

Ao Xo By
Ao | Au X B,
Apo | Aot | Ao X, B,
Aso | Asi | Asp | Ass X3 = B;
Aso | Asr | Asp | Aus | Ass X4 B,
Aso | Asy | Asy | As3 | Asg | Ass X5 Bs

Le matrici A;, sono matrici triangolari inferiori

58



Algoritmo a blocchi

ApoXo =By
AoXo + A1X =B
Z AZOXO -+ A21X1 -+ A22X2 = Bz

L AnoXo + AnXe + AnoXo +--+ AgpXn = By

Ago X o = By

By = AppXo + Ay Xy
By=AyXo+A;uX, +AxX,
B3=A3Xo+ A3 X; Az X+ Az X3

B,=ApwXo+AnX;, A3 X,



Algoritmo a blocchi ...

AooXo = by
AoXo + A1 =0y
< A20XO + A21X1 + A22X2 = b2

| AnoX0 + AntXe + AnoXg + -+ AgnXn =Dy

f
Ago X o = By

-1
Vi=1,..,n AiXi=Bj— > AjX;
J=0

-

60



Algoritmo a blocchi

ApoXo =By
AoXo + A1X =B
Z AZOXO -+ A21X1 -+ A22X2 = Bz

L AnoXo + AnXe + AnoXo +--+ AgpXn = By

Ago X o = By

By -AwXo =Aq1 Xy
Bo-AypXo-AxuX;, =AnX;
B3-A3Xo-A3 Xy -Az X ;= Az3X3

Bn'AnOXO'Anlxl 'A32x2

61



Algoritmo a blocchi: passi temporali

ApoXo = By
AoXo H AL1X = Bp
% A20XO + A21X1 + A22Xd ZTZ
1AnoXo [ A1 X |+ An2X2 + -+ PanXn / Bn

Passo O
AnnX =B
070 0  passo 1
By -fAoXo =| A1 X Passo 2
Bz-Azoxo-'A21x1 = ApX,

B3-A30X0 i A31)(1 1 A32)(2 =A33x3

Passo n
Bn-Anoxo-ﬁnlxl-ﬂBZXZ.. ........ =Annxn

Passo 0.1 Passo 1.1 Passo 2.1 62




Algoritmo a blocchi: sequenza temporale

0
AooXo| 1 =Bo
AoXo HALX| - 4B
< A20X0 + A21X1 + A22Xj ZTZ
QL 191 54
|AnoXo [+ [AnsXat AnoXo +-- Enxﬂ 1 Bn

Step k: Risoluzione sistema triangolare A, X,=B,

Step k.1: Aggiornamento termine noto del sistema
relativo alla matrice Ay ;141

Step k+1:Risoluzione sist.triangolare
Ayiik+1 Xir1=Byoq

63



Algoritmo a blocchi: Fasi di calcolo

La matrce € decomposta in 3 x 3 blocchi

Risoluzione
Sistema Ay
Step k Step k+1
A = Risoluzione
Sistema Ay
modifica
Terming noto
Step k.1 modtica
v Terming¢ noto

L'algoritmo a blocchi procede
Per colonne




Consideriamo un sistema di dimensione n=6 e 2 blocchi 3x3

rax =b
00 0
ax+ax =4
10 11 1 1
ax+ax+ax =4
<200 21 1 22 2 2
a X +a X+a X +a X =
30 0 31 1 32 2 33 3 3
a X +a X+a X +a X +a X =b
a50x0+ax+ax+ax+ax+a X =D

65



Partizioniamo la matrice a blocchi di dimensione 3 x3

66



Si risolve il sistema Ay X, =B,

00

ax+ax
100 111

d X +ad X +d X
200 211 222

fax =
0

d X +a X+d X +a X
30 311 322 333
ax+ax+ax+ax+ax

a50x0+ax+a x+a x+a x+a X—
\

)
)
)
2
0
3
b
b

67



Si modifica il termine noto B,

Valori noti

B,

A10Xo A1 X
-
a X =b —la X +a X +a X
33 3 3 30 0 31 1 32 2
ax+ax :b—ax+ax+ax

ax+ax+ax—b—ax+ax+ax

L 53 3

54

52

i
B —ApXo=5

68



N

-

d
33
a X +a X
43 3 44 4

X =pb —|a X +a X +a
3 3 30 0 31 1 32

=b —la X +a X +a
4 40 O 41 1 42

a x+aXx+a x=b-lax+ax+a
\533 54 4 5 5§ 5 50 0 51 1 52
Si risolve il sistema
Triangolare Inferiore

A1Xy =By

X
2

X
2

X
2

o, 01,00

ol

69



Consideriamo un sistema di dimensione n=6 e 3 blocchi 2x2

ax =D
00 0

ax+ax
10 11 1 1
'ax+ax+ax

Jo0 a1 202

d X +d X +a X +ad X
300 311 322 333 _
ax+ax+ax+ax+ax =D

ax+ax+ax+ax+ax+ax b
L 50 0 5 5

[
-

|
o O

70



Si risolve il sistema Ay, X,= By

a X =4
00 O 0
a X +a X =b
10 O 11 1 1
a X +a X +a X —

2 20 O 21 1 22 2 2
a X +a Xx+a X +a x =
30 O 31 1 32 2 33 3 .3
a X fa X fa X +a X +a =D
40 O 41 1 42 2 43 3 4 4
a X +a Xx+a X +a x +a x +a x =b
L 50 O 51 1 52 2 53 3 5 4 5 5 5

/1



Si modifica il termine noto B, (b,, bs)

E —b
00 O 0
a X +a X =D
10 O 11 1 1
a X +a X|+a Xx —
20 O 21 1 22 2 2
a X +a xXx|+a X +a Xx =
30 O 31 1 32 2 33 3 _3
a X +a X +a X +a X +a x =D
40 0 41 1 42 2 43 3 44 4 4

a X +a XxX+a x +a x +a x +a x=»b
. 50 O 51 1 52 2 53 3 54 4 5 §5 5

d X +d X =
(322 3

d X
22 2

3

4

\

b
32
b

3

A | x)
20 0 AISH

e
30 0 311

bz—
b3—
By = By — A Xg

72



Si modifica il termine noto B, ( by, bs)

-

a X +a x+a x +a x =b-la x + )
L 52 2 5 3 54 4 5 5 5 5 0 511

4

ax+ax+ax:b—ax+ax)
42 2 43 3 44 4 4 41 1

b
5

B, =B, — Ayg Xy

(A X —b
00 0
a x+ax —b
10 O 11 1 1
a X +a xXx/|l+a X b
2 20 O 21 1 22 2 2
a X +a X|+a X +a X =b
30 O 31 1 32 2 33 3 _3
a X +a X/|+a X +a X +a X D
40 O 41 1 42 2 43 3 44 4 4
a X +a X|l+a X +a X +a X +a Xxl=b
{ 50 O 51 1 52 2 53 3 54 4 5 5 5
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-
a_ X
22 2

a X +a X
32 2 33 3

a X +a X +a X
42 2 43 3 44 4

a X +a X +a X +a X
52 2 53 3 54 4 55 5

1 2

Si Calcola X ;( x,, X3)

risolvendo il sistema

Triangolare Inferiore
A, X;=B,

\

S FCNNCN|
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Si modifica

il termine noto B,

a X =Db
22 2 2
a X +a X =Db
32 2 33 3 3
a X +a X +a X —Db
42 2 43 3 44 4 4
a X +a X H+a X +a X|=b
\522 53 3 54 4 55 §5 5

||
(@ BN

ax:b—(ax+ax
44 4 4 42 2 43 3

ax+ax:—(ax+ax
54 4 55 5 92 2 53 3

By — ApgXg — Ap1 X9 =B

)
s

b
5
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Si Calcola X, =( x4, Xs5)

risolvendo il sistema

Triangolare Inferiore
A3; X,= B,
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Passo 1.

aOOXO b()
a X +a X b
10 0 111 1
a X +a X +a X b
20 0 21 1 22 2 2
a X +a Xx+a x +a x b
300 311 32 2 333 3
a X +a X +a X +a X +a X b
40 0 41 1 42 2 43 3 44 4 4
a X +a X+a X +a X +a X +a X b
5 0 511 52 2 53 3 54 4 5 5 5
a X +a X+a& X +a X +a X +a X +a X b
60 0 61 1 62 2 63 3 64 4 65 5 66 6 6
a X +a X+a X +a x +a x +a x +a x +a_x b
70 0 711 72 2 73 3 74 4 75 5 76 6 77 7 7
a X +a XxX+4d x +a X +a X +a X +a x +a x +a x b
80 0 811 82 2 83 3 84 4 85 5 86 6 87 7 88 8 8
a X +a X+a X +a X +a X +a X +a X +a X +a X +a x b
90 0 91 1 92 2 93 3 94 4 9% 5 9% 6 97 7 98 8 9 9 9
@ X +ta Xfa X tad X fa_ X +ta_ X +ta_ X fa_ X +ta_ X +ta_ X +ta_ X b
1000 12001| 1022 1033 1044 1055 1066 1077 1088 1099 1010 10 10
a X+a X+a x +a X+a X +a X +a x+a x +a x+a X +a x +a xi=b
11,0 0 111 1 11,2 2 11,3 3 11,4 4 115 5 11,6 6 1,7 7 118 8 119 9 11,10 10 1111 1 11
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Dopo il Passo 1

Si ottiene il seguente Sistema “Attivo”

a_x =h,
22 2 5
a_X +a_X =h,
32 2 33 3
a X +a X +a X =h
422 433 44 4
a X +a X +a x +a Xx =b
B2 2 53 3 b4 4 b5 B ~5
a X +a Xx+a X +a X +a x =b
62 2 63 3 64 4 65 5 66 6 ~6
a X +a X +a X +a X +a X +a_x —b
72 2 73 3 74 4 75 B 76 6 77 1 7
a X +a X +a X +a X +a X +a X +a_ X “b
82 2 83 3 84 4 85 5 86 6 87 7 88 8 8
a X +a X +a X +a X +a X +a x +a x +a X _5
92 2 93 3 94 4 95 5 9% 6 97 7 98 8 99 9 ~ %
fa X fa_X +a_ X +a_X +fa_X +a_X fa_X fa_X +a__ X N
10,2 2 10,3 3 104 4 105 5 10,6 6 10,7 7 10,8 8 109 9 10,10 10 _b10
+a X +a X+a X +a Xx+a X +a X +a x+a x+a x +a x r
11,2 2 11,3 3 114 4 115 5 11,6 6 117 7 118 8 119 9 1110 10 1111 11=b11
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_ passo 2...

.

Parte attiva del sistema triangolare

A X :b2
22 2 L
A X +a X =h
3272 333 3
A X +a X +ja X =D
422 433 |44 4 4
3 X +a X +a X +a X =h
52 2 53 3 5 4 5 5 5
A X +a X +@ X +a X +a X — D
) 62 2 63 3 64 4 65 5 66 6 ~6
3 X +a X +@ X +a x +a X +a X -
12 2 73 3 74 4 75 5 76 6 777 7
A X +a X +@ X +a X +a X +a x +a x _5
82 2 83 3 84 4 85 5 86 6 87 7 88 8 _8
A X +a X +@ X +a X +a X +a X +a X +a X _b
92 2 93 3 94 4 95 5 9% 6 97 7 08 8 99 9 — N
3 X +a X/+a X +a X +a X +a X +a X +a X +a X ~
10,2 2 10,3 3 10,4 4 105 5 10,6 6 10,7 7 10,8 8 109 9 10,10 10 =b10
3 X +a X|l+a X +a X +a X +a X +a X +a x+a X +a x| g
112 2 11,3 3 11,4 4 115 5 116 6 117 7 118 8 119 9 11,10 10 1111 11:b11
L
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_ Dopo il Passo 2

-

=D

a44X4 4
a X +a X =h
5474 555 5
d X +d X +ad X :b
) 6474 655 66 6 6
a_X +a X +a_X +a_X _h
7 s e 11T .
da X +d X +d X +da X +a X _6
844 855 866 877 888 =0
d X +da X +da X +a X +d X +a X R
9474 95’5 966 977 988  99°9 —by
+d X +ada X +ada X +ada X +ada X +ada X +a X A
0474 1055 1066 1077 1088 10979  1010"10 :blo

+a X +a X +a X +a X +a X+a X +d X +ad X -

1,44 1155 1166 117 7 1188 1199 1110 10 1111 11=p

11

Si ottiene il seguente Sistema “Attivo”

80



i Passo 3

Parte attiva del sistema triangolare

a X +a X +Ha x =b
64" 4 65 5 66 6 k
a X +a X +Ha X +a_ X =b
74" 4 755 76 6 777 7
a X +a X +a X +a X +a X _6
84" 4 85 5 86 6 87 7 88" '8 =10
a X +a X +Ha X +a X +a X +a X A
94 4 95 5 9% 6 97 7 98" 8 99 9 =b
— X— X—a *X—+a X—+ va
10,6 6 10,7 7 10,8 8 10,9° 9 10,10 10
+a X +a X +a X +a X +a X a X
116 6 11,77 11,88 11,99 11,10 10 11111

81



_Dopo il passo 3...

- —
a666 b6
a X +a_x =)
76 6 77 7 L
a X +ta X +a X -b
8

ax+ax+ax+ax —b
98 8 99 9 Q

+a x+a X +a X +a X +a_ X -b
10,6°6 10,77 10878 10979 = 10,10 10 =0,

+a X +a X +a X +a X +ad

X +a. X —b
116 6 11,7 7 11,8 8 119 9 11,10 10 1111 11— 11

Si ottiene il seguente Sistema “Attivo”
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i Passo 4

Parte attiva del sistema triangolare

» :..
a66 6 l.J.G
a X +a_X =D
6 6 [l 7 7z
a X +a X +a X —b
) 86 6 87 7 88 8 8
a X +a X +a X +a X —b
96 6 97 7 98 8 99 9 9
a X +a X MHa X +a X +a X —b
10,6 6 10,7 7 10,8 8 10,9 9 10,10 10 10
a X +a X t+a X +a X +a X +a. . X |=p
| 116 6 11,7 7 11,8 8 119 9 11,10 10 1111 11 11

83



_Dopo il Passo 4

a X b

< 88" 8 8
988 99°9 9

+a X +a X +a X b

108°8 1099 10,10 10 10

+a X 4+a X +a X +a X =p

11,8 8 11,9 9 11,10 10 111111 ™11

Si ottiene il seguente Sistema “Attivo”
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i Passo 5

Parte attiva del sistema triangolare

a X
88 8
da X +a X
98 8 99 9

d A
10,10 10

a X +
11,10 10

risolve il sistema A ,X,=B,

a X
1111 1

PRy
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_Dopo il passo 5...

a X
10,10 10

a X +a X
11,10 10 11,11 11

=)L)

Si ottiene il seguente Sistema “Attivo”
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_Passo 6 (=12 / 2)

Parte attiva del sistema triangolare

In generale i passi dell’algoritmo a blocchi sono
m = N/nb

87



Fine lezione

88
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