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BLAS 2

albero delle routine driver di LAPACK

A è 

simmetrica

o Hermitiana 

?

no

wSYSV

wSYSVX

no

Sistemi

lineari

AX=B

?

A è 

tridiagonale

?

no
A è

Packed

storage

?

no

A è

Packed

storage

?

no

xSYSV

xSYSVX

no

xGESV

xGESVX

no

A è 

a banda 

?

no

xPOSV

xPOSVX

no

A è 

a banda 

?

no

A è

Packed

storage

?
si

A è

complessa

simmetrica

?
si

wSPSV

wSPSVX

si

xPTSV

xPTSVX

si

xSPSV

xSPSVX

si

A è 

tridiagonale

?

si

A è

definita

positiva

?
si

xPPSV

xPPSVX

si

xPBSV

xPBSVX

si

si

xGBSV

xGBSVX

si

xGTSV

xGTSVX

Si utilizza 

una fatt.

ort. completa 

?

no

xGELSS

no

A ha

massimo

rango

?

si

si

xGELSX

si

xGELS

Problemi

ai minimi 

quadrati

?



E’ possibile ridurre la complessità
di tempo della fattorizzazione LU
sfruttando particolari caratteristiche

della matrice?

• matrici simmetriche

• matrici simmetriche definite positive

•Matrici tridiagonali

•Etc 



Come si specializza 
la fattorizzazione A = LU 

di una 
matrice simmetrica ?



A=L U

A=LDLTU=DLT

Matrice triangolare
inferiore

(moltiplicatori)

Matrice diagonale
(elementi diagonali di U)



Quindi, se A è una matrice simmetrica
la fattorizzazione A=LU (senza pivoting) 

si specializza in
A=LDLT
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Esistono altre condizioni sotto le quali 
per una  matrice simmetrica 
è possibile evitare il pivoting

nella fattorizzazione LU  ?

Matrici simmetriche e definite positive 



Cosa significa che una matrice è 
definita positiva ?

A simmetrica.

A definita positiva 
xT Ax >0,x0

def



Come si può verificare se una matrice è definita positiva ?

















−

−

=

24418

4304

18416

A

A1
Det(A1)=16>0 A2

Det(A2)=464>0

A3
Det(A3)=584>0

A: Simmetrica e 
Definita positiva

Det(Ak) >0



A simmetrica.

A definita positiva 

Criterio di Sylvester

det (Ak)>0 
Ak =(aij),i=1,k

j=1,k



Come si specializza la fattorizzazione LDLT

di una matrice
simmetrica e definita positiva?



Teorema :

A= L LT

Sia A simmetrica e definita positiva. Allora
Esiste un’unica matrice L triangolare inferiore
Tale che: 



Come si costruisce la matrice L
della fattorizzazione A=LLT



Algoritmo di Cholesky:

,
1

1

2


−

=

−=
j

k

jkjjjj lal

,

1

1

jj

j

k

jkikij

ij
l

lla

l

−

=

−

=

For j=1,n

For i=j+1,n

endfor

endfor

j=1

i=2,n



Quando una 
matrice simmetrica  a diagonale dominante

è anche definita positiva
?





















−

−−

−−

−

=

4100

1410

0141

0014

A

Esempio:

La matrice A è:

• non singolare
• simmetrica
• a diagonale dominante
• ha gli elementi sulla diagonale non negativi

A è definita positiva 

TEOREMA 



Passo 1: Pivot=4=a11 



















−

−−

−−

−−

=

4100

1410

0141

0014

A

Esempio:



















−

−−

−

−−

=

4100

1410

014/150

0014

)1(A

NON è necessario effettuare scambi di righe!



Passo 3: pivot = 56/15 =a 33(2)

NON è necessario effettuare scambi di righe:

Passo 2: pivot = 15/4 = a 22(1)

NON è necessario effettuare scambi di righe:



















−

−−

−

−−

=

4100

1410

014/150

0014

)1(A



















−

−

−−

=

56/209000

115/5600

014/150

0014

)3(A



















−

−

−

−−

=

4100

115/5600

014/150

0014

)2(A



Ad ogni passo k, l’elemento massimo (in modulo) 
della colonna k,  si trova già sulla diagonale

Il pivoting parziale, 

in questo caso è INUTILE!



Per quale classe di matrici  simmetriche si 
riesce a garantire che,  ad ogni passo,
il pivot si trovi già sulla diagonale ? 



15/4 = a22 (1) >|-1| +0+0=1

4 =|-4|= |a11| >|-1| +0+0=1

Nell’esempio …



















−

−−

−−

−−

=

4100

1410

0141

0014

A

A è a diagonale dominante 

=


n

ij
j

jiii aa
1

,,



















−

−−

−

−−

=

4100

1410

014/150

0014

)1(A

A(1) è a diagonale dominante 

=


n

ij
j

jiii aa
1

,
)1(

,
)1(



Nell’esempio …

56/15 = a33 (2) >|-1|=1

A(2) è a diagonale dominante 

=


n

ij
j

jiii aa
1

,
)2(

,
)2(



















−

−

−

−−

=

4100

115/5600

014/150

0014

)2(A



Quindi …

Al generico passo k
Le sottomatrici attive sono 
A diagonale dominante

A è a diagonale dominante 

=


n

ij
j

jiii aa
1

,,



Inoltre …

A simmetrica e a diagonale dominante

Al  passo k,
Il massimo della riga 
coincide con il massimo della colonna
e si trova sulla diagonale

Il pivoting parziale è INUTILE !

)1(

,

)1(

,

)1(

, maxmax −−



−


== k

kk

k

ji
nik

k

ji
njk

aaa

simmetria dominanza diagonale



Case study:  fattorizzazione LU

per una matrice 
tridiagonale



Esempio 1…

A:  matrice a banda di ampiezza 
w = p +q +1=1 +1 +1 = 3

(Tridiagonale)

q=1

p=1

Eseguiamo la fattorizzazione LU





















−

−

−

=

5200

1310

0241

0035

A



I passo:

Calcolo dei moltiplicatori Trasformazione della 
matrice attiva





















=

1000

0100

00151

0001

)1(L





















−

−

−

=

5200

1310

025230

0035

)1(U

bisogna calcolare 1 solo 
Moltiplicatore
m2,1=1/5

bisogna modificare 1 solo 
elemento : a22



II passo:

Calcolo  moltiplicatori Trasformazione 
matrice attiva





















−
=

1000

012350

00151

0001

)2(L





















−

−

=

5200

1235900

025230

0035

)2(U

bisogna calcolare 1 solo 
Moltiplicatore
m32=-5/23

bisogna modificare 1 solo 
elemento : a33



III passo:

Calcolo moltiplicatori
(1 solo moltiplicatore)
m4,3= 46/59

Trasformazione 
matrice attiva
(1 solo elemento)
u4,4= a4,4– m4,3 
a3,4=249/59





















−

−

=

59249000

1235900

025230

0035

)3(U





















−
=

1594600

012350

00151

0001

)3(L

L(3) matrice bidiagonale U(3) matrice bidiagonale



• La fattorizzazione LU applicata a matrici 
tridiagonali ad ogni passo comporta 

– Il calcolo di un solo moltiplicatore 
(diagonale inferiore di L )

– Il calcolo di un solo elemento della matrice 
attiva (diagonale principale di U)



IN GENERALE: fattorizzazione LU di matrici Tridiagonali…



























=

−−

nn

nn

dc

fd

dc

fdc

fd

A













000

000

000

00

000

11

33

222

11

A matrice tridiagonale

La fattorizzazione LU conduce alle matrici bidiagonali



























=

1000

01000

0010

0001

00001

3

2

nl

l

l

L







































=

−−

n

nn

u

fu

u

fu

fu

U

0000

000

0000

000

000

11

3

22

11















Quindi ...…



























−−

nn

nn

dc

fd

dc

fdc

fd













000

000

000

00

000

11

33

222

11

A

•



























=

1000

01000

0010

0001

00001

3

2

nl

l

l













L



























−−

n

nn

u

fu

u

fu

fu

0000

000

0000

000

000

11

3

22

11













U
Gli elementi di L da determinare sono: l2 … , ln

Gli elementi di U da determinare sono: u1 ,… , un

Eseguendo il prodotto L U si ottiene:

d(1)= u(1)

…

con i =3,n
ci=li*ui-1

di = ui + li* fi-1

c(2)=l2*u1

d(2) = u2 + l2* f1



Algoritmo di fattorizzazione LU per matrici tridiagonali

u(1) := d(1)

for i = 2 to n do

endfor

l(i) := c(i) / u(i-1)

u(i) := d(i) – l(i)* f(i-1)

complessità di tempo = O(n)

La complessità di tempo della fattorizzazione LU
di una matrice tridiagonale
Si riduce di 2 ordini di grandezza,
rispetto alla fattorizzazione di una generica matrice.



Come si risolvono i due sistemi Ly=b, 
Ux=y     

con L e U  matrici bidiagonali

?



Risoluzione di un sistema con matrice bidiagonale…



























=





















































−−

n

n

n

n

n b

b

b

b

b

y

y

y

y

y

l

l

l

1

3

2

1

1

3

2

1

3

2

1000

01000

0010

0001

00001















L             y   =  b



























=





















































−−−−

n

n

n

n

n

nn

y

y

y

y

y

x

x

x

x

x

u

fu

u

fu

fu

1

3

2

1

1

3

2

1

11

3

22

11

0000

000

0000

000

000















U              x  =  y

y(1) := b(1)

for j = 2 to n do

y(i):= b(i) - l(i)* y(i-1)

endfor

x(n) := y(n) /u(n)

for j = n-1 to 1 do

x(i):= (y(i) - f(i)* x(i+1)) / 

u(i)

endfor

back substitution

forward substitution



Algoritmi di forward e back substitution (matrici bidiagonali)

complessità di tempo =O(n) complessità di tempo= O(n)

Le complessità di tempo si riduce 
di 1 ordine di grandezza,
rispetto a quelle applicate ad 
matrice non strutturata.
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%test tempi 
d=ones(4000,1);
A=spdiags([d 3*d d],-1:1,4000,4000);
x=ones(4000,1);b=A*x;
f=@()A\b;

t=timeit(f);
a=full(A);
f1=@()a\b;
t1=timeit(f1);

>> t
t =

1.8271e-04
>> t1
t1 =

1.1806e+00



Matrici-a-blocchi

47

Risoluzione di sistema lineare multiplo:

A      X     =    B

Risoluzione di diversi  sistemi lineari  in cui

➢ la  matrice dei coefficienti è la stessa
➢ il termine noto è il vettore colonna della matrice

➢ il vettore soluzione è il vettore colonna della matrice 



48

Calcolo dell’inversa di A AA-1 = I

e1 ,e2 ,…,en colonne di I
x1 , x2 ,…,xn  colonne di A-1

Axi =ei i=1,…,n

n sistemi lineari con stessa matrice dei coefficienti 
e incognite coincidenti con le colonne di A-1

A-1

AA-1 = I
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T(n)=O(n3/3+nn2)=O(4n3/3)

Calcolo  la fattorizzazione LU  con pivoting di A 
una sola volta 

complessità



Matrici-a-blocchi
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

























−

−

=

1107678905216

76146124729052

781242101167290

907211621012478

52907212414676

1652907876110

A

MATRICI A BLOCCHI

A : matrice 6x6

A matrice
a blocchi

Raggruppiamo 
in “blocchi” 

di dimensione 3x3

gli elementi di A


















=A

A11 A12

A21 A22



Matrici-a-blocchi
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

























−

=

161000

424000

693000

000721

000254

000551

A

Esempio 

A : matrice 6x6

A matrice
diagonale a blocchi


















=A
A22

11
A

0

00



Matrici-a-blocchi
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32A

21A

33A

22A

11A

23A

12A



























=

101000

020300

603012

050721

003250

002102

A

Esempio 2

A matrice 6 x6

0

0


















=A

A matrice 
Tridiagonale
a blocchi



Matrici-a-blocchi
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se raggruppiamo i coefficienti di A 
in blocchi

e
riguardiamo  ciascun blocco come 

un coefficiente 

Decomposizione di una matrice in blocchi  



Matrici-a-blocchi
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

























=

101000

020300

603012

050721

003250

002102

A

















=

32

221

11

DE0

FDE

0FD

A

Esempio 2 (cont.)

Partizionando 
in blocchi

A non è simmetrica
MA

alcuni suoi blocchi lo sono
(F1,E1).

A non è diagonale 
MA

alcuni suoi blocchi lo sono
(D1, D2, D3, E2, F2).



Matrici-a-blocchi
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

























−

−

−

−

−

−

=

368100

636810

863681

186368

018636

001863

A

Esempio 3 (cont)

21A
22A

11A
12A


















=A

Partizionando 
in blocchi

A 11 = A22  simmetrica

A21= A12 
T triangolare
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RISOLUZIONE SISTEMI TRIANGOLARI A BLOCCHI

Sistemi triangolari

Sistemi triangolari
inferiori

Sistemi triangolari
superiori









=

=

=

++

+

2

1

0

222121020

111010

000

b

b

b

xaxaxa

xaxa

xa









=

=

=

+

++

2

1

0

222

212111

202101000

b

b

b

xa

xaxa

xaxaxa

Backward Substitution Forward Substitution 

( x0 , x1 , x2 ) ( x2 , x1 , x0 ) 
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Sistemi triangolari inferiori …













=

=

=

=

=

++++

++

+

nnnnnnn
b

b

b

b

xaxaxaxa

xaxaxa

xaxa

xa





2

1

0

221100

222121020

111010

000

Algoritmo di Forward Substitution

X0 = b0 / a00

ii

i

j jijii
axabx 






 −= 

−

=

1

0

 i= 1, … , n
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Algoritmo a blocchi

A0,0

A1,0 A1,1

A2,0 A2,1 A2,2

A3,0 A3,1 A3,2 A3,3

A4,0 A4,1 A4,2 A4,3 A4,4

A5,0 A5,1 A5,2 A5,3 A5,4 A5,5

X0

X1

X2

X3

X4

X5

B0

B1

B2

B3

B4

B5

= 

Partizioniamo la matrice , il vettore x e il vettore b in blocchi 

Le matrici Aii sono matrici triangolari inferiori



59

Algoritmo a blocchi














=

=

=

=

=

++++

++

+

nnnnnnn B

B

B

B

xAxAxAxA

xAxAxA

xAxA

xA






2

1

0

221100

222121020

111010

000

A00 X 0 = B0

B 2 = A20 X 0 + A21 X1  + A22 X2 

B1 =  A10 X0 + A11 X1 

B 3 = A30 X 0 + A31 X1  A32 X 2 + A33 X3 

B n = An0 X 0 + An1 X1  A32 X 2  ...........     + Ann Xn 
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Algoritmo a blocchi …














=

=

=

=

=

++++

++

+

nnnnnnn b

b

b

b

xAxAxAxA

xAxAxA

xAxA

xA






2

1

0

221100

222121020

111010

000


−

=

−=
1

0

i

j
jijiiii XABxA i= 1, … , n

A00 x 0 = B0
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Algoritmo a blocchi














=

=

=

=

=

++++

++

+

nnnnnnn B

B

B

B

xAxAxAxA

xAxAxA

xAxA

xA






2

1

0

221100

222121020

111010

000

A00 X 0 = B0

B 2 - A20 X 0 - A21 X1  = A22 X2 

B1 - A10 X0 = A11 X1 

B 3 - A30 X 0 - A31 X1  - A32 X 2 = A33 X3 

B n - An0 X 0 - An1 X1   - A32 X 2  ...........     = Ann Xn 
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Algoritmo a blocchi: passi  temporali  …














=

=

=

=

=

++++

++

+

nnnnnnn B

B

B

B

xAxAxAxA

xAxAxA

xAxA

xA






2

1

0

221100

222121020

111010

000

A00 X 0 = B0

B 2 - A20 X 0 - A21 X1    =   A22 X2 

B1 - A10 X0 =  A11 X1 

B 3 - A30 X 0 - A31 X1  - A32 X 2   = A33 X3 

B n  - An0 X 0 - An1 X1  - A32 X 2  ........... = Ann Xn 

Passo 0 

Passo 1 

Passo 2 

Passo 0.1 Passo 1.1 Passo 2.1 

Passo n 
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Algoritmo a blocchi: sequenza temporale  …














=

=

=

=

=

++++

++

+

nnnnnnn B

B

B

B

xAxAxAxA

xAxAxA

xAxA

xA






2

1

0

221100

222121020

111010

000

0

0.1

1

1.1

2

2.1

Step k: Risoluzione sistema triangolare Akk Xk=Bk

Step k.1: Aggiornamento termine noto del sistema 
relativo alla matrice Ak+1k+1

Step k+1:Risoluzione sist.triangolare 
Ak+1k+1 Xk+1=Bk+1
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Risoluzione
Sistema A00

Risoluzione
Sistema A11

modifica
Termine noto

Risoluzione
Sistema A22

Algoritmo a blocchi: Fasi di calcolo 

modifica
Termine noto

A = 

La matrce è decomposta in  3 x 3 blocchi

Step k

Step k.1

Step k+1

L’algoritmo a blocchi procede
Per colonne 
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Consideriamo un sistema di dimensione n=6 e 2 blocchi 3x3 















=

=

=

=

=

=

+++++

++++

+++

++

+

5

4

3

2

1

0

555454353252151050

444343242141040

333232131030

222121020

111010

000

b

b

b

b

b

b

xaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxa

xaxaxaxa

xaxaxa

xaxa

xa
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Partizioniamo la matrice a blocchi di dimensione 3 x3 















=

=

=

=

=

=

+++++

++++

+++
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+

5

4

3

2

1

0

555454353252151050

444343242141040

333232131030

222121020

111010

000

b

b

b

b

b

b

xaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxa

xaxaxaxa

xaxaxa

xaxa

xa

A00

A10 A11

B1

B2



67















=

=

=

=

=

=

+++++

++++

+++

++

+

5

4

3

2

1

0

555454353252151050

444343242141040

333232131030

222121020

111010

000

b

b

b

b

b

b

xaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxa

xaxaxaxa

xaxaxa

xaxa

xa

Si risolve il sistema A00X0 =B0
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( )
( )
( )








++−=

++−=

++−=

++

+

2521510505

2421410404

2321310303

555454353

444343

333

xaxaxab

xaxaxab

xaxaxab

xaxaxa

xaxa

xa

Valori noti B1A11 X1A10X0

10101 B
~

XAB =−

=

Si modifica il termine noto B1
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Si risolve il  sistema 

Triangolare Inferiore

( )
( )
( )








=

=

=

++−=

++−=

++−=

++

+

5

4

3

2521510505

2421410404

2321310303

555454353

444343

333

~

~

~

b

b

b

xaxaxab

xaxaxab

xaxaxab

xaxaxa

xaxa

xa

1111 B
~

XA =
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Consideriamo un sistema di dimensione n=6 e 3 blocchi 2x2















=

=

=

=

=

=

+++++

++++

+++

++

+

5

4

3

2

1

0

555454353252151050

444343242141040

333232131030

222121020

111010

000

b

b

b

b

b

b

xaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxa

xaxaxaxa

xaxaxa

xaxa

xa
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













=

=

=

=

=

=

+++++

++++

+++

++

+

5

4

3

2

1

0

555454353252151050

444343242141040

333232131030

222121020

111010

000

b

b

b

b

b

b

xaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxa

xaxaxaxa

xaxaxa

xaxa

xa

Si risolve il sistema A00 X0= B0
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Si modifica il termine noto B1 (b2, b3)

( )
( )





=+−=+

=+−=

31310303333232

21210202222
~

~

bxaxabxaxa

bxaxabxa















=

=

=

=

=

=

+++++

++++

+++

++

+

5

4

3

2

1

0

555454353252151050

444343242141040

333232131030

222121020

111010

000

b

b

b

b

b

b

xaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxa

xaxaxaxa

xaxaxa

xaxa

xa

01011 XABB
~

−=
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













=

=

=

=

=

=

+++++

++++

+++
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+

5

4

3

2

1

0

555454353252151050

444343242141040

333232131030

222121020

111010

000

b

b

b

b

b

b

xaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxa

xaxaxaxa

xaxaxa

xaxa

xa

Si modifica il termine noto B2 ( b4, b5 )

( )
( )





=+−=+++

=+−=++

51510505555454353252

41410404444343242
~

~

bxaxabxaxaxaxa

bxaxabxaxaxa

02022 XABB
~

−=
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











=

=

=

=

+++

++

+

5

4

3

2

555454353252

444343242

333232

222

~

~

~

~

b

b

b

b

xaxaxaxa

xaxaxa

xaxa

xa

Si Calcola X 1( x2, x3)

risolvendo il sistema  

Triangolare Inferiore

A22X1=B1
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











=

=

=

=

+++

++

+

5

4

3

2

555454353252

444343242

333232

222

~

~

~

~

b

b

b

b

xaxaxaxa

xaxaxa

xaxa

xa

Si modifica il termine noto B2

( )
( )





=+−=+

=+−=

53532525555454

43432424444

ˆ~

ˆ~

bxaxabxaxa

bxaxabxa

20210202 B̂XAXAB =−−
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





=

=

+
5

4

555454

444

ˆ

ˆ

b

b

xaxa

xa

Si Calcola X2 =( x4, x5)

risolvendo il sistema  

Triangolare Inferiore

A33 X2= B2
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
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
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9

8

7

6

5

4

3

2

1

0

1111,111010,1199,1188,1177,1166,1155,1144,1133,1122,1111,1100,11

1010,1099,1088,1077,1066,1055,1044,1033,1022,1011,1000,10

999898797696595494393292191090

888787686585484383282181080

777676575474373272171070

666565464363262161060

555454353252151050

444343242141040

333232131030

222121020

111010

000

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

xaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxaxaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxaxa

xaxaxaxaxa
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xaxa
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Passo 1. 
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555454353252151050
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b
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Si ottiene il seguente Sistema “Attivo”

Dopo il Passo 1
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Parte attiva del sistema triangolare
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
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passo 2…
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Si ottiene il seguente Sistema “Attivo”

Dopo il Passo 2
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Parte attiva del sistema triangolare
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Passo 3
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Si ottiene il seguente Sistema “Attivo”

Dopo il passo 3… 
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Parte attiva del sistema triangolare
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Passo 4
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Si ottiene il seguente Sistema “Attivo”

Dopo il Passo 4
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Parte attiva del sistema triangolare

risolve il sistema A44X4=B4
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Passo 5
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999898
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b

b

b

b
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



Si ottiene il seguente Sistema “Attivo”

Dopo il passo 5…
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Parte attiva del sistema triangolare







=

=

+
11

10

1111,111010,11

1010,10

b

b

xaxa

xa




Passo 6 (=12 / 2)

In generale i passi dell’algoritmo a blocchi sono 

m = N/nb
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Fine lezione
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