Schema soluzioni equazione di Laplace in coordinate cilindriche mediante separazione variabili
Coordinate cilindriche: p, ¢,z
Soluzioni fattorizzate: V(p, @, z) = V,(p)V, (@)V5(2)

Equazioni agli autovalori corrispondenti per i diversi fattori della soluzione:
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Nota: per convenzione in quanto segue si sceglie di usare parametri a, k e 8 che assumono valori
positivi o negativi e quindi le due soluzioni con segni opposti corrispondenti allo stesso autovalore
sono incluse automaticamente nelle somme su tutti i valori dei parametri, mentre i valori del
parametro y li prendiamo solo positivi ,per cui il segno delle due possibili soluzioni va inserito a
mano nelle soluzioni



Autofunzioni

Soluzione generale

Coordinate Con: a=+./-21,,8=+/2,,
delle k= i\/_—)% X = \/1—3 Nota 1: le f:ondizioni al con.tor_no omogenee restringo.no.gli in_sifemi di \{ariazione dei parametri
condizioni | Segni a, B, k, x rispetto a quanto indicato, spesso rendendoli discreti; inoltre impongono
Simmetrie | contorno autovalori Per ¢ € [0,27] (angolo giro): A, < 0, @ — m I'annullamento dei coefficienti di alcune soluzioni incompatibili con esse
non conm € Z e soluzione X ¢ va esclusa . . . . . .
omogenee Nota 2: nelle formule seguenti, le somme vanno sostituite con integrali quando i parametri
corrispondenti restano continui
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NOTE:
(1) Per A, = 0 oltre alla soluzione e'®® = e*fl® = 1 ¢’& anche la soluzione V, = ¢
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Per A; = 0 oltre alla soluzione e*!¥1Z = ¢*Z = 1 c’& anche la soluzione V; = z
Per lo stesso 4, 0 A5 & possibile anche considerare combinazioni lineari delle due autofunzioni con t|a/|, £|8|, 2|k|, £ x. Equivalentemente & possibile usare al posto degli esponenziali
con esponente reale o immaginario, rispettivamente seni e coseni o seni e coseni iperbolici. In altre parole, si possono fare le seguenti sostituzioni (e analoghe):
el®® - sin(ag), cos(ap) elfle e-lBle - sinh(ag), cosh(ayp)
e*? - sin(kz), cos(kz) eX?,e~¥* — sinh(yz),cosh(yz)
Equivalentemente si possono usare le funzioni di Hankel, che sono le seguenti combinazioni lineari:
HP () = J.(xp) + 1Y), HE (xp) = J(xp) — 1Y (xp)
Inoltre, quando @ non & un intero, al posto di Y, (kp) si pud anche usare J_, (kp) come seconda autofunzione indipendente. Le due sono legate dalla relazione Y, (kp) =
cot(am)/q (kp) — csc(am)]_q (kp).
Alcuni testi, tra cui lo Zangwill, usano il simbolo N, (kp) al posto di Y, (kp).
Per 1, = 0, oltre alla soluzione e#™? = 1 owvero p!® = p~lel = 1, ¢’& anche la soluzione V; = Inp
Gli ultimi due termini di norma sono ridondanti. Possono essere utili nel caso particolare in cui la condizione al contorno non omogenea varia proprio come In p
Gli ultimi due termini di norma sono ridondanti. Possono essere utili nel caso particolare in cui la condizione al contorno non omogenea varia proprio come ¢
Gli ultimi due termini di norma sono ridondanti. Possono essere utili nel caso particolare in cui la condizione al contorno non omogenea varia proprio come z
In questi casi senza simmetrie gli eventuali termini corrispondenti a soluzioni ridondanti analoghe a quelle di cui alle note (6-8) non sono stati inclusi per brevita; le soluzioni generali
indicate sono comunque sufficienti ad accomodare qualsiasi condizione al contorno non omogenea descritta da funzioni limitate



