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Introduzione

Il presente plico contiene materiale didattico destinato ai corsi di Analisi
Matematica 2 di cui il Docente ¢ attualmente titolare.
Prof. Fernando Farroni

Dipartimento di Matematica ed Applicazioni “R. Caccioppoli”
Universita degli Studi di Napoli Federico II



Capitolo 1
Successioni e serie di funzioni

Esercizio 1.1. Si consideri la successione di funzioni (f,,)nen definita come

ful) = log ( ny

n+1
e Studiare la convergenza puntuale ed uniforme di (f,,)nen in (0, +00).

) Vz € (0, +00)

e Indicare se la serie di funzioni di termine generale (f,)nen converge

totalmente nell’intervallo [2, 3].

Risultato. La successione proposta converge uniformemente alla funzione
f(z) = logy/x e la serie di funzioni di termine generale (f,),en converge

totalmente nell’intervallo [2, 3] O

Esercizio 1.2. Per z € [0, 00), studiare la convergenza totale della serie di

Z (95 + %) e "

n=1

funzioni

Esercizio 1.3. Studiare la convergenza delle seguenti successioni di funzioni:

fu(z) =logz — (logz)" per z € (1,+/¢) (1.1)

fulx) = (2% + na)e ™ per z € (0,00) (1.2)
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Esercizio 1.4. Determinare l'insieme di convergenza delle seguenti serie

numeriche:

3n—1
)~ _gn 1.3
;( )n2—n+5x (13)
= /n+1 n?
" 1.4
> (i) - i

Esercizio 1.5. Determinare 'insieme di convergenza delle seguenti serie di

potenze:

Z(Bn —1)e """ (1.5)

£ (1-wed)
3o (17)
S5 o
> (5 i) =

n

(1.10)

ad x
Z (n34+n+1)57

Esercizio 1.6. Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale delle

seguenti serie di funzioni:

i ! (1 cos ) erz € [—1,1] (1.11)
= 1—cos —— ra € [—1, :
—n vn? + 26 P

C —nx z

;e arctanm per z € [0, 4+00) (1.12)



Esercizio 1.7. Per x > 0, si studi la convergenza puntuale delle seguenti

serie di funzioni:

n N
> (-1 g (1.13)
n=1
= n3 + 2n + 2
n=1
> 4 2 _ 2
vnt+n—n (1.15)
nl‘
n=1

Esercizio 1.8. Determinare 'insieme di convergenza delle seguenti serie:

214”(”2—+4)' (1.16)
Z(—U”b;” (22 — 22)" (1.17)
Zi:ig: (Vo — )" (1.18)

Esercizio 1.9. Data la successione di funzioni
folz) =n (1 - e’%)

e dimostrare che {f,},en converge uniformemente sull’intervallo [0, 3] e

calcolare il limite uniforme f di {f, }nen;

e indicare se sussiste la seguente identita

lim /12fn(x)dx:/l2f(x)dx

n——+o00

Esercizio 1.10. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie

; Sin\?%x) (1 — CoS %) .




Detta s la somma della serie, mostrare che s € C''(—4, ) con § > 0 arbitrario.
Infine, calcolare f/(0).

Suggerimento: si ricordi per ogni € > 0 sussistono le relazioni:
|sind| < |6 (1.19)
1
1 —cosf < 502 (1.20)
Esercizio 1.11. Data la serie
i 33'3” .1'4
— log (1 + —)
—\/n Vn
dimostrare che
(i) converge puntualmente ma non uniformemente in (—1, 1);

(ii) converge uniformemente in ogni intervallo chiuso e limitato [a,b] C

(—1,1).

Esercizio 1.12. Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie

+0o0

Z 7T — 2arctan(nz")

log?n

n=2

al variare di « € [0, 4+00).

Esercizio 1.13. Si consideri la successione di funzioni

n?z? +1
e

e individuare il limite puntuale f di (f,)nen in R;

e indicare se (f,)nen converge uniformemente verso f in [0, %],

Risultato. Il limite puntuale in R per la successione proposta e la funzione
f(z) = x2. Nellintervallo [0 3} la funzione f e anche limite uniforme.

2

5



Esercizio 1.14. Si consideri la successione di funzioni
fu(z) == Vnz?(1 — 2)" perz €[0,1]eneN

Discutere la convergenza puntuale ed uniforme di {f,},en su R. Discutere
inoltre se la serie di funzioni di termine generale { f,, },en converge totalmente

sull’intevallo [0, 1].

Esercizio 1.15. Studiare la convergenza uniforme della successione di fun-

zioni
T 1

ho) = (24

— |e™® con z € [0,00), n € N,
n  n?

La serie di funzioni di termine generale {f,},en converge totalmente in

0,00)7



Capitolo 2

Continuita e differenziabilita

2.1 Studio della continuita e differenziabilita

Esercizio 2.1. Data la funzione

l‘2y3

sy = Ly @0 ERA{O.0),

0 se (z,y) = (0,0),

e calcolare (se possibile) la derivata direzionale di f in (0,0) lungo la
direzione (ﬁ l);

272

e discutere la continuita di f in (0,0);
e dimostrare che f non ¢ differenziabile in (0,0).

Esercizio 2.2. Al variare di o > 0, discutere la continuita e la differenzia-

bilita della funzione

|z | (e eyl 1) -
fla,y) = 2+ 1 se (z,9) € R\ {(0,0)},

0 se (l’,y) = (070)7



Esercizio 2.3. Studiare continuita e differenziabilita della funzione f : R? —
R definita come
22+ yH(x —sinz
AN (e y) € B2\ {(0,0),
flz,y) = Ty

0 se (2,y) = (0,0),

Esercizio 2.4. Studiare la continuita e la differenziabilita della funzione

: se (2,9) # (0,0)

T

Vit 4y -1

flzy) =
0 se (z,y) = (0,0)
Calcolare il valore dalla derivata di f in (0,0) lungo la direzione A = (%, \/73> :

Esercizio 2.5. Al variare del parametro a > 0 studiare continuita e diffe-

renziabilita della funzione f: R? — R definita come

log (1 + [x|*y?)

se (z,y) # (0,0)

fla,y) = 22 +yt
0 se (z,y) = (0,0)
Esercizio 2.6. Dimostrare che la funzione f: R> — R definita come
r—1 2y2
CUW e () £ (1,0)
flzy) =9 l@&—=1?2+y!]
0 se (z,y) = (1,0)

3

e continua se e solo se 3 € (—oo, 5] ed e differenziabile se e solo se g &

3
(=00, %)
Esercizio 2.7. Studiare la continuita e la differenziabilita della funzione
A |

gt (z,y) # (0,0)

fz,y) =

0 se (z,y) = (0,0)



Calcolare (se possibile) il valore dalla derivata di f in (0, 0) lungo la direzione
A= (? @)

Esercizio 2.8. Si consideri la funzione f: R? — R definita come segue

arctan (z'y?) o (2 )
oy [T @ e 00,

0 se (z,y) = (0,0),
e Discutere la continuita e la differenziabilita di f in (0, 0).

e Calcolare (se possibile) la derivata di f in (0,0) lungo la direzione
(5%)
2072 )

Esercizio 2.9. Si consideri la funzione f: R? — R definita come segue

V14 22yt—1

tog = | ) SR {0.0),

0 se (2,y) = (0,0),

e Discutere la continuita e la differenziabilita di f in (0, 0).

e Calcolare (se possibile) la derivata di f in (0,0) lungo la direzione
(4:3)
2°2)
Esercizio 2.10. Si consideri la funzione f: R? — R definita come segue

arctan (z1y?) o (2 )
I A (T

0 se (z,y) = (0,0),
e Discutere la continuita e la differenziabilita di f in (0, 0).

e Calcolare (se possibile) la derivata di f in (0,0) lungo la direzione

(5%)
22 )



Esercizio 2.11. Fissato o > 0, si consideri la funzione f: R? — R? definita

alla maniera seguente

(6:52 _ 1) log(1 + |y|*) )
flay) = 22+ se (z,y) € R\ {(0,0)},

0 se (ZE,y) = (070)7

e dimostrare che f & continua in (0,0) per ogni a > 0;
e determinare i valori di affinché la funzione risulti differenziabile nell’o-
rigine.
Esercizio 2.12. Studiare la differenziabilita in (0, 0) per la funzione f: R* —
R definita come segue

(1 —cosz)(1 — cosy) sin (zy) )
fla,y) = 2ty se (z,y) € R?\ {(0,0)},

0 se (z,y) = (0,0).

2.2 Campi di esistenza per funzioni di piu
variabili

Esercizio 2.13. Disegnare nel piano cartesiano il campo di esistenza della

funzione
l—2z—y

f(z,y) = e

Esercizio 2.14. Disegnare nel piano cartesiano il campo di esistenza D della

o) =tog (152 )

1—-3z—vy

funzione

Disegnare inoltre 'insieme {(z,y) € D: f(z,y) > 0}
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Esercizio 2.15. Disegnare nel piano cartesiano il campo di esistenza D della

funzione
2 +y? -9
y—
Disegnare inoltre gli insiemi di livello Ay(k) = {(z,y) € D: f(z,y) = k}

[, y) =

per i valori di k € R che rendono Af(k) non vuoto.

Esercizio 2.16. Disegnare nel piano cartesiano il campo di esistenza D della

funzione

Flo,y) = V=

Disegnare inoltre il sottolivello {(z,y) € D: f(z,y) < ve'3 —1}.
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Capitolo 3

Ricerca degli estremi per

funzioni di piu variabili

Esercizio 3.1. Calcolare gli eventuali massimi e minimi relativi per la fun-
zione

fla,y) = 2y’ — 2%y’
Calcolare inoltre la derivata di f in (1, 3) lungo la direzione (@, ‘/75)

Esercizio 3.2. Determinare su R? gli eventuali massimi o minimi relativi e

assoluti della funzione
flz,y) = (6“2 — 1)210g (1 + yz) +22+x

[Soluzione: la funzione possiede un unico punto critico (—%, 0) che € minimo

assuluto su tutto R?.]

Esercizio 3.3. Calcolare massimo e minimo assoluti per la funzione
fla,y) = 2* + V3ry® + 4
nel semicerchio unitario contenuto nel primo e secondo quadrante del piano.
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Esercizio 3.4. Determinare massimo e minimo assoluto per la funzione

floy) = +y)e™
sull’insieme 7' = {(z,y): 0 <y <1 — |z|}.

Esercizio 3.5. Data la funzione f(z,y) = 22* + y* — 222y? + 42 — 69> + 1,
determinarne gli eventuali punti di minimo e massimo relativi e assoluti in

tutto il piano.

Esercizio 3.6. Studiare la natura dei punti critici della funzione
f(z,y) = 2 + 22%y — day® — 8y°

e determinare massimo e il minimo assoluto assunti da f nel triangolo di

vertici (0,0), (1,0) e (1,2).
Esercizio 3.7. Data la funzione

f(z,y) = 22%y — log (1 + 2t + yz)
determinarne minimo e massimo nel quadrato @ = [—1,1] x [—1, 1].

Esercizio 3.8. Calcolare il massimo e il minimo assoluto della funzione
flay)=y* —2*+ 3z
nella corona circolare di centro 1'origine e raggi 1 e 2.

Esercizio 3.9. Determinare i punti di minimo e massimo assoluti della

funzione
a?y? 2,2
flz,y)=e =2 (2—27Y")

nel cerchio chiuso di centro 'origine e raggio 1.
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Esercizio 3.10. Calcolare massimo e minimo assoluti per la funzione
flw,y) = 2* + V3zy® + 4
nell'insieme D = {(z,y) e R*: z € [-1,1], 0<y <1 —2%}

Esercizio 3.11. Dimostrare che i punti a distanza minima dall’origine per

Pellisse , )
x Yy
e et

con a # b, sono rispettivamente (+a,0) se a < b e (0, £b) se a > b.

Esercizio 3.12. Dimostrare che la funzione f(x,y) = 22 —2y?+ 22y ammette

un unico punto critico che non e di estremo relativo.

Esercizio 3.13. Calcolare il massimo e il minimo assoluto della funzione

1

flz,y) = 596y(x2 + %)

nella porzione di cerchio di centro l'origine e raggio 2 contenuta nel primo

quadrante del piano xy.
Esercizio 3.14. Calcolare il massimo e il minimo assoluto della funzione
fle,y) = a(1+ 2" + 47

nella porzione di cerchio di centro 1’origine e raggio 1 contenuta nel primo

quadrante del piano xy.

Esercizio 3.15. Determinare gli estremi assoluti della funzione f(x,y) =

zy — x? sul triangolo di vertici (0,0), (1,1) e (0,2).

Esercizio 3.16. Dimostrare che (0,0) ¢ un punto critico per la funzione

f(z,y) = zy(e® — e¥). Si stabilisca inoltre se (0,0) ¢ un estremo relativo per

f
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Capitolo 4

Forme differenziali/campi

vettoriali

Esercizio 4.1. Sia
1 9 9 x?
w = <§log(:c +y ) +Jc2+y2> dx +

Dire se la forma w € esatta ed in caso affermativo determinare la primitiva

d
2+ y? Y
di w che vale zero nel punto (1,0).
Esercizio 4.2. Si consideri il campo vettoriale

F(z,y) = (3x2y2 + 2y, 223y + 2 + 3y2)

Dire se F' & conservativo e calcolare il lavoro compiuto da F lungo curva

Y(t) = (* + €', t +logt) con t € [1,¢].

Esercizio 4.3. Calcolare I'integrale della forma differenziale

x2(x2 _ y2)

sulla curva v definita come la porzione di ellisse di equazione x? + ‘1’4—2 =1

contenuta nel primo quadrante e compresa fra le rette y = %gx ey =3z
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Esercizio 4.4. Provare che la forma differenziale

1 — 22 4 y? 21y P
:L‘_
ey T

w =

e esatta e dimostrare che esiste una primitiva che assume massimo assoluto

uguale a 1 sulla circonferenza di equazione x? + y? = 1.

Esercizio 4.5. Calcolare I'integrale della forma differenziale

1+ g2 1+ 22
w:x\/1+x2d:ﬂ+y<ey~l— 152 dy ,

lungo il segmento che ha per estremi (0,0) e (1,2).

Esercizio 4.6. Sia w la forma differenziale lineare

xy V1—2?
dz + 5 s dy
(1 —a22 +y?)V1—a? l—z%+y

Determinare il dominio D C R2 di w e stabilire se la forma in esame ¢ esatta

w =

in D. In caso affermativo, indicata con f : D — R la primitiva di w che vale

zero nell’origine, si determini l'insieme di livello
7
{(‘ray> eD: f(a:ay) = Z}
Esercizio 4.7. Si consideri il campo vettoriale
F(z,y) = (a(z,y), ze™ + ye ™)

Fornire almeno un esempio di funzione a € C'*(R?) tale che F' sia conservativo

in R2. In corrispondenza di tale scelta, determinare tutti i potenziali di F.

Esercizio 4.8. Calcolare il lavoro dal campo vettoriale F'(z,y) := (zy?, 2%y)
5]

compiuto sulla curva di equazione polare p = e~ con 0 € [O }

16



Esercizio 4.9. Si consideri il campo vettoriale

e = (s )

1+ev’ (1+ev)?

Indicare se F' & conservativo su tutto R? ed in caso affermativo calcolare tutti

i potenziali di F'.

Esercizio 4.10. Si consideri il campo vettoriale

o= (12 )

1+ 22y2" 1+ 22y?

Indicare se F' & conservativo su tutto R? ed in caso affermativo calcolare tutti
i potenziali di F'. Calcolare infine I'integrale curvilineo lungo la curva grafico

della funzione h(z) = 2> — z con z € [1,2].

17



Capitolo 5

Integrali multipli e su curve e

superfici

Esercizio 5.1. Calcolare il volume del solido E ottenuto ruotando attorno

all’asse delle z il dominio D del piano yz definito come segue
D={(y,2) eR*: 1<y<4, 1<yz<8}
Esercizio 5.2. Calcolare il flusso del campo vettoriale

1
F(z,y,2) = 3 (€1 + vz + 27e3)

uscente dalla frontiera del solido E dell’esercizio precedente.

Esercizio 5.3. Nel piano yz si consideri la curva grafico v della funzione
z=eYcony € [log3,logh] e sia S la superficie che si ottiene ruotando =
di un giro completo attorno all’asse delle y orientata in modo che la seconda

componente del campo versone normale sia positiva.

e Calcolare I'area di S;

18



e Calcolare il flusso del campo vettoriale F'(z,vy, 2) = (zz,zy,yz) attra-

verso S.

Esercizio 5.4. Nel piano zy, sia D l'intersezione dellaa porzione di corona
circolare di raggi 1 e 3 centrata nell’origine contenuta nel semipiano y > 0

con la parte di piano compresa fra le rette y = v/3z e y = —z. Calcolare

//D e_($2+y2)dxdy

Esercizio 5.5. Sia D = {(u,v) € R*: 0 < u <1, 0<wv <"} Si

consideri la superficie ¢(u,v) = (u, v2logv,u) con (u,v) € D. Si dimostri

che ¢ e una superficie regolare. Indicato con S il sostegno di ¢, calcolare
/ rzdo
S
Esercizio 5.6. Sia D la porzione di piano racchiusa dalla curva di equazione
(332 + y2)2 — 352 - y2

Calcolare il volume dell'intersezione del cilindro C' = {(x,y, 2) € R3: (z,y) €

D, z > 0} con la palla di centro (0,0,1) e raggio 1.

Esercizio 5.7. Dato l'insieme C = {(z,y) e R?: 1 < 2?4+ ¢y* <4, z—y <

//C(xQ—l—yQ—y)da:dy.

Esercizio 5.8. Calcolare I'integrale

/$2d0,
b

dove ¥ e la superficie ottenuta ruotando di un giro completo intorno all’asse

0}, calcolare

r la curva del piano xy di equazione parametrica y(u) = (sin®u,cos®u),

u e (0,7/2).

19



Esercizio 5.9. Sia v la curva di equazioni parametriche

r =4cost
te [o,—}
y:\/isintcost 2

Dimostrare che v € una curva regolare, semplice e non interseca la retta oriz-
zontale r di equazione y = v/2. Determinare 1’area della superficie ottenuta

ruotando di un angolo retto il sostegno di v attorno ad r.

Esercizio 5.10. Siano B la palla di centro l'origine e raggio v/3 e P il
paraboloide

P={(r,y,2) e R®: 2% +y* <2z}
Calcolare il volume dell'insieme B\ P.

Esercizio 5.11. Calcolare

x
T dady,
//171+x2+y2 4

dove D ¢ il dominio compreso fra U'intervallo [0, 1] dell’asse delle z e il grafico

della funzione
1

@)=

Esercizio 5.12. Sia D il dominio del piano compreso fra la curva ~ di

equazioni parametriche

z(t) =t —t3
t €10,1]
y(t) =2t — 2

1
// dxdy.
p T +6

20

e I'asse delle y. Calcolare




Esercizio 5.13. Sia C il cerchio di centro (1/2,0) e raggio 1 e D 'intersezione
di questo cerchio con il primo quadrante del piano xy. Calcolare il volume
dei due solidi che si ottengono ruotando D una volta rispetto all’asse x e una

volta rispetto all’asse y.
Esercizio 5.14. Calcolare il volume di B\ E e di E'\ B, dove

B={(z,y,2) eER*: 2 +¢°+2* <1}
(5.1)

2 2
E:{(a:,y,z)E]Rg: %+yz+422§1}.

Suggerimento: ricordare che l'ellissoide di semiassi a, b, ¢ > 0 ha volume pari

a 4?”abc.
Esercizio 5.15. Calcolare I'integrale curvilineo

/xzds
”

dove v rappresenta nel piano xy la curva di equazione cartesiana
y = —log(1 — z?)
con r € [0, %]

Esercizio 5.16. Sia C' il cono circolare retto avente come base il cerchio
di centro 'origine e raggio 1 contenuto nel piano xy e il vertice in (0,0, 1).

Calcolare il flusso attraverso la superficie laterale di C' del campo

F(z,y,z) = ’ Y z
Y Y \/I2+y27 \/x2 +y27

Esercizio 5.17. Sia D l'intersezione del cerchio di centro (0,1) e raggio 1
con il semipiano {y < z}. Calcolare il volume e I'area della superficie del
solido ottenuto ruotando D di un giro completo intorno alla bisettrice del

primo quadrante.
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Esercizio 5.18. Sia
D ={(z,y) €R*: logh <z <logh, e <y<3e"}

e (Calcolare il volume del solido ottenuto ruotando D di un giro completo

attorno alla retta y = 1.

e Calcolare il lavoro del campo vettoriale bidimensionale F(x,y) = (22y, 1y?)

lungo la frontiera di D.

Esercizio 5.19. Calcolare il baricentro del dominio

1 3
D = {(x,y) e R?: 3% <y< 5% et <y< 261}
Esercizio 5.20. Sia P := {(z,y,2) € R®: 4(z* + y*) < 2z < 4}. Calcolare il

flusso uscente dalla frontiera di P del campo vettoriale

® oyt (@ +yP)2
F(%?J,Z) = (EaE7T)

Esercizio 5.21. Sia
D:={(z,y) ER*: e<y<e®, logy << 2logy}

Calcolare il lavoro compiuto dal campo vettoriale F(z,y) = (zy?, zy) lungo

la frontiera di D percorsa in senso antiorario.

Esercizio 5.22. Sia

2
E:= {(x,y,Z)ER?’: x2+y2+zz§1}

Calcolare il flusso uscente dalla frontiera di £ del campo vettoriale

3 2 (2P +y?)z
F(iCay,Z) = (E’E’T)
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Esercizio 5.23. Nel piano xy, si consideri il dominio D compreso le rette
di equazione x = 7 e x = %71’ e le curve di equazione y = sinx e y = 2sinx.
Determinare il volume del solido ottenuto ruotando D attorno all’asse delle

ordinate.

Esercizio 5.24. Calcolare I'integrale

// dedy
DY

doveD:{(x,y)€R2: 0<z<log3, Syge*%}.

1
9

Esercizio 5.25. Determinare il volume del solido

K= {(:E,y,z) € R*: xZO»yZO,OSZS%—arctan(xQ-l—yQ)}
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Capitolo 6
Equazioni differenziali ordinarie

Esercizio 6.1. Risolvere il problema di Cauchy

;

u” — 5u’ + 6u = e sin(3t)

Esercizio 6.2. Risolvere il problema di Cauchy

uw =tu+t

u(0) =2

Esercizio 6.3. Determinare I'integrale generale dell’equazione
u” + 16u = cos(4t)

Determinare inoltre 'unica soluzione tale che u(r) =3 e u/(7) = 0.
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Esercizio 6.4. Risolvere il problema di Cauchy

" ’ _ et
u” 4+ 20+ 2u = s
u(0) =0
w'(0)=0

Suggerimento: adoperare il metodo di variazione delle costanti nella ricerca

di un integrale particolare.
Esercizio 6.5. Risolvere il problema di Cauchy

u' 4+ u — 12u = 2e7t

Esercizio 6.6. Risolvere il problema di Cauchy

u’ + 4u = 3t
u(r) =1
w(m) =0
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