Capitolo 1

Spazi proiettivi numerici



1. Spazi proiettivi su un campo.

Prima di introdurre la nozione di spazio proiettivo numerico su un campo ¢
utile richiamare alcuni risultati relativi ai sottospazi di uno spazio vettoriale di

dimensione finita e costruito su un campo K assegnato.

Sia quindi V,, uno spazio vettoriale di dimensione finita n su un campo K e sia & la

famiglia dei suoi sottospazi. Indichiamo con 0 il vettore nullo dello spazio V,.

Sussistono le seguenti proprieta gia provate nei capitoli precedenti.

1. Il sottospazio H= { 0 } ¢ I’unico sottospazio di dimensione zero ¢ V, ¢ [’unico

sottospazio di dimensione n.
2. Siano H e T due sottospazi .
Hcec T = dmH< dmT
Hcec T, dimH=dmT = H=T

3. ’intersezione di una famiglia di sottospazi ¢ ancora un sottospazio.

4. Siano H e T due sottospazi . Sussiste la seguente relazione (formula di

Grassmann):

dimH+dmT=dm(HnT)+ dim(H+T)

(dove H+T denota lo spazio congiungente He T )

Vediamo ora la nozione di spazio proiettivo numerico su un campo.



Sia K un campo ed r un intero positivo. Sia K™™' lo spazio vettoriale
numerico di dimensione r+1 sul campo K. Gli elementi di K" sono quindi le
(r+1)-ple ordinate ( xg, X1,..., X; ) di elementi di K. Indicheremo con 0=(0, 0,..., 0) il

vettore nullo di K" . Nell’insieme K"'-{ 0} si definisca la seguente relazione
binaria ~

( y09 y19'-'9 Yr) ~ ( 20, Z1y. .. Zr)
se e solo se esiste un elemento p non nullo di K tale che risulti

(ZOa Ziy..., Zr) =P ( Yo, Y15-- - yr)

Quindi due (r+1) —ple sono in relazione tra loro se e solo se esse sono proporzionali

secondo un fattore p non nullo.

E’ facile controllare che la relazione ~ ora introdotta ¢ una relazione di equivalenza
che quindi ripartisce I’insieme K™™' -{ 0 } in classi di equivalenza. Indicheremo in
seguito con X = [( X¢, X1,..., X; )] la classe di equivalenza determinata dalla (r+1)-
pla ( xg, X1,..., %, ) di K™ -{0}.

L’ insieme quoziente K™'-{ 0}/ ~ sara denotato con P, x ed esso & chiamato

sostegno dello spazio proiettivo numerico di dimensione r sul campo K.
Nel seguito gli elementi di P, x cioé le classi di equivalenza, saranno chiamati

punti dello spazio proiettivo. Useremo in seguito 1’applicazione

(1.1) p: K7{0}y > P.«

(proiezione canonica) la quale fa corrispondere al vettore ( X, Xi,..., X; ) la sua
classe di equivalenza [( X, Xi,..., X;)].

E’ utile osservare che la funzione ha la seguente proprieta :

Se H & un sottospazio di K" siha, posto H>’=H -{0},

(1.2) pl(pH) =



Dimostrazione. Sia x un vettore di p”’( p(H’)). Si ha p(x) € p(H’) e quindi &

px)=[x [=p(y)=[y ] con y vettoredi H’.Da [x ]=[y ] segue

x= pycon p = 0.Mapoiché H ¢ un sottospazioed y e H allora
anche Xx= py_ e H. e quindi ad H’ essendo esso non nullo.
Avendo provato che risulta p’(p(H’)) < H’ si ha I’asserto essendo ovvia

I’altra inclusione.

Se [ x]=[(xo0 X15..., X;)] €unpuntodi P, « glielementi xo, xq,..., X,
sono chiamati le coordinate proiettive del punto [ x ] .
Poich¢é una r+1-pla ( yo, yi,..., ¥ ) proporzionale ad ( X, Xi,..., X; ) determina lo
stesso punto [ x | allora € bene precisare che le coordinate proiettive del punto [ x ]
sono r+1 numeri di K non tutti nulli e definiti a meno di un fattore di proporzionalita
non nullo.
Spesso per rendere piu semplice e piu breve la notazione , useremo il simbolo y

per rappresentare il vettore numerico ( Yo, Y1i,---, ¥ )-

Siano
pi=[wil, po=[xa] s -5 pi= [

h punti dello spazio proiettivo. I punti p\=[yv1], p=[v2], .-.., pr= [yn] s1
diranno proiettivamente indipendenti se 1 vettori y, ,y,, ...., y, delle
loro coordinate risultano linearmente indipendenti.

Poiché¢ le coordinate di un punto non sono uniche ma definite a meno di un
fattore di proporzionalita non nullo per rendere lecita la definizione data
occorre stabilire che I’indipendenza proiettiva dei punti p;, p, ...., pn €

indipendente dalla scelta delle coordinate y; , y» , .... , 1y, usate per



rappresentarli. Si scelga per rappresentare il punto p; (i= 1.2,..h) anziche¢ la
r+1-pla y; una ad essa proporzionale e sia z; .

Risulta quindi perognii =1,2,.h, z=p;y; con p; = 0.

Dobbiamo controllare che se i punti p;, p,, .... , pn  sono risultati
indipendenti in quanto tali sono risultati 1 vettori numerici

Yyi, Y2,...., ¥ lO stesso accade anche se vengono usati i vettori

z, &,-...., zn Inquanto come ora controlleremo anche tali vettori

Zi,%, ...., 2, risulteranno linearmente indipendenti. Vediamo.

Siano o, o,,...., 0, scalari tali che risulti
Wzt 0rzot, .o, T 0h2z,=0
Si ha
0zt OaZoty eoee, T Oz =00(Pr1 Y1)+ Q2 (P2 Y2) Ty oevn s + O (pn Yn) =

=(oup)yit (C2p)yot, ..., t(Oup)yn =0

Poiché 1 vettori y;,y,,....,yn Sono per ipotesi linearmente indipendenti
sthaperogni i=1.h ,a;p;=0 edessendoperognii=1....h p; = 0 si
ha per ognii=1....h a;=0 1l che prova che anche 1 vettori

Zi, Z,...., zz sono linearmente indipendenti.

Osserviamo che se [y = [(yo, yib--. ¥2)] © [z ]=[( 20, z1,..., z:)] sono due

punti distinti allora le due (r+1) —ple ( yo, yi»..., y:) € ( 2o, Z1,..., ;) sono non
proporzionali e quindi linearmente indipendenti . Pertanto due punti distinti sono
proiettivamente indipendenti .

Costruiremo ora nello spazio proiettivo, utilizzando la nozione data di punti
indipendenti, dei sottoinsiemi speciali che saranno chiamati sottospazi a ciascuno dei

quali sara assegnato un intero che sara chiamato la sua dimensione.



Vediamo.
Siano [y ]=1[(vo y.--» ¥:)] © [2z]=1[(20, z,..., z)] due punti distinti

chiameremo retta per essi I’insieme dei punti [ x | = [( xo, X15..., X;)] con

(1.3) (X0» XIseves Xt ) = A (Y0» Yioeows Vi) + W ( Zo, Z1ye.ry Z1)

combinazione lineare di (yo, yi,..., ¥+ ) € ( 2o, Z1,..., z;) al variare dei parametri

non entrambinulli A ¢ W .
La retta ora definita viene anche chiamata sottospazio di dimensione uno ed indicata
con S;.

Poiché ( yo, y1,--., ¥r) € ( Zo, Z1,..., Z;)  sono linearmente indipendenti una loro
combinazione lineare dara luogo al vettore nullo solo se i parametri A € L sono
entrambi nulli. Pertanto scegliendo i parametri A ¢ W non entrambi nulli il
vettore ( x¢, Xy,..., X; ) ¢ non nullo e pertanto definisce le coordinate di un punto
dello spazio proiettivo. E’ chiaro che se [( Xo, Xi,..., X, )] € il punto della retta
corrispondente ai parametri A e W lo stesso punto si otterra scegliendo i

parametri pA e pu con p = 0. Pertanto interpretando la (1.3) come una relazione
tra punti dello spazio proiettivo i punti della retta sono descritti tutti facendo si
variare 1 parametri A ¢ W ma tenendo conto che coppie di parametri tra loro
proporzionali danno luogo allo stesso punto. Cio detto possiamo calcolare quanti
punti possiede una retta .

Proveremo ora che le rette sono tra loro equipotenti risultando per ognuna di esse

(1.4) |S;| = K| +1

Abbiamo gia detto che i punti della retta vengono descritti attraverso le coppie



(A , p) tenendo pero conto che coppie proporzionali determinano lo stesso punto
della retta. Si considerino tutte le coppie (A , 1) al variare di A in K. Tali coppie
sono evidentemente a due a due non proporzionali tra loro e quindi determinano | K |
punti distinti della retta. La coppia ( 1, 0) non proporzionale a nessuna delle coppie
(A , 1) determina un ulteriore punto della retta .La retta non ha pero ulteriori punti in
quanto ogni coppia (A , u) non nulla ¢ proporzionale ad ( 1, 0) se¢ u=0 ed¢
proporzionale ad una delle coppie (A , 1) se¢ p# 0 risultando proporzionale alla
coppia (A n , 1). La(1.4) ¢ cosi provata.

Poiché ogni campo ha cardinalita maggiore o eguale a due allora ¢ provato che :

(V) ogniretta ha almeno tre punti.

Osserviamo infine quanto segue. I vettort 'y = ( yo, Yi,-.-, V) € Z =( Zo, Z1,..., Z;)
determinano nello spazio vettoriale K™ attraverso tutte le loro combinazioni lineari
un sottospazio V, = [y, z] di dimensione due ed i cui vettori non nulli sono le
coordinate dei punti della retta peripunti [y ] e [z] . Pertanto i punti della nostra
retta altro non sono che le classi determinate dai vettori non nulli del sottospazio

V,=[y,z] .Indicatocon V’,=V,—(0) posiamo affermare che risulta

S =4£(V7)
( avendo al solito indicato con £ la proiezione canonica di K™= {0} in P.,).

E’ chiaro inoltre che se y’ € z’ sono due vettori indipendenti di V,=[y,z] risulta
V,=[yY,2 ]=][y,z] equindi la retta peri punti [y ] € [z] non cambia se si

sostituiscono questi due punti con altri due punti distinti della stessa retta.

Siano A = [(ay, aj,...,a;)] , B=[(bg,by,....,b)], C=[(co ci,...,c)] tre

punti proiettivamente indipendenti. Poiché 1 vettori a = ( a, ay,..., a;) ,



b =( by, by,..., b;), ¢ =(cop, Cy,..., ¢;) sono linearmente indipendenti nessuno di
essi ¢ combinazione degli altri due e cosi nessuno dei tre punti dati appartiene alla
retta determinata dagli altri due. L’ indipendenza dei tre punti dati corrisponde quindi
al fatto che essi sono tre punti non allineati. Possiamo considerare I’insieme dei punti

[x ] =[( X0, X15..., X; )] dello spazio con

(15) (XQ, X],...,Xr): a (a(), 31,...,ar)+ B(bo, b],...,br)+’Y(C0, C1,...,Cr)

al variare della terna (o, B, ) in K® — (0,0,0). Osserviamo ancora come gia fatto per
la retta che poiché i vettori ( ag, a,..., a;), ( by, by,..., b)), (o, C1p..., C;) SONO
indipendenti nella (1.5) il vettore ( X, Xi,..., X; ) sard il vettore nullo solo scegliendo
o= B =1v=0. Pertanto per una scelta della terna (o, B, v ) in K’ — (0,0,0) si avra
che il vettore ( X, Xy,..., X; ) € non nullo e quindi determina un punto dello spazio
proiettivo. Ancora una volta ribadiamo che due terne (a, B, v)e

(a’, B>, v°)di K’—(0,0,0) che siano tra loro proporzionali determineranno lo stesso
punto. L’insieme dei punti [x ] = [( X¢, Xi,..., X; )] dello spazio cosi ottenuto sara
chiamato piano o sottospazio di dimensione due ed ¢ indicato col simbolo S,.

Come gia fatto per la retta , con le stesse argomentazioni, si riconosce che il nostro
piano S, si puo ritenere I’immagine tramite la proiezione canonica del sottospazio di

dimensione tre (privato pero del vettore nullo) generato dai vettori a., b., ¢.. Detto

Vs;=[a,b,c] eposto V3=V;—-(0.) siha:

Sy = £(V’3)

Con le stesse argomentazioni gia fatte per la retta ¢ ovvio che il piano S, non cambia
se si considerano su di esso altri tre punti non allineati.

Possiamo ora dare una definizione generale nella quale rientreranno quelle di retta e
piano gia date, date a parte solo per avvicinare gradualmente lo studente a questa

definizione generale.



Siano quindi

Po=[yol » pi=[vil, - pv= [yl

h+1 punti ( I<h <r) dello spazio proiettivo proiettivamente indipendenti.

Possiamo considerare 1’insieme dei punti [x ] = [( X, X1,..., X;)] dello spazio con

(1.6) X=0OgYoT+ Oy +....... + Y op Y

al variare della (h+1)-pla (0o, oy, ....,a,) in K™ =(0,0,.....0).

Osserviamo ancora come gia fatto per la retta e per il piano che poiché 1 vettori

YO » Y1 seeneene , Yo  sono linearmente indipendenti nella (1.6) il vettore x sara il
vettore nullo solo scegliendo oy = o= ...=,a, = 0 . Pertanto per una scelta dei
parametri (ap, Oy, ...., 0y ) In KM (0,0,.....0). si avra che il vettore x ¢ non

nullo e quindi determina un punto dello spazio proiettivo. Ancora una volta
ribadiamo che due (h+1)-ple (og, oy, ....,0,) € (a’9, &', ...., @’y ) che siano tra
loro proporzionali determineranno lo stesso punto. L’insieme dei punti .[ x.] dello
spazio cosi ottenuti sara chiamato sotfospazio di dimensione h ed ¢ indicato col
simbolo S,

Come gia fatto per la retta e per il piano , con le stesse argomentazioni, si riconosce
che il nostro sottospazio S, si puo ritenere I’immagine tramite la proiezione canonica
del sottospazio di dimensione h+1 (privato perd del vettore nullo) generato dai

vettori Yo , Vi 5.e..... >Yh

Detto Vi1 = [Yo, Y1 seeeenes Yo ] eposto V' =Vy—(0) siha.

Sh = £ (V'hi1)

Con le stesse argomentazioni gia fatte per la retta e per il piano ¢ ovvio che il

sottospazio S, non cambia se si considerano su di esso altri h+1 punti indipendenti .
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I nostri sottospazi S;, di dimensione h con 1< h < r (quindi di dimensione almeno
uno) sono quindi le immagini tramite la proiezione canonica £ dei sottospazi di
dimensione h+1 ( quindi di dimensione almeno due ) dello spazio vettoriale K ™' . In
tale visione vediamo chi sono 1 sottospazi di dimensione -1 e 0 dimensioni
possibili essendoci nello spazio vettoriale K ™" sia i sottospazi di dimensione uno e

sia quelli di dimensione zero.

Vediamo
Sia ora [ y ] un punto dello spazio proiettivo e sia V; il sottospazio di

dimensione uno generato dal vettore non nullo y .

Ovviamente risulta, posto V' =V,—(0)

[y] =2V
e cosi 1 singoli punti possono essere considerati come sottospazi di dimensione zero
risultando essi I’immagine tramite £ dei sottospazi di dimensione uno di K"
privati del vettore nullo.
[ punti saranno quindi spesso anche indicati col simbolo S, .
Estendendo ulteriormente tale argomentazione poiché 1’unico sottospazio di
dimensione zero di K™™' ¢ Vo={0} risulta V’y = V, -{0}= @ ecosi
st ha

S.=£ (V') =£(0)=0

Il vuoto € quindi anch’esso un sottospazio ed € I’unico di dimensione -1. Ovviamente

N . . .. . . +1 . . .
P.x ¢ I’unico sottospazio di dimensione r in quanto K ™' & 1’unico sottospazio di
dimensione r+1.

Indichiamo con ﬂ’; , -1 <h <r, lafamiglia dei sottospazi di dimensione h

dello spazio proiettivo P, .
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La coppia ( P.x .( gf_l 350 gfl gfr ) ) ¢ detta spazio proiettivo numerico

di dimensione r sul campo K. Nel seguito perd nomineremo solo il sostegno P,

per indicare lo spazio proiettivo. I sottospazi di dimensione -1 di P.x , cio¢ quelli

generati da r punti indipendenti , sono chiamati iperpiani.

Vedremo in seguito come le rette e gli iperpiani giocano un ruolo importante
nello spazio proiettivo. Proveremo tra poco che I’intersezione di una famiglia di
sottospazi ¢ un sottospazio. Tale proprieta consente di dare la seguente definizione.
Siano S, ed Sy due sottospazi . Si consideri il sottospazio che indicheremo con

Sk USk e che chiameremo il loro spazio congiungente , ottenuto intersecando tutti 1

sottospazi che contengono entrambi .Si osservi che almeno P.x contiene entrambi.

Lo spazio S, U S¢ cosi ottenuto, ¢ ovviamente ( rispetto alla inclusione) 1l piu

piccolo sottospazio che contiene entrambi i1 sottospazi Sped Sy .

I sottospazi dello spazio proiettivo ,come ora proveremo, hanno le seguenti

proprieta :
1. gs_lz{g}ﬂs():{{P}}PPr,K Q¢r2{1~)r,K}

II1. S, ¢ Sy = h< k
Shg Sk h=k= Sh: Sk

III. L’intersezione di una famiglia di sottospazi € un sottospazio.
IV. Siano Sped Sy due sottospazi .

Posto 1=dim (S,nSy) e c=dim (S, U Sy).

Sussiste la seguente relazione ( formula di Grassmann )
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h+k=1i+c.

Dimostrazione . La | ¢ gia stata provata con le argomentazioni
precedenti.

Proviamo la II. Siano S, ed Sy due sottospazi. Siano V’yi e Vi 1
sottospazi per i qualirisulta S, = £ (V') ed Sk= £ (V).
-1 -1 :
Da S, < S¢ segue £ (Sp)=Viic £ (Sk)=Vi .
Da V’yi1 € Vi segue htl < k+1 equindi h<k.
Se Shc Si edé h=kallora ¢ £ (S))=Viic £ (S)=Vi .

Poich¢ ¢ h+1= k+1 da V' < Vi segue Vi = Vi equindi S, =Sy

Proviamo la III. Sia .77 = { S,., 1 €l } una famiglia di sottospazi. Per
ogni iel siaV’, i, ilsottospazio perilqualesiha S,. =£(V’,.+1) .
Si ha ﬁ-l (NS )= ﬂ,@-l (S,)= NV’ . dacuisegue
(1.7) NS, =£(NV’,.)

e ci0 prova I’asserto in quanto N 'V’, 4, € un sottospazio.

Proviamo la I'V. Siano S, ed Sy due sottospazi .

Sia S;=Spn Sk e S¢=Sy uSk. Siano V', e V' 1 sottospazi per 1 quali

risulta Sy = £ (V1) ed Sk= £(V’ks1). Perla (1.7) siha
Si=£2(Vin Vi) =£2Vin) .

Proviamo che £ (V’ni1+ Vi) =£ (V'c1+1) ¢il sottospazio S, =S, U Si
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Sia S;=£ (V’hi1+ Vi) . Poiché  V’p+ Vi contiene Vyy € Vi

allora S; contienesia S, che Sy .Se S, =4 (V') contiene S, ed S
-1 . . ..

allora ,usando £ ', sihache V', contiene V’y; e Vi e quindi

Vii+ Vi .Mase V', contiene V' + V' allora S, contiene S; .
Cosi S; risultando il piu piccolo sottospazio che contiene S, ed Sy
coincide con il loro spazio congiungente.

Abbiamo cosi provato che
Se =2V + Vi) =£ V')
Poiché in K ™' vale la formula di Grassmann si ha
(ht1)+(k+tl)=(i1+l1)+(c+ 1)
da cui segue, come si voleva ,

h+k=1i+c.

Concludiamo tale numero mostrando una importante proprieta di cui godono gli

spazi proiettivi numerici P.x, 1r>2.

Gli spazi proiettivi numerici  P.x, r > 2 . sono desarguesiani cio¢
verificano la seguente proprieta configurazionale, che coinvolge punti e rette

nota come

Teorema di Desargues.

Sia U un punto ed a , b, c tre rette distinte per il punto U. Si scelgano
sulla retta a due punti distinti A ed A’ , sulla retta b due punti distinti Be B’ e
sulla retta ¢ due punti distinti C e C’ in modo pero che A, B, C non siano
allineati ed A’ , B’ , C’ non siano allineati. Allora la retta AB interseca la retta
A’B’ in un punto che chiameremo M , la retta BC interseca la retta B’C’ in un
punto che chiameremo T e la retta AC interseca la retta A’C’ in un punto che

chiameremo N . I punti M, N, T risultano allineati tra loro.
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Dimostrazione. Possiamo supporre che il punto U sia distinto dai vertici
A,B,C del primo triangolo e dai vertici A’ , B’ , C’ del secondo triangolo.
Infatti in tal caso il teorema ¢ banalmente verificato . Supposto ad
esempio U = A si ha che 1 punti d’incontro dei latt AB ed A’B’ , ACed A’C’
sono B’ e C’ e quindi il terzo punto essendo quello comune alla retta B’C’ e

BC ¢ allineato con B’ e C’. Nella figura viene illustrata la situazione descritta.
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Indichiamo con u le coordinate di U=[ u ] con a le coordinate di
A=[a],con b lecoordinatediB=[b]econ ¢ lecoordinatediC=[¢c] .

Poiché U ¢ sullaretta AA’ , sullaretta BB’ e sulla retta CC’ siha:

u=oa-+o a
u=pb+pp
u=ye +vy¢

Poich¢ U ¢ distinto dai vertici A,B,C ed A’,B’,C’ gliscalari a,a’, 3,
B’, v,y sono tutti non nulli. Poiché le coordinate proiettive sono definite a
meno di un fattore di proporzionalita non nullo possiamo cosi supporre , pur di

riformulare le coordinate dei punti , che risulti

u=a+ 2’
(1.8) u=b+ b
u=c¢ +¢

Da (1.8) segue allora eguagliando a due a due :

a-b=>»p -2

c-a= a -¢

b-¢=¢-V
Posto

m=a-b=>,-2a

n=c¢-a=a-¢

sihacheil punto M=[m ] ¢ quello comune alle rette AB ed A’B’, il punto
N=[n] ¢ quello comune alle rette ACed A’C’ ¢ T=[t] ¢ quello comune

alle rette BC ed B’C’. Tali punti risultano allineati in quanto ¢
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1=
N
I=
+
-
[
=

e quindi

m=-n -t

L’ asserto ¢ cosi provato.

Dalla formula di Grassmann segue subito che :

Proposizione 1.1 Sia S, un sottospazio e sia p un punto non

appartenente ad esso. Lo spazio congiungente S, U {p} ha dimensione h+1.

Proposizione 1.2 Sia © un iperpiano e sia S, un sottospazio non

contenuto in w. La dimensione dello spazio intersezione S,nm e h-1.

La proprieta che ’intersezione di sottospazi ¢ ancora un sottospazio , consente
di introdurre in P,k il seguente operatore di chiusura.

Se Y ¢ un sottoinsieme di P, x indichiamo con [Y ] il suo spazio congiungente
ottenuto al solito intersecando tra loro tutti i sottospazi che contengono Y.

Per tale operatore sussistono le seguenti proprieta di facile dimostrazione :

a) YcZ = [Y]c[Z]

b) [YUZ]=[Y]u [Z]

Dalla b) segue questa utile proposizione .

Proposizione 1.3 Siano py, p; , ..... pn h+1 punti distinti di P, Lo

spazio congiungente tali punti ha dimensione minore o eguale ad h.

Dimostrazione. Se h =0 o h=1 I’asserto ¢ ovvio . Supponiamo quindi

h >1 e vero ’asserto per h punti .Si ha perla b) :
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[Do,Pis oo Ph]=[D1s - Pu]l U {Po} =S¢ U {po}

avendo posto S;=[p;, .....,pn]. Per 'ipotesi di induzione risulta t < h-1¢
quindi si ha, per la formula di Grassmann,
dm[py,pi,.cc pn]=t+0—-i< h-1-i< h

in quanto ¢ 1=0 se py appartiene ad S; ed i=-1 se p, non appartiene ad S;

Siano po= [Xo] , p1=1[X1], ---» Pn=[Xa] h*Il punti di P, . Si ha

facilmente che lo spazio congiungente tali punti ¢ immagine tramite £ dello

spazio [ Xo, X, ...., Xn | generato dai vettori Xg, X;, ...., X, .In simboli

(1.9) [Po>D1s-sPn]= £ ([ X0, X1, .0, Xn])

Si perviene cosi a questa utilissima equivalenza :

Proposizione 1.4. h+1 puntipy, p;, ....., pn di P,; sono indipendenti

se e solo se risulta:

dim[po,pi,..... pn] =h.

Dimostrazione. Se 1 punti po= [Xo] , p1=[X1], ...., pn=[Xn] sono
indipendenti allora 1 vettori Xo , X; , ...., X, sono linearmente indipendenti e
quindi risulta dim [ X0, X;, ...., Xy | =h+1 e cosi stante (1.9) ¢
dim[po,pi, ..., pn ] =h.

Viceversa sedim [ py,pi,.....,pn ] =h.alloraedim|[ Xo,X;, ...., Xp | =
h+1 e cosi 1 vettori X , X; , ...., X; Sono linearmente indipendenti e ci0 assicura

che i puntipy, p;, ...., pn Sono indipendenti.
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Usando questa equivalenza faremo ora vedere come molte proprieta sulla
indipendenza dei punti , ovvie quando si fa uso delle coordinate, sono

acquisibili per via grafica usando cio¢ solo le proprieta I-IV prima provate.

Vediamo

Proposizione 1.5 Siano py, p;, ...., pn h+1 punti indipendenti di P, e
sia Sy, il loro spazio congiungente. Sia p un punto non appartenente ad S, .
Ipunti py,p;, ... pn, p Sono ancora indipendenti.
Dimostrazione. Per la proposizione 1.4 basta provare che risulta
dim [po,p1, ..., Pn,p]=h+ 1.
Si ha
[Po, D1y PrsPI= [PosDris e ]V {P]

e quindi risulta, per la formula di Grassmann, tenendo conto che per ipotesi ¢

dim [po,p1,..... pn ] =h,
dim [po, P15 ----» Pn > P]=dim [po,p1, .- pn ] ¥ 0= (-1)=h +1.

Dalla proposizione ora provata segue :

Proposizione 1.6 Siano py, p;, ..., pn h+I1 punti indipendenti di P, .
Si possono aggiungere a tali punti altri v —h punti py+;, pp+2, ..., pr in modo
che gli r+1 punti cosi ottenuti costituiscano un sistema massimo di punti

indipendenti di P, .

E’ molto utile la proposizione che segue :
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Proposizione 1.7 Siano py, p;, ...., pr  h+1 punti indipendenti di P,
Si suddividano tali punti in due gruppi il primo sia formato da py, p;, ...., pbm ed il
secondo formato dai rimanenti punti Py, Pm+2 , -, Pn - Allora i punti py, p;, ...,
Dm ed i punti p+;, Pm+2, ---., Pp SONO ancora indipendenti.
Dimostrazione. Siano S; ed Sy isottospazi S; =[po,Pi,----» Pm] €

Sk =[ Pm+t » Pm+2 > ----» P ] . € sia S;il loro spazio intersezione. Ovviamente ¢

Stisk:[p()7pl 5 sy Em]i[pmﬂ apm+25 "")Eh] = [EO,EI 5 sy Em]:Sh

Si ha allora , tenendo conto della proposizione 1.3,
i1=ttk—-h<m+h-m-1-h=-1

Pertanto ¢ 1=-1 e necessariamente t=m e k=h-m-1.

Cio prova che i due gruppi di punti considerati sono anch’essi indipendenti
cosa ovvia se avessimo fatto uso delle coordinate. Inoltre 1 due sottospazi da loro
generati hanno intersezione vuota ed hanno come congiungente lo spazio Sy

determinato da tutti 1 punti assegnati.

Due sottospazi S; ed Sy dello spazio proiettivo P,y si dicono supplementari
se risulta :

St N Sk = o ed Stisk:Pr,k

La proposizione 1.7 ora provata mostra come sia possibile costruire due spazi
supplementari. Bastera infatti considerare r+1 punti indipendenti di tutto lo spazio e
poi suddividerli in due gruppi (in base alle dimensioni che si vogliono ottenere ) e

considerare gli spazi generati da tali due gruppi.

Abbiamo gia annunciato che le rette dello spazio giocano un ruolo cruciale

nella teoria. Le proposizioni che seguono danno corpo a tale affermazione.
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Proposizione 1.8 Sia S, un sottospazio di dimensione h > 2. Sia S).; un suo
iperpiano ed p un punto di S, non appartenete ad S ,.;. Allora S, e ['unione delle
rette [p, y] alvariarediyin S,.;.

Dimostrazione. Ogni retta [p, y] al variare di y in S ; ¢ contenuta in S 1n
quanto S; ¢ un sottospazio e contenendo 1 punti p € y contiene il loro spazio
congiungente che ¢ appunto la retta [p, y]. Un punto z di S diverso da p e non
appartenente ad S;.; congiunto con p determina una retta contenuta in Sy, che per la
formula di Grassmann interseca Sj.; in un punto y di S . Pertanto ogni punto di

S, giace su una delle rette [p, y] con y in Sy, e siha cosi I’asserto.

Dalla proposizione ora provata segue che se il campo ¢ finito di cardinalita q

allora sussiste la seguente formula che fornisce la cardinalita dei sottospazi di P .

(1.10) 1Sy | = ¢ +q""+...+q+l

Dimostrazione. Se h=1 1’asserto ¢ vero come provato in precedenza. Possiamo
supporre h > 1 e vero I’asserto per h — 1. Fissato in Sy, un suo iperpiano S;.; ed un
punto p di S, non appartenente ad S;.; abbiamo visto che Sy, consta di tutti punti delle
rette [p,y ] al variare di y in S;.;. Tali rette private di p sono quindi una partizione

dei punti di Sy, privato di p . Si ha allora

ISy | =q|Sh_1| +1

Da cui segue 1’asserto essendo per I'ipotesi di induzione, | Sy | =q"'+ ...+ q+1.

Proposizione 1.9 Un sottoinsieme X di P, e un sottospazio se e solo se gode

della seguente proprieta :
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(*) la retta che unisce due punti distinti e qualunque di X é contenuta in X.

Dimostrazione. Se X ¢ un sottospazio ¢ p € p’ sono due suoi punti distinti
allora X contiene ovviamente la retta [ p, p’ ] essendo questa il loro spazio
congiungente. Supponiamo quindi che valga la proprieta (*) e proviamo che X ¢ un
sottospazio.

Se X ¢ vuoto o ha un singolo punto esso € un sottospazio. Possiamo quindi
supporre che X possegga almeno due punti distinti e siano p e p’. Per ipotesi la retta
S=[p, p°] ¢contenutain X.Se S;= X allora I’asserto ¢ provato. Possiamo
supporre allora che S; sia contenuta strettamente in X ed esista quindi un punto y di
X non appartenente ad S; . Sia S, lo spazio congiungente y ed S; . Proveremo ora
che il piano S, ¢ contenuto in X .

Per la proposizione precedente il piano S, ¢ 'unione delle rette [p, y] al
variare di p su S;. Per la proprieta (*) tutte le rette [p, y] sono rette contenute in X e
quindi S; € contenuto in X. S

Se S,= X allora I’asserto ¢ provato. Possiamo supporre allora che S, sia
contenuto strettamente in X ed esista quindi un punto y di X non appartenente ad .
Lo spazio S; che congiunge S, cony ¢ contenuto in X in quanto esso ¢ I’unione di
tutte le rette [p,y] alvariaredip in S,.

Se S; = X  allora I’asserto ¢ provato altrimenti etc. etc.Si pud iterare
I’argomentazione e cosi dopo un numero finito di passi troveremmo X =S, o al
limite P, contenuto in X e cio€ coincidente con X. L’asserto ¢ cosi provato.

¢

Daremo ora un ° altra possibile rappresentazione dei sottospazi delo spazio

proiettivo. Fondamentale a tale scopo ¢ la seguente

Proposizione 1.10 Ogni sottospazio S,., (1 < h < r)e intersezione di h

iperpiani.
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Dimostrazione . Ragioneremo per induzione su h. L’asserto ¢ vero per h =1 .
Possiamo supporre h > 1 e vero il teorema per h-1. Quindi per I’ipotesi di induzione
ogni S, h.1) =S ;_n+1 ¢ Intersezione di h-1 iperpiani.

Si consideri quindi un sottospazio S, di dimensione r-h. Si fissino in esso

r-h+1 punti indipendenti e siano p, , p1 , ..., Prn - S1 aggiungano a tali punti ulteriori
h punti p.y+1,...., pr in modo che tutti gli r+1 punti p, , p;, ..., pr siano indipendenti.
Si consideri lo spazio S, ottenuto congiungendo S, con il punto p, e I’iperpiano 7
ottenuto congiungendo gli r punti indipendenti p, , p; , ..., pr.1 - Entrambi tali spazi
contengono S, e d’altra parte il loro spazio intersezione, tenendo conto che S+
non ¢ contenuto in T , per la formula di Grassmann, ha dimensione r-h. Pertanto ¢

Sin=Sin N T .

Ma S+ € per I’ipotesi di induzione intersezione di h-1 iperpiani T, T 5,,.., T 1 €
cosi €

Ssh=Sep N T=mw; N, N...NTH N T

e cio prova 1’ asserto.

La proposizione ora provata mostra I’importanza degli iperpiani nella teoria.

Vediamo come si possono rappresentare gli iperpiani. Un iperpiano 7t € stato da
noi definito come lo spazio generato da r punti indipendenti
[xi ] s [%].
[punti [ X ]di ® hanno quindi coordinate X con X
X = MXi+ L tAX
al variare dei parametri Ay, .... A non tutti contemporaneamente nulli.
Si consideri ora una equazione omogenea non identica di primo grado in r+1

variabili x¢ , Xy, ... , X, del tipo
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(111) a()X0+211X1 +...+ arxr=0
con ay,ai, ...,a, non tutti nulli.
Poiché I’equazione (1.11) ¢ omogenea allora se (yo , yi, ... ,¥r) € una sua soluzione

non nulla anche lar+1 —pla (pyo,pyi, ..., pYy:) con p= 0 ¢una sua soluzione
e cosi ha senso dire che un punto dello spazio P, verifica con le sue coordinate tale
equazione. Consideriamo quindi I’insieme 7t dei punti dello spazio che soddisfano
con le loro coordinate tale equazione. Si tratta quindi di determinare tutte le soluzioni
non nulle di tale equazione e considerare 1 punti dello spazio P, corrispondenti a tali
soluzioni.

Ma ¢ ben noto che tali soluzioni sono un sottospazio di dimensione r di K™™' e
quindi per descriverle tutte ¢ sufficiente determinarne r soluzioni indipendenti tra

loro. Poiche 1’equazione data non ¢ identica uno dei coefficienti ¢ non nullo e sia ad

esempio .

Allora

a= % 1,0,...0)
a

a=( —2,0,1,..,0)
a

a=( —2.,0,0,..1)
a,

sono r soluzioni linearmente indipendenti in grado di generare tutte le altre. I punti
[a:], [a2], ... , [a] determinati da queste soluzioni sono proiettivamente
indipendenti ed ogni altro punto [ X | dell’insieme 7 rappresentato dall’equazione

data ha coordinate x con Xx
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L’insieme 7 ¢ cosi un iperpiano.
Faremo ora vedere che inversamente , dato un iperpiano m c¢’¢ un’equazione

del tipo

aXo +a;x;+...+a,x,=0
che lo rappresenta.
Osserviamo preliminarmente che due equazioni tra loro proporzionali avendo le
stesse soluzioni rappresentano evidentemente lo stesso insieme di punti .
Sia quindi @ un iperpiano e supponiamo che l’iperpiano =« sia quello
determinato dai punti indipendenti

[21]9 [22]9 SR [ﬁr]

Per semplicita poniamo
a :( Oo,0p ...,

or )
a :( BO’BI""aBr)

Qr:('YO,YI,.--aYr)
Un’equazione agxo + a;x; +...+ a, x, = 0 che rappresenti I’iperpiano & deve essere
intanto soddisfatta dalle coordinate dei punti A= [a;] , A=[a,], ...., A= [a].

Pertanto deve averst :

apogtao;t+...tao,=0

30B0+3161+...+ar[3r20
ao’Y0+al’Y1+...+ar’Yr:O

Questo sistema nelle incognite a, , a;,..., a, ¢ omogeneo ed ha infinite soluzioni

tutte proporzionali tra loro essendo I’insieme delle sue soluzioni un sottospazio di
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dimensione uno. Una volta determinati i coefficienti a, , a;,..., a, € chiaro che 1

punti rappresentati dall’ equazione corrispondente sono esattamente 1 punti di 7 .

Quanto ora provato unito a quanto stabilito con la proposizione 1.10 porta ad
una possibile diversa rappresentazione dei sottospazi . Infatti se S, € un sottospazio
allora esistono h iperpiani che si intersecano esattamente nel sottospazio S,
assegnato. Ciascuno di tali iperpiani € rappresentabile con una equazione di primo
grado omogenea in r+1 incognite e pertanto il sistema formato da tali equazioni
rappresenta evidentemente il nostro sottospazio S, .

La proposizione 1.10 che afferma che S, ¢ intersezione di h iperpiani

Un modo costruttivo per determinare tali iperpiani ¢ il seguente :
si scelgano in S;;,  r-h+1 punti indipendenti Py , Py , ..., P, e si completi tale
insieme di punti in un sistema massimo di punti indipendenti di tutto lo spazio P,y
aggiungendo h punti e siano M, , M,..., My,
Si considerino gli h iperpiani =;, ..., m, ottenuti congiungendo 1 punti P; con tutti

1 punti M; escludendone uno , uno alla volta. Si abbia quindi

Tti:[Po,Pl , ---aPr-h M1 ,Mg..., 1\/AI

1

M, ] (i=1,2,..h)

dove il simbolo M. ¢ usato per indicare quale sia il punto escluso.

Tali iperpiani come visto nella dimostrazione 1.10 si intersecano nel nostro

sottospazio S

Concludiamo questo numero osservando che quanto e stato finora illustrato
era possibile anche se avessimo usato inizialmente un corpo K anziché un campo. La
nostra scelta ha avuto due motivazioni : la prima e la semplificazione del linguaggio

e quindi dell’esposizione e la seconda e che lo scopo del corso “ Fondamenti di
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geometria combinatoria” ¢ trattare essenzialmente gli spazi di Galois cioe

costruiti su campi finiti. E” ben noto che ogni corpo finito e un campo.

2. 1l gruppo strutturale.
Un isomorfismo dello spazio proiettivo P,k ¢ una funzione biettiva tra i punti
che trasforma con la sua inversa sottospazi in sottospazi della stessa dimensione.

Vogliamo in tale numero dare una descrizione di tali speciali funzioni. Indichiamo
conG =G (P:x) 'insieme di tutti gli isomorfismi di P,x . L’ insieme ¢ ovviamente

rispetto alla usuale composizione di applicazioni un gruppo con I’identita che funge

da elemento neutro ed esso ¢ chiamato il gruppo strutturale dello spazio proiettivo.

Al fine di determinare il gruppo § indichiamo con (@XK"") il gruppo degli

automorfismi dello spazio vettoriale numerico K.
Come gia visto tale gruppo ¢ determinato ed i1 suoi elementi sono le
. . .. +1 . , . . ..
applicazioni di K" in sé ottenute in corrispondenza delle matrici quadrate non

degeneri ad elementi in K d’ordine r+1.
Il gruppo @(Krﬂ) ¢ ,come gia visto ,isomorfo al gruppo lineare GL(r+1, K)

delle matrici quadrate non degeneri d’ordine r+1 costruite sul campo K.
Sia quindi A una matrice quadrata non degenere d’ordine r+1 . L’applicazione
A: K5 K
che al vettore x fa corrispondere il vettore y = AX ¢ un automorfimo dello spazio
vettoriale K™™' . Esplicitamente :
Yo= ap0 Xo T ap1 X1t...1T o X;
A yi=ajXota;xt...Fa;x,

Y= a0 Xo + adrl X1+...+ dr Xt
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Essendo tale applicazione un automorfismo essa trasforma un vettore non nullo in un
vettore non nullo ed un vettore proporzionale ad X in un vettore proporzionale ad y .
Inoltre essa trasforma sottospazi dello spazio vettoriale K™™' in sottospazi della stessa

dimensione. Possiamo allora definire nello spazio proiettivo la seguente applicazione

wpr : [X]ePix—>[y] ePix con y=Ax

che al punto p di coordinate x fa corrispondere il punto p’ di coordinate y con

y = Ax . La definizione ¢ ben posta in quanto il punto p’ corrispondente a p non
dipende dalla scelta delle coordinate scelte per rappresentare p, risultando A(px)=
=p Ax.

L’ applicazione ®, ora definita ¢ chiamata omografia corrisponedente

all’automorfismo A. Indicheremo con €2 (P,;) [I’insieme delle omografie dello

spazio proiettivo . L’insieme L (P,;) delle omografic ¢ manifestamente un gruppo

ed analizzeremo ora di tale gruppo alcune importanti proprieta.

La prima importante proprieta ¢ fornita dalla seguente

Proposizione 2.1. Siano A e B due matrici non degeneri d’ordine r+1. Si ha :

wy = wg <  B=pAd con p=z 0.

Dimostrazione. Se B =pA ovviamenterisulta ®, = g .Infatti wu
fa corrispondere al punto p di coordinate x il punto p’ di coordinate y = AX.
L’ omografia wg allo stesso punto p fa corrispondere il punto di coordinate
Bx =(pA)x=A(px)=p(Ax)=p_y cioe lo stesso punto p’.
Viceversa supponiamo ®, = g e proviamo cherisulta B=pA con p= 0.
Indichiamo con U, , Uy , ..., U, , U 1 punti del riferimento fondamentale cio¢ 1

punti di coordinate

u, =(1.0......0)
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u; =(0.1.......0)

u, =(0.0....... 1)

u =(L1...... 1)

Indichiamo inoltre con a’,a' ,.....,a" le colonne della matrice A e con

b’,b' ,.....,b" le colonne della matrice B .

Per ognii tra 0 edr I applicazione w,  fa corrispondere al punto U; di
coordinate u ; il punto A; di coordinate A u ;= a .

Analogamente, per ognii tra 0 edr, 1’ applicazione wg fa corrispondere al
punto U; di coordinate u; il punto B; di coordinate B u ; = hi )

Poich¢ ®wn = g sihacheperogniirisulta A; = B; equindi¢
2.1) b =p;a’ con p; = 0

L’omografia ®,  fa corrispondere al punto U di coordinate u il punto W di

coordinate

L’omografia wg fa corrispondere al punto U di coordinate u il punto W’ di

coordinate

Poiche per ipotesi¢ wa = g siha W=W’ e quindi

1

poa’+ pra +t...+tpa =p(a+a +..+a) con p=0
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Da questa segue

(po-p)a’+ (pi-p)a +....+(p-pla =0

Poiché i vettori a' sono indipendenti in quanto A ¢ non degenere si ha

(po-p)=(pi-p)=....=(p-p)=10

ecosi perognii=0,1,...t ¢ p;=p dacui, tenendo conto della (2.1), segue
B=pA.

L’ asserto € cosi provato.

Sia ®, una omografia esia R=( Uy, Uy, ..., U, , U ) il riferimento

fondamentale . Posto

Ai=oa( U;) 1=0,1,..,r ed W=0w,(U)

anche R'=( Ay, A1, ..., Ar , W) ¢ unriferimento in quanto A trasforma vettori
indipendenti in vettori indipendenti.

Viceversa proveremo ora che ogni riferimento dello spazio si ottiene cosi cio¢ ¢
I’immagine del riferimento fondamentale sotto 1’azione di una omografia.

Precisamente sussiste la seguente :

Proposizione 2.2. Sia '=( A,, A1, ..., A, , W) un riferimento dello spazio

proiettivo P, . Esiste una sola omografia w, che trasforma il riferimento

fondamentale R=(U,, Uy, ..., U. , U) nel riferimento RX’.

. . .. 0 1 . . .
Dimostrazione. Indichiamo con a” ,a ,.....,a le coordinate dei punti A, ,

1

Ar,...,A, econ w le coordinate di W. Poiché 1 vettori go ,a ,....,a Sono

indipendenti mentre a’,a' ,....,a"w sono dipendenti si ha :
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+..toa

b ....,a" w_ sono adr+l ad r+1 indipendenti risulta per

Poiché i vettori a°, a
ogni i =0,1,..,.r a; = 0. Pertanto scegliendo opportunamente le coordinate dei

punti A; si puo supporre che W abbia come coordinate

w= a+ta +...+ta

Siaora A =( a’, a ,..,a ) la matrice che ha per colonne le coordinate dei
punti A; . Poiché i punti A; sono indipendenti le colonne di A sono indipendenti e
quindi A ¢ non degenere. L.’omografia w, corrispondente a tale matrice A trasforma

ogni punto U; nel punto A; i=0,1,..,r  ed il punto U nel punto di coordinate

Au=A(u,+tu; +....+u, )=Au,+tAu; +....+ Au,=

=a’+a +...+a =w

cio¢ nel punto W. Pertanto I’omografia w, trasforma il riferimento fondamentale X
nel riferimento ®° .Bisogna ora solo provare che tale omografia w, ¢ unica.
Supponiamo quindi esista un’altra omografia ®g  che trasforma anch’essa il
riferimento R nel riferimento R .

Denotiamo con ho , hl ,....., b le colonne della matrice B .

Per ognii tra 0 edr I applicazione w,  fa corrispondere al punto U; di
coordinate u; il punto A; di coordinate A u ;= a

Analogamente, per ognii tra 0 edr, 1’ applicazione wg fa corrispondere al
punto U; di coordinate u; il punto B; di coordinate B u ; = E )

Poiché perogniirisulta A; = B; siha:

2.1) b' =pa con p; = 0
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L’omografia w,  fa corrispondere al punto U di coordinate u il punto W di

coordinate

L’omografia wg fa corrispondere al punto U di coordinate u il punto W’ di

coordinate

w=Bu=B(u,+t+u; +....+u, )=Bu,+Bu; +....+ Bu,=

= h0+ hl +,,,,,+hr:pogo+ plgl -i-.....-l-prgr

Poiche ¢ W=W’ siha:

1

poa’+ pra +...+tpa =p(a’+a +...+2a") con pz0

Da questa segue

(po-p)a’+ (pi-p)a +...+(p-pla =0

Poiché i vettori a' sono indipendenti in quanto si ha :

(po-p)=(pi-p)=....=(p-p)=10

ecosi perognii ¢ p;=p dacuisegue B= p A. Per la proposizione 2.1 ¢ allora

owp = g e l’asserto € cosi provato.

Al fine di determinare tutti gli isomorfismi dello spazio proiettivo sono utili le

considerazioni che ora faremo.
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Sia 0: K > K un automorfismo del campo K = ( K, +, ") cio¢ una

biezione tra gli elementi di K che abbia le seguenti due proprieta :

0(a+b)= 0() + 0(b)
0(ab)= 0(a) 0(b)

Si prova facilmente che ¢

(2.2) 0(0)=0 e o(1)=1.

Inoltre poiché ¢ iniettivasea = 0 allora 6 (a) = 0 .

Possiamo definire in K™™' 1la seguente applicazione che indicheremo con lo
stesso simbolo 6 ma in grassetto

0 : K" » K
che al vettore x=( X, Xy,..., X; ) facorrispondere il vettore
X = (0(x0), 0(x1),..., 0(xx) ).

L’applicazione 0 & ovviamente biettiva e trasforma il vettore nullo nel vettore
nullo e quindi un vettore non nullo in un vettore non nullo. Inoltre essa € semilineare

cio¢ ha le seguenti due proprieta di facile dimostrazione :

o 0(x+x)=0x)tTox)
i) 0(ex)=0()0(x).

Facilmente si prova inoltre che vettori linearmente indipendenti sono trasformati
in vettori linearmente indipendenti e che sottospazi sono trasformati in sottospazi

della stessa dimensione.
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Partendo dall’applicazione @ possiamo allora definire nello spazio proiettivo Py

la seguente applicazione che , con abuso di notazione , continueremo ad indicare con

0.
9 . Pr,k —> Pr,k

associando al punto p di coordinate x = ( X, X1,..., X; ) 1l punto p’ di coordinate

X* = (0(xo), 0(x1),..., 6(x:) ).

Tale definizione , stante la jj) € ben posta in quanto p’ non dipende dal vettore x
scelto per rappresentare p.

Le proprieta dell’applicazione semilineare 0 : K™™' — K™  comportano che

I’applicazione 0 : P,y — P.x che abbiamo definito ¢ un isomorfismo di Py .
Tale isomorfismo lo diremo inerente all’automorfismo 6 del campo.

Tale isomorfismo trasforma un riferimento in un riferimento e lascia fisso il
riferimento fondamentale.
Osserviamo esplicitamente che quando 0 ¢ I’identita anche I’isomorfismo 0 ¢
I’identita.

Si puo provare il seguente teorema di cui omettiamo la dimostrazione :

Proposizione 2.3. Un isomorfismo o : P, — P, che lasci fisso il

riferimento fondamentale e inerente ad un automorfismo del campo.

La proposizione 2.3 ci aiuta a descrivere gli isomorfismi dello spazio
proiettivo. Vediamo perché.

Sia o : P > P un isomorfismo dello spazio proiettivo e
supponiamo che esso no sia inerente ad un automorfismo del campo. Poiché ® non ¢
inerente ad un automorfismo del campo , per la proposizione 2.3, il riferimento
fondamentale R ¢ trasformato in un altro riferimento ®' . Indichiamo ora con ®,

I’ unica omografia che trasforma ® in R’ (cfr.prop.2.2).
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. . -1 \ . . . . .
L’applicazione ( o) - ® ¢ un isomorfismo che lascia fisso il riferimento
fondamentale ® . Per la proposizione 2.3 si ha allora che esso ¢ inerente ad un

automorfismo del campo e quindi esiste un automorfismo 6 : K — K del campo K

tale che risulti :

(2.3) (0p)' -0 =0

Dalla (2.3) segue allora

(2.4) O = - 0

la quale descrive la natura dell’isomorfismo ® .

Abbiamo cosi stabilito la seguente :

Proposizione 2.4  Gli unici isomorfismi di P, sono le omografie , quelli

inerenti agli eventuali automorfimi del campo e le loro composizioni.

Come corollario di tale proposizione si ha che se lo spazio proiettivo ¢ costruito sul
campo reale esso ha come unici isomorfismi le omografie in quanto il campo reale

non ha automorfismi diversi dall’identita.
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1. Spazi grafici proiettivi

In questo numero daremo la nozione di spazio grafico riconoscendo che questa
struttura geometrica ¢ una generalizzazione degli spazi proiettivi numerici da noi
trattati nei capitoli precedenti. Vediamo la definizione.

Uno spazio grafico di dimensione r ( r € un intero positivo ) € una struttura
geometrica cosi composta. E’ assegnato un insieme non vuoto di cardinalita almeno
due che indichiamo con S; . In tale insieme si scelgano dei sottoinsiemi che vengono
chiamati sotfospazi e siassegni ad ognuno di essi un intero compreso tra -1 ed r che
viene chiamato la sua dimensione. Indichiamo con Sy, un sottospazio di dimensione
h e con con &, la famiglia di tutti i sottospazi di dimensione h . La struttura
geometrica (S; , (91, Py,ecven..... ,9:) ) € chiamata spazio grafico di dimensione r
se sono soddisfatte le seguenti proprieta :

1. L’unico sottospazio di dimensione -1 e la parte vuota di S,

[ sottospazi di dimensione zero sono tutti e soli i singoli punti di S,.

L’unico sottospazio di dimensione r e lo spazio intero S, .

II. Sthk = h<k
Shgsk , h=k :>Sh=Sk

IIl.  L’intersezione di un numero qualsiasi di sottospazi e ancora un

sottospazio.

La proprieta III consente di definire lo spazio congiungente due
sottospazi S, ed Sy . Si definisce spazio congiungente S, ed Sy e
viene denotato col simbolo S.= S, U Sy il sottospazio che si ottiene

intersecando tutti i sottospazi che contengono i due sottospazi S, ed Sy .
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Dati due sottospazi S, ed Sy e denotato con S;= S;, NSy il loro spazio
intersezione e con S.= S, U Sy 1l loro spazio congiungente , si richiede

come ultima proprieta , che :

1V. h+k=i+c (formuladi Grassmann) .

Ovviamente la proprieta Il comporta che

Sh C Sk = dlmSh < dim Sk

Chiameremo rette i1 sottospazi di dimensione uno , piani 1 sottospazi di

dimensione due ed iperpiani 1 sottospazi di dimensione r-1.

Un isomorfismo tra due spazi grafici (S; , (9., Py,.......... P.)) e
(S, (P4, P ,9.)) € una biezione tra i sostegni S, ed S’ che

trasforma con la sua inversa sottospazi in sottospazi della stessa
dimensione.

Per ogni sottoinsieme X di S, denoteremo con [ X ] lo spazio
congiungente X il quale si ottiene intersecando tra loro tutti i sottospazi
che contengono X ( tra i sottospazi che contengono X c’¢ almeno 1’intero
spazio S;). Lo spazio [ X ] ¢ quindi il piu piccolo (rispetto all’inclusione)

sottospazio che contiene X.

Il passaggio allo spazio congiungente ha la seguente proprieta :

(1.1) YcZ=[Y]cl[Z].
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Infatti poich¢ [Z] =2Z o Y allora [Z] o [Y ] in quanto se il
sottospazio [ Z ] contiene Y esso contiene il sottospazio [ Y ] che ¢ il

piu piccolo sottospazio che contiene Y.

Facilmente usando la (1.1) si ha allora attraverso una facile doppia

inclusione, la seguente proprieta :

(1.2) (YU Z]=[Y]uI[Z].

Concludiamo questo numero osservando che ogni retta di uno spazio
grafico ha almeno due punti , un piano almeno tre e cosi via

induttivamente.

2. I primi esempi di spazio grafico.

Esempio I. Abbiamo gia visto che se K ¢ un campo lo spazio proiettivo
P.x ha le proprieta I, II ,IIT, IV e pertanto esso € uno spazio grafico. Lo spazio

P.x hainoltre , come gia visto, queste ulteriori due proprieta :

V. Ogni retta ha almeno tre punti.

VI. In P.g valeil teorema di Desargues qualunque sia r> 2.

Esempio II. Sia S un insieme finito di cardinalita r+1 (r>1). Scegliamo
come sottospazi tutti 1 possibili sottoinsiemi di S ed assumiamo come dimensione
del sottospazio X I’intero h =dimX= |X|-1. Con tale scelta le rette sono le
coppie di punti, i piani le terne , gli S 1 sottoinsiemi di cardinalita quattro e cosi
via.

E’ facile controllare , tenendo conto che se X ed Y sono due sottoinsiemi si ha
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| Xu Y|=X]|+]Y]|-]|X nY |, che I’insieme S con tali sottospazi ¢ uno spazio

grafico di dimensione r.

3. Prime proprieta di uno spazio grafico.

Sia (S; , (P1,Po,eunnnn... , %)) uno spazio grafico di dimensione r.

Sono importanti queste due proprietda immediata conseguenza della formula di

Grassmann.

(3.1) Sia S; un sottospazio e p un punto non appartenente ad S, . Lo spazio

congiungente S, e p ha dimensione h+1.

(3.2) Sia m un iperpiano e sia S un sottospazio non contenuto in w . Lo

spazio intersezione S, Nzt ha dimensione h-1.

Dalla (3.2) segue quindi che due rette contenute in un piano hanno un punto in

comunc.

Dalla (3.1) segue che due punti distinti sono congiunti da una retta. Tre punti ,
tenendo conto della (1.2) , sono congiunti da una retta o da un piano. Quattro punti
sono congiunti da una retta (se sono tutti allineati) o da un piano (se sono tutti
complanari ) o da un S;. Queste considerazioni sono casi particolari di questa

importante

Proposizione 3.1 Siano assegnati h+1 punti distinti p,,p;, ... .... ,Pr- Lo spazio

congiungente tali punti ha una dimensione che non supera h. In simboli

dim [, ,p1, .. ... pul < h.
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Dimostrazione. Per h=1 il teorema ¢ vero in quanto due punti distinti sono

congiunti da una retta. Supponiamo quindi h > 1 e vero il teorema per h punti.

Perla (1.2)siha [po,pi,....... Pu] = {Po } Y [P1s------ ,pn] per cui

dim [po ,P1see-v--- ,pu]=dim[ {p, } U [p1,....... ,pnl |-

Detta t = dim [py,....... ,pn] per I’ipotesi di induzione ¢ t < h-1 e per la

formula di Grassmann , indicando con 1 la dimensione dello spazio intersezione

S Tal | JI ,pn] ,siha:

dim[{p, } v [p1,....... ,pr][Fo+t—1< h-1 -1

Poiché D’intero i ¢ zero se p, appartiene allo spazio [py,....... ,pn] € vale -1 in caso

contrario st ha dim[{p, } U [pi,....... ,pn] = h-1—1 < h e quindi I’asserto.

La proposizione ora provata consente di dare la seguente importante definizione.

h+1 punti p, ,pi,....... ,pn i diremo indipendenti se il loro spazio congiungente ha la

massima dimensione h. In simboli

(Do sPIseessees ,Pn § sono indipendenti < dim [p, ,Piseeeec.. Pul= h.

Due punti distinti sono quindi indipendenti, tre punti non allineati sono indipendenti,
quattro punti non complanari sono indipendenti e cosi via.

Le proposizioni che seguono mostrano che questa nozione di indipendenza ha
molte proprieta , del tutto analoghe a quelle relative alla dipendenza lineare incontrate

nello studio degli spazi vettoriali.



41

Proposizione 3.2 Siano p,,p;,....... ,prn  h+1 punti indipendenti e sia p
un punto non appartenente allo spazio congiungente [p, ,pj, ... .... ,pul- I punti

D> Po Pl e e ,Pn sono ancora indipendenti.

Dimostrazione. Occorre provare quindi che lo spazio [p, po ,p15------- ,Pnl

ha dimensione h+1. Poiché

[P, Po sP1seee---- Pu]= {P} Y [Po D1, ,Pnl

dalle ipotesi fatte e dalla formula di Grassmann segue 1’asserto.

Per la definizione data h+1 punti indipendenti determinano un sottospazio
di dimensione h (il loro spazio congiungente ) ma ogni spazio di dimensione h

¢ lo spazio congiungente h+1 punti indipendenti come mostra la seguente

Proposizione 3.3 [n ogni sottospazio S, di dimensione h ci sono h+1
punti indipendenti . Tali punti sono ovviamente il massimo numero di punti
indipendenti di S, .

Dimostrazione. Siano p, ,pi,....... ,px k+1 punti indipendenti di Sy, e
siano essi ,come punti indipendenti di S, , in numero massimo. Sia Sy lo
spazio congiungente i punti P, ,P1,....... ,px - Si ha ovviamente Sy < S, e
perorisulta Sy =S, . Infatti se fosse Sy < S, preso p in S, -Sg , per
la proposizione 3.2 1 punti p, ,pi,....... ,px p sarebbero ancora indipendenti
contro il fatto che p, ,pi,....... ,px erano indipendenti ed in numero massimo.

Da Sy =S,  segue allora k =h e si ha I’asserto.

Nello spazio S; r+1 ¢ quindi il massimo numero di punti indipendenti di Sr.
La proposizione 3.2 suggerisce come completare un gruppo di punti

indipendenti in un sistema massimo di r+1 punti indipendenti.
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Molto utile ¢ la seguente

Proposizione 3.4 Sia T = { p, .ps,....... ,pn } un insieme di h+1 punti

indipendenti. Ogni sottoinsieme di T e costituito ancora da punti indipendenti.

Dimostrazione. Sia S, 1o spazio congiungente i punti p, ,p1,....... ,Dh-
Si considerino 1 primi m+1 punti p, ,pi,....... Pn (Mm<h) e poi i
rimanenti punti  Ppsq 5pee..-.. ,pn - Siano

St=1[Po sP1sevvve-- ,Pm | ed Sk = [Pl speevvee- ,pn] -

Sappiamo gia che t<m e k <h-m-1 ma se mostriamo che¢ t=m e
k = h-m-1 allora 1 due sottoinsiemi considerati sono costituiti anch’essi da

punti indipendenti. Si ha

St U Sk= [Po »P1see---- Pm | YU [Pmtt speveenen ,Pul = [PosPiseee--- ,pn ] =Sh

Detta i= dim S; n Sy per la formula di Grassmann si ha

i=t+k-h< m+h-m-1-h=-1

Si ha quindi 1=-1 e la relazione

-l1=1=t+k-h< m+hm-1-h=-1

comporta necessariamente t=m e k=h-m-1. Si ha cosi I’asserto.

Importante per il seguito ¢ la seguente nozione. Due sottospazi S, ed Sy di S; si

dicono supplementari se hanno intersezione vuota e sono congiunti da S,.
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Per la formula di Grassmann si ha allora che se S, ed Sy sono supplementari si
ha :
h+k =r-1.

Ripercorrendo la dimostrazione della proposizione 3.4 si ha allora che se

Po sPlservee-- ,pr sono r+1 punti indipendenti suddividendo tale gruppo di punti
in due parti disgiunte si generano attraverso gli spazi congiungenti tali gruppi
di punti, due sottospazi supplementari.

Si ha allora facilmente la seguente

Proposizione 3.5 Dato un sottospazio S; si puo sempre costruire un
sottospazio ad esso supplementare.

Dimostrazione . Si scelgano in S, h+1 punti indipendenti p, ,p,....... ,Pn -Si
aggiungano ad essi opportuni r-h punti pys1 ,....... ,pr 1n modo che i punti
Po sPloeee-r- ,pr siano un sistema di r+1 punti indipendenti. Per quanto gia
osservato 1 due sottospazi Sy, = [po ,P1,------- ,on] €d Sina=[ Pnet 5eeee- - ,pr ]

sono tra loro supplementari.

Dalla proposizione 3.5 segue la seguente

Proposizione 3.6 . Un sottospazio S, e un iperpiano se e solo se esso é
intersecato da ogni retta.

Dimostrazione. Se S;, ¢ un iperpiano per la formula di Grassmann esso ¢
intersecato da ogni retta . Viceversa se S, ¢ intersecato da ogni retta ¢
necessariamente h = r-1. Infatti se fosse h <r-1 un suo supplementare avrebbe

almeno dimensione 1 e quindi esisterebbe una retta disgiunta da S;,.

I sottospazi supplementari hanno questa importante proprieta :
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Proposizione 3.7 Siano S, ed S,,.; due sottospazi di S, tra loro
supplementari. Per ogni punto p non appartenente ad entrambi esiste una
unica retta per p che incide sia ['uno che [’altro.

Dimostrazione. Cominciamo col provare |’unicita. Supponiamo per
assurdo esistano due rette distinte t e t” per p le quali intersecano sia S;, che
St - Siano a e b i due punti che t ha in comune rispettivamente con S, e con
Sini esiano a’ e b’ 1due punti che t° ha in comune rispettivamente con Sy,
econ S.; .Sia m il piano determinato dalle rette t e t’ . Tale piano
contiene quindi le rette L=[a, a’] ed L’=[b, b’]. Le rette L ed L’ essendo
rette di uno stesso piano hanno un punto y in comune . Poiché la retta L ¢
contenuta in S, e la retta L’ ¢ contenuta in S, il punto y ¢ allora un punto
comune ad S;, ed S,;.; 1l che & assurdo essendo essi ad intersezione vuota.

Proviamo ora I’esistenza.

Consideriamo gli spazi Sy =Sp U {p} ed Siv= Sin U {p} . Tali spazi
hanno il punto p in comune e contenendo S;, ed S,;,; hanno come spazio
congiungente lo spazio S; . La dimensione del loro spazio intersezione ¢ allora
1=h+1 +r-h—r=1. Talispazi hanno quindi in comune una retta per p . Tale
retta contenendo p non ¢ contenuta né in S, né in S, ed interseca, per la

formula di Grassmann, in un punto sia Sy che S, .

La proposizione ora provata mette in risalto il ruolo svolto dalle rette di

uno spazio grafico. Infatti possiamo ora provare la seguente :

Proposizione 3.8 Lo spazio congiungente due sottospazi S;, ed Sy di S,
si ottiene come unione di tutte le rette [ x , y | con x punto di S;, ed y punto di
Sk-

Dimeostrazione. Sia S,, lo spazio congiungente S, = Sy U Sy . Se Sy ed
Sk sono disgiunti essi sono spazi supplementari di S;, e ’asserto segue allora

facilmente dalla proposizione 3.6 ora provata. Se S, interseca Sy sia S; il loro
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spazio intersezione. Sia S; uno spazio supplementare di S; nello spazio S;. Sia

ha facilmente S,,=S,u Sy=S; U Sk. Si ha inoltre

Sm=Jxyl € JIxy] < Sn

xeS, XeS,
yeS, yeSy

e quindi [ J[xy]=Sn e cio prova I’asserto.

XeSy
yeSy

Concludiamo tale numero con una utile proposizione che caratterizza 1

sottospazi di uno spazio grafico.

Proposizione 3.9 Un sottoinsieme X di S, e un sottospazio se e solo se
esso ha la seguente proprieta:

(*)  Perognix,yeX laretta [x,y] e contenuta in X.

Dimostrazione. Se X ¢ un sottospazio ed x ed y sono due suoi punti
allora X contiene la retta [x,y] che ¢ lo spazio congiungente x ed y. Viceversa
supponiamo che X abbia la proprieta (*) e verifichiamo che X ¢ un
sottospazio. Se X ¢ vuoto o si riduce ad punto allora X ¢ un sottospazio.
Possiamo quindi supporre che X abbia almeno due punti x ed y. Per ipotesi la
retta S; =[x,y] ¢ contenuta in X. Se S;=X allora X ¢ un sottospazio. Possiamo
quindi supporre che S; sia una parte propria di X. Sia y un punto di X e non
appartenente ad S; . Consideriamo il piano S, che congiunge y e la retta S;.
Proviamo che tale piano ¢ contenuto in X. Sia x un punto di S, diverso day e
non appartenente alla retta S;. La retta t= [y,x] interseca la retta S; in un punto
z. Pertanto la retta t contenendo i due punti y e z di X ¢ contenuta in X. Il punto
x ¢ quindi un punto di X e cosi il piano S, ¢ contenuto in X. Se S, = X allora X
¢ un sottospazio.

Possiamo quindi supporre che S, sia una parte propria di X. Sia y un
punto di X e non appartenente ad S, . Consideriamo lo spazio S; che

congiunge y ed il piano S,.
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Proviamo che tale spazio S; ¢ contenuto in X. Sia x un punto di S; diverso da
y € non appartenente al piano S,. La retta t= [y,x] interseca il piano S, in un
punto z. La retta t contenendo 1 due puntiy e z di X ¢ contenuta in X. Il punto x
¢ quindi un punto di X e cosi lo spazio S; € contenuto in X. Se S;= X allora si
ha I’asserto in caso contrario si procede come in precedenza . Dopo un numero
finito di passi si perverra ,come ultima eventualita , a concludere che S, ¢

contenuto in X e cio¢ S, = X. L’ asserto ¢ cosi provato.

4. Spazi grafici irriducibili.

In questo numero daremo la nozione di irriducibilita analizzando 1’importanza
di tale proprieta e le sue conseguenze.

Abbiamo gia visto che S, possiede r+1 punti indipendenti ma non sempre esso
contiene r+2 punti ad r+1 ad r+1 indipendenti.

Quando lo spazio grafico possiede r+2 punti ad r+1 ad r+1 indipendenti esso ¢
detto irriducibile.

Lo spazio descritto nell’esempio II non ha tale proprieta.

Lo spazio proiettivo P, costruito a partire da un campo K possiede questa

proprieta . Infatti i punti

0, ( 1,0,0......,0)
0,(0,1,0......,0)
0:(0,0,0,......1)
U (LLL,....,1)

sono r+2 punti ad r+1 ad r+1 indipendenti.
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Un sottospazio S, di S, rispetto a tutti i sottospazi in esso contenuti ¢
ovviamente esso stesso uno spazio grafico di dimensione h.

Pertanto lo spazio Sy, ¢ irriducibile se possiede h+2 punti ad h+1 ad h+1
indipendenti.

Una retta quindi ¢ irriducibile se possiede almeno tre punti. Un piano ¢
irriducibile se possiede quattro punti a tre a tre indipendenti cio¢ a tre a tre non
allineati. Un S;3 ¢ irriducibile se possiede cinque punti a quattro a quattro
indipendenti e cosi via.

I due teoremi che seguono sono importanti perché forniranno una condizione
molto semplice che ¢ necessaria e sufficiente per valutare se lo spazio grafico ¢

irriducibile. Vediamo.

Proposizione 4.1 Sia S, uno spazio grafico. Se tutti i suoi sottospazi di
dimensione h+1 (1 <h < r-1) sono irriducibili lo stesso accade per tutti i
suoi sottospazi di dimensione h.

Dimostrazione. Dobbiamo considerare un qualsiasi sottospazio S; di
dimensione h e mostrare che esso ¢ irriducibile cioe¢ che contiene h+2 punti ad
h+1 ad h+1 indipendenti. Sia quindi Sy, un sottospazio di dimensione h. Poiché
h <r-1 esso al massimo ¢ un iperpiano quindi ¢ possibile scegliere un punto p
in S; non appartenente ad S;.. Sia Sy, lo spazio congiungente S;, ed il punto p.

Poiché per ipotesi ogni sottospazio di dimensione h+1 ¢ irriducibile nello
spazio Sy:; da noi costruito esistono h+3 punti ad h+2 ad h+2 indipendenti.
Denotiamo tali punti con p, , pi,.....Pn+1 » Prez - POiché Sy, non pud contenere piu
di h+1 punti indipendenti almeno uno di tali punti non appartiene ad S;. Non ¢
restrittivo supporre che p, non appartenga ad S;. Le rette

Li = [po.p1] » Lo = [Po ,p2] 5----s Liso= [Po, Pn+2]

Sono contenute in Sy;+; € non contenute in Sy e pertanto ognuna di esse
interesca Sy, in un punto.

Denotiamo con
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=L n Sy, @=Ly~ Sp,eeenin.n. , Qno=Lpe N Sy
tali punti di intersezione. Mostreremo ora che tali h+2 punti sono ad h+1 ad
h+1 indipendenti e ci0o provera I’asserto. Dobbiamo escludere uno di tali punti
e mostrare che i1 rimanenti sono indipendenti. Per semplicita escludiamo q.; €
vediamo se 1 rimanenti sono indipendenti. Sia S&= [q1,9p,...,qn+1 ] 10 Spazio
congiungente i punti qi,qp,...,qn+1. Dobbiamo far vedere, per provare la loro
indipendenza, che tale spazio S, ha dimensione h e quindi che ¢ t=h . Poiché
Sy contiene 1 punti qi,qp,...,qnr1 €850 contiene il loro spazio congiungente e
quindi da S; < Sy segue t < h. Il punto p, non appartenendo ad S, non
appartiene ad S; che ¢ contenuto in S;. Lo spazio congiungente S; € p, ha allora
dimensione t+1.
Tale spazio contiene lerette [po , 91 I, [Po > 92 1> --+» [ Po » Qn+1 ], € quindi 1
punti  po, P1 5P2»--» Prr1- 1ali punti sono h+2 punti degli h+3 iniziali e quindi
sono indipendenti . Lo spazio Sy contenendo tali punti contiene il loro spazio
congiungente . Da
Str1 2 [Pos P1 sP25++» Phs1] = She1 segue t+1>h+1 e quindi t >h. Si ha

quindi t=h e I’asserto ¢ provato.

Proposizione 4.2 Sia S, uno spazio grafico. Se tutti i suoi sottospazi di
dimensione h (1 <h < r-1) sono irriducibili lo stesso accade per tutti i suoi
sottospazi di dimensione h+1.

Dimostrazione. Per la proposizione 4.1 ogni retta ¢ irriducibile e quindi
ogni retta ha almeno tre punti. Sia S;.; un sottospazio qualsiasi di dimensione
h+1. Dobbiamo provare che ¢ irriducibile e che quindi possiede h+3 punti ad
h+2 ad h+2 indipendenti. Nello spazio Sy ci sono h+2 punti indipendenti e
siano P, P1 >P2.--» Pn, P Consideriamo i primi h+1 punti p,, p;1 ,p2,.., Pu
e sia Sy il loro spazio congiungente. Tale spazio ¢ contenuto in Sy;; € non
contiene ’ultimo punto p in quanto in S, non possono esserci piu di h+1 punti

indipendenti. Poiché S; ¢ irriducibile in esso esistono h+2 punti e siano
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Jo> 91 592>--» dn» qn+1 che sono ad h+1 ad h+1 indipendenti.

Consideriamo la retta L= [p, qn+1]. Poiché tale retta ha almeno tre punti c’¢ su
di essa un punto q diverso da p e da qu+;. Proveremo ora che gli h+3 punti

Jo> 1 »925+» dn> »P -q sono punti ad h+2 ad h+2 indipendenti. Se si esclude
il punto q 1rimanenti punti sono qo, q; ,q2,--» qn, P Sono indipendenti.

Infatti

[do> Q1 5925+ Ans P 1= [dos Q1,920+, An] Y {PJ=Sk U {p}

e tale spazio ha dimensione h+1 in quanto p non appartiene ad Sy

La stessa argomentazione si puo ripetere se escludiamo il punto p.

Escludiamo uno dei punti qo, qi ,92,.., qn ad esempio qo.

Consideriamo lo spazio S;=[q; ,q2,.., 9, P-q] congiungente i punti

d »9z,--» qn » p»q - Per controllare che gli h+2 punti q; ,q2,.., qu , p,q SONO
indipendenti dobbiamo verificare che lo spazio congiungente S; ha dimensione
h+1. Ovviamente essendo S; contenuto in Sy, risulta t < h+1. Lo spazio S;
contenendo 1 punti p e q contiene la retta [p,q] e quindi il punto qu.+;. Pertanto

S; contiene 1 punti q; ,q,.., qn-Jn+1, P € quindi il loro spazio congiungente

[d1 ,92,-» 90> Aurts P 1= [0 592545 Gh» i) =~ {p}: Sh o {p}

Ma tale spazio ha dimensione h+1, perché p non appartiene ad Sy, ,e quindi si

ha t > h+1 .Sihaallora t=h+1 el asserto ¢ cosi provato.

Le due proposizioni ora provate conducono insieme alla seguente

importante caratterizzazione.

Proposizione 4.3 Uno spazio grafico S, e irriducibile se e solo se ogni

sua retta ha almeno tre punti.
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5. Spazi grafici irriducibili.

In questo numero tratteremo gli spazi grafici irriducibili analizzando le
loro proprieta e le eventuali caratterizzazioni.

La prima importante proprieta ¢ fornita dalla seguente

Proposizione 5.1 Le rette di uno spazio grafico irriducibile sono tra
loro equipotenti.

Dimostrazione. Siano L ed L’ due rette e supponiamo dapprima che
siano tra loro incidenti. Sia 7 il piano che le contiene. Sia O il punto comune
ad L ed L’. Siano p e p’ due punti diversi da O e scelti rispettivamente su L ed
L’. Consideriamo la retta t per i punti p e p’. Poiché ogni retta ha almeno tre
punti possiamo considerare su t un punto u distinto da p e p’. Il punto u non
appartiene quindi né ad L né ad L’ e consente di porre tra le due rette la
seguente funzione manifestamente biettiva

xelL —-»x’ el

con x’ punto di intersezione di L’ con la retta [ x, u].

Siano ora L ed L’ due rette sghembe tra loro cioé che abbiano intersezione
vuota. Sia p un punto di L e p” un punto di L’ e sia t la retta [ p, p’]. Per cid che
precede poiché t intersecasialL cheL’siha |[t|=| L |e |t|=| L | e
cosie¢ |L|=|L]|.

La proprieta ora provata consente di introdurre la nozione di ordine di uno spazio
grafico finito. Sia quindi S; uno spazio grafico finito (I’insieme S; ¢ un insieme
finito). Le rette di tale spazio hanno essendo sottoinsiemi di S;, hanno ciascuna un
numero finito di punti. Poiché le rette sono equipotenti esse hanno tutte la stessa
cardinalita che indichiamo con g+1. L’intero q ¢ detto I’ordine dello spazio S,.
Poiché ogni retta ha almeno tre punti ¢ q > 2. Vedremo piu avanti che tipo di intero €
il numero q.

Uno spazio grafico finito ed irriducibile viene anche indicato spesso col
simbolo S, facendo quindi apparire in questo simbolo sia la sua dimensione sia il

suo ordine.
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Per uno spazio grafico Sr,q ¢ possibile determinare tutti gli aspetti aritmetici
conteggiando sia il numero di punti che ha un sottospazio di dimensione h e sia il
numero dei sottospazi di fissata dimensione. Per il primo aspetto possiamo subito
dare risposta attraverso la proposizione che segue, mentre per il computo dei
sottospazi di fissata dimensione daremo una risposta piu tardi aiutandoci con
strumenti che acquisiremo piu avanti.

Proposizione 5.2 Ogni sottospazio di dimensione h di uno spazio grafico S,
finito irriducibile e d’ordine q ha la seguente cardinalita :

(5.1) |Sh|=q"+q"" +...+q+1.

Dimostrazione. Se h = 1 il teorema ¢ vero perché ogni retta ha q+1 punti.
Supponiamo quindi h > 1 e vero il teorema per i sottospazi di dimensione h-1. Sia
Sy, un sottospazio di dimensione h e siano p,,pi,...pn h+1 punti indipendenti di Sy,
Consideriamo il sottospazio Sy ; di dimensione h-1 che si ottiene congiungendo 1
punti py,pa,...pn. 11 sottospazio S;.; € contenuto in Sy, ed il punto p, non appartiene ad
Sp.1 . I punti dello spazio Sy, diversi da p, , come ora faremo vedere , si ripartiscono

sulle rette [po, x], private di p,, con x variabile in S;_; . In simboli

Sh = U [pO,X]

XeSy

Ogni retta [p, ,x] con X in Sy ¢ contenuta in Sy, e quindi | J [p,,x] € contenuta in

XeSy
Sp. Viceversa sia y un punto di Sy diverso da p, e non appartenente ad S;;. La retta
[po,y] € contenuta in Sy, ed interseca, per la formula di Grassmann , lo spazio Sy in
un punto x,. Pertanto y appartiene alla retta [p,, X,] € quindi S; ¢ contenuto in

U [p,,x] . Si ha allora utilizzando I’ipotesi d’induzione

xeS
1Sh|=q|Shi| T1=q(q"" +...4q+tl )+l =q"+q""+...+q+1.

e quindi ’asserto.

Molto importante ¢ la seguente
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Proposizione 5.3 Ogni spazio grafico S, irriducibile di dimensione r con r > 3
e desarguesiano.

Dimostrazione. Dobbiamo controllare che nello spazio vale il teorema di
Desargues che afferma quanto segue :

Sia U un punto dello spazio e siano a, b, c tre rette distinte passanti per U.
Si scelgano due punti distinti A ed A’ sulla retta a , due punti distinti B ed B’ sulla
retta b, due punti distinti C ed C’ sulla retta ¢ in modo che ABC siano non allineati
ed A’B’C’ siano non allineati. Allora la retta [A, B] interseca la retta [A’, B’] , la
retta [A, C] interseca la retta [A°, C’], la retta [B, C] interseca la retta [B’, C’] e

questi tre punti di incontro sono allineati.

Possiamo supporre sempre che il punto U sia distinto dai punti A,B,C ed
A’,B’,C’ altrimenti 1l teorema € manifestamente verificato.
Supposto infattti A=U siha ABnA’B’=B’, ACnA’C’ =C’ e quindi il

terzo punto BCAB’C’ ¢ allineato con B’ e C’.
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Lo spazio congiungente le rette a ,b ,c avra dimensione tre se le tre rette non
sono complanari ed avra dimensione due se giacciono in uno stesso piano. Possiamo

quindi esaminare separatamente 1 due casi possibili.

Casol Letrerette a, b, c sono congiunte da uno spazio di dimensione tre.

Denotiamo con S; lo spazio congiungente a,b,c. I punti A,B,C sono nello
spazio S; e quindi il piano m da essi determinato € contenuto in S;. Analogamente il
piano ©’ determinato da A’, B’ , C’ ¢ contenuto in S;. I due piani = ¢ ©®° sono

distinti , essendo le rette a, b, ¢ non complanari , e quindi, essendo piani di uno

stesso Sy, hanno una retta in comune che denotiamo con . Le due rette [A, B] e

[A’,B’] giacciono in uno stesso piano , il piano determinato dalle rette a e b , e quindi

hanno un punto E in comune. La retta [A, B] ¢sun e laretta [A’,B’]¢sun’ e

quindi il loro punto comune sta su entrambi i piani e quindi sulla retta £ .

Per le stesse ragioni :

le rette [ A, C]e[A’,C’] hanno un punto F in comune e tale punto appartiene ad £ .

le rette [ B, C] e [B*,C’] hanno un punto G in comune e tale punto appartiene ad £
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Nel Caso 1 esaminato il teorema di Desargues ¢ quindi manifestamente vero.

Esaminiamo ora I’altro caso possibile

Caso 2. Lerette a,b,c giacciono in uno stesso piano.

Sia 7 il piano in cui giacciono le rette a, b, ¢. Poiché la dimensione dello
spazio S, ¢ almeno tre tale piano ¢ una parte propria di S; e quindi ¢ possibile trovare
un punto T in S; non appartenente al piano © . Sia t laretta [ U, T ]. Poich¢ lo
spazio ¢ irriducibile sulla retta t ci sono almeno tre punti e quindi ¢ possibile scegliere

su di essa un ulteriore punto T’ diversoda U e T.

Le rette [A,T] ed [A’ T’] giacciono nel piano determinato dalle rette a e t

ed hanno quindi un punto in comune che denotiamo con A,.

Le rette [B,T] e [B’ T’] giacciono nel piano determinato dalle rette b e ted

hanno quindi un punto in comune che denotiamo con B,

Le rette [C,T] e [C’ T’] giacciono nel piano determinato dalle rette ¢ e ted

hanno quindi un punto in comune che denotiamo con C,,.
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Essendo A,B,C non allineati lo stesso accade per i punti A, , B,, C, ora
costruiti. Il piano m, determinato dai punti A,, B,, C, ¢ distinto dal piano =«

in quanto la retta t ¢ non contenuta in « . I due triangoli A,B,C ed A,, B,, C,

si trovano quindi nella situazione gia esaminata nel Caso 1 e cosi, detta { la retta

comune ai piani mw, € T:

le rette [ Ao, Bo] e [A, B] hanno un punto E in comune e tale punto appartiene ad {
le rette [ Ao, Co] € [A, C] hanno un punto F in comune e tale punto appartiene ad {

le rette [ Bo, Co] € [B, C] hanno un punto G in comune e tale punto appartiene ad {

Analogamente 1 due triangoli A,, B,, C, ed A’ ,B’,C’ sitrovano nella

situazione gia esaminata nel Caso 1 e cosi :
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le rette [ A,, Bo] € [A’, B’] hanno un punto E’ in comune e tale punto appartiene ad

{

le rette [ A, Co] € [A’, C’] hanno un punto F’ in comune e tale punto appartiene

ad [

le rette [ B,, C,] € [B’, C’] hanno un punto G’ in comune e tale punto appartiene

ad

[l punto E ¢un puntodi [ A,, B] edi m . Il punto E> ¢ un punto di [ A,, B,] e di
n . Poiché ¢ unico il punto in cui [ A,, B,] interseca n si ha E=E’.

Per analoghe ragioni ¢ F=F’ ¢ G=G’.

Il punto E ¢ quindi il punto comune alle rette [A, B] ¢ [A’,B’]

Il punto F ¢ quindi il punto comune alle rette [ A, C] e [A’,C’]

Il punto G ¢ quindi il punto comune allerette [B, C]e [ B’, C’]

e tali punti essendo punti dellaretta f sono allineati. L’asserto & cosi provato.

La grande importanza del teorema di Desargues ¢ evidenziata dal seguente teorema

del quale non daremo la dimostrazione .

Teorema fondamentale . Uno spazio grafico S, irriducibile é isomorfo allo
spazio proiettivo numerico P, x costruito su un opportuno corpo K se e soltanto se
esso e desarguesiano.

Tenendo conto della proposizione 5.3 si ha allora il seguente corollario.

Proposizione 5.4 Ogni spazio grafico irriducibile di dimensione almeno tre e

isomorfo ad uno spazio proiettivo numerico P ,.x costruito su un opportuno corpo.
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Possiamo ora considerare uno spazio grafico S; finito, irriducibile e che sia
desarguesiano (ci0 accade sempre se la sua dimensione € almeno tre) . Abbiamo gia
visto che essendo irriducibile le sue rette sono equipotenti e se q+1 ¢ la loro
cardinalita ’intero q ¢ detto I’ordine dello spazio. Avevamo annunciato che
avremmo valutato che tipo di intero ¢ il numero q. Dopo i teoremi enunciati siamo in
grado di dare una risposta. Vediamo.

Poiché lo spazio S, ¢ desarguesiano per il teorema fondamentale esiste un
opportuno corpo K ed un isomorfismo ¢ tra P.x ed S,. La biezione ¢ essendo un
isomorfismo trasforma una retta L di P,x inunaretta L’ di S; ponendo tra esse una
biezione. Si ha allora |[L | =|L’ |=q+1. Ma come abbiamo gia visto

|IL| =|K|+1 equindi¢e q=|K]|.Nesegue allorache K ¢ un corpo finito e
quindi ¢ un campo che, come ¢ noto, ha per cardinalita la potenza di un numero
primo . Ne segue allora q= |K |=p" con p numero primo.

Abbiamo cosi provato la seguente

Proposizione 5.5 L ‘ordine q di uno spazio grafico S, finito irriducibile e

desarguesiano e un numero primo o la potenza di un numero primo.

Sia S, uno spazio grafico irriducibile e dimensione due. Tale spazio ha come
suoi sottospazi solo punti e rette e quindi lo si denota semplicemente come una
coppia ( m, £ ) indicando con m I’insieme dei suoi punti e con £ la famiglia
delle sue rette.

Quando la dimensione ¢ due le proprieta di spazio grafico insieme alla sua
supposta irriducibilita possono essere enunciate in modo equivalente al seguente
modo

L Due punti sono congiunti da una retta
II.  Due rette hanno un punto in comune

III. Ogni retta ha almeno tre punti.
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Uno spazio grafico irriducibile di dimensione due viene chiamato anche
piano proiettivo.

Quando il piano ¢ finito ha per ordine un intero q che ¢ un numero primo o
potenza di un numero primo se esso ¢ desarguesiano come abbiamo sopra provato.

Esistono pero piani proiettivi finiti € non desarguesiani e per tali piani non ¢
noto che tipo di intero sia I’ordine q di tali piani.

Tratteremo in avanti questo problema e vedremo alcune risposte finora note.

Riassumendo abbiamo visto che a meno di isomorfismi se la dimensione ¢
almeno tre c’¢ un solo spazio grafico irriducibile ed esso ¢ P,k (spazio proiettivo
numerico costruito a partire da un corpo K ).

Restano quindi solo da classificare gli spazi grafici irriducibili di dimensione

due cio¢ 1 piani proiettivi.

6. Spazio duale di uno spazio grafico.

In questo numero vedremo come dato uno spazio grafico S; di dimensioner se
ne puo costruire un altro anch’esso di dimensione r che ¢ detto spazio duale .

Prima della sua costruzione sono utili alcune considerazioni.

Abbiamo gia visto come le rette di S, possono generare con le loro unioni tutti
gli altri sottospazi. Allo stesso modo mostriamo ora come gli iperpiani possono
generare con le loro intersezioni tutti gli altri sottospazi . Sussiste infatti la seguente

Proposizione 6.1 Sia S, uno spazio grafico di dimensione r. Ogni sottospazio
S, di dimensione r-h é intersezione di h iperpiani.

Dimostrazione . Ragioniamo per induzione su h. Se h=1 il teorema ¢
banalmente vero. Supponiamo quindi h > 1 e vero il teorema per 1 sottospazi
St_m-1y di dimensione r-h+1. Sia quindi assegnato il sottospazio S,, ( con h >1).
Scegliamo in tale sottospazio r-h+1 punti indipendenti e siano p,pi,...,Prh -

Scegliamo altri h punti q;,qs,...,,qn 1n modo che essi insieme ai punti
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PosP1,----prn  diano luogo ad r+1 punti indipendenti di S..
Sia m DI’iperpiano che si ottiene come spazio congiungente gli r punti indipendenti
PosP1s---sPrh s 41,925 --»»gn1 € S1@  Spp+q lo spazio congiungente S,., col punto qp,.
T=[ Po-P1s-->Prh > 41,025+ - 55001 ] =[ PosP1se-sPren ] V[ A1, o500n1 1 =
= Sen Y [41,92,- - -5 Ghe1 ]
Sent1=Sen U {4y}
Il punto g, non appartiene all’ iperpiano © e quindi lo spazio S, ;. costruito non €
contenutoin w . Sihaallora S,;, <@ ~S;41= S’ . S1 ha cosi
Sih = T A Sphy .
Poiché per I’ipotesi di induzione S, =7 N T N.... n Ty, € intersezione di h-1
iperpiani si ha che
Sch=T NS =T AT AT N O T

¢ Dintersezione di h iperpiani e quindi si ha ’asserto.

Procediamo ora alla costruzione dello spazio duale dello spazio grafico S..

Sia quindi assegnato uno spazio grafico (S; , (9.1,%,,.......... ) di
dimensione r. Denotiamo con S: I’insieme di tutti gli iperpiani di S,
Sceglieremo ora nell’insieme S: alcuni suoi sottoinsiemi che saranno quindi i

suoi sottospazi ed attribuiremo ad ognuno di essi un intero , compreso tra -1 edr,
che definira la sua dimensione . Controlleremo successivamente che le scelte fatte
danno luogo ad uno spazio grafico di dimensione r. Vediamo.

Sia Sy, un sottospazio di S, col simbolo ( S;) intenderemo rappresentare il

sottoinsieme di S costituito dagli iperpiani che contengono il sottospazio S.
(S)={meS : 158}
Questo sottoinsieme € chiamato stella di iperpiani di asse S;, ed ad esso

viene attribuito come sua dimensione I’intero r-h-1. Indicheremo il sottoinsieme

( Sy) anche col simbolo Sun

Per familiarizzare bisogna quindi ricordarsi che la somma tra la dimensione

dell’asse e la dimensione attribuita alla stellaée r-1.
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Denotiamo con &, la famiglia di tutti i sottospazi di dimensione h di S-.

Quando h (dimensione dell’ asse) varia tra -1 ed r I’intero r-h-1 varia
anch’esso tra -ledr.

Proveremo ora, come annunciato ,che la struttura (S ,9," 9 .... P ) &

uno spazio grafico. Prima di controllare che sono soddisfatte le proprieta di spazio
grafico ¢ utile qualche osservazione .

a) Se siintersecano tutti gli iperpiani della stella (S}, ) si ottiene S, .

Infatti abbiamo gia provato che esistono r-h iperpiani
T, N T N.... " T contenenti Sy, e la cul intersezione € S;. Pertanto si ha

Shg ﬂ MC T N T Neeo.. N Ty — Sh
ne(Sy)

dacuisegue S, = (= .

re(Sy)
Proviamo che sussiste tale equivalenza :

b) Sh =Sk < (Sh) 2 (SY
Se Sy, € contenuto in Sy ogni iperpiano che contiene Sy contiene Sy, e quindi ¢
(Sk) = (Sw).
Viceversase (Sx) < (Sy) allora (Jnc ()= equindié S, < Sy .

ne(S,) ne(S,)

C10 premesso possiamo ora verificare che la struttura geometrica
(S: P10 9y ....9P ) &uno spazio grafico.
Proviamo la prima proprieta.
Un sottospazio S. di dimensione -1 si ottiene come stella di iperpiani di asse S,.
Si ha cioé : S. =(S,).
Ma la stella ( S, ) € unica perché unico ¢ I’asse S; ed € vuota in quanto nessun
iperpiano contiene S,. Pertanto ¢’¢ un solo sottospazio di dimensione -1 e questo ¢ la

parte vuota di Si .
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Un sottospazio So di dimensione zero si ottiene in corrispondenza di un iperpiano
S;.1 di Sr , considerando Ia stella avente tale iperpiano come asse.

S =(8n)
Lastella ( S.;) consiste del solo iperpiano S, . Pertanto 1 sottospazi di
dimensione zero sono 1 singoli iperpiani e quindi i singoli punti di S. .
L’ unico sottospazio di dimensione r di S. si ottiene come stella di iperpiani avente
per asse 1’unico sottospazio di dimensione -1 di S, .

S ~(8.)=(2)
Ma la stella ( @ ) ¢ costituita da tutti gli iperpiani di S; e quindi tale stella coincide
con |’intero spazio S.
Dalla proprieta b) sopra provata segue facilmente la seconda proprieta di spazio
grafico

2. S,cS, = hs<k
S,c8S, . h=k =8 =§

Proviamo ora che I’intersezione di sottospazi ¢ un sottospazio. Dobbiamo far vedere
quindi che I’intersezione di stelle di iperpiani ¢ ancora una stella di iperpiani.

Sussiste infatti questa eguaglianza

3. NG = (us,)

iel
La quale afferma che P’intersezione delle stelle (S, ) aventi per asse i sottospazi
S, ¢ la stella di iperpiani avente per asse lo spazio congiungente tali assi.
Per verificare la verita di tale eguaglianza basta far vedere che ogni iperpiano

appartenente all” intersezione [ (S, ) appartiene alla stella (v S, ) e viceversa.

iel
Infatti si ha:

me()S,) © ne(S,) perognii < mo S, perognii < T US <

i€l

no uS, e me(uUs,).



Ovviamente avendo controllato che I’intersezione di sottospazi ¢ un sottospazio si
puo considerare lo spazio congiungente due sottospazi.
Faremo ora vedere che si puo determinare lo spazio congiungente i due sottospazi
S, = (Sin1) ed S = ( S;x.1) mostrando che si ha :
37) S. v S. - (Seh1 N Sexer)
La quale afferma che lo spazio congiungente due stelle, rispettivamente di asse
Sih1 € Sex1 , € lastella che ha per asse ’intersezione degli assi.
Per provare la 3”) bisogna far vedere che la stella ( S,.,.; » Si.k.1) € la piu piccola
stella che contiene sia ( S.p.;) che (Spki) .
Essendo S.p1» Siki < Seni, Sekr da b) segue
(Seh1 ™ Sex1) 2(Sena)  (Sexr )
Sia (S, una stella che contiene ( S;ni) ¢ ( Siki) . Sempre per la b) si ha allora
Sm < Sehi, Seki
Quindi S, < S » Sikr esempre perla b) siha
(Sm) 2( Sent A Sear ).
Avendo provato che lastella ( S.ny » Sk ) ¢ lapiu piccola stella a contenere
(Sin1) e (Sir) la 3%) ¢ verificata.
Proviamo infine che sussiste la formula di Grassmann. Siano quindi assegnati due
sottospazi ( Sy ) ed ( Six) dello spazio duale. Sia
Si=Syp » Sk ed Sc=Sh U Sk
Poiché S, ¢ uno spazio grafico
h+k=1i+c.
Ora per quanto visto
(Sp) v (Sk) =(Snn Sk )=(Si)
(Sh) n (Sk) =(Swv Sc)=(Sc)
E quindi siha dim (S, )=r-h-1 , dim ( Sy)=r-k-1
dim[(Sy) U (Sk)]=r-1-1 e dim[(S,) n (Sk)] =r-c-1.

62
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Da h+k=1itc segue sommando r-1 due volte sia al primo membro che al secondo
membro si ha allora che ¢ soddisfatta la formula di Grassmann , avendosi

dim (Sp)+ dim (Sg)= dim[(Sy) v (S¢) ]+ dim[(Sy) n (S¢)] .

Rileggendo con attenzione quanto fatto in questo paragrafo 6, si osserva che :

a) ogni spazio S, di S, da luogo ad uno spazio di dimensione r-h-1 nel duale
b) la parola contenuto in S, diventa contenente nel duale
¢) per congiungere nel duale occorre intersecare nello spazio S,

d) per intersecare nello spazio duale bisogna congiungere in S,

Usando lo spazio duale si puo provare la sussistenza di un principio detto Principio

di dualita. Tale principio afferma quanto segue

Se una proposizione P é vera in uno spazio grafico risulta altrettanto vera
nello stesso spazio la proposizione P* che si ottenga sostituendo nell enunciato
della proposizione P la parola punto con la parola iperpiano la parola sottospazio S},
con la parola S,.,.;, la parola incluso con include , la parola intersecare con

congiungere e congiungere con intersecare.

Vediamo un esempio che illustri la verita di detto principio.
P : due punti distinti sono congiunti da una retta .
La duale di tale proposizione ¢ :
P* : due iperpiani si intersecano in un S,.,.
La proposizione P* ¢ vera perche conseguenza della formula di Grassmann. Ma il

principio afferma che essa ¢ vera perché ¢ vera la P.
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Infatti poiché P ¢ vera in ogni spazio grafico essa ¢ vera anche nello spazio duale. Se
quindi prendiamo due punti distinti (S,.;) e (S’.;) nel duale il loro spazio
congiungente ¢ una retta . Quindi

dim [(Sr.1) v (S’rp) [=dim (Sep n Sy =1
il che comporta che lo spazio S.; n S’.; ha dimensione r-2.
Una ultima ma importante osservazione ¢ la seguente.
Sia S, uno spazio grafico e siano S; ed S,, due sottospazi tra loro supplementari .
Abbiamo gia visto come sia possibile costruire due siffatti spazi. Infatti se prendiamo
r+1 punti indipendenti di S; la retta che unisce due di essi e lo spazio S,., determinato
dagli altri r-1 punti sono tra loro supplementari.
Quando si ha una coppia (S;, S,.,) di questo tipo si puo costruire una applicazione
biettiva tra S; e la stella di iperpiani di asse S, al seguente modo :

p: peS - Su=S. v {p}

Essendo tale applicazione biettiva ci sono tanti iperpiani passanti per S,., quanti sono i
punti della retta S, e viceversa ci sono tanti punti su S; quanti gli iperpiani per S..,.
Ma gli iperpiani per S, costituiscono 1 punti della retta S - ( S;2) dello spazio
duale determinata dal sottospazio S,.,. Quindi queste due rette S; ed S = (S.o)

sono tra loro equipotenti.
Tenendo conto che per ogni S; si pud trovare un sottospazio S, ad esso
supplementare e viceversa dato un sottospazio S, si pud determinare un sottospazio

S; ad esso supplementare , ¢ facile dimostrare la seguente proposizione.

Proposizione 6.2 Lo spazio grafico S, e irriducibile se e solo se tale risulta il

suo spazio duale.

In particolare se S, € finito ed irriducibile ed ha ordine q allora anche lo spazio
duale che ha la stessa dimensione, ¢ irriducibile ed ha lo stesso ordine q.

Vediamo nel numero successivo 1’utilita di queste proprieta acquisite.
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7. Proprieta aritmetiche di uno spazio grafico finito irriducibile di
dimensione r e d’ordine q.

Procediamo per passi in base alla dimensione per familiarizzare con alcuni
utili meccanismi che si ripetono in ogni dimensione.

Prima di procedere ¢ molto importante osservare che ogni sottospazio di
dimensione h di S; determina un sottospazio di dimensione r-h-1 nel duale e
viceversa e cosi si ha

(7.1) | Do [=] P [ =] Fena |
Pertanto conteggiando il numero dei sottospazi di dimensione h si conteggia anche il
numero di quelli di dimensione r-h-1. Nei primi passi che seguono useremo
volutamente poco questa formula (7.1) che ¢ molto utile per le dimensioni alte

perché riduce di molto il numero dei conteggi da fare.

Passo 1. r=2.

Se la dimensione ¢ due nello spazio ci sono solo punti e rette. Per due punti
passa una sola retta e due rette hanno un punto in comune , Inoltre ogni retta ha q+1
punti, essendo q I’ordine.

Quante rette passano per un punto ? Vediamo .

Sia p un punto e sia L una retta non passante per p . Un punto x di L congiunto
con p da luogo ad una retta per p. Viceversa una retta per p interseca L in un punto.
Pertanto le rette per p sono tante quanti 1 punti di L e quindi q+1.

Poiché ogni punto del piano distinto da p si trova su una retta per p si ha che

[S2[=q(qt) +1=q’+q+ 1.
Consideriamo le coppie ordinate punto-retta (p, L) con p su L. Possiamo conteggiare
il loro numero in doppio modo alla maniera seguente : fissato p si hanno q+1 coppie
del tipo richiesto affiancando ad esso le q+1 rette che passano per esso. Poiché p si

pud scegliere in q° + q + 1 modi le coppie (p, L) con p su L sono (q° + q + 1)(q+1).
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Fissata una retta L si possono costituire con tale retta q+1 coppie (p, L) conp su L
affiancando ad essa i g+1 punti p che ad essa appartengono. Quindi le coppie (p,L)
sono innumero di | £ | (q+ 1) . Eguagliando i due valori trovati

| £ [(q+ 1) =(q"+q+ 1)(gtD).
Siha |£]|=q"+q+ 1.

Passo 2. r=3.

Se lo spazio ha dimensione tre in esso ci sono punti, rette e piani.

Al solito quante rette passano per un punto ? Vediamo .

Sia p un punto e si consideri un piano w non passante per p . Un punto x di tale
piano congiunto con p determina una retta per p. Viceversa una retta per p interseca il
piano 7w e quindi determina un punto x di tale piano. Le rette per p sono quindi tante
quanti i punti di 7 e cioé q° + q +1. Ogni punto di S; distinto da p giace su una retta
per p e quindi si ha :

|Ssl=q(q*+q+D) +1=q"+q +q+1.
Quante rette ci sono ? Vediamo
Conteggiando in doppio modo le coppie punto-retta (p, L) conp suL si ha
@+ +q+D)(q+q+)=]2|(q+]1)
Da cui segue :
| £ |=(*+ (" +q+1)
Quanti piani ci sono ?
I piani costituiscono i punti dello spazio duale il quale ha dimensione tre ed

ordine q .Pertanto i piani sono in numero di q’ +q>+ q+1.

Passo 3. r=4.
Se lo spazio ha dimensione quattro in esso ci sono punti, rette, piani , iperpiani.
Intanto per ogni punto quante rette passano ? Vediamo .
Si consideri un punto p € sia S; un iperpiano non passante per esso . Un punto x di S;

congiunto con p da luogo ad una retta per p . Viceversa una retta per p interseca
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I’iperpiano S; in punto x. Quindi le rette per p sono tante quanti i punti di S; che
sono in numero di q*+ q>+ q+1 . Poiché ogni punto di S, distinto da p giace su una
retta per p si ha :

1Ssl=q(q’ +¢*+q+1)+1=q"+q’ +q +q+1.
Quante sono le rette ?
Conteggiando in doppio modo le coppie ordinate (p, L ) punto —retta con p su L si
ha: (q'+¢+q+q+D)(@+q*+q+l )=]| £ [(qt])
Da cui dividendo per g+1 si ha
Q) &= (q'+ g+ g’ +q+) (g’ +1)
Quanti sono i piani ?
Una piano di S, determina una retta del duale e viceversa una retta del duale
determina un piano di S,. Pertanto i piani sono tanti quante le rette dello spazio duale
che pero ha la stessa dimensione e lo stesso ordine q e quindi il numero determinato
in (j) fornisce anche il numero dei piani dello spazio.
Quanti sono gli iperpiani ?
Gli iperpiani sono 1 punti dello spazio duale . Lo spazio duale ha dimensione quattro

ed ordine q e quindi esso ha q*+ q’+ q* + q +1 punti.
Per esercizio si lasciano 1 casi successivi r=5, r=6 ed r=7 al lettore.

Per valutare I’importanza della (7.1) facciamo il calcolo per la dimensione
r = 8. In questo calcolo ci saranno le idee da seguire per svolgere agevolmente
I’esercizio lasciato al lettore.
Sia quindi Sg uno spazio grafico finito irriducibile di dimensione otto e di ordine q.
I suoi iperpiani , sottospazi di dimensione sette , sono i punti del duale e quindi in
numero di q*+q’+...+q+1.
Perla (7.1)
1 sottospazi di dimensione sei sono tanti quanto quelli di dimensione uno.

I sottospazi di dimensione cinque sono tanti quanto quelli di dimensione due.
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1 sottospazi di dimensione quattro sono tanti quanto quelli di dimensione tre.
Pertanto calcolando il numero delle rette , il numero dei piani ed il numero di S; si ha
una informazione completa.
Useremo per semplificare la scrittura il simbolo . per rappresentare I’intero
q+q’+...tq+l
ed il simbolo A; per la cardinalita della famiglia <.
Per un punto p passano (), rette (quanto i punti di un iperpiano non passante perp ) €
quindi col doppio conteggio delle coppie punto-retta (p, L) conp suL si ha:
0,0, = Ai(q+l)
e quindi A =0,0,/@D
I piani per una retta sono tanti quanto i punti di uno spazio Sg supplementare della
retta . Pertanto conteggiando le coppie retta-piano (L ,m) con L contenuta in = si ha
AOsT A, O
Dalla quale segue Ay = A, 06/0:

Gli S5 per un piano sono tanti quanto i punti di un spazio Ss supplementare col piano.
Pertanto conteggiando in doppio modo le coppie piano-S;, ( @, S;) con =«

contenuto in S; si ha :

A, 0; = As 0,
Da cui segue As= Ay O, /0,

Questo esercizio svolto suggerisce un modo per determinare i caratteri aritmetici di

uno spazio grafico finito irriducibile d’ordine q di dimensione r qualsiasi.
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8. Spazi lineari e spazi proiettivi.

Uno spazio lineare finito ¢ una coppia (S, £ ), dove S ¢ un insieme finito non
vuoto, i cui elementi sono chiamati punti ed £ ¢ una famiglia di parti proprie di S
ciascuna di cardinalita almeno due i cui elementi sono chiamate rette tale che :

(i) Due punti distinti appartengono ad un’unica retta.

Per ogni punto p denoteremo con [p] il grado di p, cio¢ il numero di rette

passanti per p e per ogni retta { denoteremo con [f]o conk, lasua lunghezza,

cioe la sua cardinalita . Si denota di solito con v la cardinalitadi S € con b la
cardinalita di £.
Se n + 1 ¢ il massimo dei gradi dei punti di S I’intero n ¢ detto I"ordine dello

spazio lineare. Evidentemente se lo spazio lineare ha ordine n per ogni retta { risulta

[£] < n+ 1 e conseguentemente conteggiando i punti di S attraverso le rette per un

punto di grado n + 1 si ha:

v<mhtl)n+1= n’+n+1.
Un sottoinsieme X di S ¢ detto sottospazio se X contiene la retta congiungente due
suoi qualsiasi punti .
Lo spazio lineare ( S, £) ¢ detto irriducibile se ogni sua retta ha almeno tre punti.
Siano L ed L’ due rette incidenti tra loro di uno spazio lineare ( S, £) irriducibile.
Sia O il punto comune ad L ed L’. Una retta t che incide L in un punto a diverso da
O ed L’ inpunto a’ di L’ diverso da O ¢ detta una trasversale delle due rette L ed
L.
Lo spazio lineare irriducibile ¢ detto proiettivo se verifica la seguente proprieta,
detta di Veblen-Young
(\V.Y) due trasversali due rette incidenti sono tra loro incidenti.

Si puo dimostrare il seguente
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Teorema [ 6 | Se uno spazio lineare (S, £) finito irriducibile ha la proprieta
(V.Y) allora i punti e le rette di (S, £) sono i punti e le rette di uno spazio proiettivo
Siq

Uno spazio planare finito ¢ una terna (S, £, ) di punti, rette e piani dove
la coppia (S, £) ¢ uno spazio lineare finito e 9 ¢ una famiglia di sottospazi propri

di (S, £) detti piani verificante le seguenti proprieta .

1. Ogni piano ha tre punti non allineati

11. Ogni terna di punti non allineati appartiene ad un unico piano.

Di solito si denota con v la cardinalita dell’insieme S con b quella dell’insieme £ e
con ¢ quella dell’insieme ¢ . L’insieme delle rette passanti per un punto p e
contenute in un piano 7 per p ¢ chiamato fascio di rette di centrop ed . Se n+1 ¢
la massima cardinalita dei fasci di rette , I’intero n ¢ detto 1’ordine dello spazio
planare. Lo spazio planare ( S, £, ) ¢ detto irriducibile se tale € lo spazio lineare
(S, £)

Sia (S, £, 9) uno spazio planare irriducibile. E’ evidente quanto segue :

Se ogni piano dello spazio planare (S, £, &) e un piano proiettivo allora lo spazio
lineare irriducibile (S, £) ha la proprieta di Veblen-Young e quindi i punti , le rette

edipianidi (S, £, ) sonoipunti, le rette ed i piani di uno spazio proiettivo Sr,q.

Uno spazio proiettivo S, di dimensione r ( r > 3) e d’ordine q insieme alla
famiglia £ delle sue rette costituisce uno spazio lineare . I piani sono sottospazi di
questo spazio lineare e se si considera oltre alla famiglia £ delle sue rette anche la
famiglia & dei suoi 1 piani si ottiene uno spazio planare. I piani di S,y sono proiettivi
e quindi per le rette di S, 4 vale la proprieta di Veblen-Young.

Pertanto la proprieta di Veblen-Young caratterizza gli spazi proiettivi quando essi

sono pensati come spazi lineari e la proprieta
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(%) ogni piano é un piano proiettivo.

caratterizza gli spazi proiettivi di dimensione almeno tre quando essi sono pensati
come spazi planari.
Sussistono cio¢ queste due proposizioni.

Teorema I . I punti e le rette di uno spazio lineare finito irriducibile sono i
punti e le rette di uno spazio proiettivo se e solo se le rette verificano la proprieta di
Veblen-Young.

Teorema Il. / punti e le rette ed i piani di uno spazio planare finito irriducibile
sono i punti e le rette ed i piani di uno spazio proiettivo se e solo se i suoi piani sono

piani proiettivi.

9. 1l disegno dei punti e degli iperpiani di S,

In questo numero introdurremo la nozione di disegno a blocchi .
Riconosceremo successivamente che i punti e gli iperpiani di uno spazio grafico
finito irriducibile costituiscono un particolare disegno a blocchi . Riusciremo a
caratterizzare attraverso una semplice proprieta tale disegno.

Un disegno a blocchi ¢ una coppia D=(S,®3) dove S ¢ un insieme finito 1
cui elementi chiameremo punti ¢ % ¢ una famiglia di sottoinsiemi di S chiamati
blocchi verificante le seguenti proprieta :

1. Ogni blocco ha cardinalita k.
2. Per due punti distinti passano A blocchi.

Indichiamo con v la cardinalita di S e con b la cardinalitadi 3 .

Dalle proprieta 1. e 2. segue :
Proposizione 9.1 Per ogni punto passa un numero r costante di blocchi.
Dimostrazione. Sia p un punto. Indichiamo con r(p) il numero di blocchi

passanti per p. Si considerino le coppie ordinate ( p’ , B) punto-blocco , con p’ punto
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distinto da p e B blocco peripuntipep’.

Fissato p’ ci sono A coppie del tipo richiesto affiancando ad esso 1 A blocchi B che
passano per p € p’. Poiché p’ possiamo sceglierlo in v-1 modi le coppie (p’, B)
sono (v-1) A. Fissato B passante per p ci sono k-1 coppie (p’, B) ottenute
affiancando a B 1k-1 punti p’ distinti da p che esso contiene. Le coppie sono
quindi

r(p)(k-1) . Eguagliando i due valori trovati si ha allora

3. r(p) = T

La 3. mostra che I’intero r(p) non dipende da p e quindi sara denotato semplicemente
con T.
Se p ¢ un punto denoteremo con % (p) I’insieme dei blocchi passanti per p e tale
insieme ¢ chiamato stella di blocchi di centro p.
Gliinteri (v,k,A,r,b) sono chiamatii parametri del disegno. Conteggiando in
doppio modo le coppie ( p, B) punto-blocco con p suB si ha :

4. vr = bk

Conteggiando in doppio modo le coppie ordinate ( {x,y}, B)conx edy punti
distinti ¢ B blocco contenente tali punti si ha :

5. v(v-1) A = k(k-1)b

Un disegno di parametri (v ,k, A, 1,b) ¢ detto simmetrico se risulta v=b
o equivalentemente r=Kk.
Si prova che in un disegno simmetrico due blocchi distinti hanno A punti in
comune.
Se D=(S, % ) ¢un disegno simmetrico di parametri(v,k,A) sipuod
costruire un altro disegno D* = ( S*, ®*) detto duale di D al modo seguente. Si
assumano come punti di S* 1blocchi di D e come blocchi di D* le stelle di

blocchi ®( p ) al variare di pin S.
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Se B e B’ sono due punti di S* 1blocchi B( p ) contenenti entrambi sono
quelli il cui centro p € un punto di B n B’ e pertanto sono in numero di A .

Denotiamo con ( v*, k* , A*) 1parametri di D*.

Si ha allora v¥=b=v, k¥*r=k, A*=A

Inoltre due blocchi %(p) e B(p’) hanno A punti in comune
corrispondenti ai A blocchi di D che passano per ipuntipep’.
Utile ¢ la seguente osservazione.
Un caso speciale si ha quando il disegno ( S, % ) ¢ simmetrico ed ¢ A =1. In tal caso
1 blocchi possono essere chiamati rette e la coppia (S, @) ¢ uno spazio lineare.
Dalla 5. Essendo b=v e A=1 siha

6. v=k'—k+1=(k-1)*+ (k-1) +1.

Per ogni punto p di S si ha

v-1 k% k
= = =k
L I

Pertanto i1 punti hanno grado k e le rette lunghezza k e quindi due rette hanno sempre
un punto in comune. Se k=2 ¢ v=3 e lo spazio lineare ¢ un triangolo se k >3
allora (S, %) ¢ un piano proiettivo.

Abbiamo ritrovato in modo piu semplice il teorema fondamentale sugli spazi lineari
grazie alla circostanza che oltre ad essere b=v le rette sono equipotenti.

Abbiamo cosi stabilito la seguente

Proposizione 9 .2 Un disegno simmetrico con parametri (v, k, 1) e un

triangolo se k=2 ed e un piano proiettivo d’ordine k-1 se ¢ k > 3.

Vediamo qualche esempio di disegno a blocchi.

Esempio L. Sia S un insieme di cardinalita r+1 (r>2).Sia % la famiglia di

tutti 1 suoi sottoinsiemi di cardinalita r . Denotiamo con ag ,a,,...., a,. gli elementi
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di S e con B; il sottoinsieme ottenuto privando S del punto a;. L’insieme S con la
famiglia di blocchi By, By,..., B, ¢ un disegno simmetrico di parametri (r+1 , r, r-1).
Infatti se consideriamo due punti ad esempio ay ed a; 1 blocchi che contengono tali
due punti sono B,,B;,...,B; e sono quindi r-1 inoltre la loro intersezione ¢
esattamente la coppia { ap,a;} in quanto per ogni altro punto aj distinto da ajg,ed a; c’¢
tra 1 blocchi B,,Bs,...,B; un blocco, che ¢ Bj, che non contiene tale punto. Se
chiamiamo retta per i punti ag, ed a; la coppia { ag,a;} tale retta incontra ogni
blocco.

Quanto detto sulla coppia { ag,a;} si pud ovviamente ripetere su ogni altra coppia di
punti. Si riconosce cosi che le rette sono le coppie di punti ed il disegno costruito ¢ il
disegno dei punti e degli iperpiani dello spazio grafico di dimensione r avente per
sostegno S e come sottospazi di dimensione h tutti 1 suoi sottoinsiemi di cardinalita

h+1.

Esempio II . I punti e le rette di un piano proiettivo finito d’ordine q sono

punti e blocchi di un disegno simmetrico i cui parametri sono (q*+q+1, g+1, 1).

Esempio 111 . Sia S, , lo spazio proiettivo di dimensione quattro e di ordine q.
Se assumiamo come blocchi i1 suoi piani si ottiene un disegno a blocchi. Infatti ogni
piano ha q*+q+1 punti . Siano p e p’ due punti distinti . Un piano contiene i due
punti se e solo se contiene la retta che li congiunge. Pertanto il parametro A di tale
disegno corrisponde a calcolare il numero di piani passanti per una retta. [ piani per
una retta L sono tanti quanti 1 punti di un piano supplementare della retta L. Pertanto
& A =q*+q+1 . Il parametro b cio¢ il numero dei piani di S44 lo abbiamo
precedentemente calcolato esso ¢ (q*+ q*+q* +q+1) (q° +1).I piani per un punto
p sono tanti quante le rette di uno spazio S; non passante per p. Tale disegno € non

simmetrico ed 1 suoi parametri sono quindi :
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v=q'+q+q +q+l

k=q"+q+1

A =q+qtl

r=(q’+1)(q’ +q +1)

b=(q"+ ¢+ +q+1) (g +1).

Se avessimo assunto come blocchi di S, 41 suoi iperpiani allora avremmo ottenuto un
disegno simmetrico e sarebbe stato un caso particolare di questo esempio V del tutto

generale.

Esempio IV. Sia S, ; lo spazio proiettivo di dimensione r e di ordine q.

Se assumiamo come blocchi i suoi iperpiani si ottiene un disegno a blocchi.
Possiamo assumere r > 2 perché per r=2 si ottiene I’esempio I1.

Siha v=q+q"'+..+q+l
Ogni iperpiano ha
k=q"'+q+ .... q+1 punti .

Siano p e p’ due punti distinti . Se un iperpiano contiene 1 due punti allora esso
contiene la retta L che li congiunge.Viceversa se un iperpiano contiene la retta L
allora contiene i1 due punti . Pertanto calcolare quanti piani passano peripuntipep’
equivale a calcolare quanti piani contengono la retta L. Il parametro A di tale

disegno ¢ quindi il numero degli iperpiani passanti per una retta. Gli iperpiani per una

retta { sono tanti quanti i sottospazi di dimensione r-3 di uno spazio S,.,

supplementare della retta £. 1 sottospazi di dimensione r-3 di S;., sono i suoi
iperpiani e quindi sono tanti quanti 1 punti di S;,. Pertanto €

A=q72+q7 +...Hqtl

Tale disegno ¢ simmetrico in quanto il numero di iperpiani eguaglia il numero dei
punti.

Osserviamo che si considerano due punti p € p’ e si intersecano tutti gli iperpiani che

passano per questi due punti si ottiene la retta { che congiunge tali punti. Inoltre
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* Ogni retta incontra ogni blocco

e c10 accade perché ogni blocco € un iperpiano. Quindi attraverso gli iperpiani con
le loro intersezioni potremmo ricostruire le rette e queste hanno la proprieta *.
Questa idea ¢ la linea guida della dimostrazione del teorema di Dembowski — Wagner
che ora presentiamo il quale fornisce una caratterizzazione del disegno dei punti e

degli iperpiani di S, ora descritto.

Sia (S, % )un disegno simmetrico di parametri (v, k, A ). Possiamo
costruire una famiglia £ di sottoinsiemi di S che chiameremo retfe e mostreremo che
la coppia (S, £) ¢ uno spazio lineare. Siano x ed y due punti distinti di S.
Denotiamo con [ x, y] il sottoinsieme di S che si ottiene intersecando 1 A blocchi
passanti per i punti x ed y. Chiamiamo retta tale sottoinsieme . In simboli

[x,y]= Bin Byn........ N By,
Siano z,z’ due punti dellaretta [ x, y] . Tali punti appartengono ai blocchi
B,,B,,....... , B, equindi 1 blocchi peripunti ze z’ sono gli stessi che

contengono x ed y. Cosi la retta

[z,2’]= [1B=[x,Y]

2B

Denotiamo con £ la famiglia di tutte le rette [ x, y] al variare di x ed y in S.
E’ evidente ora che la coppia (S, £ )¢ uno spazio lineare. Inoltre ogni blocco ¢
un sottospazio di tale spazio lineare.

Supporremo ora che sia verificata la seguente proprieta

(9.1) Ogni retta incontra ogni blocco
Possiamo per la proposizione 9.1 supporre che sia A>1 e valutare le conseguenze
della proprieta (9.1).

Proviamo che :

Proposizione 9.3 Per ogni punto p esiste un blocco B non contenente p. Ne
segue che ogni punto ha grado k.

Dimostrazione. Sia p un punto e sia p’ un punto distinto da p . Poiché r=k > A
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¢’ ¢ un blocco B per p’ non contenente p . Poiché ogni retta incontra ogni blocco le

rette per p sono tante quanti 1 punti di B e quindi il grado di p ¢ k.

Proposizione 9.4 Le rette dello spazio lineare (S, £ ) sono equipotenti.

Dimostrazione. Sia [ una retta. Cisono A blocchi che contengono tale retta
mentre gli altri blocchi intersecano { in un punto. Per ogni punto p di f ci sono

quindi r-A blocchi che intersecano { esattamente nel punto p. Si ha allora

(9.2) b=+ £ |[(r2).
Tenendo conto che b=v ed r=k siha

-A

9.3 f =12

(9.3) ==
e tale formula prova che le rette hanno tutte la stessa cardinalita .

Possiamo ora esaminare separatamente i due casi possibili :

1. Tutte le rette hanno lunghezza due

2. Ogni retta ha almeno tre punti.

Caso 1. Tutte le rette hanno lunghezza due.
Se tutte le rette hanno lunghezza due , calcolando v attraverso le rette per un punto p
sitha v=k+1. Poich¢ ¢ b=v 1blocchisono tutti i possibili sottoinsiemi di
cardinalita k di S. Il disegno (S ,8) ¢ quindi quello descritto nell’esempio 1.
Pertanto 1 punti ed i blocchi del disegno sono 1 punti e gli iperpiani di uno spazio

grafico di dimensione k.

Caso 2. Tutte le rette hanno lunghezza almeno tre.
Denotiamo conn +1 (n> 2 ) la cardinalita comune alle rette. Osserviamo

intanto che , essendo, k > A in ogni blocco ci sono almeno tre punti non allineati.
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Proveremo ora che se a,b,c sono tre punti non allineati ¢ costante il numero
u di blocchi contenenti tali punti. Vediamo . Sia L laretta[a, b ] e siano
B1,B,,...,B, 1blocchi contenenti 1 punti a,b,c . Un blocco per il punto ¢ che non
contenga la retta L interseca L in un punto. Per ogni punto x di L i1 blocchi per ¢ che

intersecano L nel solo punto x sono A —u . Pertanto ¢

(9.4) r= u+ (n+tl)(A—u).
Tenendo conto che r=k dalla (9.4) segue
(9.5) u= - Kh

n

La formula (9.5) mostra che I’intero u non dipende dalla scelta dei punti a, b, ¢

ed inoltre che ¢ u < A . Inoltre poiché in ogni blocco ci sono tre punti non allineati

¢ u=>1.

Per ogni terna a,b,c di punti non allineati chiamiamo piano il sottospazio 7t che si

ottiene come intersezione degli u blocchi B{,B,,...,B, che contengono a,b,c.
n=[a,b,c] =B nByn...nB,.

Se a’, b’ ¢’ sono tre punti non allineati del piano[a, b, c] allora gli u blocchi

che contengono a’, b’ ¢’ sono gli stessi che contengono a, b, ¢ e quindi €

[a’,b,c’] =[a,b,c].
Se denotiamo con ¢ la famiglia dei piani cosi definiti si ha allora che la terna

(S, £ 9) ¢ uno spazio planare.

Sia ora m un piano determinato intersecando i blocchi B;,B,,...,B, e siano {ed f ’
due sue rette. Poiché ¢ A > u c¢’¢ almeno un blocco B, per laretta { diverso dai

blocchi B;,B,,...,B, . Taleblocco interseca il piano © esattamente nella retta [

altrimenti coinciderebbe con uno dei blocchi By,B,,...,B, . Poiché ogni retta

interseca ogni blocco , laretta £ interseca B, in punto p. Tale punto essendo un
puntodif~ ¢&unpuntodi © ed essendo punto di B, éunpuntodi £ =n ~ B,.

Pertanto le due rette { ed {  hanno il punto p in comune.
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Abbiamo cosi mostrato , tenendo conto che ogni retta ha almeno tre punti, che ogni
piano dello spazio planare (S, £ 9) ¢ un piano proiettivo. Ne segue allora che

(S, £ ?) ¢ uno spazio proiettivo ed 1 blocchi essendo sottospazi intersecati da ogni
retta sono suoi iperpiani e sono tutti essendo b =v.

Abbiamo cosi provato il seguente

Teorema [ 3| Un disegno simmetrico (S, B) di parametri (v, k, 1 ) e il
disegno dei punti e degli iperpiani di uno spazio grafico proiettivo se e solo se ogni

sua retta incontra ogni blocco.

10. Spazi lineari finiti. 1l teorema fondamentale.

Per rendere autosufficiente questo paragrafo richiamiamo alcune definizioni gia
date nei numeri precedenti.

Uno spazio lineare finito ¢ una coppia (S, £ ), dove S ¢ un insieme finito non
vuoto, i cui elementi sono chiamati punti ed £ ¢ una famiglia di parti proprie di S

ciascuna di cardinalita almeno due 1 cui elementi sono chiamate rette tale che :

(ii) Due punti distinti appartengono ad un’unica retta.

Per ogni punto p denoteremo con [p] il grado di p, cioe il numero di rette
passanti per p e per ogni retta { denoteremo con [ £ ] la sua lunghezza, cio¢ la sua
cardinalita . Denoteremo inoltre con v la cardinalitadi S e con b la cardinalita di
L.

Il quasi-fascio ¢ lo spazio lineare con v — 1 punti su una retta. In un quasi fascio
risulta ovviamente b= v.

Se n + 1 ¢ il massimo dei gradi dei punti di S ’intero n ¢ detto I’ordine dello

spazio lineare. Evidentemente se lo spazio lineare ha ordine n per ogni retta { risulta
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[£] < n+ 1 e conseguentemente conteggiando i punti di S attraverso le rette per un

punto di grado n + 1 si ha:
v<mhtl)n+1= n’+n+l.

Tale relazione induce a pensare che ogni spazio lineare finito d’ordine n possa
ottenersi privando un piano proiettivo finito d’ordine n di un suo sottoinsieme.
Quando tale circostanza si verifica lo spazio lineare (S, £ ) ¢ detto immergibile in un
piano proiettivo d’ordine n. Molti lavori sono inerenti a tale problematica ed in essi
si hanno alcune risposte .

Osserviamo che se v =3 lo spazio lineare ¢ un triangolo ed in tal caso ¢ b=v

e lo spazio lineare ¢ un quasi fascio.
Sono facili da provare le seguenti equivalenze .

a) (S, £) e un piano proiettivo d’ordine n.
b) (S, £) e uno spazio lineare d’ordine n i cui punti hanno tutti lo stesso grado

n +1 (n>2) e tutte le rette hanno lunghezzan + 1 .

¢) (S, £) é uno spazio lineare d’ordine n con v=n"+n +1.

Conteggiando in doppio modo le coppie (x, { ) punto-retta con x appartenente ad

[ si ha la seguente relazione fondamentale:

2.[p]=2.[7]

peS leL

Il teorema fondamentale degli spazi lineari finiti dovuto ad de Bruijn-Erdos #

[ 1 ] afferma quanto segue :

Teorema. In uno spazio lineare finito (S, £) con v punti e b rette risulta b >v

['uguale avendosi se e solo se (S, £) é un piano proiettivo o un quasi-fascio.
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La dimostrazione
Nel seguito (S, £) denota uno spazio lineare finito d’ordine n. Supporremo
b < vemostreremo che¢ b=v ed (S, £) ¢ un piano proiettivo o un quasi fascio.
Denotiamo con k la massima lunghezza delle rette di (S, £).
Se k=2 le rette sono tante quante le coppie di punti e quindi ¢ b= v(v-1)/2 .
Dab < v segue b=v=3 e lo spazio lineare ¢ un triangolo quindi un quasifascio .
Possiamo quindi supporre k > 3. Denoteremo con L,una retta di lunghezza k.

Possiamo separare 1 due casi possibili .

Caso 1. b <v e tutti i punti hanno gradon + 1.

In tale ipotesi risulta

v(n+l) =) [pl=Y [[]<bk < vk

peS leL
da cuisegue k>n+ 1equindi k=n+ 1. Poich¢ tutte le rette intersecano L si ha
b=n"+n+l e quindi v> b= n*+n+1. Siha allora v = n2+n+1, e cio comporta che

(S, £) ¢ un piano proiettivo d’ordine n.

Caso 2. b <v ed esistono punti di grado diverso.

Sia s+ 1 il minimo grado dei punti di S . Denoteremo ancora con L, una retta
di lunghezza massima k e con ¢, un punto di grado s+1. Supponiamo dapprima che
sia s=1 esiano L ed L’ le due rette per il punto q,. Denotiamo con h+1 Ia
cardinalita di L ¢ con m+1 la cardinalita di L’.
Siha v=h+m+le b=hm +2. Da b< v segue allora

hm +2 < h+m+l

e quindi h (m-1) < m-1
la quale comporta m =1 oppure h =1 e quindi in ogni caso lo spazio lineare ¢ un
quasi-fascio.
Mostreremo ora che risulta necessariamente s =1 e che quindi lo spazio lineare ¢ un

quasi- fascio.
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Sia t il numero dei punti di grado massimo n + 1, si ha

t(n+1) + (v - t)(s+1) <D [pl=)> [[]<bk <vk

peS leL

Da cui segue vk > t(n-s) +v(stl) > v(s+l), essendo n > s e t>1 ecosi¢:
(10.1) k > s+1.

Ci0 mostra che tutti 1 punti di grado s + 1 appartengono ad L, .
Mostriamo che esistono almeno due punti di grado s+1.
Supponiamo sia qo [’unico punto di grado s+1. Conteggiando la cardinalita di S
attraverso le rette per il punto qo risulta

v 1+(s+l)(k-1)
e conteggiando b attraverso le rette che incidono L, siha:

stl1+k-1)(stl]) < b<v<1+(G+])(k-1).

Tale relazione comporta s < 0 il che ¢ assurdo.

Esistono pertanto almeno due punti qg e q¢’ di grado s + 1.

In tal caso L, ¢ I’unica retta di lunghezza k. Conteggiando v da q, si ha
v < k+ s’ D’altra parte conteggiando b attraverso le rette che incidono Lo si ha
b>1 +ks. Sihaallora

l+ks < b< v < k+5°

e quindi k(s-1) < s°—1
Tale diseguaglianza comporta s=1 altrimenti aviemmo k < s+ 1 contro la (10.1).
Riassumendo abbiamo provato che se ¢ b <v risulta b=v e lo spazio

lineare ¢ un piano proiettivo se tutti 1 suoi punti hanno grado n+1 ed ¢ un quasi-

fascio se ci sono punti di grado diverso.
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1. Piani proiettivi . Ordine di un piano proiettivo finito.

Uno spazio grafico irriducibile di dimensione due viene anche chiamato piano

proiettivo . Un piano proiettivo puod anche definirsi al seguente modo.

Sia 7T un insieme non vuoto i cui elementi sono detti punti esia £ una
famiglia di sottoinsiemi propri di T detti rette. La coppia ( 7, £ ) ¢ un piano
proiettivo se sono soddisfatte le seguenti proprieta :

L Due punti distinti appartengono ad una unica retta.

11, Due rette distinte hanno un punto in comune.

I1l.  Ogni retta ha almeno tre punti.

Le proprieta LILIII sono equivalenti a :

L Due punti distinti appartengono ad una unica retta.
Il.  Due rette distinte hanno un punto in comune.

III".  Esistono quattro punti a tre a tre non allineati

Infatti supponiamo siano verificate le proprieta I ,II, III . Siano L ed L’ due rette
distinte e sia O il punto comune. Siano A e B due punti di L diversi da O e siano C e
D due punti di L’ diversi da O. I punti A, B,C, D sono quattro punti a tre a tre non
allineati. Viceversa supponiamo siano verificate le proprieta LILIII’ .
Siano A , B,C, D quattro punti a tre a tre non allineati esistenti per la III’. Sia L una
retta . Poiché L puo contenere al piu due dei punti A, B,C, D almeno uno di essi
non appartiene ad L e sia ad esempio il punto A. Le rette AB, AC, AD sono distinte
ed intersecano L in tre punti distinti. Pertanto L ha almeno tre punti.
Le proprieta LILIII sono quindi equivalenti alle proprieta LILIII" e sono altresi
equivalenti alle seguenti

L Due punti distinti appartengono ad una unica retta.

II.  Due rette distinte hanno un punto in comune.

III’"  Esistono almeno due rette con almeno tre punti.
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Le proprieta I e II traducono la validita della formula di Grassmann mentre le
proprieta III, III’ , III”* traducono tutte e tre in modo differente I’irriducibilita dello
spazio.

Supponiamo ora che la coppia ( 7, £ ) verifichi solo le proprieta I e II e cio¢ sia uno
spazio grafico di dimensione due che non sia irriducibile. In tal caso ¢ chiamato piano

grafico.

Dalla non validita della III’” al piu una retta ha almeno tre punti.

Se ogni sua retta ha lunghezza due allora tre punti sono sempre non allineati e quindi
7 consta di soli tre punti altrimenti esistono quattro punti a tre a tre non allineati. In
tale ipotesi lo spazio ¢ un triangolo.

Supponiamo quindi esista una retta con almeno tre punti e sia L tale retta. Poiché L
¢ un sottoinsieme proprio di 7 esiste almeno un punto p di T non appartenente ad
L.

Se esistesse un ulteriore punto fuori di L e distinto da p laretta L’=[p ,p’] avrebbe
anch’essa almeno un terzo punto datoda L ~ L.

Quindi ’insieme 7 ¢ costituito dai punti di L e dal solo p e le rette sono L e tutte le
coppie ( p,x) al variare di x su L.

In conclusione un piano grafico € un quasi-fascio cio¢ ha tutti suoi punti tranne uno
su una stessa retta ed in letteratura viene anche chiamato piano proiettivo degenere.
Quando I’insieme 7t ¢ finito e possiede v punti allora v-1 sono su una stessa retta
mentre le altre rette hanno lunghezza due. In questo caso ci sono v punti e v rette.
Tratteremo nel seguito solo i piani proiettivi finiti. Come abbiamo gia visto per gli
spazi grafici irriducibili € facile provare che le rette del piano proiettivo ( T, £ )
sono tra loro equipotenti.

Detta n+1 la cardinalita comune alle rette del piano , I’intero n & detto I’ordine del

piano. Si ha facilmente che

i) Per ogni punto passano n+1 rette
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ii) Il piano ha n’+n+1 punti ed n*+n+1 rette.

Un esempio importante di piano proiettivo finito si ottiene come gid visto nel
primo capitolo in corrispondenza di un fissato campo finito K.

Ricordiamo che i punti di tale piano, detto piano proiettivo numerico, indicato con

P, sono le classi di equivalenza x = [( X1, X2, X3)]  determinate dalle terne
(X1, X2, X3) di K>-{ 0} e le rette i sottoinsiemi ¢ di punti le cui coordinate sono

soluzione di un’equazione omogenea non nulla di primo grado

g . ax;+ sz +CX3 =0.
Abbiamo visto altresi che i punti x della retta ¢ si possono anche descrivere
attraverso le coordinate di due punti distinti y e z di ¢ Risulta infatti

¢ : x=Aytnz

al variare dei parametri A e m non entrambi nulli. Abbiamo visto che questa
descrizione parametrica mostra facilmente che ogni retta del piano ha cardinalita

nt+1 =| K |+ 1. Questo piano , essendo n = | K |, ha quindi per ordine un numero
primo o la potenza di un numero primo.

Il piano P, , come gia visto, verifica il teorema di Desargues . Per il teorema

fondamentale se un piano proiettivo finito ( 7, £ ) d’ordine n ¢ desarguesiano esiste
un campo K ed un isomorfismo ¢: @ — P,x . L’isomorfismo trasforma rette
in rette ponendo tra esse una biezione pertanto se ¢ una retta di ™ ed L ¢ la sua
trasformata si ha | f|=|L| e quindi n+l =|K |+ 1. Pertanto & n=|K |=p" conp

primo. Abbiamo cosi provato il seguente risultato :

Proposizione 1.1 L’ordine di un piano proiettivo finito e desarguesiano ¢ un

numero primo o la potenza di un numero primo.
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Poiché esistono piani proiettivi finiti e non desarguesiani ci si pud domandare
se anche I’ordine di tali piani sia sempre la potenza di un numero primo.

Ad oggi non ¢ noto se esistono piani proiettivi finiti ( necessariamente non
desarguesiani ) che abbiano un ordine che non sia la potenza di numero primo.

Si puod quindi porre il seguente :

Problema . Fissato un interon (n > 2 ) esiste un piano proiettivo finito
d’ordine n ?

Ci sono risposte parziali al quesito posto.

1.- Se l'intero n e potenza di un numero primo la risposta al problema e
positiva. Infatti in tal caso esiste un campo finito K di cardinalita n ed il piano P, g
ha ordine n.

Risposte negative si hanno nel caso che I'intero n sia quello descritto dal
seguente teorema di cui omettiamo la dimostrazione.

2. (Teorema di Bruck-Ryser) Se [’intero n é congruo ad 1 o a 2 modulo 4 e
se non e somma di due interi quadrati allora non esiste il piano proiettivo d ordine n.

La ricerca di risposte definitive al quesito posto ha promosso nel tempo lo
sviluppo di una serie di teoremi .Tali teoremi , ¢ noi ne mostreremo alcuni ,
traducono che c¢’¢ equivalenza tra 1’esistenza di un piano proiettivo finito d’ordine n
e I’esistenza di altri tipi di strutture anch’esse dipendenti dan .

L’idea di fondo era che magari fosse piu semplice verificare I’esistenza di tali
strutture equivalenti.

Vediamo alcuni di questi teoremi.

2. Piani affini.
Un piano affine € una coppia (o , R )dove O ¢ un insieme non vuoto i cui
elementi sono detti punti ed R una famiglia di sottoinsiemi di o detti rette. La

coppia (0 , R ) € un piano affine se sono soddisfatte le seguenti proprieta :

1. Due punti distinti appartengono ad una unica retta.
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ii. Data una retta ! ed un punto p non appartenente ad ! esiste una sola retta

per p ad intersezione vuota con /.

111. Esistono tre punti non allineati.

Due rette le diremo parallele se coincidono o hanno intersezione vuota.
Si ha subito che .
Proposizione 2.1 Le rette di un piano affine sono equipotenti.

Dimostrazione . Siano L ed L’ due rette distinte. Supponiamo dapprima siano

parallele. Sia p un punto di L e p’ un punto di L’ e sia { la retta [p,p’]. Per ogni x di

L sia fy la retta per x parallela ad [ . La retta fx interseca L’ in un punto x’ ¢ la

corrispondenza x — x’ ¢ biettivaonde¢ |L|=|L’|.

Se L interseca L’ in un punto O siano p un punto di L distinto da O e p’ un

punto di L’ distinto da O. Sia ancora { la retta [p,p’]. Per ogni x di L sia fx la retta

per x parallela ad f. La retta f interseca L’ in un punto x’ e la corrispondenza
X - X’ ¢ biettivaonde¢ |L|=|L’|.
Se I’'insieme a ¢ finito il piano affine (o0 , R ) ¢€ detto finito.

Se il piano affine ¢ finito sia n la cardinalita comune alle sue rette . L’intero n €
detto I’ordine del piano affine. Per un piano affine d’ordine n si hanno le seguenti

equivalenze :

1. (@, R ) piano affine d’ordine n.

2. (@, R ) é uno spazio lineare con rette di lunghezza n e punti di grado

n+l.
3. (o, R ) éuno spazio lineare con rette di lunghezza n e con n’ punti.

4. (o, R ) ¢éuno spazio lineare con rette di lunghezzan e n’+n rette.
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l< 2 ¢ evidente.
2 < 3. Poiché un punto ha grado n+1 e tutti gli altri punti si ripartiscono sulle sue

rette si ha: |a|=(n+1)n-1)+1=n’ Viceversa se v=n’ogni punto p ha

34 . Conteggiando in doppio modo le coppie (p, {) punto —retta con p suf si ha

n’(nt])=n|R | dacui |R |=n+n.

Viceversa poiché le rette hanno tutte lunghezza n ogni punto ha grado V—i :
n_

Conteggiando in doppio modo le coppie (p, {) punto —retta conp suf siha

allora VV—_1=n(n2+n).
n-1
Da v(v—1)=n(0*1)

. .. 2
segue , essendo v un intero positivo, v=n".
Siamo ora in grado di provare il seguente

Teorema 1. Esiste un piano proiettivo d’ordine n se e solo se esiste un piano

affine d’ordine n.

Dimostrazione. Sia ( T, £ ) un piano proiettivo d’ordine n e sia L una sua

retta. Privando I’insieme 7 dei punti della retta L si ottiene uno spazio lineare con n*
punti e con tutte le rette di lunghezza n e quindi un piano affine d’ordine n.

Viceversa sia (0@ , ® ) un piano affine d’ordine n. Ad ogni retta f
aggiungiamo un nuovo punto che indicheremo con O, con la seguente condizione

O, =0, seesoloselarettal ¢ parallela alla retta r

Tali nuovi punti sono chiamati punti impropri € sono n+1 per la seguente
ragione. Se p ¢ un punto i punti impropri delle n+1 rette passanti per esso sono tutti
distinti essendo tali rette a due a due incidenti. Ogni altra retta del piano ¢ ampliata
con uno di tali punti. Infatti se r’ ¢ una retta non passante per p ed r ¢ la retta per p

parallela ad r’ si ha O, = O,..
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Denotato con A D’insieme di tutti i punti impropri. Consideriamo ’insieme =
ottenuto aggiungendo all’insieme o 1’insieme dei punti impropri. Le rette di m sono
le rette di a ciascuna ampliata col suo punto improprio e I’insieme A . Laretta A
¢ detta retta impropria. L’insieme w rispetto alla famiglia di tali rette ¢ ,come ora
proveremo, uno spazio lineare con tutte le rette di cardinalitd n+1 e poiché ha
n*+n+1 punti ed n*+n+1 rette esso & un piano proiettivo d’ordine n.

Proviamo quindi che lo spazio ottenuto aggiungendo all’insieme o 1 punti
impropri ¢ uno spazio lineare. Siano p e p’ due punti distinti di ©n . Se p e p’

appartengono ad o ed f ¢larettadi (o, R ) per essi la stessa retta f ampliata col

suo punto improprio ¢ la retta di m per essi. Se p e p’ sono entrambi punti impropri
la retta A ¢ I’unica retta per essi. Se p ¢ un punto di o e p’ = O, ¢ un punto

improprio la retta per p parallela ad r ampliata col suo punto improprio contiene p €

bl

p-

3. Piani affini numerici.

In questo numero faremo vedere come assegnato un campo K si pud costruire
un piano affine che chiameremo piano affine numerico . Tale piano, se K ¢ finito e di
cardinalita n, ¢ un piano affine d’ordine n. Vediamo come si procede.

Supporremo per gli scopi che abbiamo che K sia finito e di cardinalita n,

( n ¢ potenza di un numero primo ) anche se la costruzione che faremo si puo fare
qualunque sia il campo K.

Sia o I’insieme K* delle coppie ordinate di elementi d K. Chiameremo punti
gli elementi di a . Se p=(a, b) ¢ un punto chiameremo i numeri a e b le sue
coordinate . Piu precisamente il numero a sara |’ ascissa dip e b ’ordinata di p.

Sceglieremo ora alcuni sottoinsiemi dell’insieme o che chiameremo rette ¢
proveremo che I’insieme o con tali rette ¢ un piano affine d’ordine n.

Le rette saranno di tre tipi :
rette verticali - ognuna determinata da un elemento di K .

rette orizzontali - ognuna determinata da un elemento di K.
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rette oblique - ognuna determinata da una coppia ordinata (m, h) di elementi di K
con m = 0.
Col simbolo [ a ] denoteremo il sottoinsieme di o costituito da tutte le coppie (a , y)
al variare di y in K , cio¢ da tutti i punti di ascissa a.
In simboli
[a]l=1(a,y).ye Kj
Il sottoinsieme [ a ] sara chiamato retta verticale . Ci sono quindi n rette verticali ed
ognuna di esse ha ovviamente n punti.
Col simbolo < b> denoteremo il sottoinsieme di a costituito da tutte le coppie
(x,b) alvariare di x in K , cio¢ da tutti 1 punti di ordinata b.
In simboli
<b> ={(x,b) ,xe K}
Il sottoinsieme < b > sara chiamato retta orizzontale . Ci sono quindi n rette
orizzontali ed ognuna di esse ha ovviamente n punti.
Fissata una coppia ordinata ( m , h ) di elementi di K con m # 0 denoteremo col
simbolo [ m, h ] il sottoinsieme di a costituito da tutte le coppie
(x, mx+h) al variare di x in K . In simboli
[m,h]={(x,mx+h) , xe K}
Il sottoinsieme [ m , h ] sara chiamato retta obliqua. Le rette oblique sono quindi
n’-n ed ognuna ha n punti. Le rette scelte sono quindi ognuna di cardinalitd n e sono
in tutto n” +n. Se mostriamo che 1’insieme o con tali rette & uno spazio lineare esso
per quanto gia visto, € un piano affine d’ordine n.
Siano quindi p;=(x1,y1) € p>=(Xz ,y¥2) due punti distinti di o .
Se  x;=x;=a laretta per essi ¢ la retta verticale [ a |.
Se y;=y,=b la retta per essi ¢ la retta orizzontale <b >.

Se x; # X, € y; # Yy, allora una retta obliqua [ m, h ] conterra i due punti se

mx,+ h =y,
mx,+h =y,

Tale sistema nelle incognite m ed h ha una sola soluzione essendo
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x, 1 AT . . . .
det [ 1 1] = X;-X; # 0 e quindi esiste una sola retta, che ¢ obliqua , che contiene i
X,

punti p; € p».

Sia S un insieme finito di cardinalita n. Una biezione T: S — S ¢
chiamata anche una permutazione dell’insieme S . Tutte le possibili permutazioni di S
costituiscono un gruppo che indicheremo con G(S) detto gruppo simmetrico ed esso
¢ noto che ha cardinalita n !

Ogni permutazione T: S — S di S in sé definisce un sottoinsieme di SxS, il suo
grafico , considerando tutte le n coppie ordinate ( x, T(x) ) . Una famiglia § di
permutazioni dell’insieme S si dice che agisce su S in modo strettamente 2-transitivo
se vale la seguente proprieta
date due coppie (x;, x;) ed (v;, v2) conx; # X, e y; # Y, esiste una sola
permutazione T di § che trasforma x;iny; ed x; in y,.
Quante permutazioni ha la famiglia & ? Vediamo. Fissata una coppia ordinata
(X1, Xp) ed una trasformazione T di § essa determina una coppia ordinata ( y;, y»)
cony; # y, dove ¢ y;=T(x;) ed y,=T(x;) .Viceversa una coppia ordinata
(y1,y2) cony; # y, determina una sola T della famiglia & . Pertanto le
trasformazioni T sono tante quante le coppie ordinate (y;,y,)cony; # y, e quindi
in numero di n*- n.
Consideriamo ora un campo K.
Se (m, h) ¢ una coppia ordinata di elementi di K ed ¢ m # 0 si puo considerare
I’applicazione

Fnn: xeK - mx+heKkK.
Tale funzione ¢ una biezione di K in sé. Abbiamo cosi determinato nell’insieme di
tutte le possibili permutazioni di K alcune di esse , le funzioni F, ;, che sono n*n
e queste hanno la seguente proprieta :
date due coppie (x;, x;) ed (v;, v2) conx; # X, e y; # Y, esiste una sola

permutazione T di § che trasforma x;iny; ed x; in y,.
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Infatti il sistema nelle incognite m ed h

mx,+ h =y,
mx,+ h =y,

. X, 1
ha una sola soluzione essendo det ( ! lj =X-Xo # 0
X,

La famiglia § di tutte le permutazioni F,,;, agisce quindi su K in modo
strettamente 2-transitivo. Osserviamo infine che ognuna delle permutazioni F,,;, ha
permesso di determinare attraverso il suo grafico una retta obliqua del piano affine
numerico da noi costruito avente come sostegno o =K.

Che un campo K dia la possibilita di costruire un piano affine viene ribadita
dal seguente

Teorema II. Se un insieme S di cardinalita n ha una famiglia & di
permutazioni che agisce su S in modo strettamente 2-transitivo allora e possibile
costruire un piano affine d’ordine n. Viceversa se esiste un piano affine d’ordine n ed
S e un insieme di cardinalita n allora e possibile determinare una famiglia & di
permutazioni di S che agisce su S in modo strettamente 2-transitivo.

Dimostrazione. Supponiamo che S sia un insieme di cardinalita n e
supponiamo esista una famiglia § di permutazioni di S che agisce su S in modo
strettamente 2-transitivo. Faremo vedere che questa ipotesi consente di costruire un
piano affine d’ordine n. Vediamo come. Sia a I’insieme S x S delle coppie ordinate
di elementi di S. I punti del nostro piano sono quindi le coppie ordinate (a, b ) di
elementi di S. Sceglieremo ora una famiglia ® di sottoinsiemi dell’insieme o che
chiameremo rette e poi proveremo che la coppia (o , R ) ¢ un piano affine d’ordine
n. Le rette che ora definiremo saranno chiamate verticali, orizzontali ed oblique.
Col simbolo [ a ] denoteremo il sottoinsieme di o costituito da tutte le coppie (a , y)

al variare diy in S

[a]={(a,y) ,ye S}
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I1 sottoinsieme [ a ] sara chiamato retta verticale . Ci sono quindi n rette verticali ed
ognuna di esse ha ovviamente n punti.
Col simbolo < b> denoteremo il sottoinsieme di a costituito da tutte le coppie
(x,b) al variaredi x inS .
In simboli

<b> ={(x,b),xe S}
Il sottoinsieme < b > sara chiamato retta orizzontale . Ci sono quindi n rette
orizzontali ed ognuna di esse ha ovviamente n punti.
Fissata una trasformazione T : S — S della famiglia § denotiamo con t il
seguente sottoinsieme di o :

t= {(x,T(x)).,xe S}

Chiameremo retta obliqua 1l sottoinsieme t determinato dalla trasformazione T.
Anche le rette oblique hanno ciascuna n punti. Poiché la famiglia § ha n’n
trasformazioni le rette oblique sono n°-n e quindi tutte le rette che abbiamo
descritto, verticali , orizzontali ed oblique sono in tutto n® +n. Per verificare che la
coppia (o , ®) ¢ un piano affine sara quindi sufficiente controllare che esso ¢ uno
spazio lineare.
Siano quindi p1=(x1,y1) € p,=(x;,y2) due punti distinti di o .
Se  x;=x;=a laretta per essi ¢ la retta verticale [ a |.
Se y;=y,=b la retta per essi ¢ la retta orizzontale <b >
Se x; # X, € y; # Yy, allora laretta che contiene 1 punti p; € p, € la retta obliqua t
determinata dall’ unica trasformazione T che trasforma x; iny; e X; in y;.
La prima parte ¢ cosi completata.

Proviamo ora viceversa che se esiste un piano affine (o, ®) d’ordinened S ¢
un insieme di cardinalitd n ¢ possibile determinare una famiglia & di permutazioni
dell’insieme S la quale agisce su S in modo strettamente 2-transitivo.

Useremo le coppie ordinate di elementi di S per rappresentare 1 punti del piano o
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Fissiamo nel piano a due rette che indicheremo con x ed y tra loro incidenti . Sia O
il punto d’intersezione delle rette x ed y. Poiché la retta x ha n punti possiamo
assegnare ad ognuno di essi un elemento di S in modo da realizzare una biezione tra
I’insieme x e l’insieme S. Per rendere familiare la costruzione I’elemento di S
assegnato al punto O sara indicato con o. Se abbiamo assegnato 1’elemento a di S al
punto p della retta x assegneremo allo stesso punto p la coppia ( a, o ). In tal modo gli
n punti della retta x sono rappresentati dalle n coppie (a, o) con aelemento di S.
In particolare O ¢ rappresentato dalla coppia (0,0).

Siano U ed U’ due punti il primo sulla retta x e distinto da O ed il secondo sulla retta

y e distinto da O e sia u la retta che unisce tali due punti. Per ogni punto p’ della

rettay sia {” la retta per p’ parallela ad u. Tale retta interseca la retta x in un punto

p. Se il punto p ha avuto assegnata la coppia (a, 0) assegneremo la coppia (o, a ) al
punto p’. La biezione che la retta u crea tra le due rette x ed y consente quindi di

trasferire 1 simboli assegnati ai punti della retta x anche ai punti della retta y.

Sia ora p un punto del piano non appartenente né alla retta x né alla retta y. Sia [ la

retta per p parallela alla retta y . Tale retta interseca la retta x in un suo punto p’.

Sia m la retta per p parallela alla retta x . La retta m interseca la retta y in un suo
punto p’’. Se p’ ¢ rappresentato dalla coppia (a, o) e p’’ dalla coppia ( 0, b)
attribuiremo al punto p la coppia ordinata (a,b).

Con questa costruzione abbiamo creato quindi una biezione tra i punti del piano a e
le coppie ordinate (a, b ) di elementi di S. Se chiamiamo la coppia ( a, b) assegnata
al punto p la coppia delle sue coordinate possiamo dire che I’insieme S ¢ servito per
assegnare le coordinate ai punti del piano. Potremmo anche per facilitare il nostro
linguaggio chiamare della coppia ( a , b ) assegnata al punto p , I’elemento a la sua

ascissa € I’elemento b la sua ordinata.

Dalla costruzione fatta se una retta { ¢ parallela ad y allora i suoi punti sono

rappresentati dalle n coppie (a,y ) con a fisso ed y variabile in S avendo indicato

con (a,0) la coppia assegnata al punto { N x.



96

Analogamente se una retta [ ¢ parallela ad x allora i suoi punti sono

rappresentati dalle n coppie (x,b)conb fisso ed x variabile in S avendo indicato

con (0,b) la coppia assegnata al punto { n y.

Una retta t che non sia parallela né ad x né ad y sara detta obliqua.

Gli n punti di una retta obliqua hanno tutti 1’ascissa diversa e tutti I’ordinata diversa .
Le n coppie (a,b ) assegnate agli n punti di t sono quindi tali che 1’elemento a
descrive gli n elementi di S e I’elemento b descrive anch’esso gli n elementi di S.
Ogni retta t obliqua determina quindi una permutazione ,che indicheremo con T,
dell’insieme S assegnando all’elemento a di S I’elemento b di S ordinata
dell’unico punto di t di ascissa a.

Poiché le rette t oblique sono n*—n le permutazioni T da esse determinate sono

n° —n ed ¢ evidente che esse agiscono in modo strettamente 2-transitivo su S.

Infatti siano (xy, X;) ed (yi, y») due coppie ordinate di elementi di S con con x; # X,
e y1 # y2.51a t I’ unica retta passante per 1 punti p; € p; le cui coordinate sono le
coppie (x1,y1) ed (Xp,y») assegnate .La retta t ¢ obliqua e Ila permutazione T

determinata da tale retta ¢ ’'unica permutazione che trasforma x; in y; ed X, in y,.

4. Quadrati latini.

In questo numero dimostreremo un altro teorema anch’esso connesso al
problema che stiamo esaminando cio¢ 1’esistenza, fissato un intero n maggiore o
eguale a due, di un piano proiettivo finito d’ordine n .

Daremo prima alcune definizioni. Sia S un insieme finito di cardinalita n. Possiamo
rappresentare gli n elementi di S con gli inter1 { 1,2 ,..,n} .

Una matrice quadrata A d’ordine n avente per elementi gli elementi di S ¢ detta
greco-latina su S se ogni sua riga ed ogni sua colonna é una permutazione di S.

Ad esempio se n=3 la seguente matrice

213
A =132
321
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¢ una matrice greco-latina sull’insieme S={1, 2, 3}.

Fissata una matrice A = ( a; ) greco-latina ed una permutazione ¢ :S — S
dell’insieme S denoteremo con A = (o(a; ) ) la matrice 1 cui elementi sono i
trasformati tramite o degli elementi di A.

Ad esempio sempre riferendosi alla matrice A sopra scritta, se scegliamo la seguente

1 23
c:
1 32

312
Asg =123
231

permutazione

Allora la matrice Ag ¢ :

Due matrici A ( a; ) e B ( by) greco- latine su S le diciamo in relazione ¥ se
esiste una permutazione ¢ :S — S di S tale cherisulti B= Ag
Sempre per facilitare la comprensione le seguenti matrici A e B greco — latine

1 23
A=12 31 B=
312

NSRRI

2 3
I 2
31

non sono equivalenti perché la permutazione che trasforma la prima riga di A nella
prima riga di B ¢ la permutazione identica e pero tale permutazione non trasforma la
seconda riga di A nella seconda riga di B.

La relazione ¥ ora introdotta tra le matrici greco- latine ¢ evidentemente di
equivalenza. Ogni classe d’equivalenza sara chiamato un quadrato greco- latino e
sara denotato con Q=[ A ]. Spesso pero per rappresentare il quadrato ometteremo la
parentesi quadra e mostreremo solo un suo rappresentante.

E’ evidente che dato un quadrato Q= [ A ] possiamo scegliere per rappresentarlo la
matrice che presenti nella sua prima riga i numeri 1,2, .., n  scritti nell’ordine
naturale.

Due matrici A ( a; ) e B ( bjj) greco- latine su S le diremo ortogonali se

verificano la seguente proprieta :
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per ogni coppia ordinata ( h, k ) di elementi di S esiste una coppia (i, j ) di indici
tale che risulti :
aj =h e b=k
Con un linguaggio piu espressivo € meno formale possiamo dire che due
matrici sono ortogonali se ponendole una sull’altra nelle n” celle appaiono tutte le n’

coppie ordinate ( h, k) di elementi di S. Ad esempio le due matrici

1
A= 12
3

—_ L BN

3 2 3
1 B= 1 2
2 31

[\CTERVE I

sono tra loro ortogonali.
E’ utile la seguente osservazione.

Le celle di una matrice quadrata d’ordine n sono n® e le coppie (h , k ) da
ospitare nella sovrapposizione sono anche esse n” . Pertanto se nella sovrapposizione
delle due matrici una stessa coppia appare due volte ci sara almeno una coppia che
non apparira . Cosi due matrici che nella sovrapposizione dessero luogo a tale
fenomeno non sono ortogonali.

Ne segue allora che due matrici A= (a;) e B=Ac=(oc(a;)) greco-
latine che siano tra loro equivalenti e cio¢ facciano parte dello stesso quadrato non
sono ortogonali .

Infatti se h ¢ un elemento di S esso appare n volte nella matrice A e nelle stesse
posizioni nella matrice B troviamo o(h) e cosi nella sovrapposizione la coppia
(h, o(h)) appare n volte.

Quindi matrici ortogonali sono non equivalenti e quindi vanno ricercate in
quadrati latini diversi. E’ importante la seguente

Proposizione 4.1 Siano A e B due matrici tra loro ortogonali. Una matrice
A’ equivalente ad A ed una matrice B’ equivalente a B sono anch’esse tra loro
ortogonali.

Dimostrazione. Poiché A’ ¢ equivalente ad A esiste una permutazione ¢ di S

tale chesia A’=Ags e poiché B’ ¢ equivalente a B esiste una permutazione z
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di S talechesia B>’=Brt . Scegliamo una coppia ordinata ( h’ , k’ ) di elementi di
S. Poiché o e 1t sono permutazioni esiste h tale chesia o(h)=h" ed esiste
k tale che sia t(k) =k’. Poiché¢ A e B sono ortogonali esiste una coppia ( 1, j ) tale
che sia

a =h e b=k
e quindi sovrapponendo A’ e B’ nella cella di posto (i,j) apparira la coppia
(o(h), t(k)) e cio¢lacoppia (h’,k’). Per I’arbitrarieta della coppia (h’ , k’)
scelta le due matrici A’ e B’ risultano ortogonali.
La proposizione 4.1 rende possibile la seguente definizione.

Due quadrati Q=[ A ]Je Q’=][B] li diremo ortogonali se 1a matrice A che
rappresenta Q ¢ ortogonale alla matrice B che rappresenta Q’.

Importante ¢ la seguente

Proposizione 4.2. Il massimo numero di quadrati greco- latini a due a due
ortogonali e n-1.

Dimostrazione. Siano ora Q;,Q,, ..., Q; t quadrati greco- latini a due a
due ortogonali . Per rappresentare 1 quadrati Q; , Q;, ..., Q; scegliamo t matrici
Ay, A,, ..., A, ciascuna delle quali abbia come sua primarigainumeri 1,2 ,..,n
disposti in ordine crescente. Ovviamente essendo 1 quadrati Q; , Q,, ..., Q¢ adue
ortogonali allora le matrici A, A,, ..., A; sono tra loro a due a due ortogonali. Sia
h D’elemento che appare al posto (2 ,1) nella matrice A;. Ovviamente h puo essere
uno solo dei numeri tra 2, 3 ,...., n. Quindi per h abbiamo solo n-1 scelte possibili.
Supponiamo per semplicita che sia h = 2. Nella stessa posizione (2,1) nella matrice
A, troveremo un numero che oltre ad essere diverso da 1 ¢ anche diverso da 2
altrimenti sovrapponendo le due matrici A; ed A, la coppia
(2, 2) apparirebbe due volte , sia nella prima riga nella posizione (1,2) e sia nella
posizione (2,1) e ci0 non puod accadere essendo A; ed A, tra loro ortogonali.
Pertanto I’elemento che appare nella posizione (2.1) della matrice A, ¢ uno dei

numeri 3,4,...n. Sempre per semplificare supponiamo appaia il numero 4.
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Nella matrice Aj nella posizione (2,1) c¢’¢ allora un intero che oltre ad essere
diverso da 1 ¢ anche diverso da 2 ed ¢ anche diverso da 4. Infatti se apparisse 2
avremmo la coppia (2,2) due volte sovrapponendo A; ed A; e se apparisse 4
avremmo la coppia ( 4, 4 ) due volte sovrapponendo A, ed As;.

Il valore h che si trova nella posizione (2,1) ha inizialmente n-1 possibilita
perché pud essere uno dei numeri 2,3,.....,n ma ad ogni passo tale possibilita si
riduce di una unita. Pertanto t che indica il numero di passi possibili non puod
superare n-1.

Un insieme di n-1 quadrati greco-latini a due a due ortogonali ¢ detto completo.

L’esistenza di un sistema completo di n-1 quadrati greco-latini a due a due
ortogonali ¢ legata all’esistenza di un piano proiettivo d’ordine n come mostra la
seguente proposizione.

Proposizione 4.3 . Esiste un piano proiettivo d’ordine n se e solo se esistono
n-1 quadrati- latini d ordine n a due a due ortogonali.

Dimostrazione. Supponiamo che esista un piano proiettivo ( w, £ ) d’ordine
n. Sia L una retta del piano m e siano X ed Y due punti distinti della retta L.
Denotiamo con p; , Pa,...., P 1 rimanenti punti della retta L. Consideriamo
I’insieme S = { 1,2,...,n }. Assegniamo alle n rette per X distinte da L i numeri
1,2,..,n e lo stesso facciamo per le n rette per Y distinte da L. Per ogni punto p;
i=1,2,...n-1 di L eseguiamo questa stessa operazione cio€ numeriamo con i numeri
1,2,..,n le n rette per p; distinte da L. Ogni punto p; 1= 1,2,...,n-1 di L consentira di
costruire una matrice A; 1= 1,2,...,n-1 quadrata d’ordine n che risultera greco-latina
su S. Vediamo come si procede . Consideriamo ad esempio il punto p;. Dobbiamo ora
costruire la matrice A; quadrata d’ordine n ad esso corrispondente. Dobbiamo
mostrare quali sono gli elementi della matrice A; mostrando quindi quale intero sara
assegnato al posto (i, j) . Vediamo . Si consideri la retta L; per X che ha avuto
assegnato 1l numero 1 e laretta L per Y che ha avuto assegnato il numero j. Le due

rette L; ed L si incontrano in un punto pj;.
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Se h ¢ il numero assegnato alla retta che unisce p; con p;; tale intero ¢ disposto nella
cella di posto (1, j) della matrice A;.

Allo stesso modo si procede per costruire le matrici A, , ..., A, corrispondenti ai
punti p; ,,.., Po1-

Le matrici Ay, A,,..., A1 sono, come facilmente si controlla, ciascuna greco -latina
su S. Controlleremo ora che risultano altresi a due a due ortogonali.

Siano A; ed A due di tali matrici. Sia (h,k) una coppia ordinata di elementi di S.
Dobbiamo mostrare che esiste una coppia di indici ( 1, j ) tale che 1’elemento di posto
(1, ) di A, sia eguale ad h e I’elemento di posto (i, j ) di A sia eguale a k in modo
che nella sovrapposizione di A; su A la coppia (h, k) apparira al posto (1,]). Sia
L, la retta per il punto p, cui ¢ stato assegnato il numero h e sia L, la retta per il
punto ps cui ¢ stato assegnato il numero k. Sia py il punto di incontro di tali due
rette. Sia ora 1 1l numero assegnato alla retta che unisce X e pp € sia j il numero
che ¢ stato assegnato alla retta che unisce Y con py. Per costruzione al posto (i, j)
nella matrice A; ¢’¢ il numero h e nella matrice A al posto (1, ) ¢’¢ il numero k.

Le n-1 matrici Ay, A,, ..., A, risultando a due a due ortogonali sono a due a due non
equivalenti e quindi determinano n-1 quadrati latini a due a due ortogonali.

La prima parte della proposizione € cosi provata.

Supponiamo ora che esistano n-1 quadrati Q;, Q,, ..., Q,.; d’ordine n , greco-latini
su S a due a due ortogonali. Sia A; una matrice rappresentativa del quadrato Qy,

A, una matrice rappresentativa del quadrato Q,, ed A,.; una matrice rappresentativa
del quadrato Q,_;.

Le matrici A, Ay, ..., A,y sono a due a due ortogonali e ci consentiranno di
costruire un piano affine d’ordine n che ampliato dara luogo ad un piano proiettivo
d’ordine n.

Vediamo come si procede. Consideriamo un insieme o di cardinalita n’.
Disponiamo gli n* elementi dell’insieme o nelle n celle di una matrice quadrata A

d’ordine n. Possiamo cosi indicare gli elementi di o con le lettere a,y, a,, , etc..
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a, a, ...a

a, a, ..a,

o= A=
a, a,..a

Sceglieremo ora alcuni sottoinsiemi dell’insieme o che chiameremo rette e poi
proveremo che I’insieme o con tali rette forma un piano affine d’ordine n.

Le rette saranno di tre tipi : orizzontali, verticali , oblique.

Le rette orizzontali sono le n righe di A. Le rette verticali sono le n colonne di A. Tali
rette sono quindi in tutto 2n e ciascuna di esse ha lunghezza n. Vediamo ora le rette
oblique quali sono e quante sono. Ogni numero h di S= {1,2,..n} determina n-1

rette oblique che saranno denotate con

Vediamo come si procede se scegliamo h = 1. Il numero 1 figura nella matrice A; una
sola volta su ogni riga e su ogni colonna ed occupa in tale matrice quindi n posizioni.
Sovrapponiamo la matrice A sulla matrice A; e scegliamo gli elementi di A che si
trovano sovrapposti agli n numeri 1 presenti nella matrice A;.

Sceglieremo cosi un sottoinsieme di cardinalita n che denotiamo con r' .

Nel simbolo 1 adottato , il numero 1 in alto ricorda che stiamo utilizzando la

matrice A; mentre 1l numero 1 1in basso ci ricorda che stiamo usando in tale matrice
le posizioni assunte dal numero 1 al fine di individuare quali elementi di «
dobbiamo scegliere. Quindi per costruire la retta r* utilizzeremo la matrice A, e le
posizioni occupate in essa dal numero 1. Infine per la retta obliqua ™' utilizzeremo
la matrice A,.; e le posizioni occupate in essa dal numero 1 . Quindi il numero 1 ha
permesso di scegliere n-1 rette oblique.

Ora usando il numero 2 e le posizioni da lui occupate nelle matrici A, A,,.., Ang

costruiremo allo stesso modo altre n-1 rette oblique che saranno denotate con

Infine usando il numero n e le sue posizioni nelle matrici Aj, A,,.., A, costruiremo

le rette
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Abbiamo cosi determinato n(n-1)=n”>-n rette oblique ciascuna di lunghezza n.

E’ evidente che per ogni punto passano n+1 rette .

Poiché le rette orizzontali , verticali , oblique hanno ciascuna lunghezzan ed o ha
n® punti per provare che ( o, ® ) ¢& un piano affine & sufficiente mostrare che
€sso € uno spazio lineare.

Cominciamo col provare che due rette hanno al piu un punto in comune. Due rette
che siano entrambe orizzontali sono disgiunte e lo stesso accade se sono entrambe
verticali. Una retta orizzontale ed una verticale hanno un punto in comune. Una retta
obliqua ha n elementi disposti uno su ogni riga . Pertanto se una delle due rette ¢
orizzontale e 1’altra ¢ obliqua esse hanno un punto in comune. Analogamente se una
delle due rette ¢ verticale e I’altra ¢ obliqua. Supponiamo infine che le due rette siano

entrambe oblique una sia r, e I’altra 1] . Se tali due rette avessero due punti in

comune allora le due posizioni assunte dall’intero h nella matrice A; coincidono con
le posizioni assunte dall’intero k nella matrice A; e pero cio ¢ assurdo perché le due
matrici sono tra loro ortogonali.

Consideriamo ora due punti p e p’. Le n+1 rette per p per quanto ora visto private di
p sono tra loro disgiunte e su di esse si ripartiscono (n+1)(n-1) =n’ -1 punti cioé tutti
1 punti del piano distinti da p . Pertanto p’ si trova su una delle rette per p e cosi c’¢ la
retta per 1 punti p e p’. Tale retta ¢ unica perché, come provato , due rette hanno al
piu un punto in comune. La coppia ( o, ® ) ¢ quindi uno spazio lineare e cosi esso
¢ un piano affine d’ ordine n .

L’ asserto ¢ cosi completamente provato.
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