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Quest’appendice continua ’esposizione dei fondamenti di geometria differenziale
contenuta in [Appunti mod. 1] (*).

1. RAPPRESENTAZIONI LOCALI

Per definire delle operazioni su r-forme e campi vettoriali, visto che questi sono
stati definiti come sezioni di opportuni fibrati vettoriali 7 : F — X, é utile premet-
tere qualche criterio generale per riconoscere quando un’applicazione s : X — E &
effettivamente una sezione. La prima condizione 7 o s = id, nella pratica si ottiene
quasi sempre “gratis”. Rimane da controllare che sia un morfismo. Per definizione,
una funzione f tra varieta é un morfismo quando le fy,;; determinate da carte sono
morfismi tra aperti di spazi di Banach. Dunque, per sapere se ¢ un morfismo e per
altre utili informazioni su f, si possono applicare alle fyy i vari risultati di analisi
locale. Tali mappe sono dette rappresentazioni locali di f. Nella pratica corrente,
avendo a che fare con varietd n-dimensionali, le rappresentazioni locali sono mappe
tra aperti di spazi R™,R™, e quindi sono spesso chiamate anche rappresentazioni
coordinate.

Per le sezioni di fibrati, c¢’¢ la possibilita di un’ulteriore semplificazione. Ri-
cordiamo infatti che i fibrati vettoriali sono localmente banali, e che le sezioni
di un prodotto U x E corrispondono ad applicazioni U — E, semplicemente per
composizione con la seconda proiezione: vedi [Appunti mod. 1, Esempio 1.15].

Osservazione 1.1. Sia 7 : E — X un fibrato, {(U;,7;)}; un suo ricoprimento
banalizzante ed s : X — E un’applicazione tale che m o s = id. Per il carattere
locale dei morfismi, s & una sezione se e solo se s [y, € un morfismo per ogni i.
Osserviamo poi che, essendo 7; : w7 " (U;) 5 U; x E; un isomorfismo, s U, € una
sezione di w se e solo se T; 05 & una sezione di U; X E;. Detta allora (per ciascun i)
pi : U; X E; — E; la seconda proiezione, abbiamo che

s sezione <= p;oT;08s:U; = E; morfismo Vi .

Prendendo il ricoprimento banalizzante in modo che gli U; siano anche domini
di carte (U;, ¢;), abbiamo anche che s & una sezione se e solo se s; := p; 07,050

1 file pdf di quest’appendice ¢ navigabile (con lettori pdf compatibili): i riferimenti, anche
se non evidenziati, funzionano come links. Gli appunti e ’appendice sono stati via via aggiornati
durante lo svolgimento del corso, e hanno raggiunto forma pressoché definitiva poco dopo il termine
dello stesso. La presente versione ¢ uscita invece molto piu tardi (Novembre 2014), ma differisce
dalla precedente solo per pochi, lievi abbellimenti e correzioni; contestualmente si ringraziano gli
studenti che hanno aiutato con le loro osservazioni, ed in particolare Antonio D’Onofrio e Rossella
Marro per aver rilevato un errore nel commento successivo all’osservazione 15.3 degli appunti ed
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2 GEOMETRIA DIFFERENZIALE PER IL MODULO 2 DEL CORSO DI FONDAMENTI

@7 ' 1 ¢ (Ui) — E; & un morfismo per ogni i (poiché le mappe U; 2 ; (U;) sono
isomorfismi). Le s; sono mappe tra aperti di spazi di Banach, e si possono chiamare
rappresentazioni locali di s (in quanto sezione di fibrato).

Nel caso del fibrato tangente 7 : T(X) — X, e dei corrispondenti fibrati L’ (),
poiché ogni carta (U;, ¢;) induce una banalizzazione, per avere una rappresentazione
locale di una sezione (quindi, di un campo vettoriale o di una r-forma) basta fissare
una carta 2.

2. PRODOTTO WEDGE

Definizione (prerequisito) 2.1. Sia o una permutazione di n elementi. Assu-
miamo nota la nozione di segno di o, ed useremo per questo la notazione €(o).

Definizione 2.2. Denoteremo con S, il gruppo delle permutazioni di {1,...,n}.
Ser+s=mn,r,s>0, considereremo anche il sottoinsieme

Spsi={ceS,: o)< ---<o(r),or+1)<---<o(r+s)}
(i cui elementi vengono talvolta detti (r, s)-shuffles).

Definizione 2.3. Sia V un k-spazio vettoriale, w una forma r-lineare alternante
su 'V e una forma s-lineare alternante su V. Allora il prodotto wedge di w per
Y & la forma (r + s)-lineare w A su'V definita da

(w/\d)) (Ul>-~~7vr+s) = Z E(O')w (Ua(l)w--ava(r))111)(7)0(7"—&-1)7-"77)0(7"—&-3)) .

O'ESr,s

Osservazione 2.4. Ogni permutazione in Sy4s st ottiene in un unico modo com-
ponendo una permutazione in Sy s (a destra) con una permutazione che manda
{1,...,r} ed {r+1,...7+s} ciascuno in sé stesso. Se dunque k ha caratteristica 0
(o, pit generalmente, che non divide né r!, né s!) si ha

(w A 1/)) (Ulv s 7UT'+S)
1
= ] Z e(o)w (%(1)7 . ,v(,(r)) P (vg(r+1)7 . 71)(,(7,4_8)) .
O’EST+S
Da questa seconda formula si deduce abbastanza facilmente che w A1 ¢ anch’essa
una forma alternante. La verifica che questo ¢ vero per k di caratteristica qualun-
que (cio¢ direttamente sulla base della definizione con gli shuffles) & lasciata come
esercizio facoltativo per gli studenti interessati.

Menzioniamo che in letteratura & possibile trovare una nozione leggermente
differente di prodotto wedge, data da

1
m ; E(G)w (vo(l)a s ava(r)) 1/) (Uo'(r+l)7 s ava'(r—i-s)) .
OES, +5s

Osservazione 2.5. Sew € L’ (E), ¢ € L2 (E), allora wA, oltre ad essere (r+s)—
lineare ed alternante, é anche continua, di norma < (T:j)! |w||¥]. Di conseguenza,

la moltiplicazione wedge

L’r’

a

(BE) x L3 (E) — Li™(E)
(w, ) = wAY

2In effetti, nella dimostrazione di [Appunti mod. 1, Proposizione 17.8], l’apparentemente
complicata f non era altro che &; o p, con ; rappresentazione locale di £ nella carta (U, ¢).
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e bilineare e continua, di norma < (TTT:,) , dunque di classe C*°.

Osservazione 2.6. Siano w e ¥ rispettivamente una r-forma ed una s-forma su
una varieta X. Dunque
T Wy AUy
determina un’applicazione w : X — L7 (T(X)). Preso un ricoprimento bana-
lizzante {(U;,7;)},; del fibrato tangente m : T(X) — X, ed indicando con 1" le
corrispondenti banalizzazioni dei fibrati L7 (), grazie all’osservazione 1.1 abbiamo
che (nelle ovvie notazioni) le applicazioni
wii=p;or] ow:U; — L] (E;) , Yi=pioroyp:U; = LS (E;)

sono morfismi. Seque facilmente che (per ogni i)

p2+SOTZ+SOw:/’LO(wiawi) )

con i moltiplicazione wedge come nell’osservazione 2.5, e dunque queste applica-
zioni sono morfismi. Ancora per l'osservazione 1.1 possiamo concludere che w ¢
una (r + s)—forma.

Definizione 2.7. Siano w e 9 rispettivamente una r-forma ed una s-forma su una
varieta X. La (r + s)—forma data da
T Wy ANy

viene detta prodotto wedge di w per ¢, e denotata con w A Y.

3. AZIONE DI CAMPI VETTORIALI SU FUNZIONI C'' A VALORI REALI

Definizione 3.1. Se X denota una qualunque CP—varieta, fissiamo la notazione
CP(X) := Mor (X,R) = {morfismi f : X — R}
(%)
Sia 7 : T(X) — X il fibrato tangente ad X ed U C X aperto. Il VB-morfismo
Tiy :TWU) - T(X),
con iy : U — X applicazione d’inclusione, puo essere visto, per restrizione sul
codominio, come un VB-isomorfismo canonico

T(U) S 7 HU)

()

Se ora £ & un campo vettoriale su X, con leggero abuso di notazione indichiamo
con & |y il campo vettoriale (TiU)f1 ofsulU. Sepoi feCP(U),alloraTfof |y
¢ una sezione del fibrato tangente T'(R) che, ricordiamo, ¢ canonicamente isomorfo
al fibrato prodotto R x R (vedi [Appunti mod. 1, Osservazione 14.1 e commento

successivol); dunque T'f o £ [¢r corrisponde (per composizione con TR = R x R L
R) ad una funzione U — R, che & di classe C?~! (come T'f), e che denotiamo con
&u(f). Naturalmente, siccome una CP—varieta con p > 1 & anche una Cl-—varieta,
la funzione &y (f) resta definita anche quando f ¢, pitt generalmente, di classe C.

3Menzioniamo che in [Lang, 1999] ¢ usata invece la notazione FuP(X)

4n generale, se 7 : E — X ¢é un qualunque fibrato vettoriale, la restrizione 71'_1(U) —
U ¢é ancora un fibrato vettoriale, che di solito viene denotato (un po’ abusivamente) con
™ [U: E FU" U.
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Definizione 3.2. Se £ ed U sono un campo vettoriale ed un aperto di una varie-
ta X, conserveremo la notazione &y per lapplicazione

v CP(U) — CPH(U)
o= &)

con &y (f) definito come sopra (°).

Osservazione 3.3. Siano X, £ come sopra e consideriamo una carta (Us, ¢;) di X.
Allora, in termini di rappresentazioni locali (prendendo su R la carta identica),
abbiamo

v (filz) = fi(@) (&(z)) , VfeCP(Ui),x € i (Us) -

Faremo ora vedere che ¢ ¢ univocamente determinato dalla famiglia {¢y},, (6).
Abbiamo bisogno di un risultato che ¢ quasi immediato in dimensione finita, ma
che in dimensione infinita richiede un po’ di lavoro a causa della richiesta conti-
nuitda. Dunque torniamo per un momento nell’ambito dei preliminari di analisi, e
dimostriamo questo risultato che (pur se in forma indebolita) va sotto il nome di
teorema di Hahn-Banach (cfr. [Lang, 1999, cap. I, proposizione 2.3]).

Teorema 3.4. In un qualunque spazio normato E, per ogni x # 0 esiste A € EV
tale che \(x) # 0.

Dimostrazione. Per un qualunque x non nullo in E, consideriamo l'insieme di tutte
forme lineari e continue di norma (diciamo) 1, che siano definite su sottospazi di
E contenenti x, e che non si annullino su x. Tale insieme ¢ parzialmente ordinato
rispetto alla relazione secondo cui A < X quando \ é restrizione di M. E ovvio che
tale insieme é non vuoto e che ogni catena

M< <2, <
ammette un maggiorante. Dunque per il lemma di Zorn esiste un elemento massi-

male A € FV, con F C E. Basta dimostrare che F = E. Se cosi non fosse, possiamo
fissare un y € E\F. Per ogni z1, 29 € F si ha sempre

A(z1) — |71 =yl S A(22) + |22 —y|

in quanto

(A(z2) + 122 —y)) = (A (21) = |21 —9l) 2 = A (22) = A(21)[ + 22 =y — 21 + ]
> —|A(z2 —z1)[ +]z2 — 21| 20
(perché |A| = 1). Esiste dunque un o compreso tra sup,cp (A(2) — |z —y|) ed
inf,er (M(2) + |z — y|). Posto F/ := Span(F U {y}), 'applicazione
A F’ — R
z+cy — Az)+ca
é ancora lineare, e per ogni z € F si ha
N(z) = lz=yl <Ny < XN()+]z -yl

5[Lang7 1999] usa la notazione O, lasciando U sottinteso.

6In realta, almeno in dimensione finita, £ & determinato dalla sola £x : CP(X) — CP~1(X),
che addirittura (con la sua proprieta di essere una R-derivazione) potrebbe essere presa proprio
come definizione del campo vettoriale. Dobbiamo perd qui rinunciare alla dimostrazione, che
richiederebbe un po’ piu di lavoro: una suggestiva esposizione di questo fatto (e della filosofia
generale ad esso sottesa) & contenuta in [Nestruev (2003)].
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da cui

N(E=yl<lz—yl.
Poiché ogni vettore in F’ ¢ multiplo di un vettore del tipo z —y oppure z, con z € F,
concludiamo che X ha norma 1. Ma questo contraddice la massimalita di . (I

Proposizione 3.5. Siano &,n campi vettoriali su una varieta X, ed (U;, p;) una
carta di X. Allora vale I’implicazione

v, =nu;, = Slui=nlu; -

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che £, = n,., Vax € U;. Sia per assurdo x € U;
con &, # n,. Passando alle rappresentazioni locali abbiamo &;(y) — n;(y) # 0, con
y := @;(z), e dunque per il teorema 3.4 possiamo fissare un \; € EY tale che

i (&i(y) —mi(y)) #0.

Poniamo A = A; o ¢; (cosi che \; & una rappresentazione locale di ). Abbiamo

€0, (Ni(y) — no, (Vi) =2 Nily) (&) — Nily) (i) = i (Ely) — mily)) # 0,

in contrasto con l'ipotesi &y, = ny, . O

Da quanto ora visto, segue subito che se £y = ny per ogni dominio U di carte
di un fissato atlante, allora £ = n. A maggior ragione, £ = 1 quando £y = ny per
ogni aperto U.

4. PARENTESI DI LIE

A questo punto, per la prima volta abbiamo bisogno del fatto che le deriva-
te di ordine p in un punto, considerate come forme p-lineari, sono simmetriche.
L’estensione al nostro contesto della dimostrazione nota dal corso di analisi 2 (sul-
Pinversione dell’ordine delle derivate parziali), non presenta eccessive difficolta. A
causa dei tempi ristretti (come nel caso dell’estensione delle proprieta elementari
dell’integrale in una variabile) la dimostrazione ¢ lasciata come esercizio facoltativo
per gli appassionati. E invece richiesta la risoluzione del seguente esercizio: & una
rapida conseguenza di [Appunti mod. 1, osservazioni 7.3 e 7.5].

Esercizio (tecnico) 4.1. Sia pu: Eq x Eo — F un’applicazione bilineare continua
tra spazi di Banach, ed f1 : V = Eq1, fo : V = Ey funzioni C' tra aperti di spazi
di Banach. Provare che la derivata della funzione

9(x) = p(f1(2), f2())
é data da
g'(@)(w) = p(fi(@)(w), f2(2)) + 1 (f1(2), f3(2)(w)) -
Proposizione 4.2. Siano £,n campi vettoriali su una CP—varieta X, con p > 2.

Allora esiste un unico campo vettoriale [€,n] di classe CP~2 tale che per ogni aperto
U si abbia

€nluv =& onu —nuou .

Inoltre, in termini di rappresentazions locali rispetto ad una carta (U, v;), si ha

(€ ni(y) = ni(y) (&(y) = &i(y) (mi(y) » Yy eeUs) .
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Dimostrazione. Se (U;, ;) & una carta, f € CP (U;) ed y € ¢; (U;), per osserva-
zione 3.3 abbiamo

v, (o, ()); (W) = nu, ()i(y) &) -

Per sviluppare il termine ny,(f);(y) applichiamo ancora l'osservazione 3.3, e ci
troviamo cosl a calcolare la derivata della funzione

y = fi(y) (m(y)) -
A tal fine, possiamo utilizzare ’esercizio 4.1 con
uw: LERxE — R
(M h) —  A(h)
e w = & (y), ottenendo quindi

o, (£)i(w) W) = £ () &) :(y) + Fiw) (ni(w) (& ©)) -

Abbiamo cosi calcolato che

o, (o, (1) W) = Fi' (W) (&) (i(y)) + fi(y) (ni(y) Ey)) ) -

Scambiando i ruoli di £ ed 7, sottraendo e tenendo presente la simmetria di f”
arriviamo a

(&0 (0, (F) = o (€0, (), ) = F1) () (&) = € 0) (mw) ) -

Ora, y — ni(y) (&(y)) — €(y) (ni(y)) determina certamente un CP~2-morfismo
v; (U;) — E;. Dunque, per lo meno, ¢ la rappresentazione locale di un campo
vettoriale ¢ di classe CP~2 su U; che soddisfa la seconda formula in enunciato e,
per quanto ora visto, tale che
CUi, = 'fUi °Nu;, —Nu,; © gUi .
Se ora U C U; é un qualunque aperto, il campo ( ottenuto rispetto alla carta
(U, ¢; [u) ¢ ovviamente la restrizione del precedente, dunque vale anche
uv=%&vonu—nuolu .
Dalla proposizione 3.5 segue allora che se (Uj, ;) ¢ una qualunque altra carta, il
rispettivo campo ( coincide col precedente su U; N U;. Possiamo allora definire il
voluto campo [£, 7] per incollamento dei campi ¢ al variare delle carte (U;, ¢;) in
un fissato atlante. Questo campo soddisfa la seconda condizione in enunciato per
definizione, e soddisfa la prima almeno per aperti U contenuti in domini di carte.
Ma se infine U & un aperto qualunque ed f € C°(U), allora per ogni carta (U;, ;)
si ha
&, nu(f) luvnv,= €, nvnu, (f Tvnu,)
= &vnu; (unw, (f Tvnw,)) — nuaw: Eunus (f Toaws))
= (v onu —nu o &v) (f) lunu; -
Ma poiché le intersezioni U N U; ricoprono U, segue
[€.nlu =8vonu —nuoéu ,

come si voleva. O

Definizione 4.3. Il campo [, 1] sopra determinato viene detto parentesi di Lie, o
commutatore, di £ ed 7.
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