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Le curve A = f(w/w,) e ¢ = f(w/w,) di fig.5.13-1 sono valide anche in
questo caso, ma vanno interpretate (v. punti da 1 a 5) tenendo presente
che il coefficiente di amplificazione rappresenta in questo caso il rapporto,
X;/Xxk, tra V’ampiezza X; del moto forzato di m e I'ampiezza Xx del
moto imposto alla sezione d’incastro O della molla.

5.14 Vibrazioni forzate periodiche

Se la forza eccitante F(t) & periodica, il moto di m pud essere studiato
scomponendo la F(t) in serie di Fourier; ritenendo nullo il valor medio della
F(t), risulta: '

F(t)= z’:pr cos(pwt + ¢p) (5.14-1)

Poiché il sistema & lineare, & possibile applicare il principio di sovrap-
posizione degli effetti, considerando separatamente le singole componenti
armoniche della F(t).

1l moto forzato z,(t), eccitato dalla armonica di ordine p risulta dato, per
quanto detto nel par.5.13, dalla relazione:

43

2 (8) = map Ay conlpt + 4,) = 32 - ——r cos(put + ;) (5.14-2)

1-—
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e quindi il moto z(t) della massa m, risultante dalla somma degli z effetti
(5.14-2), & dato da: '

z

z(t) = sz“,p - Ap cos(pwt + ¢p) (5.14-3)
1
Da questa relazione si deduce che:

1°) 1 moto forzato z(t) & periodico dello stesso periodo T dell’azione
forzante F(t);

2°) Esso risulta dalla sovrapposizione di tanti moti armonici z,(t), la cui
ampiezza X),:

F,
Xp = TurpAp= 3 - ——5—5 (5.14-4)
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dipende non tanto dall’ampiezza’ F,, dell’armonica eccitante, quanto
dal coefficiente di amplificazione A, che risulta pii 0 meno grande a
seconda del valore del rapporto pw/w,: il sistema puo essere portato
in risonanza da una sola delle armoniche di F(t), anche se questa ¢ di
modesta ampiezza.
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3°) Perché si verifichi tale risonanza & necessario che sia pw = w,: in
fig.5.14—1 & rappresentato il caso in cui, essendo w, /w = 3, il sistema

& portato in risonanza dalla armonica di ordine 3 della F(z).
A risultati analoghi si perviene se il moto forzato & eccitato da un moto

periodico della sezione d’incastro della molla.
In questo caso, posto:

zg (t) = Zp » Xjp - cos(pwt + @) (5.14-5)
1
il moto z(t) della massa m risulta dato da:
z
z(t) = waka - A cos(pwt + ¢,) (5.14-6)
1
con:
1
A, = 1———})%7 (5.14-7)
w?
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'5.15 Esempi di applicazione

La determinazione del moto libero e forzato di un qualsiasi sistema mecca-
nico, non dissipativo, ad 1 grado di liberta puo essere effettuata, utilizzando
i risultati dello studio del sistema (m, K), ottenuti nei precedenti paragrafi.

Le equazioni del moto di questi sistemi risultano infatti essere, come
si vedrd nel seguito, equazioni differenziali ordinarie del secondo ordine,
lineari, a coefficienti costanti, dello stesso tipo della (5.12-1) ovvero della
(5.13-2), a seconda che si.tratti di moto libero ovvero di moto forzato.

5.15—-1 Il pendolo semplice

Si consideri il pendolo semplice di fig.5.15-1,a) e si supponga che esso stia
oscillando liberamente: sia 8 la coordinata generalizzata, che ne individua
in ogni istante la posizione. :

Il momento di richiamo, dovuto alla 'for?,_a peso, vale ~mglsin§, mentre
il momento delle forze d’inerzia vale —ml28: per il principio di d’Alembert,
deve essere: .

—ml?§ — mglsing =0

a)

Fig.5.15-1

Per oscillazioni di piccola ampiezza (sin 6 ~ 6) si pud scrivere quindi:
ml?§ + mglf =0 (5.15-1)
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Essendo questa equazione differenziale simile alla (5.12-1), il moto libero
8(t) del pendolo & dato per la (5.12-8) dalla relazione:

6(t) = 6 coswpt + (éo Jwg)sinw,t = © cos(wnt + $o)

con:
wy, = pulsazione naturale del pendolo = \/mgl/mi% = \/g/l
0, = spostamento iniziale;

8o= velocita iniziale;

@ =1/0% + 63 /u2;

tan ¢0 = —éo/wnoo .
Per oscillazioni di piccola ampiezza al posto di § pud essere assunta, come
coordinata generalizzata, la coordinata z di G nel riferimento Ozy segnato

in figura.
Infatti in questa ipotesi risulta:

z=1sin0 =~ 16 ; g:lcoshulm cost

e dalla (5.15-1) si ottiene:

mlt+mgz =0

e quindi:
mz + (mg/l)z =0 (5.15-1")

Questa relazione esprime I’equilibrio tra la forza di inerzia —m£ e la forza
di richiamo —mgtan6 ~ —mg - z/l. ‘
La legge del moto libero z(t) & quindi espressa dalla relazione:

z(t) = zo coswat + (vo/wa) sinw,t = X cos(wnt + $o)

dove:
%o = spostamento iniziale di m =6 - [;
vo = velocita iniziale di m = 6, - I;
wn = pulsazione naturale = /g/! .
Le leggi del moto 0(t) ed z(t) sono evidentemente equivalenti.
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i Per quanto si riferisce al moto forzato del pendolo semplice esso pud essere
eccitato imponendo alla cerniera O un moto armonico (v. fig.5.15-1,b):

zx = Xg coswt

In questo caso la legge del moto forzato z;(t) della massa m sara data,
per la (5.13-8'), da:

z;(t) = Zy - A-coswt = X -

5 COS wt
w

i 1-=

t W

I

s 5.15—-2 Pendolo composto

Si procede nello stesso modo descritto nel paragrafo precedente:

a) si considera il pendolo in una posjzione 8;

i b) si calcola il momento di richiamo dovuto alla forza peso: —mgd®;

c) si scrive ’equilibrio tra il suddetto momento e quello delle forze di

inerzia —Iof (I = momento d’inerzia di massa del pendolo rispetto
all’asse di oscillazione passante per O):
L6+ mgdf =0
Dalla (5.12-18) si deduce che:

6(t) = 0y cosw,t + (éo/wn) sinw,t = 6 cos(w, t + ¢o)

con:
w, = pulsazione naturale del pendolo = /mgd/T;;
8o = spostamento iniziale;
8 = velocita iniziale.
C’% da osservare che, avendo indicato con I il momento d’inerzia di

'massa del pendolo rispetto ad un asse passante per G e parallelo all’asse di
oscillazione, risulta:

I0=Ic+md2=m(p2+d2)
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con:
p = raggio di girazione = /¢ /m

L’espressione di w, pud quindi scriversi:

w, = Vgd/(p? + d?)

Indicata con L la lunghezza del pendolo semplice avente la stessa pul-
sazione naturale wy,, s pud scrivere:

vn = Vad] (7 + ) = Vo] L
e ricavare Pespressione della lunghezza ridotta L del pendolo composto:
L=d+p°/d

Anche il moto forzato del pendolo composto di fig.5.15-2 pud essere ec-
citato imponendo alla cerniera O un moto armonico £x = Xx coswt. Il
moto forzato z(t) del baricentro G del pendolo & in questo caso dato da:

z(t) = 2, A - coswt = Xx[1/(1 - w?fw?)] coswt

i
ol X
| ;‘\
v et
|
mg
ry
Fig.5.15-2

5.15—3 Pendolo semplice elasticamente vincolato

Nella posizione 8 le forze di richiamo sono la forza peso mg e la reazione
delle due molle K, pari a 2K af.
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Per P’equilibrio dei momenti rispetto ad O deve essere:
ml26 + mgld + 2Ka?0 =0

e quindi: .
mi?0 + (mgl + 2Ka®)0 =0

Tenendo presenti le (5.12-1), (5.12-18) e (5.12-6), la legge del moto 6(2)
risulta data da:

0(t) = 8o coswnt + (éo Jwy) sinwat = © cos(wnt + ¢o)

con:

wp = V/(mgl + 2Ka?)/mi2 = \/g/l + (2K/m)(a? /I?)

e con:

0o = spostamento iniziale; 0o = velocita iniziale;

8 =1/02 +62/u2 ; tan ¢ = —0o /Oow,, .

E da osservare che per il pendolo rovesciato di ﬁg§5.15—3,b), Pequazione
del moto risulta essere la seguente:

ml?0 + (2K a® — mgl)d =0

poiché il momento dovuto alla forza peso ha lo stesso verso della rotazione
6 e per questo motivo costituisce un momento di richiamo negativo.

Dall’equazione del moto si deduce che la pulsazione naturale del sistema
é in questo caso data dalla relazione:

wa = V/(2Ka? — mgl) [mI? = \/(2K[m)(a?[I2) - g/l

Il valore di questa pulsazione diventa immaginario per:

9/l > (2K/m)(a*/P)

Se & soddisfatta questa relazione, 1’equilibrio del pendolo ¢ instabile: in-
fatti, partendo dalla posizione # = 0 ed imponendo al pendolo rovesciato
una rotazione infinitesima df, il momento dovuto alla forza peso prevale
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Fig.5.15-3

su quello dovuto alla reazione delle due molle K ed il pendolo si allontana
= » ) -y » . . 0 —_ O.

dalla posizione di equilibrio instabile ’ _ _

Nel caso del pendolo orizzontale di fig.5.15-3,c) I’equazione del moto s1

scrive: )
ml26+2Ka*0 =0
essendo trascurabile la variazione del momento della forza peso, dovuta alla

rotazione &, supposta piccola.
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In questo caso il valore della pulsazione naturale w, & dato da:

wWn = \/2Ka? /mi2
epera=1(v. fig.5.15-3,d) diviene:
Wn =+/2K/m

cioe uguale.a quello del sistema (m,2K ), riportato nella stessa figura
’ Qi?es.to nst.ﬂtato .si giustiﬁ.ca considerando che, nel caso del pen;iolo
asta, mc\ermer:ata in O, realizza un vincolo, che, per piccoli valori di ;
(m 9), pud considerarsi equivalente alle guide ¢ d(;l sistema (m 2?;)1 g
, .

E da osservare infine che jl i
: : pendolo di fig.5.15-3.4
costruttivo pilt vicino al modello matem:tico: @, rappresentalo Schoma

;?elil;a:nto lz‘z:1 czrniera O pud essere realizzata (p.es. con un cuscinetto a
1n modo da costituire un vincolo con attriti it piccoli di
quelli delle st o ﬁg.5.15~3’d). n attriti certamente P1u piceoli di

5.15—-4 Sistema flessionale

mSl consideri il sistel.na., Tappresentato in fig.5.154, costituito da una
d.assa m, concentrz.ita In un punto qualsiasi O dell’asse dj un’asta flessibil
I massa trascurabile, vincolata agli estremi. e

—
-
-~

ST E =%,

e e e ——

. _a b

Fig.5.15-4
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11 sistema, se & opportunamente eccitato, compie oscillazioni flessionali
libere in un piano contenente ’asse dell’asta indeformata.

Nell’ipotesi di oscillazioni di piccola ampiezza & possibile ritenere che la
massa m si muova in direzione normale all’asse dell’asta indeformata: in
questa ipotesi il sistema si comporta come un sistema ad un grado di liberta
ed & possibile assumere, come coordinata lagrangiana, lo spostamento x di
m, misurato dall’asse dell’asta indeformata.

L’equazione del moto del sistema si scrive in questa ipotesi:

-mZ— Kz=0

nella quale con ~ K si & indicata la reazione elastica, che I’asta esercita su

m per uno spostamento z = 1 di O.
Questa equazione coincide formalmente con la (5.12-1) e quindi la legge

z(t) con la quale oscilla la massa m & data dalla (5.12-18).
E evidente che a paritd di materiale, sezione ¢ lunghezza dell’asta, il

valore di K & minimo quando il punto O, nel quale & concentrata la massa
m, si trova nella mezzeria dell’asta (a = b= (1/2)I).
In queste condizioni la pulsazione naturale del sistema:

w, =\ K/m

risulta minima. Spostandosi il- punto O verso uno dei vincoli, i valori di K
e di w, aumentano, risultando:

lim K = lim w, = o0

a—0 a—0
_a__. b
|
B Ly
o ‘
xk(ti‘////7/ TTTTITTITTITT ST xie(t) =X cos et

Fig.5.15-4'

Il moto. armonico forzato del sistema di fig.5.15—4 pud essere studiato
ricordando che in ogni caso risulta:

zz(t) = z,e Acoswi
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con:
A = coefficiente di amplificazione = 1 /(1= w?fu?)
ed:
Lot = — XK

a seconda che la causa eccitante sia una forza F (t) = Fo cos wt, agente sulla
massa m, ovvero un moto zg (t) = Xy coswt del piano di appoggio del
sistema (v. fig.5.15-4").

5.15—-5 Sistema torsionale

Si consideri il sistema, rappresentato in figura 5.15-5, costituito da un
disco calettato in una sezione di un’asta non rigida, di massa trascurabile,
incastrata agli estremi.

Fig.5.15-5

Il sistema, se & opportunamente eccitato, vibra torsionalmente: il disco
compie un’oscillazione angolare 6(t) intorno al suo asse e I’asta si deforma
a torsione.

Indicati con Y il momento d’inerzia di massa del disco e con —K il mo-
mento della reazione elastica dell’asta per § = 1, equazione del moto de]
sistema, per il principio di d’Alembert, si scrive esprimendo 1’equilibrio
tra il momento delle forze d’inerzia ed il momento della reazione elastica
dell’asta; ) ,

~Yf- K6=0

361

Capitolo 5
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Fig.5.15-5

Questa equazione & simile alla (5.12-1) e per la (5.12-18) J’oscillazione
libera del sistema & data dalla relazione:

8(t) = fo coswnt + (o /wn) sinwnt = © cos(wat + ¢o)

con: |
0, = rotazione iniziale del disco;

0o = velocita angolare iniziale del disco;

e = 03 + (ég/wn)z;

ta.n¢o = —éo/aown .

e con: w, = \/IW

. . i disco viene
Anche in questo caso i valori di X e di w, crescono, se il fi:is:foc\ar;tm
. . - . . . m
calettato in sezioni via via pilt vicine ad una delle due sezioni

dell’asta. . . . T
1l moto forzato armonico del sistema in esame puo essere eccitat

modi.
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In.ﬁg.5.15—'5' sono -rappresentati tre modi diversi per ottenere la vi-
brazione forzata del sistema. In fig.5.15-5',a) si & supposto che sul disco

1a.gixsca. una coppia di momento M, cos wt: I’equazione del moto risulta al-
ora:

Yo+ Ko = M, coswt
con (v. par.5.16):
K=K, + K,.
La legge del moto forzato §(t) del disco &, per la (5.13-4),:
07(t) =0, - Acoswt

con:
0,t = Mo/K,

A=1/(T-w?fu?) .

Se all’estremo del tronco K (v. fig.5.15-5',b) si impone un moto armonico
0x (t) = O coswt, I’equazione del moto del disco si scrive: |

YO+ K0+ K,(0—6)=0
dalla quale si ricava:
Y0+ (K1 + K;)0 = K0, = K,0x coswt

Si pud scrivere infine:

K.
0;(t) =0,,Acoswt = ——~2 __ ——1—
1 (t) t Sw K1+K26K o> Coswit

Se ad entrambi gli estremi del sistema (v. fig.5.15-5'
0x = Ok coswt, I’equazione del moto si scrive:

,€) 81 impone un moto
Y0+ K(6-6x)=0
dalla quale si deduce che:

Yi+ K0 = KOx = KOx coswt
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1l moto forzato 8, (t) del disco sard dato da:

1
0s(t) =0, - Acoswt = O - coswt

e pud essere considerato come la sovrapposizione di due effetti del tipo
calcolato nel caso di fig.5.15-5',b).

5.16 Coeflicienti di rigidita degli elementi elastici

Per tutti i sistemi discreti ad 1 grado di liberta elasticamente vincolati, si
& definito come coefficiente di rigiditda K dell’elemento elastico, la reazione
(col segno cambiato) che 1’elemento stesso esercita per uno spostamento
unitario (o rotazione unitaria) del punto di applicazione della massa m (o
del disco Y).

I valori di K sono calcolabili in funzione della geometria dell’elemento e
delle caratteristiche elastiche del materiale di cui esso & costituito.

Nella tabella 5.16~1 sono riportate le formule che permettono il calcolo
di K per alcuni elementi elastici pilt comuni.

Con G ed E si sono indicati i moduli di elasticitd del materiale di cui &
costituito ’elemento elastico. '

Per ’acciaio essi assumono mediamente i seguenti valori:

E = modulo di elasticitad normale o di Young = 2- 101 N/m?
G = modulo di elasticita trasversale = 8.0- 10'° N/m?

I valori dei momenti d’inerzia diametrale I; e polare I, della sezione della
trave, nell’ipotesi di sezione circolare, sono calcolabili con le formule:

L==nr*/2 Li=L/2=nr'/4

Due o pitt molle di rigiditd K;, Ko, ..., K,, possono essere collegate in
serie o in parallelo: in fig.5.16—1 due molle di coefficienti di rigidita K; e
K, sono collegate in parallelo. La rigiditd K di questo sistema di molle
8i determina, considerando che per uno spostamento z della massa m la
reazione elastica R & data, in entrambi i casi a) e b), da:

R = —Klz - Kzz - _(Kl + KZ):B

e quindi:
K=-R/z=K,+ K,



364 Vibrazioni Meccaniche

Tab. 5.16-1

Molla ad elica cilindrica

or | JAVIVIVAVIVAL. -
K = Gd*/64nR® Y VW @

n = numero di spire !

Trave incastrata ad un estremo

Y/ -
Y, 7 e —~— X =1
K =3EI/P® | _[K
Trave appoggiata agli estremi d
K = 3EIl/a?%b® a b
I
Trave soggetta a torsione o=1 =1
< _ _
K=GL/l P e (
21 ? '
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In fig.5.16-2 le due molle K, e K, sono disposte in série.

Immaginando, in questo caso, di applicare ad m una forza F, lo sposta-
mento = della massa m & dato dalla somma degli allungamenti z; ed z,
delle due molle:

$=$1+$2 =F/K1+F/K2=F(1/K1+1/K2) .

b) K,
Ky
K,
T L
m%{ At maF_g_ ..... A
7 4 ' . m. Al G [K {x
K / p 1
2 F
Fig.5.16-1 Fig.5.16-2
La reazione R della coppia di molle & quindi data da:
R=-F=-Kz
avendo indicato con K la rigidita del sistema di molle.
Risulta percio: '
1/K=z/F=1/K,+1/K,
In generale si potra porre:
molle in parallelo: K=K, +K;+...+ K, (5.16-1)
molle in serie: 1/K=1/K,+1/K;+...+1/K, (5.16-2)

Anche per tronchi di albero di rigidita torsoniale K; e K, (v. fig.5.16-3)
valgono le considerazioni ricavate per molle disposte in serie ed in parallelo.
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-Ironchi _in parallelo Tronchi _in serie con — K = forza di richiamo per z uguale ad 1 = mg/1
Y Y
K .
2 —  — ﬁ ___ K, l—’ Svolgimento
Z /1:
_J La pulsazione w, & data da:
K=K, +K, LK = 1?, + '1(_2 |
wnp =V K/m=1/g/l=1+9.81=3.13rad/s
Fig.5.16~3 .

Per si . . s 2 R Pertanto si ha:
er sistemi flessionali il discorso & pit complesso e sara ripreso nel par.7.6

Tp=2r/w, =2r/313=2s ; f,=1/T,=~05Hs
Esercizio 5.1

Per il pendolo semplice rappresentato in figura ed avente le seguenti caratteristi-

che: Esercizio 5.I1

I=1m ; m=05kg
calcolare, nell'ipotesi di piccole oscillazioni,
naturale 7;,, la frequensza f,.

Il pendolo semplice dell’esercizio 5.1 viene elasticamente vincolato come in
la pulsazione propria w,, il periodo fig.5.11-1,a).
\ Assegnati:

' m=0,5 kg

| = lunghesza del pendolo = 1 m,

a = distanza dal fllllcro O dei punti di attacco delle molle = 0,3 m

K = rigidita di ciascuna molla = 30 N/m
calcolare i valori di wy,, T}, fp. -

Svolgimento

- Per oscillazioni di piccola ampiezza l’equazione del moto # pud scriversi

{v. par.5.15-3): . :
mi?0 + (mgl + 2Ka?) -6 =0
Fig.5.1-1 La pulsazione delle osci]lgzioni libere risulta quindi:
E da osservare che per piccole oscillazjoni ( piccolo rispetto ad'l) si pud assumere wy, =/l (mgl + 2Ka?)/ml2 = \/9/ [+ 2Ka?/mi?

come coordinata lagrangiana,

lo spostamento orizzontale z di mn: Pe i
moto z risulta (v. la 5.15-1'): . Arasione Al

e per il pendolo assegnato vale:

ma + Kz =0 wn = (9,81/1+ 60-0,32/0,5)% = 4,54 rad/s
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b)

Fig.S.H—l

!

La frequenza naturale risulta quindi:
o =w, /28 =0,72 Hz ;i To=1/f,=138s

. Se lo stesso pendolo viene disposto come nelle figg.5.I-1,b) e 5.I1,c), le cor-
rispondenti pulsazioni sono (v. par.5.15-3):

= V2Ka?/mi? (pendolo orizzontale)
= \/ (2K 42 /mlz — g/l) (pendolo capovolto)
Per il pendolo disposto orizzontalmente si avra pertanto:

= 1/60(0,3)2/0,5 = 3,28 rad/s

Per il pendolo capovolto:

wn = 1/60(0,3)2/0,5 — 9,81 = 0,99 rad/s

Esercizio 5.II1

Si vuole determinare sperimentalmente il momento di inerzia di massa I, ri-
spetto all’asse di rotagione, della puleggia rappresentata in fig.5.111-1.
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La puleggia & sospesa mediante due appoggi a coltello in modo che possa oscillare
intorno all’asse OO’.

Svolgimento

La puleggia, sospesa come in figura, si comporta come un pendolo composto: il
periodo di oscillagione T}, & dato da:

T, = 2n/w, = 2r\/Io/mgd = 27/ (I + md?)/mgd

o

Fig.5.I11-1

Misurato sperimentalmente il periodo T}, nota la massa della puleggia e la di-
stanza del baricentro G dall’asse di oscillazione OQ’, si ricava:

Ig = Timgd/4x® — md® = md(T2g/4x” — d)

Esercizio 5.IV

La determinazione sperimentale del momento d’inerzia di massa I di una puleg-
gia pud essere effettuata in modo diverso da quello indicato nell’esercizio precedente.

La puleggia pud essere infatti sospesa ad un punto fisso O mediante un filo di
acciaio armonico di diametro e lunghezza opportuni (v. fig.5.IV-1,a), che porta ad
un estremo un dischetto B di massa trascurabile, sul quale poggia la puleggia stessa.

Posto il sistema in oscillazione torsionale libera e misurato il penodo di questa
oscillazione, si pud risalire al valore di I¢.



370 _ : Vibragzioni Meccaniche

Fig.5.I1V-1
Svolgimento

Misurato il periodo T, .dell’oscillazione torsionale libera, esso risulta legato alla
rigiditd torsionale K del filo (K = GI,/ 1) ed al momento d’merzm di massa I

dalla nota relazione:
T, =2r/w, = ZW\/IG/K

I = T2K/4x? (5.1vV-1)

Per evitare il calcolo della rigidity torsionale X del filo, si possono aggiungere
due masse m uguali, note e simmetricamente disposte (vedi fig.5.IV-1,b) rispetto
all’asse di oscillazione.

Il momento d’inerzia di massa della puleggia, con le due masse m disposte nel
modo descritto, vale:

dalla quale si ricava:

Iz = Ig +2mr?
Misurato il periodo T, (T > T,) del sistema di fig.5.IV~1,b), si potra scrivere:
T! = 22v/(Ic + 2mr?) /K (5.Iv-2)
e ricavare dalle (5.IV-1) e (-2): |
(T /To)? = (Is + 2mr®)/Ig = 1+ 2me? /I

1l valore di I in funzione delle gra.ndezze note T,,, T, m ed r sard percid dato
da:
Is = 2m7‘2/[(T,’l/T,,,)2 -1
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Si osservi che bisogna fare in modo che il momento d'inerzia di massa delle due
masse M rispetto all’asse di oscillazione si possa ritenere dato da 2ms? e risulti
inoltre grande abbastanza da avere una differenza (T, — T, ) molto pik grande
dell’errore che si commette nella determinazione di T, ¢ T}, .

Esercizio 5.V

Per il pendolo composto rappresentato in fig.5.V-1, calcolare il periodo di oscil-
lazione T, e determinare le superfici luogo degli assi di sospensione per i quali il
periodo di oscillazione si mantiene costante e paria T,.

a) b) lL
} OJ
l\)\l ’ j;_ -~ 1 BS
=TT ]
d | // 4 r }})\
sl e IG / { I i AT
¢ I < T l\\_t\— '\d“‘?— Ill
I mg l \\ \’P\J4// // y
- I \\ 1 |7
C 18 L I T
3 ] LB ]

j
Fig.5.V-1

Le dimensioni del pendolo e la distanza d dell’asse di sospenslone dal baricentro
G sono:
a=10cm ; c=40cm ; d=15cm
Svolgimento

Con i dati assegnati si ottiene:

wa = /mgd/I, = \/mgd/m(p? + d2) = \/gd/(p? + d?) = 6.33 rad/s

T =27 /w, =0.99s
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con:
p° = (a® + ¢®)/12 = (100 + 1600)/12 = 141,67 cm® ; p=11,9cm

1 interessante notare che il periodo 7}, non dipende dalla dimensione & del pen-
dolo.

Per quanto si riferisce alle superfici luogo degli assi di sospensione per i quali
T, = 0,99 s, & facile osservare che una prima superficie luogo & costituita da un
cilindro che interseca il piano di oscillazione in una circonferenza di raggio r = d,
e centro GG. _

Ma esistono altri punti O', situati su un’altra circonferenza, per i quali risulta
T. = 0,99 s: infatti, detta d’ la distanza di tali punti dal baricentro G, si pud
porre:

wi = gd/(p* + &%) = gd'[(p* + d?)
ossia: _
d(p* +d*) =d(p* +d%) ; p(d-d)=dd'(d-d)
dalla quale si deduce:
p? =dd — d' = p?/d = 141,67/15~ 9,44 cm

Pertanto i punti di sospensione O’ (v. fig.5.V~1,b) appartengono ad una circon-
ferenza di raggio d' = 9.44 cm, che ¢ la direttrice della seconda superficie luogo
cilindrica ad asse evidentemente normale al piano dell’oscillazione.

Infine, tenendo presente che la lunghezza ridotta { del pendolo ¢ data da:

I=(p*+d%)/d=p*/d+d

si ricava che:

I=d+d =15+9,44=24.44

e si deduce quindi che la lunghezza ridotta del pendolo & somma delle
distanze d e d'.

Esercizio 5.VI

Facendo oscillare la biella, rappresentata in fig.5.VI-1, intorno ad un asse normale
al piano di rappresentazione, di traccia Oy, si & misurato il tempo £; corrispondente
a 50 oscillagioni. Si @ quindi ripetuta P’esperienza, facendo questa volta oscillare la

" biella intorno ad un asse di traccia O e si & misurato il tempo I3 corrispondente
ancora a 50 oscillazioni.
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Fig.5.VI-1

Dalle due misure effettuate & risultato:
t, =39.9 s 5 t; =36.1 s

Sono state inoltre misurate la distanza 0,0; ela massa m della biella:

0,0, =1'=191mm ; m= 0.920 kg

determinare la posizione del baricentro G ed il valore

Con i dati cosi ricavati,
. a I della biella rispetto all’asse passante per G e

del momento d’inerzia di mass
normale al piano di rappresentazione.

Soluzione
1 periodi di oscillazione T; e T, risultano:
Ty =t,/50=0.798 s T, =1t,/50=0.722 s

1 noto inoltre che: .
T, = 2m\/(Ig + mc'?)/mgc’ = 21/ (p2 +c2)/g9¢
T, = 27+ /(pz + c”Z)/gc"
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con p? = I / m.
Si pud scrivere quindi:

TZgc' [4n® = p? + 2
T2gc" /472 = p? + o2

Sottraendo membro a membro queste due relazioni, si ottiene:
(g/47l'2)(T126' - T.fc") :.(612 - 6"2) — (cl _ c")l'
e quindi:
2 (4,2 |
(T3 /4> —I)e = (T /4n? —I')e" = (g2 /x> — 1')(1 — ¢)

Si ricava infine:

o' = (¢T3 /4n® ~ V) -1 /(gT? /ax® — V' + gT2 /472 —I') =0.124 m
Dalle espressioni di T, e T siricava inoltre che:

Ie = T¥mgc'J4n? — mc'? = Do,1 —mc'? =3.9.1072 kgom?

Esercizio 5.VII

Pel.' il sistema ad un grado di libert3, rappresentato in figura, sono assegnati i
valori: 7 ’
m=1Kg ; K, =1000 N/m ; K> =2000N/m ;

K3 =20N/m ; K,=10 N/m ; K;=2000 N/m

' Calcolare la rig?dité. K della molla equivalente alle cinque molle presenti nel
s:stema, la pulsaziore naturale w,, il periodo T, e la frequenza fn del sistema
stesso.

Svolgimento

La rigidita equi e o
st d: 3 equivalente Kj; delle due molle K e K3, disposte in parallelo, &
K21 = Kl + K2
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a) b)

Fig.5.VII-1

mentre per la rigiditi equivalente K3, delle due molle K5 e K3, disposte in paral-
lelo, e della molla’ Ky, disposta in serie alle prime, vale la relazione:

1/K22 = 1/(K3 + K4) + 1/K5 = (K3 + K4 + K5)/(K3 + K4)K5
dalla quale si deduce che:
Kz = (K3 + K, )Kg /(Ks + Ky + Kp)

La rigidita equivalente K del sistema di 5 molle, risultando essere equivalente a
quella delle due molle K5; e K55, disposte in parallelo, & data da:

K=K, +K,+ (Ks+ K,)Ks /(Ks + K, + K5) =
= 3000 + 30 - 2000/2030 = 3000 + 29,55 = 3029, 55 N/m

La pulsazione, il periodo, la frequenza naturali del sistema sono quindi dati da:
wy = /(K/m) = 1/3029,55/1 = 55 rad/s

T, = 27/w, =0,114s ; f, =1/T, =8,75 Ha

Esercizio 5.Vﬂ1

Determinare la pulsazione naturale w,, con la quale oscilla la colonna liquida del
tubo manometrico rappresentato in fig.5. VIII-1.
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Svolgimento

Indicando con:

! = Junghezsa rettificata dellz colonna liquida,
{1 = sezione del tubo ad U,
6 = densita del liquido manometrico,

Pequazione del moto della massa m del liquido manometrico pud essere scritta nella
forma: '
mi+ Kz=0

con:

m =06

o
-
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s |

x
o
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Fig.5.VII-1

Per il czt.lcolo della rigiditd K del sistema, si supponga che il livello del liquido
nfa.l.lon.netnco, ad es. nelramo di sinistra del tubo, si abbassi di un tratto z: la forza
di richiamo sara queua esercitata dal peso del tratto di colonna liquida di lunghegza
2z, presente nel ramo di destra: '

La pulsazione naturale sara quindi data da:

wa = V/206¢/1Q5 = \/2g]1
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Si osservi che la pulsagione w,, non dipende né dalla sezione £ del tubo né dalla
densiti del liquido manometrico: tale pulsazione dipende, oltre che dall’accelera-
zione di graviti, solo dalla lunghezza rettificata della colonna liquida.

Si osservi ancora che tale pulsazione & anche indipendente da una eventuale dif-
ferenza di livello del liquido, dovuta ad una differenza di pressione nei due rami
del tubo manometrico, in quanto sia la massa m, che la rigiditd K del sistema

rimangono invariate.
Da quanto detto risulta che per { ='1 m:

wy, =v2-9,81/1=4,43rad/s ; T, =2r/w, =1,42s

Esercizio 5.IX

Un tubo manometrico (v. fig.5.IX-1) & collegato ad una condotta nella quale

scorre un gas a bassa pressione relativa. _
11 valore di tale pressione non & costante, ma varia con legge armonica, avente un

periodo pari a 0,2 s, del tipo:

p(t) = po + p1 - coswt

con p1 /po = 0,5.
Determinare la lunghezza { della colonna liquida, che consente una indicazione

della pressione media py con errori di entitd trascurabile.

Svolgimento

Per effetto della pressione media pg il dislivello Ay nei due rami del tubo risulta

dato dalla relazione: '
Pofl = hobgfl — ho = po /8¢

La massa del liquido manometrico, éottoposta. ad una forza periodica (lp, (t),
compie delle oscillazioni forzate di periodo T paria 0,2 s.
La legge di tali oscillazioni forzate & del tipo:

#(t) = 2, A - coswi = (- 0,5p0 /208g) [1/(1 — w? /w?)] coswt =
= 0,25(po/6g) [1/(1 — w? /w?)] coswt = 0,25h,[1/(1 — w? /w?)] coswt

Se si fissa w/w,, = 5, si avra:

2(t) & —0,01h¢ coswi
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e 'ampiezza dell’oscillazione forzata risulta pari ad 1/100 dell’altezza hg e risulta

quindi trascurabile rispetto ad ho.
Per ottenere questo risultato occorre che:

w, =w/5=2x/(0,2-5) = 2x rad/s

Poiché, come risulta dall’esercizio precedente, la pulsazione naturale w, & data
da:
wn = \/2g/1
dovra essere:
1=2g/w2 =2-9,81/47% =~ 0,5 m

N (R |
)

Fig.5.1X-1

E da osservare che tubi manometrici con lunghezza rettificata della colonna li-
quida maggiori di 0,5 m portano a valori di w,, pit bassi ed a valori delPampiezza
delle oscillazioni forzate minori di 1/100 di ho.

5.17 Sistemi dissipativi: vibrazioni libere

Le azioni smorzanti presenti in un sistema meccanico sono di natura di-
versa: come si & accennato nel par.5.12 esse sono dovute alla resistenza del
mezzo, nel quale il sistema oscilla, alle resistenze d’attrito presenti nei vin-
coli, al fenomeno d’isteresi elastica, dovuto alla variazione periodica delle
sollecitazioni degli elementi elastici presenti nel sistema.

Per tener conto di queste azioni smorzanti nella maniera piti semplice,
nel caso di sistemi discreti si accetta ’ipotesi che sulle masse concentrate
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m agiscano forze resistenti del tipo —0g, PrOPOW.mm‘h a(,)].la. p;l:)n:.dp:?enza
della velocita & di m secondo una costante o € di verso ps:nte o viene in-

Azioni smorzanti di questo tipo sono dette viscose (.e‘la cos e g e come
dicata come coefficiente di smorzamento ?uscoso o piu semp 11-za1nenfo.
smorzamento viscoso o ancora pill semplicemente cgﬁ?;:;‘; 3 fig5.12-1,

Riprendendo in esame il sistema ad un grado il e e masst
una resistenza al moto del tipo descritto pud Fssere eezerc;l a o logato
m da uno smorzatore (V. fig.5.17-1), costl‘tu to da un ¢ i::one’a ertiie
rigidamente alla massa m, entro il quale pud scorrere un i;; e et
tenuta, collegato ad un punto fisso 01' e rec?.nte un§dsel;iscoso bees. olio
di piccolo diametro. 1I cilindro sia pieno di un fluido viscoso, p:

minerale.

Fig.5.17-1

. i i e cilindro
Durante I’oscillazione della massam, il moto relativo tré ?:,i'ix::ibrati ot
dello smorzatore costringe il fluido a passare attraverso 1 fc

un moto che risulta laminare. ) . ttiene scrivendo la con-
L’equazione del moto libero della massa m S1 O

; i = — Kz, reazio-
dizione di equilibrio tra le forze agenti (r?azxor.le dellz: motlta P ,s T
ne dello smorzatore = —o¢ e la forza di inerzia —mZ, tutte
l’asse z):

—-mi— ot — Kz=0
L’equazione del moto pud quindi scriversi nella forma:

it i+ Kz=0 (5.17-1)

i ico del
L’equazione differenziale (5.17-1) rappres.;enta\ il modello maf:?:?:::zefﬁ-
moto libero di un sistema ad 1 grado di liberta, caratterizza

cienti costanti m, o, K.

H
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L’integrale generale z(t) della (5.17-1) si ottiene con lo stesso metodo
applicato nella soluzione della (5.12-1), ponendo cioé nella (5.17-1):

z(t) = Ce™ (5.17-2)

con C e A costanti.

Con tale sostituziong sl ottiene:
mCA2e* + gCAet + KCe* =0 (5.17-3)

e quindi:
X+ (o/mA+ K/m=0 (5.17-4)

La (5.17-4), indipendente da ¢, & I’equazione (algebrica) caratteristica
dell’equazione differenziale (5.17-1).

Avendo gia posto:
w, = pulsazione naturale = \/K/m (5.17-6)

le due radici A; e A; dell’equazione (2.17-4), risultano essere le seguenti:
A2 = —0/2m =+ /(0 /2m)? — w2 (5.17-7)

L’integrale generale dell’equazione differenziale (5.17-1) sard quindi
dato da: ,
z(t) = Cre*t + Cy et (5.17-8)

con A; e Az funzioni dei coefficienti (m, o, K ) del sistema e C; e C; costanti
di integrazione, dipendenti dalle condizioni iniziali (zo € vo).
La legge del moto z(t), data dalla (5.17-8), ha caratteristiche sostanzial-
mente diverse a seconda che per il sistema in esame risulti:
o/2m2w, (5.17-9)
cioé a seconda che il coefficiente di smorzamento o soddisfi alle relazioni:
02 2mw, =2m+/K/m =2vVmK , (5.17-10)

" Indicato con:

0. = smorzamento critico = 2VmK (5.17-11)
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le relazioni (5.17-9) possono scriversi:

030, (5.17-12)

E da osservare che per un assegnato sistema (m, K), il valore di o, resta
definito dalla (5.17-11).

Se & ¢ > o,,, cioé se lo smorzamento o del sistema & maggiore dello
smorzamento critico o., i valori di A; e A; forniti dalla (5.17-7) risultano
reali e negativi.

Posto:

g=+(¢/2m)? ~ 2 (5.17-13)

e tenendo presente che:
o/2m= (¢/o,,)- 2\/;n_E/2m = (0/0cr Jwn (5.17-14)
le radici reali e negative A, , fornite dalla (5.17-7) possono scriversi:
A2 = —(0/0c)wn :i:w,,\/(a—/m =—(0/0)wn, £q (5.17-15)
La legge del moto z(t), data dalla (5.17-8), pud cosi scriversi:
z(t) = e” 7er " (Cre®t + Cre™ )

e tenendo presenti le relazioni:

e = cosh gt + sinh ¢t (5.17-16)
pud infine scriversi:
z(t) = e~ %er“»* (A cosh gt + Bsinh gt) (5:17-17)
con;
A=C +C, B=C -G

Le costanti di integrazione A e B sono calcolate in funzione delle con-
dizioni iniziali: _
z(0) = =z

H0) = v (5.17-18)
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Derivando a questo scopo la (5.17-17):

: wne 7er“"*(Acos hqt + Bsin hqt)+

i) = —

+ e~ 5er“»*( Agsin hqt + Bqcos hqt) (5.17-19)
ed imponendo le condizioni iniziali nelle espressioni di z(t) e £(t), si ottiene:
Tg = A

T oA+ Bq (5.17-20)

Yg = —
cr

Le costanti di integrazione risultano quindi date da:

A=170

a‘:, ) /a (5.17-21)

B = (v + mowy,

La legge del moto z(t) per la (5.17-17) risulta infine essere:

z(t) = € Fer¥nt {:co cosh ¢t + [(vo + Towy, d
o

cr

) /q} sinh qt} (5.17-22)

Esaminando la (5.17-22) o pill semplicemente la {5.17-8) con A; e A,
reali e negative, si conclude che, comunque si ecciti il moto libero di m,
z(t) tende asintoticamente a zero per t — oo.

In fig.5.17-2 & rappresentata la legge del moto z(t) per diverse condizioni
iniziali. )

Si pud concludere quindi che per o > o, il moto libero della massa m
non si presenta come una vibrazione: un moto di questo tipo viene indicato
come aperiodico.

Se & ¢ = 0,,, I’equazione caratteristica ammette una radice doppia: dalla
(5.17-7) si ottiene infatti: '

A =X =A=—0,/2m=-2Vmk /2m = ~w,
In questo caso Vintegrale generale & dato da:

z(t) = (C; + Cat)e™¥* (5.17-23)
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X
t [ t
|
x
t t
Fig.5.17-2

Le costanti di integrazione C; e C, si ricavano al solito dalla (5.17-23) e

dalla:
’ m(t) = C'ze_”"t bl w,.(Cl + C'zt)e_-”“t (5.17—24)

tenendo presente che z(t) e £(t) debbono soddisfare alle condizioni inizjali:

z{0) = xo
2:(0) = 1Y
Si ottiene cosi il sistema:
Tg = Cl

vo = Cz —w, C)

dal quale si ricava:
Cy =z

Cz = vp+ wnZo
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La legge del moto z(t) risulta quindi data da:
2(t) = [zo + (vo + wa 7o )t] e (5.17-25)
ed il moto della massa m &, anche in questo caso, aperiodico e qualitativa-
mente rappresentato dai diagrammi z(t) di fig.5.17-2.

Se & 0 < 0., leradici dell’equazione caratteristica (5.17-4) sono complesse
e coniugate, risultando dalla (5.17-7):

A1,2 = —0/2m * iw, /1 — (0/2mw,)?
Tenendo presente la (5.17-14) si pud scrivere:

A2 = —=(0/0¢r )wn £iwn\/1—(0/0c,)?

Posto:
W, = wy\/1— (0/0..)? (5.17-26)

’integrale generale della (5.17-1) pud scriversi:
z(t) = e"7er Unt(Crev et + Cge""""")
e, tenendo presenti le formule di Eulero (5.12-9), si ottiene infine:
z(t) = e~ 7 “~* (A cosw, t+Bsinw,t) = e~ ser“~*C cos(w,t+¢o) (5.17-27)

con:

C=vA?+B?

Le costanti di integrazione A e B si ottengono come al solito
dalla (5.17-27) e dalla:

o

£(t) = ~—wpe 7" (Acosw,t + Bsinw,t)+

a.Cf

+ € 7er“*(— Aw, sin w,t + Bw, cosw, t)
(5.17-28)

imponendo che la z(t) e la (t) soddisfino alle condizioni iniziali:

z(0) = zo ; £(0) = v, .
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Si ottiene cosi il sistema:

Tg = A
vy = —Aw,0/0,, + Buw,

dal quale si ricavano i valori:

A =X
B = (v + zow,0/0,,.)/w,

La legge del moto z(t), data dalla (5.17-27), risulta cosi completamente
definita.

Dall’esame di questa relazione si deduce che il moto libero della massa m
pud essere considerato come una vibrazione armonica di pulsazione w, di
ampiezza Ce™ ser“nt decrescente con t: questo moto viene spesso indicato
come moto armonico smorzato.

Un esame pitl attento della (5.17-27) mette in evidenza che:

1°) la z(t) si annulla ad intervalli di tempo T, = 27 /w,;
2°) anche la Z(t) si annulla con lo stesso periodo;

3°) il valore della pulsazione w, della vibrazione libera smorzata, dato

dalla relazione:
ws =wp\1—(0/0)? (5.17-26)

diminuisce al crescere del rapporto o /o.,.: per un assegnato sistema
(m, K) il periodo T, cresce al crescere dello smorzamento o;

4°) se si traccia il diagramma dello spostamento z della massa m in fun-
zione del tempo, tale diagramma si presenta come in fig.5.17-3.
Le curve di equazione:

T, (t) = £Ce™ 7orv»* | (5.17-29)
sono le curve inviluppo della curva:
2(t) = Ce” 7er“»* cos(w,t + o) (5.17-27)
e prendono il nome di curve di estinzione.
Questa affermazione si giustifica osservando che per tutti i valori di ¢

per i quali risulta:
cos(w,t + ¢o) = £1
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5°)

Fig.5.17-3

cioé per (wst +¢o) = K7 con K = 0, 1,2,..., le due curve hanno un
punto in comune, risultando in questi istanti:

T=z,

e clie in questi punti le due curve hanno la stessa tangente; infatti
risulta:

Ze(t) = FC(0/0,, )wp e 7er vt

z(t) = ~C(0/0,, )w, 6™ 7ervnt cos(w,t + ¢p) — Ce™ ’:T“"‘tw, sin(w,t + ¢ )
e quindi per (w,t+ ¢p) = Ka:
T, =1

indicato con t, istante in cui la z(t) assume il valore massimo Ty
(v. fig.5.17-3) ed essendo, per quanto detto in 2°)

t2=t1 +Ta

” . . o
1 1s‘tante in cui la :z:(t) assume il valore massimo successivo z2, si pud
scrivere: ’

7y = Ce™ 7" cos(w, b, + o)

2z = Ce™ Fortn(t1#T) cos(w,t; + ¢y + 27)
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e quindi:

Ty [Ty = € Terntt fe mrun{titT) = T wnTe = eI Te (5.17-30)

Le ampiezze dell’oscillazione decrescono quindi secondo una progres-

sione geometrica di ragione eimT* .
Passando ai logaritmi la (5.17-30) si scrive:

In(z,/z3) = (¢/2m)T,
Posto: _
5 =lIn(z,/z,)
si puo infine scrivere:

§ = In(z,/z3) = Inz, — Inzy = (0/2m)T, (5.17-31)

Questa relazione esprime che i logaritmi naturali delle ampiezze dell’oscil-
lazione libera smorzata decrescono secondo una progressione aritmetica di
ragione § = (0/2m)T,: § prende il nome di decremento logaritmico.

Se si determinano sperimentalmente i valori di § e di T, il valore di o
pud essere ricavato dalla (5.17-31).

A questo riguardo va osservato che se si registra l’oscillazione libera
smorzata di un sistema e sulla registrazione (v. fig.5.17—4) si leggono i
valori delle ampiezze z;, z3, ..., £n41, 81 potra scrivere:

=06 +86+...+8,)/n=
= [(Inz; — Inz;) + (Inz; — Inz3) +...]/n=

= (Inz, —Inzpi1)/n
Gli scarti tra il valore di § calcolato con la relazione:
8= (lnz, —Inz,1)/n
ed ivaloridi § (f =1,2,..,,n) calcolati con la:

8.‘ = ln:z:; - ln:c.-+1

forniscono spesso indicazioni utili sulla validitd del modello matematico
(5.17-1): infatti P’ipotesi di smorzamento viscoso, che ha permesso di scri-
vere la (5.17-1), porta a valori nulli degli scarti suddetti (& = §) e quindi se
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Fig.5.17-4

dalla registrazione si deduicono scarti diversi da zero, cid sta ad indicare che
lo smorzamento del sistema non & di natura viscosa e ’entita degli scarti &
la misura della validita dell’ipotesi. '

A questo riguardo va osservato.che i risultati dell’analisi effettuata sono
in genere in buon accordo con i risultati sperimentali richiamati nel par.5.8.

E tuttavia da tener présente che, mentre dalla legge del moto z(t), che si
ricava dalla (5.17-1), si deduce che, per qualsiasi valore del rapporto o /o,
il moto della massa m tende a zero per ¢ — oo, dall’esperienza si deduce
invece che il moto libero si spegne completamente dopo un tempo finito.

Questa differenza di comportamento dipende ‘dall’avere ipotizzato uno.
smorzamento viscoso, cioé proporzionale alla velocita.

5.18 Vibrazioni forzate armoniche

Se sulla massa m del sistema (m,o,K) di fig.5.18-1 agisce una forza
armonica Fy coswt, ’equazione del moto (v. fig.5.18-1) risulta essere:

mE+oz+ Kz = Fycoswt (5.18-1)

La soluzione di questa equazione differenziale (lineare, del secondo or-

dine, a coefficienti costanti, completa) si ottiene con lo stesso procedimento
descritto nel par.5.13.
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L’integrale generale della (5.18-1) & dato da:
z(t) = m(t) + 25 ®) (5.18-2)

con:

jata = moto libero di m;
z;(t) = integrale generale dell’omogenea associata = mo ;

i i -1} = moto forzato di m.
z,(t) = integrale particolare della (5.18-1) = mo

K o
l
/ , | Fcoswt
m any
AV 1
[
Fig5.18-1

Limitandoci a considerare il moto z(t) dopo il transitorio iniziale, quando
cioe il moto libero z(t) & ormai trascurabile, s1 puo porre:

z(t) = = (t) = X cos(wt — §) (5.18-3)

& ico ione
Anche in questo caso il moto forzato & armonico _della stessa ]?ulsazm
a differenza dell’oscillazione forzata in assenza

w dell’azione forzante, ma, : _ q iy
di smorzamento, esso presenta un ritardo di fase ¢ rispetto alla caus .

t ) TR . . »
ta;\ld:ntre dal punto di vista analitico la necessita di introdurre ’incognita ¢

deriva dalla impossibilita di soddisfare alla (Sli-lf) cor(li un m(()it';:)1 a.;g;i)cril;?)
1 vi ico il ritardo di fase deriva
¢+ dal punto di vista fisico il ntal: : !
;iﬁ:::ﬁ ::he l’zﬁ'etto (in questo caso la vibrazione fc;rz;tal) ;aont pud che
i i ’azi citante) che lo determina.
in ritardo rispetto alla causa ( azione eccltal i ]
essI(j:eincognite X; e ¢ vengono determinate sostituendo la (5.18 3) nel

I’equazione del moto.
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-Si ottiene cosi:
—mw? X cos(wt — ¢) — owX; sin(wt — @)+
+HK X; cos(wt ~ ¢) = F, coswt (5.18-4)
relazione che deve essere soddisfatta per ogni valore di ¢; in particolare per:

wt—4=0 — (K -mw?)X; = Fycosg

wl—¢= 7r/2 — O'(IJXJ = ~Fysin ¢ (518-5)

Dividendo memb: .
ottiones ro a membro la seconda per la prima delle (5.18-5), sl

tang = ow/(K — mw?) (5.18-6)

mentre quadrando e sommando, si ottiene:

Xy =F/V(K - mw?)? 4 (gw)? (5.18-6")

In funzione dei rap i ; : .
porti adimensionali
e (5.18-6") si scrivono: all 0/0e ed wjw, le (5.18-6)

g w

2
t —_ Ocr Wr
ané 2 (5.18-7)

X == )
=K N = (5.18-8)
1-< g w :
( wz) +( a__—)
n cr Wy

Si indichi con z,, lo s
postamento che la massa m subisce ' i
i . _ . > per la appli-
cazione ste.ltlca di una forza pari ad Fy (spostamento statico) e si ossf:e’;vi
che anche in questo caso (o # 0) risulta:

Ze = Fo/K (5.18-9)

in quanto lo smorzatore o s i diz
_ non puo esercitare alcuna reazione izioni
. g - . . lone
di equilibrio statico ( = 0).  condisiont
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Se, d’altra parte, si indica con A il coefficiente di amplificazione in-
teso, come gia & stato fatto nel par.5.13, come rapporto tra ’ampiezza X,
dell’oscillazione forzata e lo spostamento statico z,;, risulta dalla (5.18-8):

X; =z A (5.18-10)

con: 1
A= (5.18-11)

. w?\? o w)\?
5 )
wy Ocr Wy

In conclusione il moto forzato z; (t) risulta dato da:

z5(2) = T4 - Acos(wt — @) (5.18-12)

con z,:, A'e ¢, dati rispettivamente dalle (5.18-9), (5.18-11) e (5.18-7).
Questi risultati valgono evidentemente anche per o = 0: in questo caso i
valori di A e ¢ coincidono con quelli gia ricavati nel par.5.13:

|4l =1/]1 - w?/u?]

5.18-13
¢ =0 per w/w, <1 ( )

tang =0 —
¢ {¢ =7 per w/w, > 1

e le curve di |A| e ¢ in funzione di w/w, sono quelle gid riportate

in fig.5.13-1,b).
In fig.5.18-2 sono riportate le curve di A e di ¢ per diversi valori del
rapporto o/c,,: dall’esame della curva A = f(w/w,) si deduce che:
1°) al crescere di 0 /o, le curve A = f(w/w,) si abbassano e presentano un
massimo per valori di w/w, via via pill piccoli di 1. 1l valore wys /w,,
per il quale si verifica tale massimo, si ottiene ponendo:

dA
dwfwn) ~°

e risulta essere:
Why o
—=w1—2 5.18-14
Wy, o2, ( 14)

2°) il valore di 6 /0., cui corrisponde wys /w, = 0, risulta, per la (5.18-14),
dato da:

0/d.r =1/V/2=0.707 (5.18-15)
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Cid sta ad indicare che per valori di ¢ uguali o maggiori al 70.7%
dello smorzamento critico, I’ampiezza dell’oscillazione forzata risulta
pil piccola dello spostamento statico, qualunque sia il valore della a)
pulsazione della forza eccitante: il fenomeno della risonanza non & T
quindi pil osservabile per o > 0.7070,.,.. | A| g =0
-
3°) Tenendo presente il valore della pulsazione w, delle oscillazioni libere _ ' 5
smorzate dato dalla (5.17-26): ' 010
0.15
W, =w, V1~ (O‘/O‘cr)2 4 1 \/ 028
e la (5.18-14) si deduce che: 3 A\ 050
. 207
wy < W, < w, (5.18-16) : )
: 2 < 100
4°) Per piccoli valori di /0, (< 0.1) pud ritenersi: / :’%%
1 J= —~
wn. ~ wa ~ Wat (5.18-17) . \
- \\
e quindi il valore massimo di A risulta per la (5.18-11):

Amex =1/(20/0.,) = 0., /20 (5.18-18)

In queste condizioni {0/, < 0.1) e per valori di w sufficientemente
lontani da w, (0.8 > w/w, > 1.2) i valori di A, calcolati con la prima
delle (5.18-13) (¢ = 0), coincidono praticamente con quelli calcolati
con la (5.18-11).

Questo risultato sta ad indicare che per sistemi poco smorzati, in con-
dizioni lontane da quelle di risonanza, il modello matematico pit semplice
(¢ = 0) consente una valutazione accettabile del moto forzato.

Dall’esame delle curve ¢ = f(w/w,) di fig.5.18-2, si deduce che:

1°) Tutte le curve, indipendentemente dal valore del parametro o/o,,, pas-
sano per il punto di coordinate w/w, =1e ¢ = x/2.
Cio sta ad indicare che il valore della pulsazione naturale pud essere
considerato come il valore della pulsazione della causa eccitante per il )
quale risulta ¢ = x/2. 0 é%,
2°) Per piccoli valori del rapporto o/o.,, il ritardo di fase ¢ & praticamente
uguale a zero per w/w, < 1, mentre risulta uguale a 7 per w/w, > 1. Fig.5.18-2

o
o

2 ww, 3

r
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5.19 Metodo vettoriale
Ai risultati ottenuti nel paragrafo precedente si pud dare una migliore

interpretazione fisica mediante la rappresentazione vettoriale delle forze,
che compaiono nella (5.18-1):

miz + oz + Kz = Fycoswt (5.18-1)
Tenendo presente che in condizioni stazionarie risulta:
z(t) = 24 (t) = X; cos(wt — ¢) (5.18-3)

la (5.18-1) si scrive:
—mw? X, cos(wt — @) — owX; sin(wt — @) + KX cos(wt — ¢) = Fp coswt

(5.18-4)

Da questa relazione si deduce che la forza d’inerzia —m#, la reazione dello
smorzatore —o%, la reazione della molla — K= e la forza eccitante F, coswt
sono forze armoniche di pulsazione w e di ampiezza rispettivamente mw? X
owX;, KX; ed F.

Queste forze sono quindi rappresentabili mediante vettori rotanti con la
stessa velocita angolare w, di moduli mw? X, , owX,, KX;, Fy, il primo in
opposizione di fase col vettore accelerazione w? X}, il secondo in opposizione
di fase col vettore velocitd wX; ed il quarto in anticipo di fase ¢ rispetto
al vettore spostamento X;. .

Segnato il vettore rotante X; nella posizione relativa all’istante ¢ definito

-dalla relazione (wt —.¢) = 0, in fig.5.19-1,a) sono stati segnati i vettori
rappresentativi di £ e Z e quindi quelli rappresentativi delle forze che com-
paiono nella (5.18-1). :

Dalla fig.5.19-1,a) si deduce che per ’equilibrio delle forze rotanti deve
essere:

Fycos ¢ +muw?X; = KX,
Fysin ¢ = owX;

Questo sistema di equazioni nelle incognite X; e ¢ coincide col sistema
(5.18-5) e quindi i valori di X; e ¢ coincidono con quelli dati dalle (5.18-7).
e (5.18-8).

Nel caso particolare, ¢ = 7/2, rappresentato in fig.5.19-1,b) si deduce:

(5.19-1)

msz, = KX, e

Fy =ow, Xy —

w?=K/m=uw?

Xy =Fofow, =z -1/(20/0.,)
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c): W2y, ﬁ

KX,

on

KX,

KXt

y o Xs

Fig.5.19-1

i ti questi gia ricavati (v. la 5.18-18). . .
nslug;i:.gr:.mmi settoriali di(ﬁg.5.19—1 non solo offrono una via a.lterna.tlva\x
per determinare le caratteristiche del moto forza.tc?, ma 'co‘nsento.no, come &
stato detto, anche una migliore interpretazione fisica dei risultati raggmntl:

Per w < w, la forza d’inerzia e la reazione dello smorzz‘ztore sono plcc.ole.
in queste condizioni anche ¢ risulta piccolo e la forza eccitante & bilanciata
praticamente dalla sola reazione della n}olla.

Per w = w,, la forza d’inerzia e la reazione
mentre la forza applicata serve solo a bilanciare I’

presente nel sistema. . . o
Per w > w,, ¢ tende a 7 e la forza applicata serve pra.t1ca.ment.e a bilan-
: alente rispetto alla reazione dello

ciare solo la forza d’inerzia, adesso prev.
smorzatore.

della molla si fanno equilibrio,
unica forza dissipativa

5.20 Vibrazione eccitata da un moto armonico

1l sistema (m, K,0) pud essere eccitato a vibrare, imponendo un moto
armonico o all’estremo (non collegato ad m) della molla K (v. ﬁ.g.5..20—1,a.).,
o all’estremo dello smorzatore o (V. fig.5.20-1,b) o ad entrambi gli estremi
di K e o (v. fig.5.20-1,c).

Nel primo caso ’equazione del moto risulta essere:

mié+ oi+ Kz, =0 (5.20-1)
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c)

x G

x, =X, cos cwt

x.=X_cos wt

Fig.5.20-1

con:

Zr = moto relativo degli estremi della molla

. ; ] =Z—zg
€ quindi potra essere scritta nella forma;

mi+oi+ Kz = KXy coswt

(5.20-2)
Nel secondo caso risulta:
mi+oi, + Kz =0  (5.203)
con:
Zr = moto relativo degli estremi dello smorzatore = z —
e quindi: -
mE+oi+ Kz = ~0X,0usinwt (5.20-4)
Nel terzo caso Pequazione de] moto ¢ data da:
mi+oz, + Kz, =0 (5.20-5)

Se interessa deternﬁn

are lale : .
del moto va scritta. gge del moto assoluto z(t) di m, Vequazione

mrtoi+ Kg = KX, coswt - owX, sinwt =

= Fo cos(wt + ¢) (5.20-6)
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dove:

Fy = \./(KX‘:)2 + (owX.)? ; tan ¢o = a'w/K

Se invece interessa determinare la legge z,(t) del moto relativo di m
rispetto al telaio mobile, I’equazione (5.20-5) va scritta nella forma:

mz, + o, + Kz, = mw? X, coswt . (5.20-7)

Y

In ciascuno dei casi esaminati ’equazione del moto & stata scritta,
esplicitando al secondo membro la forza armonica che eccita la massa m a
vibrare: la legge del moto desiderata si ottiene applicando le formule gia
ricavate per il modello matematico:

mZ -+ oz + Ka = Fycoswt
cioé la ormai nota relazione:
z(t) = x4 - Acos(wt — ¢)

con:

5.21 Esempi di applicazione

I risultati del moto libero e forzato ottenuti nei paragrafi precedenti per
il sistema (m, K, o), possono essere applicati a tutti i sistemi ad 1 grado di
liberta con smorzamento viscoso.

Tutti gli esempi, esaminati nel par.5.15, possono quindi essere ripresi e
riconsiderati alla luce di questi risultati.

Nel paragrafi che seguono, come applicazione dei risultati ottenuti, sara
esaminato il problema dell’isolamento delle vibrazioni.

5.21-1 Isolamento attivo delle vibrazioni

Durante il funzionamento di una macchina, a causa del moto degli organi
che la compongono, si generano forze d’inerzia che, essendo esterne alla
macchina stessa (v. par.1.6), si trasmettono alla struttura di sostegno.
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Forze d’inerzia di questo tipo sono quelle che si generano durante la ro-
tazione del rotore di una macchina a causa dello sbilanciamento residuo
dello stesso (v. Cap. 3).

Come si vedra nel Cap. 13, forze d’inerzia di notevole intensita si generano
nel funzionamento di una macchina alternativa.

A causa della periodicita di queste forze, la struttura sulla quale & fissata
la macchina oscilla in maniera indesiderata e, se si verificano condizioni di
risonanza, con ampiezze tali da compromettere la stabilita e della struttura
di sostegno e della macchina stessa. ,

Si presenta cosi il problema di “isolare” la macchina, interponendo tra la
macchina e la struttura di sostegno un adatto “sistema di sospensione”.

11 sistema di sospensione & costituito da un certo numero di elementi
elastici, costituiti da molle d’acciaio o da supporti di gomma, o di feltro, o
di sughero.

1l sistema suddetto deve assicurare, che solo una piccola aliquota delle
forze esterne, che si destano durante il funzionamento della macchina, si
trasmetta alla struttura di sostegno. '

Il problema descritto prende il nome di “isolamento attivo® delle vi-
brazioni.

Se si considera la macchina come un corpo rigido, il problema dell’isola-
mento delle vibrazioni pud essere studiato esaminando il moto forzato di un
corpo rigido elasticamente vincolato (v. fig.5.21-1,a) e quindi di un sistema
che presenta sei gradi di liberta (v. par.5.10). ,

Tuttavia utili informazioni possono ricavarsi dallo studio di un modello
matematico pill semplice, che considera il sistema, costituito dalla macchina
di massa m e dagli elementi elastici, come un sistema ad 1 grado di liber-
ta (m,K,0), (v. fig.5.21-1,b), eccitato a vibrare da una forza armonica
Fy coswi. ‘

In queste ipotesi I’equazione del moto forzato della massa m risulta, come
¢ noto, la seguente:

mi+ oz + Kz = Fycoswt

A caratterizzare Defficacia del sistema di sospensione si assume il rap-
porto T tra Pampiezza F; della forza trasmessa alla struttura di appoggio
e ampiezza F, della forza agente su m:

T=F/F

1l rapporto T prende il nome di rapporto di trasmissibilita, o pilt sem-
plicemente di trasmissibilitd e per un buon isolamento deve risultare molto
piccolo.
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a) 7 b)
| |
}| 4)11’ $ m G| Kcoswt
It i
YA |
r ° Cl: %K
/> X _ K, . ,
= &

Yl red il

Fig.5.21-1

o & uguale e contraria alla

ttura di sostegn
s di sospensione K, e della

forza trasmessa :
o molle

risultante della reazione —K z(t) -delle

~03 lo smorzatore 0. ) N -
o ~o&lt) dele toriale delle forze agentl sul sistema (vedi pa

data dal modulo del risultante dei due vettori
ro-(v. fig.5.21-1,¢):

reazion .
Nella rappresentazione vet

ragrafo 5.19), ’ampiezza F &
KX; e owXy,in quadratura tra lo

F, = \/(;Xf)2 + (owX;)? = EX;V1+ (ow/K)? =
= Kz, AV1 + (20'01/0'0,1-("“)2

Risulta pertanto:

T =F,/F=AV1+ (20w/0crwa)?

e quindi: ¥ (ow 7 T )2
T= F:/FO = \/(F_ wz/w?.)z + (ZUW/Uérwn)z

le curve di T al variare di w/wg € per
to qualitativo di queste curve si deduce

In fig.5.21-1,d) sono riportate
diversi valori di 0/0. L’andamen
osservando che: ' ' o

1) se si trascura lo smorzamento (o = 0), I’espressione di T diviene:

T =1/(1 - w?[w?) (5.21-1)
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é mw?X,

on

wa1

!

~n

K X,

Fig.5.21-1,c

e coincide con ’espressione del coefficiente di amplificazione -A, valida

per ¢ = 0: la curva di |T| = f(w/w,) coincide quindi con la curva di
|4] = f(w/w,) relativa a ¢ /0., = 0.

2) per w/w, = 0, tutte le curve passano per il punto di ordinata 1.

3) per w/w, = v/2 = 1.41, tutte le curve passano ancora per il punto di
ordinata 1.

Dalla fig.5.21-1,d) si deduce che per ottenere bassi valori di T' occorre che

la pulsazione w della forza eccitante risulti molto maggiore della pulsazione

naturale wy, .

Se la forza F(t) & periodica di periodo T, indicata con w la pulsazione
dell’armonica fondamentale:

w=2x/T

per ottenere un buon isolamento & sufficiente che risulti w > w,,, in quanto

per tutte le armoniche di ordine superiore al primo &, a maggior ragione,
verificata la condizione:

nw = 'pulsazione dell’armonica di ordine n > w,

che assicura per tutte queste armoniche un rapporto di trasmissibilita tanto
pil piccolo quanto pil grande é n. '

Per w > 1.41w, il coefficiente di trasmissibilitd T aumenta all’aumentare
di o e quindi lo smorzamento del sistema ha un effetto negativo nei riguardi
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Fig.5.21-1,d

dell’isolamento delle vibrazioni, risultato questo che non & sor;?renden_te ,8e
si pensa che lo smorzatore o (v. fig.5.21-1) rappresent'fx una via attraverso
la quale la forza Fy coswt si trasmette alla struttura di s?stegno. ,
La presenza dello smorzamento & perd positiva. all’avv1amento_ ed all’ar-
resto della macchina: durante queste fasi infatti il sistema passa a.t!;ravers?
la condizione di risonanza e ’ampiezza delle oscillazioni forzate di m puo
i i ndi & piccolo.
raggiungere valori molto grandi, se o /ffcr ¢ pi _
Noti i valori di Fo ed w, che sono dati del problema, e posto w, = (1/ Z')w,
se i fissa il valore di r (r = 3+ 5), la rigidita K del sistema di sospensione
risulta definita dalla relazione:

Wy =w/r= VE/m

Se la macchina da isolare & molto lenta (n = 100 = 500 giri/min), la

pulsazione naturale w,, deve risultare bassa e ¢id comporta una sospensione .

di rigidita K molto piccola. _ . i blemis
La realizzazione di sospensioni a basso valore di K pone perd dei problemt;

infatti indicando con:
P = peso della massa m; .
6,0 = freccia statica del sistema di sospensione, dovuta al peso P = P/K

n = K/m= \/KQ/P=Vg/aat

risulta:
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Questa relazione mette in evidenza che w, & funzione solo di §,; e che per
ottenere piccoli valori di wy, la freccia statica 6, del sistema di sospensione
deve risultare molto grande.

Poiché per ogni tipo di elemento elastico la freccia statica non pud su-
perare un certo valore, si deduce che a ciascun tipo di elemento elastico
corrisponde un valore minimo della pulsazione naturale w, .

Indicando con f, la frequenza naturale del sistema in c.p.m. risulta:

fn = (60/27)v/g/6,: cp.m.

In fig.5.21-1,e & riportato I’andamento di f, in funzione di 6,¢; sulla stessa
figura sono segnati, a titolo indicativo, i valori minimi delle frequenze f,
- raggiungibili con cjascun tipo di elemento elastico.
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Fig.5.21-1,e

Dall’esame di questa figura si pud concludere che al diminuire della fre-

quenza f dell’azione eccitante, per ottenere un buon isolamento, occorre

impiegare elementi di sospensione pill costosi, passando da supporti cilin-
drici in feltro, a supporti sempre cilindrici in sughero ed in gomma.

Con le molle di acciaio & possibile realizzare i piu bassi valori di w, e
quindi ottenere sistemi di sospensione efficienti anche per macchine relati-
vamente lente; altri pregi dei sistemi di sospensione di questo tipo sono la
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resistenza alla corrosione e la possibilitd di operare a temperature molto
basse o molto alte.

Per contro le molle d’acciaio presentano uno smorgamento molto pil basso
di quello presente nei supporti di altri materiali ed & quindi necessario
ricorrere ad accorgimenti particolari per aumentare lo smorzamento del
sistema.

5.21-2 Isolamento passivo

Nella pratica tecnica si presenta anche il problema inverso di quello trat-
tato nel paragrafo precedente: si deve'cioé impedire che le vibrazioni della
struttura di appoggio, causate dal funzionamento di altre macchine, si co-
munichino ad una macchina, sulla quale non agisce alcuna apprezzabile
forza periodica e che per ragioni particolari non deve vibrare.

Questo secondo tipo di isolamento delle vibrazioni prende il nome di
isolamento passivo.

Fig.5.21-2

Se anche in questo caso si considera il sistema macchina-sospensione come
un sistema (m,o, K) ad 1 grado di liberta (v. fig.5.21-2) e si ipotizza che
1l piano di appoggio vibri con legge armonica:

z, = X, coswi
I’equazione del moto z(t) di m & data da:
mi+ot, + Kz, =0

e coincide con quella (5.20-5), relativa al sistema rappresentato in
fig.5.20-1,c).
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Posto:
T, =z—x,
P . .
equazione del moto si scrive:

mi+oi+ Kz = KX, coswt — woX, sinwt = Fy cos(wt + )

con:

Fo = (KX, P+ (00X, )? = KXp\/1+ [2(0/ ) (w]eon)]*
tan g, = ow/K = 2(c /0., )(w/w,)
Applicando la (5.18-12) si ottiene:

z(t) =z;(t) = Tyt Acos(wt + ¢g — ¢)

con:

Ty = Fo/ K = X,\/1+ [2(0/0,1)(w]e0n)]?

A= 1/\/(1 - w2 u2)? + [2(0/ 00, (o] an)]

tang = [2(6/0'cr)(w/wn)] /(1 - w?/w?)

Se in guesto caso, ad indicare Vefficacia del sistema di sospensione, si
assume il rapporto T tra 1’ampiezza X; = z4 A della oscillazione della
massa m e ampiezza X, dell’oscillazione del piano di appoggio:

T:X!/Xp

si ottiene:

_ 1+ Pe/on)wfan)]
V(1= /022 + [2(0/00r) (] wn)]

c?: coincide con l’espressione di T = F,/ Fy ricavata nel caso dell’isolamento
attivo.

Xy

A
T="2= _—
X, xatXp

Vibrazioni Meccaniche.
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Per questo motivo il rapporto X;/X, prende il nome di rapporto di
trasmissibilitd o trasmissibilitd del sistema e la rappresentazione di
|T| = f(w/wn,0/0.) coincide con quella di fig.2.21-1,d.
Valgono, pertanto in questo caso considerazioni analoghe a quelle fatte
nel caso dell’isolamento attivo, considerazioni che possono cosi essere sin-
tetizzate:
1°) per avere un piccolo valore di T deve risultare w, < w, cioé la pul-
sazione naturale w,, del sistema macchina—supporti elastici deve essere
pil piccola della pulsazione w-dell’armonica fondamentale dell’oscilla-
zione periodica della struttura di appoggio della macchina;

2°) la presenza di uno smorzamento di tipo viscoso aumenta, a paritd di
tutte le altre condizioni, il valore di T';

3°) questo effetto negativo ¢ compensato dal fatto che, durante I’avvia-
mento o I’arresto delle macchine adiacenti alla macchina in questione,
il passaggio attraverso le condizioni di risonanza comporta oscillazioni
di ampiezza tollerabile per la macchina in esame.

Esercizio 5.X

Un gruppo costituito da una macchina motrice ed una utilizzatrice &¢ montato su
di un telaio rigido A (v. fig.5.X-1) ; 1a massa complessiva del gruppo e del telaio &
di 500 Kg.

Sisupponga che durante il funzionamento del gruppo si generi una forza armonica
verticale con pulsazione pari alla velocitd del gruppo stesso e di ampiezsa Fy pari
a 1000 N. La velocit3 angolare del gruppo & pari a 500 giri/min. :

| | ' '..
[ -] J_J'L Al

Fig.5.X-1

Il problema dell'isolamento dalle vibragioni pud essere affrontato in due modi
diversi:
1) 1 primo (v. fig.5.X~2), pit semplice, consiste nell'interporre degli elementi
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elastici di sospensione tra il sistema costituito dal gruppo e dal telaio e la
struttura di sostegno.

2) 11 secondo (v. fig.5.X-3), pitt complesso, consiste nell’ancorare il telaio ad un
blocco di fondazione in calcestruzzo armato, avente le dimensioni riportate in
figura e densitd § = 2.5-10% Kg/m3, e nel sospendere il sistema cosi ottenuto,
alla struttura di sostegno mediante opportuni elementi elastici.

In entrambi i casi si vuole realizzare un rapporto di trasmissibilitd pari
ad 1/24.

//%// 2224 s
Fig.5.X-2
In base ai dati assegnati e trascurando le azioni smorzanti, determinare in en-
trambi i casi, rappresentati nelle figg. 5.X-2 e 5.X-3:

1) la forza trasmessa alla struttura di sostegno;

2) il tipo di elementi elastici (feltro, sughero, gomma o molle di acciaio) da
usare;

3) le rigiditd del sistema di sospensione;
4) le ampiezze delle oscillagioni forzate del gruppo.

Soluzione:

1) Per tuatte e due le sospensioni elastiche deve essere:
T=1/24
per cui la forza F}, trasmessa alla struttura di sostegno risulterd, in entrambi
i casi pari a:

F, = Fy - T = 1000/24 ~ 42 N
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Fig.5.X-3

2) Dovendo risultare in entrambi i casi:
IT] = [1/(1 - o u2)] = 1/24

ed essendo:

w = 27n/60 = 52.36 rad/s
per tutte e due le disposizioni, dovra risultare:
wy, =w/b= 52.86/5 = 10.47 rad/s

ed
fr. = 500/5 = 100 c.p.m.

Dal diagramma di fig.5.21,e si deduce che per ottenere questo valore della
frequenza naturale, in entrambi i casi si dovranno usare molle d’acciaio.
La freccia statica risultera essere:

8,: = g/w? = 9.81/10.47% = 0.089 m = 89 mm

3) Per la prima disposizione, avendo indicato con m la massa complessiva del
gruppo e del telaio, la rigidita k della sospensione sard data dalla relazione:

K=m-w?=500- 10.47% = 54.8-10° N/m
Per la seconda disposizione la rigidita K della sospensione & data da:

K=M-u
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con:
M=m+mg
Essendo:

m = massa del blocco di calcestruzzo armato =

=6V =25-10°-2-1.-05=2.5-10% kg
risul!:a:
M = 500 + 2500 == 3000 kg
e quindi:
K =3000- (10.47)% = 3.29- 10° N/m

4) L’ampiezza X dell’oscillazione forzata per la prima disposizione risulta essere:

X, =2,,A=F,-A/K=F,-T/K=(1000/5.48-10)(1/24) = 7.6-10"* m

Per la seconda disposizione risulta invece:

X; =z,A= Fy-A/K = F)-T/K = (1000/3.29-10°)(1/24) = 1.27-10* m

Esercizio 5.X1

Il costruttore del gruppo di cui all’esercizio precedente garantisce un buon fun-

zionamento del gruppo stesso se, a velocitd di regime, le ampiezze delle vibrazioni
sono inferiori a 0.2 mm.

Per questo motivo si deve adottare la soluzione di fig.5.X-3.

Volendo utilizzare, per la sospensione, molle di acciaio del tipo rappresentato
in fig.5.X1-1, aventi un numero di spire attive n pari a 6, sulla base dei risultati
ottenuti nell’esercizio precedente, determinare:

1) I numero delle molle di acciaio da disporre in parallelo;
2) 1a loro disposizione pill opportuna;

3) 1a sollecitazione massima alla quale saranno sottoposti gli elementi
elastici.
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Fig.5.X1-1

Soluzione

1) Larigiditd K di ciascuna delle molle & data da:
K; = Gd*/64nR® = 8-101°(12-10'3)/64-6-(54-10"")$ = 2.74-10* N/m
¢ quindi il numero n delle molle da disporre in parallelo risulta essere:
n=K/K;=3.29- 10°/2.74 - 10 =12

2) La disposizione pid opportuna delle 12 molle & quella riportata. in

fig.5.XI-2. |
3) Tenendo presente che la forza massima F' che agisce su ciascun elemento ela-

stico & data da:
F= (P + ﬂ)/n

con:

P = peso del gruppo + basaménto =g+M =9.81-3000=29430 N
risulta:

F=(P+F.)/n~P/n=29430/12=2452.5 N
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Fig.5.X1-2

A questa forga, diretta secondo I'asse delle molle, corrisponde un momento
torcente nel tondino d’acciaio della molla pari a:

M;=F-R=24525:0.054 = 132.34 N-m
La sollecitazione a torsione & data da:
T=(M;/L,)d/2

con:
I, = momento @’inerzia polare della segione del tondino =
= (d/2)*- 7/2=(6- 10-3)4x/2=2.10"9 m*
Risulta quindi:
T =(132.34/2-107°)-6-10"% = 397. 10° N/m2 = 397 N/mm?

Tale sollecitazione si pud ritenere ammissibile per gli acciailegati utilizzati per
la costruzione delle molle.

5.22 Sistemi a due gradi di liberta: fenomeni fondamentalj

Si consideri un sistema costituito (v. fig.5.22-1) da un’asta di acciaio alla
quale sono solidali due masse m; ed m;, disposte come in fig.5.22-1,a).

_ Se mediante il tavolo vibrante T, al quale si & gia accennato nel par.5.8,

8i eccita il sistema a vibrare, imponendo all’estremo S un moto armonico:

zx (t) = Xk coswt

Capitolo 5 411

Fig.5.22-1

il sistema compie oscillazioni forzate armoniche di pulsazione pari a quella
dell’azione eccitante zx .
Se lo smorzamento del sistema é piccolo e se si varia con gradualita la

. pulsazione w, si nota che il sistema entra in risonanza per due diversi valori

w; ed we di w: in corrispondenza di questi due valori della pulsazione
forzante le ampiezze di oscillazione diventano molto grandi ed il sistema
oscilla in un modo caratteristico. Se si esamina il modo di vibrare mediante
una lampada stroboscopica si osserva che per w = w; (w; < wy) le due
masse oscillano in fase tra loro (v. fig.5.22-1,b) ed in modo tale che, indicata
con C una costante, in qualsiasi istante dell’oscillazione, risulta:

z,(t)/z2(t) =C1 >0 (5.22-1)
Per w = w; il modo di vibrare del sistema & diverso ed & caratterizzato

dal fatto che le due masse oscillano in opposizione di fase: indicata con C,
una nuova costante, si potra ritenere che in queste condizioni sia:

21 (t)/z2(t) = C2 < O (5.22-2)



